Die Schwingungsbewegung

Nun kommen wir zur dritten einfachen Bewegungsart: zur Schwingung. Eine Schwingung zeigt einige
Ahnlichkeiten mit der ebenen Kreisbewegung, z. B. sind beide ortsgebunden: die Kreisbewegung an den
Kreismittelpunkt, die Schwingung an ihre sogenannte Ruhelage.

Es gibt jedoch einige wesentliche Unterschiede: die gleichformige Kreishewegung schreitet (auf der Kreis-
bahn) immer weiter fort, wihrend sich die Schwingung zeitlich wiederholt. Die Kreisbewegung hat eine
konstante Zentripetalbeschleunigung, bei der Schwingung treten aber wihrend jedem Schwingungs-
zyklus unterschiedliche Beschleunigungen (in Betrag und Richtung) auf. Die Kreisbewegung besitzt
nur kinetische (Rotations-) Energie, die Schwingung aber sowohl kinetische als auch potentielle
Energie.

Die Zeit, nach der sich eine Schwingung wiederholt, wird Schwingungsdauer 7' genannt. Der Kehrwert
dieser Zeit gibt die Anzahl der Schwingungen pro Zeiteinheit an und heifst Schwingungsfrequenz v;
sie wird in 1/Sek. = Hertz gemessen. Man verwendet oft auch die Kreisfrequenz w, mit w = 27v (auch
in Hz gemessen). Die Kreisfrequenz deutet auf eine andere Ahnlichkeit der Schwingung und der Kreisbe-
wegung hin: betrachtet man eine gleichformige, ebene Kreisbewegung in der Kreisebene, d.h. projiziert
auf eine Linie in der Ebene, so scheint sich der Massenpunkt auf und ab entlang dieser Linie zu bewegen.
Die scheinbare Bewegung ist identisch mit einer harmonischen Schwingung, wobei die Kreisfrequenz der
Schwingung gleich die Winkelgeschwindigkeit w der Kreisbewegung ist (siche Abbildung 0.11).
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Schwingung

Kreisbewegung

Winkel

o(t)= ot x=x05inmt

Abbildung 0.11.
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Beschreibung der Schwingungsbewegung

Eine Schwingung entsteht, wenn zwei Bedingungen erfiillt sind:
e es muf eine riicktreibende Kraft (zur Ruhelage hin) wirken, und
e cine Tragheit mufk vorhanden sein.

Die Beschreibung der Bewegung erhalten wir dann einfach dadurch, daf wir die riicktreibende Kraft als
F'in die Newton’sche Bewegungsgleichung F' = ma einsetzen. Alternativ dazu, konnen wir die Summe
von potentieller Energie (welche mit der riicktreibenden Kraft zusammenhéngt) und kinetischer Energie
(die die Triagheit enthélt) konstant setzen (Energiesatz!).

Beispiel: Federpendel Die riicktreibende Kraft ist die elastische Kraft,
Fp=—-Dx (Hooke’sches Gesetz!)

wobei D die » Federkonstante« und = die Auslenkung (relativ zur Ruhelage) sind. Einsetzen in F' = ma =
md?z /dt? und Umformen ergibt:
D d°z 0
(E) Il?(t) + @ =
Diese Differentialgleichung (2. Ordnung) kann formell durch 2-maliges Integrieren gelost werden; wir
konnen sie aber einfach mit einer Versuchslosung

a:(t) =X Siﬂ[wot + QO()]
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[6sen (Die 2. Ableitung der Sinus- oder Kosinus-Funktion ist proportional der Funktion selbst!). Die
Losung enthélt zwei Integrationskonstanten:(xy = Anfangsauslenkung oder Amplitude; ¢y= Anfangs-
phase). Aukerdem enthilt sie eine Systemkonstante, die Kreisfrequenz wy, die durch Eigenschaften des
schwingenden Systems (des harmonischen Oszillators), namlich die Kraftkonstante D sowie die Trég-
heitskonstante m, bestimmt wird. Dieselbe Schwingungsgleichung erhalten wir mit dem Energie-Ansatz
... weitere Beispiele: Drehschwingungen (Torsionspendel), Fadenpendel, Wasserséule in einem U-Rohr.

Die Gedampfte Schwingung

Alle wirklichen Schwingungen halten nicht ewig an, wie die obige Losung fiir z(¢) andeuten wiirde; die
Schwingungsenergie geht durch Reibung verloren. Die Schwingungen sind dann »gedampft« durch eine
Reibungskraft:

Fp=—kv=—k_

wo k die »Reibungskonstante« und v die momentane Geschwindigkeit der Schwingungsbewegung sind.
(Andere Reibungskrifte, die nicht geschwindigkeitsproportional sind, sind auch bekannt, diese ist aber
die wichtigste Form).

Die Losung z(t) enthélt wieder zwei Anfangsbedingungen, zeigt aber eine zusétzliche Zeitabhingigkeit

z(t) = 2o ™) sinfwy t + ¢y
mit der Ddmpfungszeit 7 = 2m/k, und mit einer neuen Kreisfrequenz wy, gegeben durch:

2 kQ
wi=\eh - e
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Das heiltt die Frequenz wird i.a. kleiner, die Amplitude sinkt exponentiell mit der Zeitkonstante 7:

Auslenkung

ZLeit
' | ' l ' | | | ' | !
0 2 4 6 8 10
Abbildung 0.12. gedidmpfte Schwingung
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Wir konnen drei Falle unterscheiden:
1. Schwingfall: es gilt wi > k?/4m?*: der Oszillator schwingt, ist aber (wie oben) gedimpft.

2. aperiodischer Grenzfall: wi = k*/4m?: die Schwingung kommt nie zustande, die Diampfung ist
genauso schnell wie die Schwingung selbst. Niitzlich fiir die Vermeidung von Schwingungen.

3. Kriechfall: w? < k?/4m?: der ausgelenkte Oszillator kehrt langsam, ohne zu schwingen, exponentiell
zur Ruhelage zuriick (» Kriechen«).
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Erzwungene Schwingungen

Die bisher betrachteten Schwingungen sind freie Schwingungen, mit oder ohne Dampfung — d.h., der
Oszillator wird einmal »angestofsen« und lauft dann frei von zusatzlichen dufseren Kraften weiter. In der
Natur sind alle Schwingungen mehr oder weniger stark gedampft; ihre Schwingungsenergie wird durch
Reibung o.4. in Warme umgewandelt, die Schwingung kommt allméhlich zum Stillstand.

Ein wichtiger Fall ist dann die erzwungene Schwingung, wobei eine zyklisch wirkende externe Kraft
die Schwingung trotz Dampfung in Gang hélt. Diese externe Kraft mufs natiirlich nicht stetig, sondern
wiederkehrend wirken. Sie kann im Prinzip eine beliebige Form haben (z. B. das Stofen einer Schaukel),
jedoch ist der wichtigste Fall eine harmonische externe Kraft, d. h. eine Kraft der Sinus- oder Kosinusform:

F i = F(cos(wext)

wobei F( die Stérke (Amplitude) der externen Kraft und wey ihre Kreisfrequenz sind. Beide sind frei
wahlbar, unabhéngig von dem Oszillator, worauf die Kraft wirkt. Die Schwingungsgleichung hat nun eine
andere Form: die Summe von riicktreibender Kraft, Tragheitskraft, und Reibungskraft ist nicht mehr
Null, sondern gleich der externen Kraft:

<g) z(t) + (%) i—‘f + % = <%) cos(Wextt)
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Die Losung dieser Schwingungsgleichung ist komplizierter als bei der freien Schwingung. Sie besteht aus

zwel Teilen:

1. dem Einschwingen: der Oszillator versucht, mit seiner Eigenfrequenz wy zu schwingen; dies klingt

mit der Dampfungszeit 7 ab ...

2. dem stationdren Zustand: der Oszillator schwingt mit der von aufsen gepriagten Frequenz wey, die
Amplitude und Phase der Schwingungen héngen von dem Verhiltnis wg/weyt sowie von der Damp-

fung ab.

Losung: Y = Yo SIn (Wt - 5)
. _ Fy
t: =
mit: Yo m\/(w(%—%xt)2+452 w2

Dampfungskonstante 0= - = \/7

3: Phasenverschiebung zwischen Erreger-Kraft F(t) und erzwungener Schwingung, es gilt:

tan /8 — 25(,0%215

wO Wert

7



Auslenkung

o
0
relative Phase (externe Kraft -- Oszillator)
—7/2
~Tt
o

Abbildung 0.13. Die Auslenkung (Amplitude) und die relative Phase eines erzwungenen Oszillators im stationdren Zustand als Funktion
der externen Frequenz. Bei niedrigen Frequenzen »geht der Oszillator mit«, seine Auslenkung ist genauso grofs, wie die Amplitude der externen
Kraftquelle. Wenn die externe Frequenz gleich die Eigenfrequenz des Oszillators ist (wo/wexy = 1), ist die Leistungsiibertragung optimal, es gibt
eine » Resonanziiberhhung« der Auslenkung. Die maximale Auslenkung findet man jedoch bei der geddmpften Frequenz, we = wy. Steigt die
externe Frequenz noch weiter, so nimmt die Auslenkung wieder ab und geht gegen Null fiir hohe Frequenzen. Die relative Phase zwischen externer
Kraftquelle und Oszillator ist Null fiir kleine Frequenzen, 90 ° bei Resonanz, und geht gegen 180 ° fiir grofse externe Frequenzen.
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Auslenkung Do

rclull_\-'c Dimpfung

(1)() 2(00 ®

Abbildung 0.14. Die Auslenkung eines erzwungenen Oszillators der Eigenfrequenz wy in Abhéngigkeit der externen Frequenz w fiir verschiedene

relative Dampfungsfaktoren k/v/m D. Bei kleiner Ddmpfung wichst die Auslenkung im Resonanzfall gegen Unendlich (Resonanzkatastrophe!).
Bei grofser Dampfung gibt es keine Resonanziiberhohung der Auslenkung mehr. Die Breite der Resonanzkurve wird geringer, wenn die Dadmpfung
kleiner wird.
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Tabelle 0.5. Vergleich von verschiedenen Oszillatoren (schwingungsfihigen Systemen)

Groke, Eigen- Federpendel Drehpendel Fadenpendel (Lénge [)
schaft
Auslenkung Strecke x(t) Winkel o(t) Winkel ¢(t)

oder

Bahnstrecke sg(t)

riicktreibende Kraft elastische (Feder-)Kraft elastisches (Torsions-) Schwerkraft
F=—-Dx Moment M = —D*p F=—-mgsiny
(nicht harmo-
nisch!)
Tragheit Masse m Tragheitsmoment © Masse m
Dampfung Reibungskraft Torsionsreibung Reibungskraft
F=—kv M= —k*p F=—kv
Losung der x(t) = o(t) = sp(t) =
Bewegungs- xo sinfwy t + o) @o sinfwg t + & So sinfwg t + &) oder p(t) =
gleichung @o sinfwg t + &] (mit sin p ~ )
Kreisfrequenz wo = \/% wo =1/ wo = /4
wo (Eigen-
frequenz)
geddmpfte Frequenz w, Wy = w; =

&
[e=X\V]

w1 =
k2 2 k2 2 k2
T am? VW~ ze2 Wo — Im2
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1

Wellenlehre
gekoppelte Schwingungen

Werden zwei (oder mehr) harmonische Oszillatoren aneinander gekoppelt!, dann fiihren sie eine komplexe
Bewegung aus. Diese gekoppelten Schwingungen haben jedoch eine einfache Form, wenn die richtigen
Anfangsbedingungen gewahlt werden:

e wenn am Anfang die gesamte Schwingungesnergie in einem Oszillator gespeichert wird, entstehen
sog. »Schwebungen«: die Schwingungsenergie wechselt zeitlich zwischen den einzelnen Oszillatoren
hin und her;

e wenn alle Oszillatoren am Anfang mit einer festen Phasenbeziehung angeregt werden, entstehen
Normalschwingungen. Dabei bewegen sich alle Oszillatoren synchron, mit der gleichen Frequenz;
die niedrigste Frequenz entspricht der Grundschwingung, wobei sich alle Oszillatoren zusammen
bewegen. Es gibt soviele Normalschwingungen wie einzelne Oszillatoren im gesamten, gekoppel-
ten System (»Anzahl der Freiheitsgrade«). Kénnen Schwingungen in allen drei Raumrichtungen
stattfinden so gibt es 3N-6 Normalschwingungen (bzw. 3N-5 fiir lineare Systeme).

Es gibt viele Beispiele fiir gekoppelte Schwingungen in der Natur. Relativ einfach sind die Schwingun-
gen kleiner Molekiile (CO9, NH3 usw.), die mit der Infrarot- und Raman-Spektroskopie auch gemessen
werden konnen. Auch alle Wellen konnen als gekoppelte Schwingungen angesehen werden, wobei sich
die Schwingungsenergie durch eine Kette von aneinandergekoppelten Oszillatoren (das Medium der Wel-
lenausbreitung) fortpflanzt (siche Abb. 0.16 auf Seite 93). Beispiele: gekoppelte Federpendel, gekoppelte
Fadenpendel; Dreh- und lineare Schwingungen eines Federpendels.

z.B. Federpendel durch eine » Kopplungsfeder«
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Abbildung 0.15. Zwei mit einer Feder gekoppelte Fadenpendel
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e =t 1
Rawwnalidre Periode A

Abbildung 0. 1691%/[echanische Wellen



Bei einer Reihe gleicher Fadenpendel werden die Pendelkugeln miteinander durch Federn gekoppelt. Diese
Pendelkugeln konnen wir als Atome oder Molekiile ansehen, die Federn verkorpern die Krafte zwischen
den atomaren Teilchen. Die Pendelreihe sei in x-Richtung ausgerichtet und dazu senkrecht wird das An-
fangspendel 0 mit der Amplitude A ausgelenkt. Jedes Pendel kann Schwingungen um seine Ruhelage
ausfiihren.

In Folge der elastischen Federkopplungen pflanzt sich dann diese Schwingung nacheinander auf die ande-
ren Pendel fort.

Nacheinander erreicht ein bestimmter Schwingungszustand, z.B. der Zustand, bei dem die Auslenkung
A in positiver Richtung maximal wird, alle Pendel. Der Schwingungszustand oder die Schwingungsphase
pflanzt sich mit endlicher Geschwindigkeit ¢, der sogenannten Phasengeschwindigkeit langs der Pendel-
reihe fort.

Jedes einzelne Pendel vollfiihrt eine periodische Schwingungsbewegung in der Zeit um seine Ruhelage.
Zum Zeitpunkt ¢19 hat das Pendel 10 den gleichen Bewegungszustand, d.h. die gleiche Schwingungsphase
wie das Pendel 0.

Der Bewegungszustand ist also auch periodisch im Raum. Einen solchen zeitlich und raumlich peri-
odischen Vorgang nennt man eine fortschreitende Welle.

Den raumlichen Abstand zweier Punkte, die sich im gleichen Schwingungszustand befinden nennt man
raumliche Periode der Welle oder Wellenlinge .

Die Zeit die bendtigt wird, um den Schwingungszustand iiber eine Wellenlange zu transportieren heisst
Schwingungsdauer T.

Damit gilt fiir die Phasengeschwindigkeit ¢ = u, = % = AV, wobei v der Kehrwert der Schwingungs-

dauer T ist.
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Wellen, allgemeine Beschreibung

Wellen sind gewissermafsen »Schwingungen, die sich auf den Weg gemacht haben«. Eine Schwingung ist
ortsgebunden, zeigt aber eine zyklische Anderung (Bewegung) in der Zeit. Wellen sind nicht nur in der
Zeit, sondern auch im Ort zyklisch; sie erstrecken sich iiber einen grokeren Ortsbereich bzw. breiten sich
im Ortsbereich aus.

Wie auch bei den Schwingungen haben Wellen eine besonders einfache Form, wenn sie harmonisch sind,
d.h. durch eine Sinus- oder Kosinusfunktion beschrieben werden kénnen. Das Argument der Funktion
enthélt dann nicht nur die Zeitabhingigkeit, wie bei Schwingungen, sondern auch die Ortsabhangig-
keit der Wellen.

Wellen haben ebenso wie Schwingungen eine Amplitude Ay und eine Phase ¢, welche durch die An-
fangsbedingungen gegeben sind. Auferdem sind sie charakterisiert durch eine Systemkonstante, die ihre
Zeitabhangigkeit angibt (Schwingungsdauer T' bzw. Frequenz v = 1/T oder Kreisfrequenz w =27 v).
Wellen sind aukerdem gekennzeichnet durch eine zweite Systemkonstante, die ihre Ortsabhéingigkeit be-
schreibt —ihre Wellenlange A bzw. Wellenzahl k=27 /A

U(z,t) = Apsinfwt — k ® T + @y

U(x,t) wird Wellenfunktion genannt; sie beschreibt die Auslenkung der Welle als Funktion von Ort x
und Zeit ¢t. Diese Form gilt fiir eindimensionale, laufende Wellen, die sich in +xz-Richtung ausbreiten.

Zwischen den Systemkonstanten (die vom Medium bestimmt sind, in dem sich die Wellen ausbreiten)
gibt es eine weitere Beziehung, die die Ausbreitungsgeschwindigkeit (Phasengeschwindigkeit) ¢ oder w,,
der Wellen angibt:

(Grundgleichung der Wellenlehre)
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Wellentypen

Wir unterscheiden verschiedene Typen von Wellen, je nachdem, wie die schwingende Grofe zu der Aus-
breitungsrichtung steht und wie sie sich ausbreiten:

e falls die schwingende Grofe senkrecht zur Ausbreitung steht, sind es transversale Wellen (Wasser-
wellen, Lichtwellen)

e steht sie parallel dazu, sind es longitudinale Wellen (Schallwellen)

e Wellen, die sich in eine (oder mehrere) Richtung(en) ausbreiten und Energie transportieren, heifen
laufende Wellen (Licht, Schall,...)

e Wellen, die in einem fest abgegrenzten System schwingen und keine Energie transportieren, heilen
stehende Wellen (akustische Wellen auf einer Geigensaite oder in einer Orgelpfeife)

e Wellen, bei denen die Amplitude iiberall gleich ist (senkrecht zur Ausbreitungsrichtung), heifsen
ebene Wellen; sie konnen durch Ebenen senkrecht zur Ausbreitung dargestellt werden

e Wellen, bei denen die Bereiche konstanter Amplitude auf Kugelflichen liegen, heifen Kugelwellen
(z. B. Lichtwellen von einer Punktquelle)

Transversale Wellen konnen auch polarisiert sein: das heifst, ihre schwingende Grofle schwingt in nur
einer Ebene (anstatt in allen moglichen Richtungen) senkrecht zur Ausbreitung (bei Licht: Linearpolari-
sation).

Als Beispiel, um die Wellenausbreitung in einem Medium zu untersuchen, betrachten wir transversale,
laufende, eindimensionale Wellen auf einem elastiscg(én Seil (Gummiseil, siehe Abb. 0.17 auf der folgenden



Seite). Wir bezeichnen die Seilrichtung als z, die Auslenkungsrichtung des Seils (senkrecht zu z) als z.
Wir wollen dann das Verhalten der Wellenfunktion W(x,t) = z(x,t) berechnen.

Dazu teilen wir das Seil in beliebig viele sehr kleine Schnitte der Lange dx, die je eine Masse dm = p;dx
haben (p; = Masse pro Liangeneinheit oder lineare Massendichte). Jeder Schnitt verhilt sich wie ein
harmonischer Oszillator. Nun berechnen wir die riicktreibende Kraft auf jedem Schnitt und setzen sie in
die Newton’sche Bewegungsgleichung F' = ma ein. Die riicktreibende Kraft hingt von der Zugkraft Z
ab, mit der das Seil gestreckt wird, aber auch von der Kriimmung des Seils am jeweiligen Punkt. Ist die

> Zugkraft
Z <—A-—% | g -

" Seil in Ruhelage

v~ Koordinatenachsen ¢

i | N | AN M

ausgelenktes

Seil ‘\._w\ \
Fru a2,

Abbildung 0.17. Die Welle am Beispiel der Seilwelle
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Kritmmung Null (gerades Seil), so verschwindet die riicktreibende Kraft. Die Kriimmung wird durch die
2. Ableitung der Seilkurve z(x) gegeben:

d?z  0*V(x,t)

Krimmung =

da? 0x?
und damit ist die riicktreibende Kraft F'; gegeben als:
O (z,t)

Die Beschleunigung wahrend der Wellenbewegung ist die 2. zeitliche Ableitung der Auslenkung z(t), d. h.
d*z  0*W(x,t)

a =

dt? ot?
Einsetzen in die Bewegungsgleichung, mit m = p; dz, ergibt:
02 (z,t) 0% (z,t)

oder, nach Kiirzen des Faktors dz auf beiden Seiten der Gleichung,
0> (x, t 0> (x, t
PV oG
Ox ot
Dies nennt sich die klassische Wellengleichung; ihre Losung ist die Wellenfunktion W(z,t). Die Kon-
stanten Z und p; (Systemkonstanten) bestimmen die Ausbreitungsgeschwindigkeit w.:
Z
2

90:_.
l
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Anwendungen der Wellengleichung

Die Bewegungsgleichung der Welle ist durch folgende Differentialgleichung 2. Ordnung gegeben (2-fache
Ableitungen):

, 0%V (x,t)  0°V(x,t)

2922 02

Diese Gleichung beschreibt die Bewegung von laufenden Wellen. Wir wollen zunéchst zeigen, dak eine
harmonische Welle, die in +z-Richtung lauft, tatsichlich eine Losung der Wellengleichung ist. Wir nehmen
die Versuchslosung

u

U(x,t) = Apsinfwt — kx + @)

und setzen sie in die Wellengleichung ein. Dazu brauchen wir die Ableitungen bzgl. Ort & und Zeit ¢:

v
oV(x,t) = —k Aj cosjwt — kx + ¢
i a(:c )
0V (x,t 2 -
— g = —k* Ag sinfjwt — kx + ]
V(z,t
4 (‘(9:? ) = w Ay coslwt — kx + @)
O?(z,t :

Einsetzen in die Wellengleichung ergibt:

—k? ufp Agsinfwt — kx + ) = —w® Agsinjwt — kx + @
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oder, nach Kiirzen der Sinusfunktionen und Amplituden auf beiden Seiten,

w? w?

oder — 2

2 _
k =

T2
Uy

Dieses Ergebnis entspricht aber genau der Grundgleichung der Wellenlehre:

Up=C= AV = (Grundgleichung der Wellenlehre)

W

k

und erfiillt somit die Wellengleichung:
—K? ufp Apsinjwt — kx + o] = —w* Agsinjwt — kx + @]

Diese Gleichung enthélt nur eine (allgemeine) Systemkonstante, die (Phasen-) Geschwindigkeit w.,. Sie
gilt fiir jedes Wellenmedium.

Wir sehen, daf fiir jede Art von Wellen — Wasserwellen, Seilwellen, akustische (Schall-) Wellen, elektri-
sche Wellen, auch elektromagnetische Wellen (Radio-, Radar-, Infrarotlicht-, sichtbares Licht-, UV-Licht-,
Réntgen- und schlieflich Gammastrahlungs-Wellen) — dieselbe Gleichung gilt, wobei die einzige auftre-
tende Konstante (durch das Ausbreitungsmedium bestimmt) die Ausbreitungsgeschwindigkeit w,, ist.
Diese Geschwindigkeit u, héngt wiederum von zwei Systemkonstanten ab, die man (verallgemeinert) die
»Konstante der Riickstellkraft« K und die » Konstante der Trigheit« 7" nennen koénnte. Bei Seilwellen
sind sie eben die Zugkraft am Seil und seine lineare Massendichte. Einige weitere Beispiele sind in der
Tabelle 0.6 auf der nachsten Seite aufgefiihrt.

In jedem Fall ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen u,, gegeben durch:

U, = -
" 100 T



Tabelle 0.6.

System » Riickstellkraft « K » Tragheit« T’
elastisches Seil Zugkraft Z lineare Massen-
dichte p;
Wasserwellen Oberflichenspannung ¢ bzw. Volumen-Massendichte p
Schwerkraft
mg
Schallwellen Luftdruck Pk Volumen-Massendichte p
elektrische Wellen elektr. Kapazitét/ Induktivitédt/Lange, %
. . 1
auf einem Kabel Lénge, e
elektromagnetische Wellen im elektr. Feldkonstante magn. Feldkonstante
Vakuum des Vakuums, % des Vakuums, g
elektromagnetische Wellen in ei- elektr. Feldkonstante magn. Feldkonstante
nem des Mediums, ﬁ des Mediums, p, f1o

Medium
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(vgl. wyg = v/ D/m bei Schwingungen!). Die Wellengleichung, wie wir sie aufgeschrieben haben, ist analog
zur Schwingungsgleichung ohne Dampfung oder externe Kraft. Sie sagt nichts iiber den Ursprung der
Wellen oder ihrer evtl. Dampfung aus! (Beispiele: stehende Wellen auf Saite, Wasserwellen).

Interferenz von Wellen, stehende Wellen
Finden mehrere Wellenbewegungen im selben Medium statt, so kénnen diese durch Superposition, d.h.
Uberlagerung bzw. Addition der einzelnen Wellenbewegungen dargestellt werden.

Da die Wellenbewegung positive und negative Amplituden aufweist, kann diese Addition von einzelnen
Wellenbewegungen zur Verstirkung oder auch Ausloschung der Bewegung oder der Schwingung fiihren.
Diese Phianomene bezeichnet man als Interferenzerscheinung.

Einfache Losungen der Wellengleichung, die durch Interferenz hervorgerufen werden sind stehende Wel-
len. Diese werden hervorgerufen, wenn zwei identische Wellen in entgegengesetzter Richtung aufeinander
zulaufen und zur Uberlagerung kommen:

Uy(x,t) = Apsin (wt — kx)
Uy(x,t) = Agsin (wt + kx + @p)

mit sina+sinf = QSina;ﬁcosa;ﬁ

t—k t+k t —kr —wt — kx —
Uy (z,t) + Wo(z,t) = QAOSiIl(w x—H; i x+('00)cos(w u u; u QPO)
Uy (2, 1) + Us(z, 1) = 2Agsin (wt + §> cos (—kz — g)
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Dies ist keine fortschreitende Welle mehr, da der charakteristische Term mit (wt — kx) in der Sinus- und
Kosinusfunktion fehlt. Unabhingig vom Ort schwingen nun alle Teilchen in gleicher Phase (Sinusterm)
und nur ihre Amplitude ist Ortsabhingig (Kosinusterm). Die Schwingungsknoten (Amplitude Null) und
die Schwingungsbéuche (Amplitude maximal) sind ortsfest. Es berechnen sich die Positionen der Knoten
und Béuche fiir ¢ = 7 und natiirlichen Zahlen n aus:

A

Z’K:n§

(n+ 52
rp = (n+ =)=
b 279

Diese kann man gut auf einer schwingenden Saite oder an einem schwingenden Seil sehen.

hinlaufende Welle zuriicklaufende Welle

0.5

0.04

Amplitude

-0.54

r r r r r r r r
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00
Schwingungswellenlange 2

Abbildung 0.18. Interferenzerscheindung der stehenden Welle
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Wird eine stehende Welle in einem einseitig geschlossenen Rohr erzeugt (z.B. Panflote), so befindet
sich ein Wellenknoten am geschlossenen Ende (Phasensprung von 7) und ein Wellenbauch am offenen
Ende (kein Phasensprung). Die Wellenlédnge der Grundschwingung des Rohres (n=1) ergeben sich aus
[ =(2n —1)2 = £ =, wobei | die Rohrlénge ist.

Stehende Welle im geschlossenen Rohr

Wellenange (2n-1)1/4

Abbildung 0.19. Stehenden Welle im einseitig geschlossenen Rohr
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Wird eine stehende Welle in einem beidseitig offenen Rohr erzeugt, so befinden sich an beiden Seiten

des Rohres Wellenbduche. Die Wellenldngen der Schwingungen des Rohres der Lénge | ergeben sich zu
N= 2 _c¢

n v

Stehende Welle im offenen Rohr

Wellenange ni/2

Abbildung 0.20. Stehenden Welle im offenen Rohr
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Wellengruppen, Wellenpakete

Die Geschwindigkeit, mit der sich die Gesamtphase [wt — kz + | einer Welle dndert (durch Ableiten
der Gesamtphase nach ¢ zu erhalten) heilt Phasengeschwindigkeit u,, mit u, = w/k bzw. u, = Av. Dies
ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit eines (unendlichen) Wellenzuges der Form

U(z,t) = Agcosjwt — kz + ¢ -

In der Natur kommen solche Wellenziige kaum vor; stattdessen haben wir zeitlich und o6rtlich mehr oder
weniger begrenzte Wellengruppen oder Wellenpakete. Eine Wellengruppe entsteht durch Uberlagerung
von zwei oder mehr Wellenziigen gleicher Phase und Richtung aber unterschiedlicher Frequenz und Wel-
lenlinge. Als Beispiel nehmen wir zwei Kosinuswellen:

Uwp(z,t) = Agcos|wit — k1z] + Ag cos|wat — koz]
durch Verwendung des Additionssatzes fiir Kosinusfunktionen erhalten wir:
Uywp(z,t) = {QAO cos[Awt — Akz]} cosl<w> t— <k> Z]

Dies hat die Form einer »{Gruppenamplitude}« x »|[mittlere Wellenfunktion|« mit

Aw — (wl _CUQ) | Ak — (]{71 — kQ)
2 2
und P
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Die Geschwindigkeit der Wellengruppe, genannt Gruppengeschwindigkeit uc, erhalten wir durch Ableiten
des Arguments der Gruppenamplitude nach ¢, wobei wir die Gesamtphase festhalten:

dlAwt — Ak Akd
[Awt — Ak z] = konst., A 2] = Aw — c
dt dt
woraus
dz Aw
— = —
it ¢ Ak’
d. h.
dw
Uo = — .
“ dk

Die Beziehung zwischen w und k, d.h. w(k), wird Dispersionsrelation genannt: w = u, k. Falls u, =
konst., nennt man das Medium nichtdispersiv, w(k) ist eine Gerade, und ug = wu,. Anderenfalls haben

UG = dow = Uy + k (duw)

WIr:

dk dk

In einem dispersiven Medium (z. B. Licht in Glas oder Wasser: »normale Dispersion«) gilt du,/dk < 0
und ug < U,.
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Fourier-Analyse

Bisher haben wir nur harmonische Schwingungen oder Wellen betrachtet: diejenige, die mit einer einfachen
Sinus- oder Kosinusfunktion beschrieben werden konnen. In der Natur kommen jedoch viele periodische
Vorgénge vor, die nicht harmonisch, sondern durch kompliziertere Funktionen zu beschreiben sind. Sie
konnen trotzdem alle dhnlich behandelt werden, wie die harmonischen Phiénomene, die wir bisher ange-
schaut haben.

Dies ist von dem Mathematiker J. FOURIER vor langerer Zeit gezeigt worden. Der Satz von FOURI-
ER sagt, dal jede periodische Funktion, egal welcher Form, als Summe von Sinus- und/oder Kosinus-
Funktionen beschrieben werden kann:

F(t) =) Alw)sin(w;t)

Hier ist F'(t) die (beliebige) periodische Zeitfunktion, die w; sind Frequenzen (eine Grundfrequenz w; und
Vielfache davon), die durch den Laufindex ¢ numeriert sind, die A(w;) sind Amplituden (d. h. Zahlen, die
die Wichtigkeit der jeweiligen Frequenzkomponenten w; angeben), und die Summe erfaft soviele Freqenzen
(Werte vom Laufindex i) wie nétig, um die Funktion F(t) darzustellen.

Die Angabe der Frequenzen w; und Amplituden A(w;) fiir eine (z. B. gemessene) Funktion F'(t) nennt
man » Fourier-Zerlegung«; umgekehrt kann man eine beliebige Funktion F'(t) durch Wahl der Amplituden
und Frequenzen aufbauen — dies heift » Fourier-Synthese«. Der Uberbegriff fiir beide Verfahren ist die
»Fourier-Analyse«. Das Ergebnis — in beiden Richtungen — nennt man eine » Fourier-Transform«.

Diese Verfahren sind in den letzten 20 Jahren — seitdem es preiswerte und leistungsfahige elektronische
Rechner gibt — sehr wichtig geworden. Sie werden in der Strukturanalyse der Materie mittels Streuexperi-
menten (Elektronenstreuung, Neutronenstreuung, Rontgenstreuung), aber auch in der Spektroskopie? und

2 Infrarot Schwingungs-Spektroskopie an Molekiilen, magnetische Kernrfboémnz—Spektroskopie



vor allem bei bildgebenden Methoden® verwendet, um die erhaltenen Informationen nutzbar zu machen.
Auch nicht periodische Funktionen G(t) kénnen so analysiert werden — nur dann muf die Summe durch
ein Integral ersetzt werden, die Frequenzen werden nun kontinuierlich variiert:

G(t) = /A(w) sinfwt)dw  bzw.  Aw) = /G(t) sin(wt) dt .

3 Resonanz-Tomographie, Réntgen-Tomographie, Positron—Emissions—T%%(§raphie



Akustik

Die Akustik behandelt die Erzeugung und Ausbreitung von Schallwellen. Der Schall ist eine longitudinale
Welle, die sich in einem materiellen Medium ausbreitet (Luft, Wasser, Metall usw.). Er spielt eine beson-
ders wichtige Rolle auch in den biomedizinischen Wissenschaften, weil Menschen und Tiere Sinnesorgane
fiir die Aufnahme von Schallwellen besitzen. Wie bereits besprochen, hingt die Ausbreitungsgeschwin-
digkeit u von Schallwellen von zwei Eigenschaften des Mediums ab, von seiner »riicktreibenden Kraft«
(durch den Kompressionsmodul bzw. Elestizitdtsmodul bestimmt) sowie von seiner Trégheit (durch die
Massendichte p bestimmt; vgl. Seilwellen).
In Medien, wo sich der Schall dreidimensional ausbreitet, ist der Kompressionsmodul mafsgebend:

K

u=4/—.
P
Dies ist der Fall bei Gasen und Fliissigkeiten. In Gasen l1aft sich der Kompressionsmodul K mit Hilfe der
Zustandsgleichung (sieche Warmelehre im Abschnitt 1, Seite 140) als Funktion des Drucks P ausdriicken:
K = Pk [wobei angenommen wird, daf die Schallausbreitung so schnell ablauft, daf kein Temperatur-
ausgleich moglich ist (adiabatisch). Dann ist x der sogenannte Adiabatenexponent (k ~ 1,4 fiir Luft)].
Da Dichte und Druck einander proportional sind, ergibt sich fiir die Schallgeschwindigkeit in Luft dann:

_ BT
U = /{M

Wo R die »allgemeine Gaskonstante«, 1" die absolute Temperatur und M die Molmasse des Gases sind
(Zahlenwert fiir Luft bei 20 °C : u = 343 m/s).
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Bei Schallausbreitung in z. B. einem Metallstab ist der Elastizitdtsmodul E makgebend, die Schallge-
schwindigkeit ist gegeben durch

E
u=4/—".
P
In festen Medien konnen auch transversale Schallwellen auftreten.

Die Grofe, die als » Auslenkung« von einer Schallwelle angesehen werden kann, ist die lokale Dichte
des Mediums: die Welle besteht aus einer Folge von Verdichtungen und Verdiinnungen entlang der Aus-
breitungsrichtung. In Gasen sind Druck und Dichte einander proportional, so dals eine Schallwelle auch
als Druckwelle in solchen Medien beschrieben werden kann.

Um uns die Erzeugung einer Schallwelle vorzustellen, nehmen wir als Modell eine lange Saule des
Mediums (z. B. Wasser in einem Rohr, oder eine Luftsdule in einer Orgelpfeife). An einem Ende wird
durch einen Kolben ein Stok auf das Medium abgegeben, der eine Schallwelle erzeugt, welche sich in
dem Medium mit der Geschwindigkeit u entlang der Saulenachse fortpflanzt. Der Kolben wird mit der
(kleineren) Geschwindigkeit v wahrend des Zeitintervalls At mit der Kraft F' bewegt, und erzeugt somit
den Kraftstof F' At. Mit der Definition des Druckes P = F//A (Kraft pro Fldche), ist dann der Kraftstof
FAt=AAP At

Aus der Mechanik wissen wir, dals der Kraftstof gleich die Impulsénderung (d.h. Masse - Geschwin-
digkeit) ist. Die von dem Kolben bewegte Masse des Mediums betragt Am = pV = p A Az (wo p die
Massendichte und V' das in der Zeit At bewegte Volumen des Mediums sind, mit Ax = Bewegungs-
strecke der Welle, wobei u = Az /At oder Ax = uAt gilt; sieche Abb. 0.21 auf der folgenden Seite): die
Impulsanderung Amuw ist somit

Amv = (p AAz)v = (p Ault)v
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Flache
.
;
v u
Abbildung 0.21.
Gleichsetzen vom Kraftstols A APAt mit der Impulséinderung ergibt:
AAPAt = (pAult)y  oder AP = puw (0.1)
Die Druckidnderung hangt mit der Volumenédnderung iiber dem Kompressionsmodul zusammen:
AP =—-K A—‘;/ (0.2)

Das Volumen V| das in der Zeit At in Bewegung ist, betrigt AAx = AuAt (s. oben); die Volu-

mendnderung in der Zeit At ist durch die Bewegung des Kolbens gegeben, AV = —AvAt. Einsetzen
in die Beziehung (0.2) fiir AP ergibt:

K (—AvAY) v
AP = Ay Ku : (0.3)




Der Vergleich von GI. (0.3) mit Gl. (0.1) ergibt dann:
Kg = puv
u

oder

d. h.

Damit ist die obige Beziehung fiir die Schallgeschwindigkeit u bestatigt.

Schallstarke und Lautstarke

Fin Mass fiir die Schallstarke in einer sich dreidimensional ausbreitenden Schallwelle ist die Intensitdat der
Welle, definiert als die von der Welle tibertragene Schallenergie pro Zeit und Fliache (die Schallleistung,

die auf eine Flache A fillt):
7 AFE
= TA-
Unser Horvermogen empfindet nicht direkt die Schallintensitat; vielmehr ist die gehorte Lautstarke
logarithmisch. Damit hat das Ohr eine grofe dynamische Skala, es kann iiber einen sehr grofsen Bereich

von Schallstirken den Schall aufnehmen. Man definiert deshalb die Lautstarke § als Dezimal-Logarithmus

der Schallintensitéit:
I
6 =10log (—)
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(Einheit » Dezibel (akustisch)« = dBj). Hier ist Iy die Schallintensitéit an der Horschwelle, Iy = 1071*W /m?.
Demnach ist die Lautstirke der Horschwelle gegeben durch

I
3 =101log (1—0> = 10log(1) = 0 dBa
0

und die Schmerzschwelle Is = 1W/m? durch

B =10log 10" =120 dB, .

Akustische Schwebungen

Uberlagert man zwei Schallwellen mit unterschiedlicher Frequenz, so entstehen Schwebungen (vgl. »ge-
koppelte Schwingungen«). Die beiden Wellen schwéchen sich ab und verstirken sich abwechselnd; man
hort dieses auf und ab als periodische Anderung der Lautstirke, die um so langsamer ablduft, je niher
die beiden Frequenzen zueinander liegen. Mathematisch 18t sich dieses Phinomen als Uberlagerung von
zwel Sinus- oder Kosinuswellen beschreiben (siche » Wellengruppen«), so dafs das Ergebnis als Produkt
einer zeitabhingigen Amplitude mit einer »mittleren Welle« geschrieben werden kann:

U(t) = {Ag cos [Awt]} cos[<w > t] .

Die Wellenfunktion ¥ stellt hier entweder den Schalldruck oder die Dichte des Mediums dar (hier ist nur
die Zeitabhingigkeit beriicksichtigt, die Ortsabhéngigkeit gehorcht aber auch einer dhnlichen Beziehung).
Die Schwebungsfrequenz Aw ist gegeben durch Aw = (w1 — w9)/2 und wird sehr klein, wenn sich die
beiden iiberlagerten Frequenzen sehr nah liegen; die mittlere Frequenz < w > ist der Mittelwert der

tiberlagerten Frequenzen: <w >= (w1 + wq)/2. 114



Der Ultraschall

Menschen horen in einem Frequenzereich zwischen ca. 10 Hz und ca. 20 kHz. Schallwellen, die wesentlich
hohere Frequenzen haben, heifsen » Ultraschall«. Sie breiten sich in der Luft kaum aus, dafiir aber in
kondensierten Medien — Wasser oder feste Materie — mehr oder weniger gut. Sie konnen daher benutzt
werden, um unsichtbare Strukturen innerhalb der Materie, z. B. auch innerhalb des menschlichen Kor-
pers, zu untersuchen. Reflektion der Ultraschallwellen an inneren Strukturen fithrt ndmlich zu Echos, die
nachgewiesen und zu einem Bild verarbeitet werden konnen.

[Versuche mit Ultraschallgenerator und mit Echobildern]

Elektromagnetische Wellen
Allgemeine Eigenschaften

Elektromagnetische Wellen, Entstehung und Ausbreitung, das elektromagnetische
Spektrum

Die zweite Wellenart, aufer Schallwellen, die direkt von menschlichen Sinnesorganen wahrgenommen
werden kann, sind die Lichtwellen. Sie sind Beispiele fiir elektromagnetische Wellen und bilden einen
(kleinen) Teil des elektromagnetischen Spektrums.

Im Gegensatz zu Schallwellen sind elektromagnetische Wellen nicht an ein materielles Medium gebunden
— sie konnen sich auch in einem perfekten Vakuum ausbreiten. Sie sind auch nicht longitudinale, sondern
transversale Wellen. Die » Auslenkungsgrofen« sind nicht mechanische Eigenschaften (wie z. B. der Druck
oder die Dichte bei Schallwellen), sondern, wie der Name besagt, elektrische und magnetische Gréfsen:

genauer, ein elektrisches und ein magnetisches Feld.
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Die Eigenschaften solcher Felder werden wir uns spéter genauer anschauen; zunéchst reicht es zu wissen,
dak sie Energie speichern kénnen, und dafs sie sich gegenseitig aufbauen kénnen (wenn sie zeitabhiangig
sind, z. B. sinusférmig wie in einer harmonischen Welle).

Elektromagnetische Wellen sind tatsdchlich harmonisch, sie bestehen aus sinusformigen elektrischen und
magnetischen Feldern, welche senkrecht zueinander und senkrecht zur Ausbreitungsrichtung stehen (daher
transversale Wellen!). Diese Felder schwingen in der Zeit mit der Frequenz v (bzw. der Kreisfrequenz w =
27 v) und wiederholen sich als Funktion vom Ort entlang der Ausbreitungsrichtung nach der Wellenlange
A (bzw. Wellenzahl k = 27/)).

Es gilt die iibliche Grundgleichung der Wellenlehre:

w
C= U= —

k

wo ¢ die Ausbreitungsgeschwindigkeit (Phasengeschwindigkeit) der Wellen ist. Sie ist wiederum eine
Funktion der Konstanten des Mediums.

Bei Ausbreitung im Vakuum ist das » Medium« eben dieses Vakuum: es hat eine elektrische Eigenschaft
(die » Durchléssigkeit« oder » Permittivitiat« fiir elektrische Felder, ausgedriickt durch die »elektrische
Feldkonstante« gg), sowie eine magnetische Eigenschaft (die »Permeabilitdt« fiir magnetische Felder,
gegeben durch die entsprechende »magnetische Feldkonstante« p).

In Analogie zu mechanischen Wellen (z. B. Seilwellen) kann man den Kehrwert der Konstanten ¢ als
eine Art »riicktreibende Kraftkonstante« (fiir elektrische Ladungen) und die Konstante p als eine Art
» Tragheitskonstante« (fiir die Bewegung von elektrischen Ladungen) bezeichnen. Diese Analogie werden
wir bei der Elektrizitatslehre weiter ausbauen. Es folgt fiir die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum:

[ 1
C =
M&o Ko




Sie ist eine Naturkonstante (sogar die best-bekannte Naturkonstante) und hat den Zahlenwert 299 792
456,2 m/s (also etwa 1 Million mal schneller als der Schall in Luft).

Diese Geschwindigkeit gilt fiir alle Arten von elektromagnetischen Wellen im Vakuum [d. h. fiir Licht,
aber auch fiir Radiowellen, Mikrowellen (Radar), »Millimeterwellen«, infrarotes Licht (» Wérmestrah-
lung«), ultraviolettes Licht, Rontgenstrahlen und Gammastrahlen|. In Materie kommen die entsprechen-
den material-spezifischen Konstanten dazu (die »relative Permittivitdt« oder » Dielektrizitatskonstante«
e; sowie die »relative Permeabilitdt« p,). Beide sind iiblicherweise > 1, so daf die sich ergebende Ge-

schwindigkeit
/ 1
G Tl ¥ —
€0 Er Ko Hr

kleiner als ¢ (im Vakuum) ist. Das Verhéltnis N = ¢/cy ist auch eine Eigenschaft der Materie und nennt
sich Brechungsindex oder Brechzahl:

€0 Er Ko Hr
N:—: —:\/61- I'Zl
CM €0 Mo i

Wir werden sie in der Optik (siehe Abschnitt 3, Seite 231) verwenden kénnen.
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Entstehung von elektromagnetischen Wellen

Ebenso wie Seilwellen durch eine Beschleunigung von Seilabschnitten oder Schallwellen durch die Be-
schleunigung von Materieteilchen (Atomen oder Molekiilen in dem Medium) entstehen, kommen elektro-
magnetische Wellen durch beschleunigte elektrische Ladungen zustande.

Diese Ladungen konnen in einzelnen Atomen gebunden sein (Lichtemission durch elektronische Ener-
gieiibergéinge in Atomen oder Molekiilen), sie konnen im freien Raum sein (schwingende Elektronen im
Vakuum in einem Radarsender [Klystron| oder in Materie [schwingende Ladungen in einer Sendeantenne]),
sie konnen selbst die Ladungen im Atomkern sein (Emission von Gammastrahlen durch einen angeregten
Kern).

Die elektromagnetischen Wellen gehorchen einer Wellengleichung, genau derjenigen, die wir fiir die
Seilwellen hergeleitet haben. Fiir das elektrische Feld E lautet sie (eindimensional):

OPE (1) 0°E
0x2  \c2) ot
Die Konstante c ist wieder die Ausbreitungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen Wellen im Vakuum.

Das elektromagnetische Spektrum

Das elektromagnetische Spektrum erstreckt sich iiber viele Grofkenordnungen in v und A, und entsprechend
in der Energie der Wellen (die proportional v ist), siehe dazu Abb. 0.22 auf der néchsten Seite.

Die Art und Grofke des » Wellengenerators«, welcher die Wellen ausstrahlt, sind auch sehr unterschied-
lich: fiir langwellige Radiowellen ist er eine Antenne von mehreren hundert Meter Lange; fiir Mikrowellen
eine Vakuumrohre von einigen cm Durchmesser; fiir Licht einzelne Atome oder Molekiile; und fiir -
Strahlen, einzelne Atomkerne. Grundsétzlich gilt a]bleég:
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Abbildung 0.22.

Beschleunigte Ladungen strahlen Energie in Form von

elektromagnetischen Wellen aus.
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