Stehende Wellen

1) Ausbreitung in x-Richtung:

v (X,1) = Ao sinf[omt - kx]

mit o=2zfundk=2r/1

Am ersten Maximum gilt:

ot — kKXm = 72

Xm = 2K + (alK) t
=> Ausbreitung in x-Richtung mit Geschwindigkeit u

u=dxp/dt=ak=1fA4
2) Reflexion => Ausbreitung in (-x)-Richtung
(,,Phasensprung® um 180° bei Reflexion am festen Ende,
z.B. Gitarrenseite):

vr(X,) = Ao sin[mt + kx + 1]
=-Ao Sin[(Dt + kX]
3) Uberlagerung (Superposition, Addition) der
ausgehenden und reflektierten Welle:
w(X,t) = Ao sinf[ot - kx] - Ao sinfmt + kx]
Satz aus der Geometrie (Formelsammlung):
sin(a) + sin(b) = 2 sin| %2 (a+b)] sin[ %2 (a-b)]
=>  y(X,t) = 2 Aosin[kx] sin[at]
Wiederholte Reflexion fiihrt zu stehender Welle, wenn:
NA/2 = Lange (z.B. der Gitarrenseite)



Schwebungen

Uberlagert man zwei Schallwellen mit unterschiedlicher
Frequenz, so entstehen Schwebungen (vgl. ‘'gekoppelte
Schwingungen'). Die beiden Wellen schwéachen sich ab und
verstarken sich abwechselnd; man hort dieses auf und ab als
periodische Anderung der Lautstarke, die um so langsamer
ablauft, je naher die beiden Frequenzen zueinander liegen.

Mathematisch laRt sich dieses Phanomen als Uberlagerung von
zwel Sinus- oder Kosinuswellen beschreiben, so dass das
Ergebnis als Produkt einer zeitabhangigen Amplitude mit einer
'mittleren Welle' geschrieben werden kann:

Satz aus der Geometrie (Formelsammlung):
sin(a) + sin(b) = 2 sin[ Y2 (a+Db)] sin[ ¥ (a-b)]

=> Y(t) = 2 Ao sin[Amt] sin[<a>1].

Die Schwebungsfrequenz Aw ist gegeben durch

A® = (01-02)/2
und wird sehr Kklein, wenn sich die beiden Uberlagerten
Frequenzen sehr nah liegen; die mittlere Frequenz <w> ist der
Mittelwert der Uberlagerten Frequenzen:

<> = (01tm2)/2




Ultraschall

Menschen horen in einem Frequenzereich zwischen ca. 10 Hz
und ca. 20 kHz. Schallwellen, die wesentlich hohere Frequenzen
haben, heillen 'Ultraschall'. Sie breiten sich in der Luft kaum
aus, dafir aber in kondensierten Medien --Wasser oder festes
Material-- mehr oder weniger gut. Sie konnen daher benutzt
werden, um unsichtbare Strukturen innerhalb der Materie, z.B.
auch innerhalb des menschlichen Korpers, zu untersuchen.
Reflektion der Ultraschallwellen an inneren Strukturen flhrt
namlich zu Echos, die nachgewiesen und zu einem Bild
verarbeitet werden kdnnen.




Ruhende Flussigkeiten, Druck
- Hydrostatik -

In einer Flussigkeit sind die Teilchen (Atome, Molekile) fest
aneinander gebunden durch sogenannte Kohasionskrafte, die
Teilchen lassen sich jedoch beliebig aneinander vorbeischieben.
Dies fuhrt dazu, dass sich das Volumen der Flissigkeit nur
schwer  andern lasst  (Flissigkeiten  sind kaum
komprimierbar!), die Form der Flussigkeit aber beliebig ist
(Volumenelastizitat, aber keine Formelastizitat).

Wirkt eine Kraft auf eine bewegliche GefalBwand ('Stempel’), so
wird sie innerhalb der Flissigkeit als Druck Ubertragen. Der
Druck wirkt allseitig und tberall in der Flussigkeit; er ist daher
nicht eine VektorgroRe. Der Druck ist definiert als 'Kraft pro
Flache':

Druck = Wirkende Kraft/Angriffsflache, P = F/A.

Druckeinheit = N/m? = Pa (Pascal); gemeint ist die Kraft-
komponente, die senkrecht zur Flache A steht. (Zum Vergleich:
der Atmospharendruck, der auf der Erdoberflache aufgrund
des Gewichts der Lufthille wirkt, betragt etwa 100 000 Pa. Man
definiert daher eine weitere Druckeinheit, das Bar:

1 bar = 10° Pa.

Wir sprechen von einer idealen Flissigkeit, wenn das VVolumen
exakt konstant bleibt (keine Komprimierbarkeit) und die
Formanderung (z.B. FlieRen) ohne Widerstand geschieht (keine
Formelastizitat). Wirkliche Flussigkeiten (reale FlUssigkeiten)
haben diese idealen Eigenschaften nur anndhernd; insbesondere
zeigen sie einen Widerstand (Zahigkeit) gegenlber
Formanderungen, d.h. FlieRen.



Hydrostatischer Druck

Der Schweredruck entsteht durch das Gewicht der Flussigkeit,
welche Uber dem Messpunkt liegt. Er ist gegeben durch die
Gewichtskraft, geteilt durch die Flache des Behélters:

Fir einen Tiefenunterschied Ah:
AP=mg/A = pVg/A = pgAAh/A = pgAh,
wo p die Massendichte der Flussigkeit bezeichnet. Der Schwere-

druck steigt also linear mit wachsender Tiefe in der FlUssigkeit
an, bei der Tiefe h hat er den Wert:

P(h) = pgh
C_—.; Flache A
Fliissigkeit =~ [-=— - — — ——~" i g
der Dichte p f[-= - - — - ="
e —— o

Schweredruck in einer FlUssigkeit der Dichte p.

,,Kommunizierende R6hren* < Derselbe
Schweredruck der Luftmassen lastet auf jeder Rohre
(groRer Querschnit => grollere Gewichtskraft => P = F/A
= konstant)



Der Gesamtdruck in einer ruhenden Flussigkeit, der
sogenannte hydrostatischer Druck, ist die Summe vom
Stempeldruck P, und Schweredruck P(h):

P =P, +P(h).

Dieser Druck wirkt bei gegebener Tiefe berall gleich, er ist
nicht richtungsabhangig und héngt auch nicht von der Form
des Behalters ab (‘hydrostatisches Paradoxon').

Auftrieb: Taucht ein Objekt in die Flussigkeit ein, wirkt an
seiner unteren Flache aufgrund des Schweredrucks ein hoherer
Druck, als an der oberen. Dies fihrt zu einer Nettokraft, die das
Objekt anzuheben versucht: sein Gewicht ist geringer in der
Flissigkeit. Diese Kraft nennt man den Auftrieb, sie ist gleich
dem Gewicht der verdrangten Flissigkeit (Prinzip von
Archimedes).

Druckverhéaltnisse um ein Objekt in einer Flussigkeit; der
Druck von unten ist um den Schweredruck der verdréngten
Fllssigkeit groRer, als der Druck von oben.



Grenz- und Oberflachen

Ein Flussigkeitsteilchen innerhalb des VVolumens der Flissigkeit
erfahrt von allen Richtungen gleiche Kohéasionskréfte, es
herrscht ein Kraftegleichgewicht. Bringt man das Teilchen an
die Oberflache, fehlen die Kréfte auf der einen Seite, das
Gleichgewicht ist gestort. Es kostet also eine Kraftanstrengung,
(bzw. Arbeit W muss geleistet werden), um ein Teilchen an die
Oberflache zu fuhren, seine (potentielle) Energie ist dort grofer.
Diese zusatzliche Energie, geteilt durch die entsprechende
Flache, nennt man die spezifische Oberflachenenergie €:

e=W/A (Jm?).

Die spezifische Oberflachenenergie ist eine Eigenschaft der
Flissigkeit (und ggf. auch der gegeniberliegenden Materie an
der Grenzflache). Sie kann z.B. durch Aufheben eines Films aus
der Flussigkeit mit einem Drahtbigel gemessen werden. Dabei
milt man die notige Arbeit W, um die Flache des Films um den
Betrag A zu erhOhen, bzw. (wahlweise) die dazu nétige Kraft,
die man --durch die Breite des Bulgels | geteilt-- als Ober-
flachenspannung o bezeichnet:

e=W/A =c=F/l (J/m?=N/m).

Da die Oberflachenenergie es allgemein energetisch ungtinstig
macht, eine freie Oberflache zu vergroRern, bildet eine FlUssig-
keit sogenannte "Minimalflachen' (vgl. Seifenblasen).

Falls die Flussigkeit an der Grenzflache in Kontakt mit einem
anderen Material tritt, kommt es auf die relative Stérke der
Kohasionskrafte zwischen den eigenen FliUssigkeitsteilchen
und den Adhasionskraften zwischen Flussigkeit und angrenz-
endem Material an. Falls letztere starker sind, spricht man von
einer 'benetzenden Flassigkeit'; ein Tropfen breitet sich
moglichst aus. Anderenfalls bleibt der Tropfen moglichst ge-
schlossen (nichtbenetzende Flussigkeit).



Dies erklart auch die Kapillarwirkung bei einer Flissigkeit in
einem engen Rohr.
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Die Steighohe einer Flussigkeit in einem Kapillarrohr (relativ zur Hoéhe der
Flussigkeit auBerhalb des Rohrs) kann durch eine einfache Uberlegung aus der
spezifischen Grenzflachenenergie berechnet werden.

Die Energieerhdhung AEpee durch das Anheben der Flussigkeit
um die H6he h im Rohr ist gegeben durch:

AEpot = mgh = pVgh = pgzr*h?/2 (Integral Giber dh'!).

Der Energiegewinn durch die Oberflachenenergie ist:

AEobt = € Akontakt = € 27rh.,

Aus der Energiebilanz AEpot = AEowt erhalten wir:

pgrh/2 =2¢ oder

h =4elpgr (vgl. Skizze, oben).




Hydrodynamik: bewegte Flussigkeiten

Bewegte FlUssigkeiten, Stromung

Wir betrachten eine stationare Stromung, d.h. die Geschwin-
digkeit der Stromung an einem gegebenen Punkt bleibt
konstant im Laufe der Zeit. AuRerdem betrachten wir zundchst
die Stromung einer idealen Flissigkeit, die nicht komprimierbar
ist und ohne Widerstand flief3t.

Eine wichtige GroRe, um die Stromung zu charakterisieren, ist
die Volumenstromstarke lv:

lv = AV/At  (Einheit m?¥/s) .

Bei der idealen Stromung ist das Geschwindigkeitsprofil in
einem Rohr gleichmélig, es bildet eine Ebene senkrecht zur
Stromungsrichtung. Bei einem Rohr vom Querschnitt A ist das
Volumen, welches in der Zeit At durch die Querschnittsflache
mit Geschwindigkeit v fliel3t, gegeben durch

AV = AV AL,
d.h. die Stromstarke ist
|v —Av.

Da die Flussigkeit inkompressibel ist und auch im Laufe der
Stromung nicht erzeugt oder vernichtet wird, gilt eine
Kontinuitatsbedingung:

--Das Volumen A4V, das in einer gegeben Zeit durch eine
gegebene Querschnittsflache im Rohr flielit, muss Uberall
gleich sein.--



Es kann nicht mehr FlUssigkeit in das Rohr hineinflie3en, als am
anderen Ende in der gleichen Zeit herausfliet; die
Volumenstromstarke  berall gleich. Andert sich die
Querschnittsflache des Rohrs, so mul} sich die Stromungsge-
schwindigkeit v entsprechend &ndern, um Iy konstant zu halten:

Arvi=A2vo oder vi/fvo = AxA.

Wo der Querschnitt enger wird, muf3 die Flissigkeit also
schneller flieRen.

Geschwindigkeit v, Geschwindigkeit v,
Fldche A+ / Fldche A;

/ t'/
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In der stromenden Flussigkeit herrscht an jeder Stelle einen
Druck, nun aber heildt er hydrodynamischer Druck. Er besteht
nicht nur aus Stempeldruck und Schweredruck, wie in der
ruhenden Flissigkeit, sondern enthalt auch einen weiteren
Beitrag, der durch die Stromung (kinetische Energie!) zustande
kommt.

Wir betrachten die Energie eines Probevolumens AV an zwel
verschiedenen Stellen (1 und 2) innerhalb einer strémenden
Fllssigkeit in einem Rohr. Das Rohr soll eine Quer-
schnittsflache A; an Stelle 1 und A an Stelle 2 haben.

Geschwindigkeit vy P
eschwindigkeit v,
Volumen AV / Fliche A, /

Flache A;
.>

Die Arbeit, die zur Bewegung des Volumens um eine Strecke
As1 bzw. As; an den Stellen 1 bzw. 2 geleistet werden muf, ist:

AW = F; As; - F, As,
— P]_A]_AS]_ = PZAZASZ
= P.AV - P,AV = (P; - P,)AV ;

Die Energiedifferenz, die durch diese Verschiebung entsteht, ist:

Volumen {1V




AE = mg(hz - h1) + 1/2 m(v2? - v1?) .

Setzen wir die geleistete Arbeit gleich die resultierende
Energiedifferenz (Energieerhaltung!), so erhalten wir:

(P1 - P2)AV = mg(hz - h1) + 1/2 m(v2? - v1?) .
oder, mit m = pAV (p = Massendichte), nach Umordnung:

[P1+ pgh1 + p/2 vi?]JAV = [P2 + pgh2 + p/2 v2?]AV.

Dies heildt, die GroRRe [P + pgh + p/2 v?] ist Uberall konstant
(wir konnen die willklrlich gewdhlten Stellen 1 und 2
weglassen):

[P + pgh + p/2 v?] = konst. = Pg

Diese Gleichung nennt man den Satz von Bernoulli. Er drickt
die Energieerhaltung bei der Stromung aus, und gilt streng nur
flr die stationare, ideale Stromung. Er besagt qualitativ:

'Der Druck einer stromenden Fltssigkeit nimmt ab,
wenn sie schneller und/oder aufwarts stromt’.

Die drei Terme in der Bernoulligleichung sind Stempeldruck,
Schweredruck sowie der Druck, der durch die Stromung selbst

zustande kommt, (p/2) v?; dieser wird Staudruck genannt.
Eine andere Formulierung des Bernoulli-Satzes ware daher:

Die Summe von

Stempeldruck, Schweredruck und Staudruck
(in einer idealen, stationar stromenden FlUssigkeit)

Ist konstant.



