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1. Lineare homogene DGL

oy =—ay, y(0)=2
=zcos(x)y, y(0)=1
—y/(I+xz), y(0)=-1
y/(4 =), y(0)=0
=y/(z*> + 22 +2), y(0)=2
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2. Lineare inhomogene DGL

oy =3y+5 y(0)=-2
ey =—2zy+2z, y(0)=1

o y =32%y/(1+2%) + 2% +2°, y(0)=-1
oy =y+2ze’, y(0) =3
e y = ytan(z) + cos(z), y(0)=2

3. Nichtlineare DGL

oy =—z/y, y(0)=-2

y =0 +1)/y, y0)=1

Y =1 +y*)e”, y(0)=-1

oy =ye® —2e"+y—2, y(0)=0
oy =uay/(z—1), y(0)=2

4. Zerfallsgesetz

Gegeben sei eine Menge M von radiaktiv zerfallenden Atomen. Die Menge der pro
Zeiteinheit zerfallenden Atome ist proportional zur vorhandenen Menge.

(a) Stellen Sie die zugehorige Differentialgleichung auf. (Tip: Fiir kurze Zeitintervalle
At kann man die Beziehung zwischen der Anderung AM und M direkt hinschrei-
ben)

(b) Losen Sie die DGL.

(c)* Atome zerfallen oft nicht nur einmal, sondern das Zerfallsprodukt zerfillt oft wei-
ter, aber mit anderer Geschwindigkeit. Es ergeben sich sogenannte Zerfallsreihen.
Stellen Sie sich vor, sie sind Geologe und finden einen alten Stein mit radioaktiven
Stoffen darin. Die Zerfallsreihen und die relativen Mengenverhéltnisse bestimmen
sie durch Beobachtung im Labor. Kénnen Sie auch etwas iiber die Zerfallsgeschwin-
digkeiten ableiten? Sind die Mengenverhéltnisse im Stein Zufall?

5. Schwingkreis
Sie schalten einen Kondensator (C'= Q/U) und eine Spule (L = U/I) in Reihe.

(a) Stellen Sie die zugehorige DGL fiir den Stromflu8 auf. (Hinweis: Wie héngen I
und @ zusammen?)



(b) Setzen Sie mit I(t) = Iysin(wt + ¢) zur Losung an. Es sollte sich eine quadratische
Gleichung ergeben. Was ergibt sich fiir w?

Jetzt wollen wir noch einen ohmschen Widerstand (R = U/I) (entspricht Abfuhr von
Energie) ebenfalls in Reihe dazuschalten.
(c) Stellen Sie die zugehorige DGL fiir den Stromflufl auf.

(d) Setzen Sie mit I(t) = Ipe@*?®) zur Losung an. (Der meBbare Strom entspricht
dann dem Realteil.) Es sollte sich wieder eine quadratische Gleichung ergeben.
Was bekommt man fiir w? Was bedeutet ein imaginérer Anteil im Exponenten
und was ein reller? Setzen Sie hierzu die Losung in I(¢) ein und tragen Sie I(t)
graphisch auf. Sie sollten drei Félle unterscheiden kénnen.

6. Picard Lindeldf - Verfahren (*)
Wir wollen die DGL

v =Xy, y(0)=uwo (1)

nach dem Picard-Lindel6f-Verfahren 16sen. Hierzu rechnen wir iterativ Funktionen y,,
aus, die sich der Losung der DGL anndhern.

(a) Sei || - || eine Norm auf einer Folge (a,) wobei a, 11 = F(a,). Uberlegen Sie sich,
daB wenn ||F(an) — F(an—1)|| < |lan — an—1|| fiir alle n mit einer Konstanten
¢ < 1, die Folge (a,) sich einem eindeutigen Element a., annéhert. Nehmen Sie
dabei an, dafl es ao auch tatsdchlich gibt. Man spricht hierbei von Konvergenz
von (a,) gegen a,. (Hinweis: Erst zeigen, daff es nur ein solches Element geben
kann. Dann zeigen, daf sich die (a,,) immer genauer daran annéhern.)

Unser Iterationsverfahren sieht folgendermaflen aus. Wir betrachten
v =Ff(y), yO0)=pn (2)
also heuristisch y(x) = p+ [ f(t,y(t))dt mit einer Konstanten /.
(b) Zeigen Sie, daf} das formal eine Losung ist.

Wir definieren nun unsere Folgenglieder, durch die heuristische Losung inspiriert,

yn(2) = i+ /0 C (g (1)): (3)

Dies entspricht y, = F(yn,—1). Betrachte: In die rechte Seite setzen wir immer nur
bekannte Dinge ein, beginnend mit einer willkiirlichen, aber einfachen Wahl yq. Falls
nun (y,,) konvergiert, ist die gesuchte Losung y = yoo.

(c) Zeigen Sie, dal mit [|y[| := max,c[o 2a-11|y(z)| unsere Iterationsvorschrift (3),
angewandt auf den Fall (1), eine konvergente Folge ergibt. (Hinweis: Ziehen Sie
den Betrag ins Integral; iiberlegen Sie, dafi dies eine Ungleichung ergibt. Machen
Sie eine Abschétzung des Integrals der Art [ |f(¢)|dt < [max(|f(t)])dt.)

Nun lésen wir die DGL (1)

(d) Fiihren Sie, mit yo = p (eine konstante Funktion) beginnend, wieder und wieder
die Iteration durch. Wir néhern uns dadurch einer eindeutigen Losung. Warum?

(e) Identifizieren Sie die entstehende Potenzreihe.



