Blatt 10

Aufgabe 1

(a) f(z) =32 =52 +6, f(z)=06x—5

) f@) = vVIrF3, fl(z) = ——

(c) f(z) =sin(lnz), f'(z)= w
2) = cot(2z) = cos(2x) 2= — sin®(2z) + cos?(2x) _ 2
b7 t22) sin(2z) f@) 2 sin?(2z) sin?(2z)
1 1 1 1

Mit (tanz)’ = findet man f'(z) =

r)=—-—, —
1 + tan(z) cos? x cos? z (1 + tan(z))?

(f) f(x) _ Csin(3:c)’ fl(.T) _ 3COS(3x)Csin(3z)

Aufgabe 2
()/d L s oo
a T r g, =5 x|+ ¢
(b) dxézl/da);:g/dz;:arcsin(z)+c:arcsin <£>+c
a2 — 2 a 1_(§)2 a 1— 22 a
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(c) /d:p (2° — 42®) = éxe -zt +c

4 4 4 16

S u=1zt v=Inx, v =1
x

1 1 1 1 1 1 1
(d) /da:x:*lnxg)Zx‘llnx—i/dxx‘l—=—x4ln$——/dxx3=—x4lnx——x4+c
x

(1): Partielle Integration mit v’ = z i

(e) /da: xe’sinx

. 1 . .
Als Vorbereitung: /dx e’ cosx = e*cosz+ | dre®sinz = e®cosz+e’sinx— [ dx e’ cosx



(1): Partielle Integration mit v’ = e*, u = e, v = cosz, v = —sinz.

1
Es folgt: [ dx e* cosx = §e“"(cos x + sinx). Zuriick zum eigentlichen Integral

—~
~

/dm re®siny = e’”xsinx—/dx e’(sinx + z cos x)

—
w
=

e“rsinx — e"(sinx + rcosx) + /da: e”(2cosz — xsinx)

(2): Partielle Integration mit v’ = e*, u =€*, v = rsinx, v = sinx + x cos .
(3): Partielle Integration mit v’ = e*, u = €*, v =sinz + xcosz, v' = 2cosz — xsin .

Durch Umstellen: 2 / dx ze®sinx = e*z(sinx — cosx) — e*sinx + 2 / dx €* cosx
. 1 : .
Einsetzen von [ dz e"cosx = Eex(cos x + sinx) fithrt auf

. 1 :
/dm ze’ sinx = 56’” [z(sinx — cosx) + cosz| + ¢

1 1 1 -
f 2 (2 / Z _ — -z — -z
()/dxa:e 5 dz e” 5¢ +c 5° +c
(1) : Substitution z = 22, dz = 2xdz.
1 1 1
(2) /dx sin(3z) L 3 /dz sinz = —3 cos(z) + ¢ = —3 cos(3x) + ¢

(1) : Substitution z = 3z, dz = 3dx.
Aufgabe 3

1
(a) / dx(2® — 4z) = 0, da Integrand ungerade.

1

(b)
1 1
/dyc\/l—sv2 = /dxlx/l—xZ(é)x\/l—a:Q
0

0

1 1 —9
_/ i g 28
0 0 2 1—.1?2

1 1 22

= zv1-—2z%2| + dr—
0 Va7

+/1d$52—_71+/1dx\/%
) /Wﬁ+ ﬁ

0




Durch Umstellen:

! 1
/ dr V1 —22 = é[x\/l—ﬁ
0

1
= 3 arcsin(1) = u

1 ! 1 1
+ dx—] = — (0 + arcsin x|é)
0 0

V1 — 22 T2

Interpretation: Flache des Viertelkreises
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(c) / dr = = (In|z|)[; =In4 —In2 =12
9 T

(d) / de X = (nja))[") = —n2
—92 T
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/3 w/3
/ dx sinzcos(2r) = / dz sinz (cos® z — sin® )
0 0
w/3
/ dx sinz(2cos’x — 1)
0

/3 m/3
= 2/ dx sinxcoszx—/ dx sin x
0 0

2 iy ™
i cos3ac|0/3 + cosx|0/3 (1)
o5 (3) + 5 cos(0) + cos (5) = con(0)
= ——=COS - — COS COS | =) — COS
3 3) "3 3
2 /1\* 2 1 1
3 (2) 373 2 @)

s 6+x 3 6+ 3 3 2
dr————— = dx = dz —
1 x24T+ 12 1 B4+x)(d+2) 1 3+x 24z

7
= 3B +2) —2In(4+ ) =3In (g) —2In (—)

5
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— I (22) ~ 054
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1/2 1 e 1 1 m
(h) /0 4 2/0 T2 = g M an(z)|, 3

Aufgabe 4

(a) Das Gleichungssystem lésst sich schreiben als < le _22 ) < :; > = ( 213 )

Gauflsches Eliminationsverfahren: Startpunkt ist

dr—2y = 1
r+2y = 8 (3)

Multipliziere die erste Gleichung mit —1/4 und addiere zur zweiten Gleichung

e —2y = 1
5 31
0+ -y = — 4
t3y = (4)

Wir 16sen nach y auf: y = 31/10. Die erste Gleichung transformiert sich zu 4z — 31/5 =1,
woraus sich x = 9/5 ergibt.

1 2 3 x 2
Das Gleichungssystem lasst sich schreiben als 3 21 y | =10
-1 11 z 1
Gauflsches Eliminationsverfahren: Startpunkt ist
r+2y+3z = 2 (5)
3r+2y+z = 0 (6)
—r4+y+z = 1 (7)

Erster Schritt: Wir addieren die erste Zeile zur letzten Zeile und das (—3)fache der ersten
Zeile zur zweiten Zeile

r+2y+3z = 2 (8)
0—4y—8z = —6
0+3y+4z = 3 (10)
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Zweiter Schritt: Wir addieren das (3/4)fache der zweiten Zeile zur dritten Zeile

r+2y+3z = 2 (11)

0—4y—8z = —6 (12)
3

0+0—-2z = ~5 (13)



Dritter Schritt: Wir 16sen auf: z =3/4,y =0,z = —1/4

Aufgabe 5 Gegeben ist die Gerade y = 3z + 2.

x x 0 1
(a) Parameterdarstellung: r = ( y ) = ( S04 2 ) = ( 5 ) 1+ ( 3 ) x

(b) Sie Normale n steht senkrecht auf b = ( :1,) ), also nb = 0 oder n, + 3n, = 0, aufgelost

1
—1/3
1/3%) = Pn2. Wir folgern n, = i\/ifo und wahlen (willkiirlich) n, = \/ifo aus. Die
Normalenform der Gleichung lautet (r — 79)n = 0 fiir einen beliebigen Punkt 7o auf der

n = n, . Auerdem normieren wir n* = 1, somit gilt n} +n; = 1 = n2(1 +

Geraden, zum Beispiel ry = . Zusammengefasst:

0
2

3 1 x 0
- =0 14
w0 -(3)) w
(c) Die Gerade schneidet die z-Achse bei # = —2/3 und die y-Achse bei y = 2. Somit gilt
tana = 2/(2/3) = 3, a = arctan(3) ~ 71°.

(d) Der minimale Abstand ist z,;, = 2cosa = %

Aufgabe 6
(a) X(n+1)=X(n)+(pX(n)—-Y)=(1+p)X(n)—Y. Fir die Beispiele fixieren wir p = 0.05
und X (0) = 1000.

e Y =100, dann gilt X(n+ 1) = 1.05X(n) — 100
o V =50, dann gilt X(n + 1) = 1.05X(n) — 50
e Y =10, dann gilt X(n+ 1) = 1.05X(n) — 10

Man kann diese Gleichungen numerisch iterieren, siehe Fig. 1.

(b) Die modifizierte Gleichung lautet

X(n+1) = (1+%) X(n) = = = x(n)+ Lx(n) = = (15)
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Figure 1: Iteration der Gleichung X (n+1) = 1.05X (n)—Y mit X (0) = 1000. Fiir Y = 100 wéren
die Schulden nach etwa 14 Jahren abbezahlt. Fiir Y = 50 bleibt der Schuldenstand unverandert,
da der Betrag Y gerade die jahrlichen Zinsen abdeckt. Fiir Y = 10 wachsen die Schulden weiter
an.

Wir fassen zundchst At = 1/m als kleines Zeitintervall auf und AX = X(n+ 1) — X(n)
als zugehorige Veranderung der Grofle X (t), wobei t eine kontinuierliche Zeitvariable ist.
So erhalten wir die Differenzengleichung

AX

= (pX -Y) (16)

Im Grenzfall m — oo (At — 0) ergibt sich die Differentialgleichung
X'(t)=pX(t)-Y (17)

Die homogene Gleichung X'(t) = pX(t) wird durch X(¢) = Aexp(pt) gelost. Durch
Variation der Konstanten A — A(t) erhdlt man aus der inhomogenen Gleichung A(t) =
A(0) + %(exp(—pt} — 1) und damit

X =+ (X<o> - %) exp(pt) 18)

wobei A(0) mit X (0) identifiziert wurde. In Fig. 2 vergleichen wir die Lésung der Differ-
entialgleichung mit der numerischen Losung der urspriinglichen Gleichung.



i Y =10
X 2000 F
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Figure 2: Iteration der Gleichung X (n+ 1) = 1.05X(n) — Y mit X (0) = 1000, sowie die Losung
der Differentialgleichung X'(t) = 0.05X (¢) — Y.



