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Kapitel 1

Grundlagen

Vorbemerkungen

Zentrales Ziel der Physik ist mathematische Formulierung von Naturgesetzen. Zum Beispiel gilt
in der Mechanik das zweite Newtonsche Gesetz

F = ma, a=r.

Betrachten wir die Bewegung einer Masse m (z.B. die Erde) im Schwerfeld einer (festen) Masse
M (z.B. Sonne), so ist die Kraft F gegeben durch das Gravitationsgesetz

mM
F:F(r) = —Gr72 e,
Zusammen ergibt dies die Differentialgleichung
mi = -G~ 12\4
r

fiir die Bewegung des Teilchens m, beschrieben durch den Ortsvektor r(t), gemessen vom Ort des
Teilchens M, als Funktion der Zeit t. (Punkte iiber den Grofien beschreiben, wie in der Mechanik
seit Newton iiblich, Ableitungen nach der Zeit.) Um diese Gleichung zu verstehen, miissen wir
offenbar sowohl etwas iiber Vektorrechnung als auch iiber Differentialrechnung® wissen. Zur Losung
der Differentialrechnung werden wir auch die Integralrechnung benétigen.

Ziel dieses einw6chigen Briickenkurses ist es, das mathematische Grundwissen zu wiederholen,
das Sie zum allergréfiten Teil schon aus der Schule kennen sollten und das in den physikalischen
Grundvorlesungen als vertraut vorausgesetzt werden wird. Einige Teile, die iiber den {iblichen
Schulstoff hinaus gehen, sind durch Késten vom restlichen Text abgehoben. Das absolute Basis-
wissen ist durch einen Strich am linken Textrand gekennzeichnet.

Bruchrechnung

a ¢ ad+bc
b a7 b
a ¢ ac
b d b
3 _a d_ad
ST b ¢ be

LGenau genommen miissen wir sogar etwas iiber die Kombination von Vektor- und Differentialrechnung wissen,
da hier Vektoren nach der Zeit abgeleitet werden.



Potenzrechnung

a® - a¥ = a®tY
() = ™
1 xT
P a”* = Z—y =a"Y

Es sei noch erwihnt, dass {/z = 2!/".
Binomische Formeln

(a+b)* = a® + 2ab + b*
(a —b)* =a*—2ab+b?
(a —b)(a+b) =a® — b

(a—%bylzzﬁé (7)cﬂb”% (7) L (beachte: 0! = 1)

| — 7\
= \J i) gtn—j)!

(?) heifit Binomialkoeffizient (sprich: n iiber j).

/ Beweis der letzten Formel mit vollstdndiger Induktion: \

1
1 . .
n=1: a—i—b:Z(,)anl_J:a—&—b

J

n—on+1: (a+ )" =(a+b)-(a+b)"=(a+b) Z (?) a’ b

7=0
:Zn: (") (a1 b= 4 of pr=it)
— ) it 4 <”) j pn—i+1
. ( l)a > (1)

Qe @S L) (v

Nun nutzen wir aus, dass

n ny n! n! _Jenl4(n—j+1)n!
(j—1)+(j> TG00 Am-p . jm—j+ D)

(m+1)n!  (nt1) :<nf§’
/

K Tt 1= jln+1-) j




6 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

ﬂomit wir erhalten: \
(a+b)"* = nAELY g (ot wwi )
n+1 0 = J
n+1
72 <n+1) an+1 j
J

7=0

N /

Test: Die Binomialkoeffizienten (;’) kénnen leicht (fiir kleine » und j) aus folgender Pyramide
gewonnen werden:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 ) 1
1 6 15 20 15 6 1

Hier ist n durch die Zeile (beginnend mit n = 0) gegeben, j wird innerhalb der Spalten beginnend
mit j = 0 durchgezéhlt. Jeder Eintrag in dieser Pyramide ist die Summe der zwei, in der vorher-
gehenden Zeile benachbarten Zahlen.

Stellen Sie den Zusammenhang zwischen dieser Berechnung der Binomialkoeffizienten und der
Formel (?) = #lj), her.

Quadratische Gleichungen

x2+px+q=0 — r=—-S4+4/——gq

(Beweis als Ubungsaufgabe!)

Logarithmus

y= — r =log,y
log(a - b) = loga + logb
log(a®) =z loga
log (% =loga — logb

Test: Driicken Sie log, « durch Logarithmen zur Basis a aus.



Trigonometrische Funktionen

b .
sina = —, cos o = @ ¢: Hypothenuse
Z . ¢ b a: Ankathete
sin «v a cos« .
tana = — = , cota= -+ = — b: Gegenkathete
a cosq b sin a

Satz des Pythagoras

In einem rechtwinkligen Dreieck gilt der Zusammenhang
a® + b2 =¢?

zwischen Katheten und Hypothenuse. Hieraus folgt fiir die trigonometrischen Funktionen der
”trigonometrische Pythagoras”

a)? b\ 2
() + <> -1 = sin? a4 cos®> a = 1
C C

Fiir trigonometrische Funktionen: Messe Winkel durch Bogenmaf auf dem Einheitskreis.

1 a =Linge des Bogens b (fiir Einheitskreis)

b 360° < a=2m

V\a 180° <« a=mn

o _T

-1 1 90° « a= 5
T

45° =—

5° = « 1

=

Graphen der trigonometrischen Funktionen:



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN
sina cosa
1+ 1
2n
TEI/Z 371}/2 o TII I o
T 2n w2 3n/2
14 1l
tana cota ‘
‘ i B2 o 2 \2 g
] [ | ] | l l
w2 :' o I 2n
Test: Geben Sie ohne technische Hilfsmittel Zahlenwerte fiir sin 7, cos 7, sin &, cos &, sin %,
cos I an.
3

Additionstheoreme

sin(a + ) = sina cos f £ cosa sin

cos(a+ ) = cosa cos B Fsina sin
Geometrischer Beweis:




sin 3

COS «x

d=sinf =b cosa = b=

a=fsina=(cosf—c)sina
= (cos B — b sina)sina
= (cos B — sin § tan o) sin v

sinf  sinf sin? o

= sin(a+ ) =a+b=sina cosf +
cosa cosa

= sina cos 3 4 cos « sin 8
= cos(a+ 0) =sin(a+ (8+ g)) = sina cos(f + g) + cos « sin(f8 + %)
= cosa cos 3 — sin« sin 8

Aus den Additionstheoremen folgen die Relationen:

. . .« 1
sin 2a = 2 sin « cos « Sln§::|: 5(1—0080&)
2 .2 ot 1
cos 2 = cos” o — sin” « cosgzi 5(1+cosa)
N\ Vorzeichen je nach Quadrant des
Winkels o
1
sina sin 8 = 5 [cos(a — B) — cos(a + B)]
1
cosa cos ff = 3 [cos(a — B) + cos(a + B)]
1
sina cos f = 3 [sin(a — B) + sin(a + )]
1 1
sin® o = 3 (1 — cos2a) cos? o = 5(1—&-005204)
(Beweis ausgewdihlter Relationen als Ubungsaufgabe)
Exponentialfunktion
Zunéchst fithren wir die Zahl e mit Hilfe des Grenzwerts
1 n
lim (1 + ) =e=2,7182818... (hier fiir n = 10%)
n—oo n

ein. Die Zahl e ist in der Mathematik dhnlich wichtig wie 7.

/ Wir kénnen noch auf einem anderen Wege ndherungsweise einen Zahlenwert fiir e angeben.\
Hierzu gehen wir folgendermaflen vor. Fiir n € N gilt mit Hilfe der binomischen Formeln

1\" n\ 1 n\ 1 n\ 1
14— ) =1+ ( )=+ ()5 ++( )=
n 1/ n 2) n? n) nm

n! 1 n n! 1 T n! 1
Un-Dn  21(n—2)In2 n!0! nn

\ :1+1ﬁ+;<1—z>+;<1—;><1—z>+~-+<1—;><1—z>-~(1—”;1>/
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ﬁerme werden wg. % mit zunehmendem j kleiner; wenn wir bei einem festen jo abbreche}
und den Limes n — oo nehmen, erhalten wir

3 -
j=1 J: j=0 J:
so dass
1 1 1 1
rl+l+-+ -+ —+—+...x22,71
e + +2+6+24+120+ , 716
@ir sehen, dass schon wenige Terme einen recht genauen Zahlenwert fiir e liefern. J

Ebenso:  lim, .o (1 + %)I —e

Die Funktion
flx)=¢€" oder flx)=expzx

heifit Exponentialfunktion, mit dem Funktionsgraphen

exp(x)

Exponentialfunktion als Losung des Zinseszins-Problems:

e Am Ende jeden Jahres werden p% Zinsen auf ein Anfangskapital ag gezahlt. = Kapital nach
m Jahren:

am =ag (L+ k) (L+k)--(1+k) =ao(1+ k)™, wobeik:l%

m—mal

e Man erhilt 2% Zinsen n mal im Jahr ausgezahlt.
= Kapital nach m Jahren: a,, = ag (1 + %)’”’L
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e Kapital wird kontinuierlich akkumuliert (n — oo):
k nm
a, = lim aqg <1 + )
n—oo n

k mk
= ap lim { <1 + > ]
n—o00 n

1 x 7 mk
= ag Ihﬁnolo [(1—1—33) } = qg "™

km

=3

= Am = Qg €

Natiirlicher Logarithmus

Der Logarithmus zur Basis e heifit natiirlicher Logarithmus und wird mit In bezeichnet.

Inz =log, x

.

1

In x

Wir werden spiiter den folgenden Grenzwert brauchen:

In(1 In(1+1 1
lim 711( +2) = lim 7( T Y~ = lim yIn (1+ )
z—0 €T Y—00 a Y—00 Y
1 Yy
= lim 1n(1+> =Ine=1.
y—00 y

Hieraus folgen noch zwei wichtige Relationen, die wir spéter als Spezialfille der allgemeinen Taylor-
Reihe identifizieren werden:

e Fiir kleine x gilt: In(1+z) ~ x.

e Ebenso gilt fiir kleine x: R , da

k
Ay = lim ag(14+ =)"" =ao(l +mk+---)  fiir kleinek
n

n—0oo

= qgp €™ und ersetze km = x; x—0 da k— 0.

oder durch Exponenzieren von In(1 + z) = z

Die Niherungsformeln fiir In(1 4 x) sowie e” fiir kleine  entsprechen graphisch der Naherung der
Funktion durch die Tangente bei z = 0.
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Test: Nehmen Sie an, Sie legen Thr Geld ag auf einem Konto an, dessen Zinssatz proportional zur
abgelaufenen Zeit wichst, beginnend mit Null und pro Jahr um Ap anwachsend. Die Zinsen werden
in n Tranchen pro Jahr ausgezahlt. Zeigen Sie, dass Ihr Geld im Grenzfall einer kontinuierlichen
Akkumulation der Zinsen (d.h. n — oo) nach m Jahren auf agexp(Akm?/2) angewachsen ist

(Ak = Ap/100).
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Ubungen Briickenkurs — Blatt 1

Aufgabe 1:

Beweisen Sie die Losung fiir quadratische Gleichungen

x2+pm+q=0 = r=—=44/——¢q

(quadratische Ergiinzung)

Aufgabe 2:

Beweisen Sie die Formel

N:1—CIN+1

N
d"=1+q+++q
L—q

n=0

fiir die geometrische Reihe. Unter welcher Bedingung konnen Sie den Grenziibergang N — oo
bilden und was ist das Resultat?

Aufgabe 3:

Driicken Sie die Bogenlidnge b des Kreissegments (s. Skizze) durch den Winkel o und den Radius
R aus.

Aufgabe 4:

Beweisen Sie, ausgehend von der in der Vorlesung bewiesenen Relation sin(a + 3) = sin« cos 5 +
cos « sin 8 die folgenden trigonometrischen Identitédten

(a)
(b)

sin 2a = 2sin a cos «; cos 2 = cos? o — sin® a

sing =44/3(1 - cosa)
cos § =£4/3(1 + cosa)

sina sin 3 = %[cos(a — ) —cos(a+ )]
cosa cos B = S[cos(a — () + cos(a + )]
sina cos 3 = 3[sin(a — B) + sin(a + )]

Driicken Sie sin 3o durch sin « aus.

Driicken Sie tan(a + 3) durch tan o und tan 3 aus.
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(f) Vereinfachen Sie
cosa(l — tan? @)

tana(cota —1)

Aufgabe 5:

Die sogenannten Hyperbelfunktionen wurden definiert durch

1 inh
sinhz = —(e® —e™ %) tanhz = St ?
coshz
1 coshz
he = —(e"+e® the =
coshx 2(6 +e™ ") cothe = ———

(sinus hyperbolicus etc.)

(a) Driicken Sie sinh(x 4 y) aus durch sinhx, cosh z, sinhy and cosh y.
(b) Analog fiir cosh(z + y).

Vergleichen Sie Thre Resultate mit den entsprechenden Formeln fiir sin(a + 3) und cos(a + 3).

Aufgabe 6:

Ein Briickenbogen hat die Form einer Parabel mit Lagern bei = £5m und Scheitelh6he 4m. Wie
lautet die Gleichung der Parabel?

Aufgabe 7:

Bestimmen Sie durch Polynomdivision das Verhalten von

(a)

22 —2x+3

fla) = T

(b)

23 —3x2 +4x +1

fla) =

fiir groBe Werte von z. Vernachléssigen Sie Terme des Typs 1/z™ mit n > 2.



Kapitel 2

Differentialrechnung

Geometrisch liegt der Differentialrechnung die Frage zugrunde, wie grof§ die Steigung einer Funk-
tion in einem Punkt ist. Dieses Problem wird durch die Definition der Ableitung von Funktionen
gelost. Die Ableitung erlaubt einem, im Rahmen der Kurvendiskussion einen guten Uberblick
iiber das Verhalten von Funktionen zu erhalten. Die Berechnung von Ableitungen elementarer
Funktionen erfolgt schematisch im Rahmen einer Reihe von Regeln.

Steigung von Geraden
Die Steigung m von Geraden ist folgendermaflen definiert

y
i

Ay y=mx+a

m = Ay Steigung

/ AX Ax
a

X

In der funktionalen Form der Geraden y = mx + b ist die Steigung gerade der Vorfaktor des
linearen Terms.

Anwendung: Geschwindigkeit bei geradliniger, gleichférmiger Bewegung

y

Steigung von Graphen Ort vs. Zeit ist Ge-
y=vt+y schwindigkeit.

yo)

15



16 KAPITEL 2. DIFFERENTIALRECHNUNG

Steigung beliebiger Kurven

Die Steigung beliebiger Funktionen in einem Punkt kann folgendermaflen auf die Steigung von
Geraden zuriickgefiihrt werden:

f(x)

Tangente

Steigung der Funktion f(x) im Punkt zg
= Steigung der Tangente

| — _ fim @0+ A2) = fzo)
Az—0 Ax

= Ableitung der Funktion f(z)

im Punkt zo, kurz f’(zo)

Xo Xo+AX

Definition der Ableitungen einer Funktion

Die Steigung der Tangente definiert die erste Ableitung f'(z) einer Funktion f(x),

)t LT AD ()|

Az—0 Ax

Hohere Ableitungen werden als Ableitung der Ableitung etc. definiert.

Test: Nehmen Sie an, dass Sie eine Funktion f(z) nur an einem diskreten Satz von eng beiein-
ander liegenden Punkten x,, auf der z-Achse kennen. Sie kdnnen dann die Ableitung gemé&8 ihrer
Definition ndherungsweise iiber

f(@ni1) — flan)

Tn+1 — Tn

f/(xn) =

berechnen. Geben Sie einen entsprechenden Niherungsausdruck fiir die zweite Ableitung an. (Sie
diirfen annehmen, dass die Punkte x,, gleiche Absténde haben, d.h. x,,4+1 — 2, = Az unabhéngig
von n.)

Kurvendiskussion

Um einen Uberblick iiber das Verhalten von Funktionen zu gewinnen, versucht man sich im
Rahmen einer Kurvendiskussion die folgenden speziellen Punkte einer Funktion zu bestimmen:

e Nullstellen der Funktion — f(x) = 0.

e Singularitéten (Divergenzen) der Funktion — f(z)“ =“+ 00
e Verhalten der Funktion im Unendlichen — hrf (z) und lim  f().



e Maxima, Minima

f'x) =

7@ {

0

fiir Maxima/Minima

< 0 Maximum
>0 Minimum

17
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e Wendepunkt

f'(@) =0

KAPITEL 2. DIFFERENTIALRECHNUNG

/

f'(x)
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Ableitung einfacher Funktionen

Wir berechnen nun die Ableitungen einiger elementarer Funktionen direkt aus der Definition der
Ableitung:

[m(z + Az) + a] — [ma + a]

e flx)=mz+a = I () :Ahmo Az :Alimom:m.
. T+ Az)? — 22 . 2xAx+ (Az)?
o= s s g O PR

= lim (22 4+ Az) =2z .
Az—0

n . x4+ Az)* — " . " (n |
BRCE S s = g ST S (e

Il
Y
— 3
S~
8
3
|
—_
I
3
8
3
L

sin(z + Ax) —sinz

. f(x) =sinzx = f(z) = Alirgo A
. sin z cos Ax + coszsin Az — sinz
= lim
A;HO Ax
. sin Az tsi cos Ax — 1
= lim < cosx sing——mm——
x—0 AJZ AZ‘
o = sina = « fir kleine Winkel «v .
o . sinAx . Az
= 1 ~ 1 —=1.
Lsina AachEO Az Aalcrgo Az
r=1
A Az)?
cos Az — 1 = —2sin? 733 ~ —( ;) fiir Az klein
cos Ax — 1
lm ——— =
= A;lprgo Az 0
(mit cos2a = cos? a — sin? a = 1 — 2sin? @)
so dass
f(z) =cosx .
. f(z) =cosz
= f(z) = lim cos(xz + Ax) —cosz L COS% o8 Az —sinzsin Az — cosz

Az—0 Ax o Az—0 Ax

. cos Ax — 1 . sinAzx .
= lim { cosx——— —sinx = —sinz
0 Ax Az
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, ) 6x+Az — et ) eAm -1
L L -
- , o o lnass i e(w-{-Ax) Ina _ e Ina
e fl@)=a = fil@)=(a") =(e"") = lim s
Azlna Azlna
zlna 1; e -1 zlna . € -1
€ Ao Ax € N R T Azlna
=1
In(z + Az) —Inx In(1 4 42) Az
= 1 / = 1' = 1. 7% 1 7$
L A v a0 Ar oA

Test: Ableitung von f(z) =log, 2?7 [Losung: f'(z) = 1/z1na)

Ableitungsregeln

Bei der Ableitung zusammengesetzter Funktionen hilft eine Reihe von Ableitungsregeln:

Summenregel:

Ableitung einer Summe ist Summe der Ableitungen

W) =f@)+g) = W@)=[(2)+g ()

f(@ + Ax) +g(@ + Ax) — f(z) — g(z)

. / _ .
Beweis: W (z) = AIQIL'IEO As
— lim (@A)~ f@) | glz+ Ar) — g(2)
Az—0 Ax Az
= fa) ).
Produktregel:

flz + Ax) g(x + Ax) — f(z) g(x)

=alna .

Beweis: W(x) = Alirgo Az
o St A gl Ax)  fa + Ax) g(a) + flx + Aa)glx) — £(x) gla)
Az—0 Ax
- i { o a2 EAN = A0)  Sloe b= ) )

= f(@)g' () + f'(z) g(x) .
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Beispiele:
h(z) = xsinz = h'(z) = sinx + x cos x
f(x) =sin’x = h'(z) = cosxsinx + sinx cosx = 2sinz cosx .
Kettenregel:
ha)=flg(=) = W)=Ff(g9) g (2)
Beispiel: h(z) = cos(sinz) oder h(z) = sin(z?)
Bewelss (o) — tim JO@HAD) =16 L Flola+ Ax) = [(o(w)) oo +As)  g(a)

Az—0 Az ar—0 gz + Ax) — g() Az
_ g fWt B9 - fl9) 9@t Az) —g(z)
Ag—0 Ag Az—0 Az
wobei g =g(x) g+ Ag=g(x+ Ax)

und wg. Stetigkeit von g gilt g(x + Az) — g(x) und somit Ag — 0 fir Az — 0

Beispiele:
h(z) = cos(sinz) = h'(x) = —sin(sinz) - cosx
h(z) = sin(x?) = h(z) = cos(x?) -2z
f(z) =sinx = N(x)=2sinzcosx (vgl. oben)

Quotientenregel:

h(z) = f(=) = h(x) =

g(

e [fetA) @) 1
Beweis:  h'(z) = Algﬂo { gz +Az)  g(x) } Az

1 flez+Ax)g(z) - f(2)9(z + Az)

T arlo A g(z + Azx)g(x)
C o L @t An)g(e) — f(@)g(x) + (@d) f(@)g(z + Ax)

o 1 f(IJrAI)*f() gz + Azx) — g(x)
= Jm, g(z + Az)g(z) { Az o(w) = f()® Az }
_ ['(@)g(z) - f(z)g'(z)

9*(x) '
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Beispiele:
sinz\’ coszcosz 4 sinzsinz 1
— () — — —
J(z) = tanz = f{(x) = <cosa:> N cos? ~ cos?x
.2 2
, cosz\’ —sin“x —cos‘x 1
f@)=cotz = f(0) = (5 ) = =g = ——;
sin x sin” x sin®

Weitere elementare Ableitungen:

/ ’ 1) 1e 1 1
. f(x):ﬁéf(x):(ﬁ):(ezl ):ezl 23:\2/52\/5
_a / _ alnz\’ _ alnzg_ama_ a—1
° flx)=x :>f(x)f(e )fe Pl =azx

Umkehrfunktionen

Um die Ableitungen einiger weiterer elementarer Funktionen zu finden, ist das Konzept der Um-
kehrfunktion niitzlich:

7 Y(x) heiBt Umkehrfunktion zu f(z), wenn f~*(f(z)) = f(f *(z)) == .

Beispiele:
fz) =¢€" = fYz)=Inz
f(z)=lnz = [fHa)=¢"
fla) =a? = fTe)=Ve
f(z) =sinzx = [ Yx)=arcsinz
f(x) =2 = [ Yz) =2l

Umkehrfunktionen kann man geometrisch als Spiegelung an der Diagonale interpretieren:

f(x)

i) y=flz) = z=f""(y)

— erhalte Graph der Umkehrfunktion
] durch Vertauschen von x und y Achse

X
d.h. Spiegelung an Diagonale.

Ableitung von Umkehrfunktionen

Eine Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion kann mit Hilfe der Kettenregel gewonnen
werden:

fU @)=z = @) @) =1

> U0 -



Anwendungen:

1

o fla)y=2%; flz)=Vva = (Vo) = N

1 1
T -1 !
= : = 1 = 1 = Tha -
° f(;L’) [ f (.’E) nwr ( 1’11’) elnz T
1
. -1 : inz)
o [flz)=sinz; f7(z) = arcsine = (arcsinz) cos(arcsin x)
B 1
\/1 — sin2(arcsin x)

1
V1—22

sin x arcsin x
1+ Y w2

= (arcsinz)’ =

1 T I I I X I X
-2n - n 2n 1
—1+ -n/2+
cos
' X P o'\ _ } arccosx
I I I X
2n -7 T 2n
-1
14 f 0 —X
1
— Ableitung von arcsin z ist positiv.
— Ableitung von arccos x ist negativ.
. f(z) =cosz; f~'(x) = arccosz
(arccos x)’ -1 !
reccosz)’ = =—
sin(arccos z) V1= 22
o f(z) =tanz ; f~'(x) = arctana = (arctanz) = cos?(arctan z)
- 1 1
1 +tan®(arctanz) 1+ 22
1 V1 —cos? z
(f'(z) = —5—) NR: tanz = ~———— = cos’z tan’z = 1 — cos® x
cos? cos x
9 1
= Cos" T = ———5—
1+ tan“x
1
o f(z) =cotx; f~'(x) =arccotx = (arccotz) = —sin?(arccotx) = Ty
z
1 1—sin?z .
(f'(x) =——=—) NR: cot’z = ———— = sin®z (1 + cot’z) =1
sin® sin® z
. 9 1
= sin‘z =

1+ cot?z

23
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Die Umkehrfunktionen Qer Hyperbelfunktionen heiflen arsinh, arcosh, artanh sowie arcoth und
werden im Rahmen der Ubungen iiber die Ableitungsregel fiir Umkehrfunktionen differenziert.

/ Allerdings koénnen diese Funktionen auch durch In ausgedriickt werden: \

1
° y = 5(696 + e ®) =coshz = x = arcoshy
1

1 1
oder mit z = e : yzi(z—&—;) :>zy:§(z2+1)

=22 -2z +1=0= 2z=y+y2 -1

:lenz:ln[y:t\/gﬂi—l}

cosh x arcosh x

Spezielle Wahl des Astes:
arcoshz = In [x +Va? - 1} ,
so dass das Argument von In grofler gleich 1.

1
° y:§(ex—e_£):sinhx = x = arsinhy
1 1

oder mit z =¢€” : yzi(z—f) = 2y=22-1= 2222y —1=0
z

= z=ytVy?+1

z >0 = wihle ,,+ “
= len[y—%-\/yz—kl}

oder : arsinhz =In [x + /22 + 1]

— Alternativer Weg zur Berechnung der Ableitung;:
. , 1 2z Vaz+142 1
(arsinhz) = ————— |1+ = —
T+ V22 +1 Va2 +1]  (z+V22+ 1)V +1  V1+a?
, 1 x Vit —1+ux 1
(arcoshz) = ———— |1+ = = .
x+Va?—1 Va2 —1 (x4+ V2 —1)vVa2 -1 Va2 -1

N /
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Zusammenfassung der behandelten Ableitungen:

In diesem Kapitel wurden die Ableitungen der elementaren Funktionen ausgehend von der Defi-
nition der Ableitung hergeleitet. Hier wollen wir die Ergebnisse noch einmal zusammengestellen,
um hierauf in Zukunft (und den Ubungen) zuriickgreifen zu kénnen.

L [e.’E]/ — e.’I:

Ne2 4 — o—
2] = az [a®] =a"Ina

[sinz])’ = cosz

1
[cosx]’ = —sinx [Inz] = "
[arcsin ]’ = ! [sinh 2] = cosh

[coshz]" = sinh x

[arccos x] = 1
V14 2?
[arctan ] = 1

V1—a?
1
Vi-a2 [arsinh z] =
1
+ a2

[arcosh x]" =
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Ubungen Briickenkurs — Blatt 2

Aufgabe 1: Differenzieren Sie

(a) flz)=(1-32%)"

1—=x

(©) fla) ==
rz—1
@ f@) =5
- 1
(€) f) = =

Aufgabe 2: Skizzieren Sie f(x) und f’(z) fiir die folgenden Funktionen.

(a) f(&)=1-2

(b) f(r) =+
(© fo) =2

Aufgabe 3: Skizzieren Sie die Funktionen und bestimmen Sie eventuelle Hoch- und Tiefpunkte

() f@) =+
T+ 2
(b) Jc(ﬂf):%@i_i_1

(c) f(z) = Va?+2

Aufgabe 4: Skizzieren Sie die Funktionen und bestimmen Sie eventuelle Wendepunkte.

(@) S) =
(b) f(x) = 5

Aufgabe 5: Bilden Sie die Ableitungen von
(a) sin(x?)
(b) sin®z

(c) sinfa cos(bx)]
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Aufgabe 6: Skizzieren Sie f(x) und f/(z) fiir die folgenden Funktionen:

(a) 2%e™®

(b) e **  (a>0)

Aufgabe 7: Bestimmen Sie Verlauf und eventuelle Extrema von

(a) zlnx

Aufgabe 8:

Die Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen heiflen arsinhz, arcoshz, artanhxz und arcothz.
Berechnen Sie die Ableitungen von arsinhxz und arcoshz mit Hilfe der Ableitungsregel fiir Um-
kehrfunktionen.



Kapitel 3
Integralrechnung

Der Integralrechnung geht von der geometrischen Fragestellung aus, die Fliche unter Kurven zu
berechnen, z.B. zur Berechnung der Flicheninhalte geometrischer Objekte wie Kreise und El-
lipsen. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung identifiziert diese Fragestellung als
Umkehroperation der Differentiation, was einem sofort erlaubt, alle Ergebnisse der Differential-
rechnng in die Integralrechnung zu iibertragen. Wihrend aber das Berechnen von Ableitungen
beliebiger elementarer Funktionen rein schematisch erfolgen kann, ist die Integration im allgemei-
nen eher eine Kunst, die mathematische Fingerfertigkeit benotigt. Gewisse Klassen von Integralen
sind allerdings mit Standardmethoden l6sbar, die wir in diesem Kapitel kennenlernen werden.

Riemannsches Integral

f(x)
/ b‘
dz f(x)
_ /
= Fléche eingeschlossen von Kurve f,
x-Achse und Senkrechten bei x =a und z =b
= lim (@) (@i — @)
0 T T T T X =0
ﬂ XX X Xe X ﬁ = bestimmtes Integral
Bemerkung;:

/bda:f(x)+/cdxf(x) = /cda:f(x)
a b a
b a

[ e @)=~ [ do

a b

Die Berechnung von Integralen ist im wesentlichen die Umkehrung der Differentiation. Dies ist die
Aussage des folgenden Theorems.

28
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Hauptsatz der Differential und Integralrechnung

Definiere Stammfunktion F(z) von f(x) durch
x
F(x) = /d:c' fz)+C, C ist Konstante.

a

Dann gilt F'(z) = f(z).

Wegen der zentralen Bedeutung dieser Aussage, wollen wir den einfachen Beweis fiihren.

Beweis:
dF(z ~ im F(z + Az) — F(z)
dx Az—0 Az
1 z+Azx T
— 3 _ / / _ / AN
—AligOAm / dx' f(z")+ C /dxf(:c) C
Tz+Azx
T S
—Jm 5o [ 4 @) = f@)
\m—,_/
~Az f(x)
Bemerkungen:

b
/ dz f(x) heifit bestimmtes Integral

F(z) = /dz f(z) heiBlt unbestimmtes Integral

b

Es gilt:/d:v f(z)=F()— F(a)

a

Einfache Integrale

Im Lichte des Hauptsatzes erhélt man durch Ausnutzen der Ableitungstabelle unmittelbar die
Integrale:

= arcsin x + C

1
dr——
V1— 22

1
/dmx()‘:im("ﬂ—i—C, a#—1
a+1 1

dmm = arctan x + C
/dx sinx = —cosz + C 1
/dxizarsinha:—&—C

/ 2

/dxcosx:sinaH—C 1;_:16
dx

= arcoshz + C

Va2 -1

/dzew =" +C
/dx coshz =sinhz + C

1

/dmf =lhz+C
T

/dw sinhx = coshx + C
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Zur Berechnung komplizierterer Integrale stehen eine Reihe von Integrationsregeln zur
Verfiigung, die unmittelbare Konsequenzen der Ableitungsregeln sind.

Integrationsregeln

Partielle Integration

(folgt aus Produktregel der Differentiation)

/aw%wﬂmzfmmmwi/mmwf@>

Beweis:

/wd@ﬂ@=/mﬂﬂ@%ﬂ—f@ﬂ@%ﬁ@ww—/mfwmw-

Typische Integrale fiir die partielle Integration:

e Integrale von Produkten von Potenzen von z und Exponentialfunktionen, z.B.

/dxxe’”:/dxx(ex)':xe’”—/dxe‘” =ze’ —e"+C

e Integrale von Produkten von Exponentialfunktionen und trigonometrischen Funktionen,
z.B.

/dxec”sinx:/dx(ec”)’sinx:eisinx—/dmezcosx
:exsinx—/d:c(ex)’cosx:e”f(sinx—cosx)—/dxe’”sina:
T L3 1 xT :
= dxe®sinx = 7€ (sinx — cosx) + C
e Integral von sin® 2:
/sinzmdx: —/dx sinz(cosz)' = —sinx cosx—i—/dm cos®
— G . 12
= —sinz cosx—k/dm(l—mn x)
= —sinx cosx+x—/dsc sin?
. 9 1 .
= dx sin xzi[o:fsmmcosz]JrC’

Alternative Methode:

sin?x = = (1 — cos 2z) (s. Grundlegendes)

/dx sin?z =

1 1 1
dx§(1 —cos2z) = 3%~ E/dxcos%c

1
sin2z +C = 3 (x —sinzcosz) + C

=2sinz cosx

T —

w\'—'\w —_

[N
N =




e Ebenso funktioniert

/dmcost:/dm‘ 1—5111 T —x—/dmsln T

= 2(ac—smaccosgc)—l—C’

1
= §(x+sina:cosx) +C

e Integral von Produkten von Potenzen von x und Inz, z.B.
, 1
delne = [ de(z) Inz=zlnx — [ dea—=xzlnhz—x+C
x

2 2 4

Integration durch Substitution

(folgt aus Kettenregel)

b g(b)
[asd@ o) = [ avsw
a g(a)

/dx g (z) f(g(z)) = F(g(x)) wobei F' Stammfunktion zu f

g(z)
[ dssto

Anwendung héufig:

y g (y)
/ dy' f(y') = / dz g (z) f(g(z)),

wobel y = g(x).

Typische Integrale fiir Substitution:

o1 1 1
/dysin(ay) = / dz gsinx = ——cosz +C = - cos(ay) + C

Yy=-—- = Yy =

1
a a

cos T

/dmtanx-/dmbmx = / dgf = —In(cos )
cosw

—COSLIJ :—SIHJZ

' 1 1 1 1 1 2
/dxxlnx:/dxi(:vZ)'lnx: fx21nsz/dx12 §x21n33—£+0.
x

31



32 KAPITEL 3. INTEGRALRECHNUNG

Inz
| 1
/dwﬂz /dgg:fanx—l—C’
T 2

g@)=lz =  g(x)=

1 1 d 1 1
/dm =2/dx7=2/—y =2/dy7=2arctany=2arctanex.
coshz er +e T Yy oy+ 1492

x=Iny = T =

e =Yy

Beweis der Integration durch Substitution:

b b b
/dwg/(ff) fg(z)) = /dxg’(l‘) F'(g(x)) = /dﬂc(F(g(fﬂ)))’ = F(g(b)) = F(g(a))

Partialbruchzerlegung

/d:cacgia2 —/dx(m_a)l(x_i_a)—;a/dx{miamia}_;a[ln(xa)ln(era)]
1

B T —a
 2a z+a
A B A(z+a)+ B(z —a) 1 (A+B)z=0 1
: = = = = A=-B=—
NR x—a+x+a z2 — g2 2 — g2 (A-B)a=1 2

z+3 x4+ 3 1 4 1 4 1
S _rre 2 - = “ln(z—5) - >In(z+1
/dxx2—4:v—5 /dx(m—5)(x+1) S/dx{x—f) a:+1} gin(e=5) =gz +1)

NR: 22 —4r—-5=0=2=2+V/4+5=2+3

A N B Alx+1)+Bx-5  x+3

xr—5 x+1 2 —4x -5 22 —4x -5
A+B=1 B=1-4 41
A—5B=3 — GA=g — A=3ziB=-3
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/ 1 dy 1
dz = [ =—
e + 1 y y+1

1 1 Y e’ 1
= [dys————7>=In =1In =1In
y y+1 y+1 e* +1 14+e®

NR: A(y+1)+By=1= A+B=0;A=1= A=—-B=1.

Flachen und Volumina

Eine wichtige Anwendung der Integralrechnung ist die Berechnung des Flicheninhalts und des
Volumens geometrischer Gebilde.

Kreisfliche R

22 42 =R? = y=+\/R?2— 2

R El

F:2/dx\/R2—m2:2/dgoRcoscp\/R2—R2sin250
“r =
z
:2R2/d<pcosg0\/l—sin2<p

z = Rsingp = 2’ = Rcosp

w3

usy
2

[ 1
=2R? / dypcos® p = 2R? [2(@ + sin ¢ cos cp)]

[ME)

Volumina von Rotationskérpern

Kurve f(z) wird um x-Achse rotiert. / X

z

Volumen eines infinitesimalen Zylinders der Hohe Az bei x ist gleich 7 [f(z)]* - Az

b
S v— /dm[f(@]?

N




34 KAPITEL 3. INTEGRALRECHNUNG

4 )

Beispiel: Kugel

R
V= /dxﬂ'(R2 —2*)=7nR*> 2R — 71—~ = —7R? .
R




Ubungen Briickenkurs — Blatt 3

Aufgabe 1: Wie lauten die Stammfunktionen zu

(a) ax +b
1
axr +b
1
x5

(d) sin3x

Aufgabe 2: Berechnen Sie die unbestimmten Integrale (mittels Substitution) von

22
3 +1

COS T

sinx

(c) e“*Tsinx
1

sinh z

(e) tanha

(plus Partialbruchzerlegung)

Aufgabe 3: Berechnen Sie die unbestimmten Integral (mittels partieller Integration)

(a) z2e”

(b) €” cosx

(@) 5—3

2 —a?
x+7
22 —3x+2

1

et —1

Aufgabe 5: Flichen und Volumina
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(a) Berechnen Sie die Fliche der Ellipse

:172 y2
StE=1L

(b) Berechnen Sie das Volumen des Kérpers, der durch Rotation der Ellipse um die a-Achse
erzeugt wird.

(c¢) Berechnen Sie das Volumen eines Kreiskegels, der Héhe h und Radius 7 (in der Grundflédche)
hat.



Kapitel 4

Vektoren und Matrizen

Vektoren

Viele physikalische Groflen sind nicht nur durch eine Zahl, sondern auch durch eine Richtung
gekennzeichnet, z.B. Geschwindigkeit, zuriickgelegte Strecke (Verschiebung), Beschleunigung,
Kraft, etc.

— Diese Groflen sind Vektoren, deren einfachste Realisierung gerichtete Strecken sind.

Vektoren sind frei verschiebbar; z.B. sind die folgenden Vektoren gleich:

Wir werden Vektoren durch fettgedruckte Buchstaben bezeichnen. Die Lange eines Vektors
a wird héufig durch |a| oder einfach a bezeichnet.

Rechnen mit Vektoren
Addition

Multiplikation mit einer Zahl
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mit Linge «|a| und gleicher Richtung wie a.

-oa=-(oa) =

d.h. mit Linge «|a| und in entgegengesetzte Richtung zu a zeigend.

Subtraktion zweier Vektoren

a-b da a-b=a+(-b)

Komponentendarstellung

Definiere Einheitsvektoren (d.h. Vektoren der Lénge 1) &, €, in Richtung der Koordinaten-
achsen.

a
ayéy a= axéx + ayéy
&
AN
A L4 7
€x
| © >
gl
aXéX

Héufig benutzt man dazu die Komponentenschreibweise a = < ZI ) .
Y

ACHTUNG: a = < Z‘r > impliziert ein bestimmtes Koordinatensystem, wihrend der Vek-
Y
tor unabhdngig vom Koordinatensystem existiert. Derselbe Vektor kann in unterschiedlichen

Koordinatensystemen verschiedene Formen annehmen.



ay

Ungestrichenes Koordinatensystem : a

Qg
a )

<

gestrichenes Koordinatensystem : a

7 N N
SR
g~
~

trotzdem der gleiche Vektor.

Addition und Subtraktion von Komponenten

atb=(a,€; +ayé,) * (by&; +b,&,) = (az £ by)€; + (a, £ by)é,

Qg bm _ Ay + ba:
- o ()= () - (i)
Skalarprodukt

a-b=abcosp, p = 4(a,b)

So erhélt man beispielsweise:

gp:o a'b:ab
<p:g a-b=0, dh alb=a-b=0
p=m a-b=-ab
Lange von Vektoren:
a?=a-a=a? = (Linge von a) = vaZ.
Satz des Pythagoras:
c=a+b, alb
¢ (a+b)?=c?

& c2=a’+2a-b+b?
s =a?+ 12

39
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Skalarprodukt in Komponenten:

a-b=(a.; +ayey) - (b€, +byé,) = ayb, &, - €, +azby &, - &, +ayb, €, - €, +ayb, &, - €,
=1 -0 -0 =1
= a-b=a;b; +ayby

Lineare Gleichungssysteme

Beispiel: Sr+2y=1
r—y=2
Allgemeine Form eines linearen Gleichungssystems (hier fiir 3 Variablen):
Ay + Aoy + A1z = by
A1y + Agowa + Azzrs = by
Az1m1 + Azewa + Azzzs = b3

Kompakte Schreibweise:

A A Agg z1 by
Agy Az Al o | =1 ba |, d.h. Ax=b.
Az1 Az Asg T3 b3
———
Matrix Vektor Vektor

Matrixmultiplikation

ot (23)(1)-(1)-(D)

GauB-Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme

Beispiel 1:

6 — 2y = 2 oder <6 2)(9:>:<
3r—6y =1 3 —6 Y

Subtrahiere %x(erste Gleichung) von der zweiten Gleichung;:

6xr — 2y =2 oder (6 —2><x)_<1>
—5y=0 0 ) Y 0

Beachte: In der neuen Matrix sind alle Eintrage unterhalb der Diagonalen Null, die Lésung ist
daher trivial:

)

Beispiel 2:



24+y—2=1 2 1 - x 1
de—y+2=2 oder 4 -1 1 y | =1 2
2r+2y+2z=4 2 2 z 4
2r+y—2=1 2 1 -1 T 1
= —3y+32=0 oder 0 -3 3 Y = 0
y+32=3 0 1 3 z 3
2r+y—2z=1 2 1 -1 T 1
= —3y+32=0 oder 0 -3 3 Y = 0
4y —3 0 0 4 z 3
N 3 3 71+1( )71
TV Tt T TV Ty

Einfache geometrische Gebilde

Geraden

Parameterdarstellung: x = a + sb mit s € R

b unda:(agﬂ),b:(bm).
ay by

Steigung der Geraden: z—”

x

X

Zusammenhang zwischen Parameterdarstellung und funktionaler Form y = y(x) der Gera-
den:

(:v) . T = a, + sb,
X = mit
Y = ay + sby

Auflésen der ersten Gleichung nach s ergibt s = *3%= und Einsetzen in die zweite Gleichung
fithrt zu :

— ay b
y:ay—i-gby:ay—i——y(m—aw).
by by
Normale auf Gerade (in 2 Dimensionen):
n-b=0, a] =1
Ny be \ _ _ _ ngby
= (ny><by>0 = Ngby +nyb, =0 = nyf—by =

41

:>
I
3
8
7N
|
sl
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Aufgrund der Normierung |fi| = 1 erhilt man

2 +1 +|b b 1
Yy \/lerfg \/bi—i—bg @

(Minimaler) Abstand der Geraden vom Ursprung;:

y

e

™ gesucht

X

Maglichkeit 1: Minimiere |x|* = (a + sb)? als Funktion von s, d.h.

2 d|X‘2 2
——— =2sb"+2a-b=0 = s5=—

Ix|” = a® + s%b* + 2sa- b,

Dies ergibt fiir den minimalen Abstand:

.b)2 2(a-b)2 .b)2
|xmin:\/a2+(ab2) - (ab2) :\/a2_(ab2) :\/a2—a2C082g0=a\/l—coszgo:asingo,

wobei ¢ = £(a,b).

Moglichkeit 2: geometrische Herleitung

b
0
\ (p
Tmin = asin(m — ¢) = asinp.
. a
Xmin

Normalform der Geraden in zwei Dimensionen:

n-(x—xp).

Xg ist ein beliebiger Punkt auf der Geraden.

Ebenen

Zwei linear unabhéingige Vektoren spannen eine Ebene auf, sobald ein Punkt der Ebene bekannt
ist. In Parameterdarstellung:

X = Xg + sa + tb, s,t € R.
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Normale auf die Ebene:

Gesucht ist ein Einheitsnormalenvektor, d.h. i = 1 und fi-a = fi-b = 0. Die Orthogonalitiits-
bedingungen fiithren zu den Gleichungen

AzNyg + ayny +azn; =0
bzng + byny +b.n, =0

Durch Multiplikation der ersten Gleichung mit b, und der zweiten mit a, erhilt man

b.azng + bayny +b.a.n, =0

azbpng + abyny +a.b.n, =0,
und nach Subtraktion der zweiten von der ersten Gleichung

zbz - wbz
(azb, — a.by)ng + (ayb. —a.by)n, =0 = ny = 420z — Qx0z

-
ayb, — a.b,

Analog kann man auch n, eliminieren, mit dem Zwischenschritt

byazng + byayn, +bya,n, =0

Qybeng + aybyny + ayb.n, =0,
und dem Ergebnis
(agby — aybg)ng + (azby —ayb.)n, =0 = n,=
Damit folgt fiir den Normalenvektor

1 ayb, — a,b,

. azby—axb: Ny
n= ayb-—ab, ng = | azby —azb, b —ab
azby—ayby axby . aybr Ay0y; — Az0y

ayb.—a.by
Dies lasst sich kompakter mit Hilfe des Kreuzproduktes ausdriicken, welches definiert ist als

ayb, —a.b,
axb= azby — azb,
azby — ayb,

Per Konstruktion gilt a x b 1 a und a x b L b und der Einheitsnormalenvektor ist gegeben

durch
axb

|a x b|’

ﬁ:
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Mehr zum Kreuzprodukt: Neben der Richtung sollten wir auch die Lénge geometrisch ver-
stehen. Man erhé&lt

jax b] = y/(aybe — a:0y)2 + (b, — a,b2)? + (agby — ayb,)?

= \/af/bz +a2b2 + a2b2 + a2b? + a2b2 + a2b? — 2a,a.b.b, — 2a,a,b.b, — 2aza,b.by

= \/(ag + a2 + a2) (b2 + b2 + b2) — a2b? — a2b? — a2b? — 2a,byab. — 2a,bazb. — 2a,b.a,b,

= \/a2b2 — (agby + ayby + ab.)? = \/a?b? — (a-b)?
= /a2b? — a2b? cos? p = ab\/1 — cos? ¢ = ab|sin ¢

= |axb|=uablsing| istdie Linge von a x b

Geometrische Interpretation von |a X b|:

a
asin @
(p AN
b 4

(Fléche des Parallelogramms)= ab [sin ¢| = |a x b|.

Wichtig: axb=-bxa
axa=0

l]axb|l=ab wenn a Ll b.
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Aufgabe 1:
(a) Gegeben seien zwei Vektoren (a + b) und (a — b). Wann stehen beide Vektoren senkrecht
aufeinander?

(b) Driicken Sie |a x b| (die Flidche des durch a und b aufgespannten Parallelogramms) durch
Skalarprodukte aus.

Aufgabe 2:

(a) Bilde aus a = (1,2,3), b=(2,1,3), ¢ = (2,0, 1) die GréBen

a+b,a—c,a-b,b-c,axb,c-(axb).

(b) Berechne ebenso die Winkel £(a,b), £(b,c) und £(a,c).
(c) Welcher Vektor steht senkrecht auf a = (1,1,1) und b = (1,0, —1)?

Aufgabe 3:
(a) Eine Gerade geht durch den Punkt (1,2) und hat die Steigung 2. Wie lautet die Parameter-
darstellung?

(b) Wie lautet der Normalenvektor n mit Lénge 1 zu dieser Gerade? Welchen Abstand hat die
Gerade vom Ursprung?

(c) Wie lautet die funktionale Form der Gerade?

Aufgabe 4:
(a) In einer Klasse hat eine Schiilerin doppelt so viele Mitschiilerinnen wie Mitschiiler, dagegen
ein Schiiler 2,6 mal so viele. Was ist die Zahl der Schiilerinnen und Schiiler?

(b) Ein Flugzeug braucht fiir die Strecke s mit dem Wind die Zeit ¢ und gegen den Wind die
Zeit 1,2t. Wie grof§ sind Flugzeug- und Windgeschwindigkeit?

Aufgabe 5:

Losen Sie:
(a) 8x —3y =11; bz +2y =34
(b) 12z + 16y = 28; 15z + 20y = 35.
(¢) 22 —2y=-3; —-3x+3y=09.
)

(d) 8x —6y=2; 2x+3y=2.

Aufgabe 6:
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(a) Ein Polynom axz? + bz + ¢ soll durch den Punkt (1,0) gehen und in (2,6) die Steigung 8
haben. Wie lauten die Koeffizienten?

(b) In einem Dreieck ist ein Winkel doppelt so grofl wie ein anderer, zusammen sind sie so grof§
wie der dritte. Bestimmen Sie die Winkel.

(c) Losen Siex =14 —z, —y=az+ 1,1 =z +y.

Aufgabe 7: Multiplizieren Sie

(=3 (Vo)(5)



Kapitel 5

Erginzungen zur Differential- und
Integralrechnung

Differentiale

Notation: Physiker schreiben gern (fast immer)

% fitr f'(x)

d’!lf
dm”
Haufig lasst sich % praktisch wie ein Bruch betrachten, z.B. in der Kettenregel

d L df dg
%f(g(x))—@-%

Hohere Ableitungen werden hiufig mit bezeichnet.

oder bei der Integration durch Substitution

[ vt = [ a2 rota).

Man kann dies etwas genauer fassen mit dem Begriff des Differentials: Sei dx ein beliebiger Zu-
wachs von z. Man nennt dz das Differential der unabhiingigen Variable. Dann ist df = f'(x)dx
das zugehorige Differential der Funktion. Mit diesen Definitionen gilt tatséchlich im Sinne der
Bruchrechnung

d
- fw=2

Man beachte, dass df also nicht der Zuwachs der Funktion ist, sondern der Zuwachs der Tangente
an f in x. Die Differenz zwischen Zuwachs der Tangente und der Funktion geht gegen Null fiir
dz — 0.

Beispiele:

. fl@y=c= df =0

o f(x)=cu(z)= df =cu/(x)dr = cdu

o f(z)=u(z)+w)=> df = (z)+w(z)de =du+ dw
. f(z) =u(z)v(z) = df = (v'v+v'u)dz = vdu + udv

47
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Anwendung bei der Integration durch Substitution

-

sinz d(cosx
dx = — g:flncosx
Ccos T Ccos T

x? 1 [fdz®+3) 1
S S F—_—— 3
/d%3+3 3/ peane el LG

~

Lange eines Kurvenbogens
Eine weitere geometrische Anwendung der Integralrechnung ist die Berechnung der Lénge von

Kurven:

1 L d dz)? + (dy)?

f S ~3 s—Z\/< x) +<y>
— ds=+/(d y)?

N _Z\/1+ )2 da

dx
= Z mdx
~ L= /d;z:«/l T )?
> X
Beispiel: Kreisumfang

—2x T

:\/R2— 2:} /: = —
Y v Y 2\/R2—a:2 VR2 — 22

— U—Q/dx 1—|— /da: QR/dx
\ VRZ — 22

=2R [arcsmx] =2R {;T (—7)} =27R.

N 2 Y,
Taylor-Reihe
Wir kennen bereits die Relationen
ef~1+zx
In(1+z)~ax fiir z klein
sinx ~ x
Dies sind Spezialfille der Taylor-Reihe, bei denen wir die Funktion in der Néhe von x = 0
durch eine Gerade zu ndhern versuchen. Allgemeiner kann man fragen, wie man eine Funktion

f(z) in der Ndhe von & = xy durch ein Polynom n-ten Grades néhert.
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Ist das Polynom erster Ordnung, d.h. eine Gerade, so ist die beste Naherung fiir « nalh
bei zy offensichtlich die Tangente an die Funktion bei xg.

e (@) ~ (o) + F (o) — x0)

f und Polynom haben bei x( gleiche Funkti-
onswerte und gleiche erste Ableitung.
Alle hoheren Ableitungen unterscheiden sich
im Allgemeinen, da diese Ableitungen des Po-
lynoms erster Ordnung verschwinden.

f(x)
A

Xo

Gehen wir nun zu hoheren Polynomen iiber, so konnen wir die zusétzlichen Parameter dazu
nutzen, dass auch hohere Ableitungen des Polynoms bei xy mit den entsprechenden Ableitun-
gen von f iibereinstimmen.
Polynom 2. Grades:
1
pa(x) = ap + a1(x — x0) + 5(12(:17 —x0)?
f(xo) = p2(x0)  f'(x0) = palwo)  f"(w0) = p3(w0)

— ap = f(xo) a1 = f'(z0) a2 = f"(20)

wnd somit f(z) = f(z0) + f'(z0)w — w0) + 5 f"(z0) (& — 70)’

o [ (20)
allgemeiner: f(z) =~ Z ———(x —x)" Taylor-Reihe

— n!
Beispiele:
2 .3
ef=14+x+ o +§+
2 .3 4
ln(l—&—x):x—?—l—?——i

Funktion und Taylor-Reihe bis zur quadratischen Ordnung werden fiir diese beiden Beispiele
in den folgenden Abbildungen gezeigt:

4~

y | y=exp(x)
35

3

25
N y=T1+x+x%/2
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o
[
o
o
wn
[
N
~
1%
w

N
-

Unbestimmte Ausdriicke und L’Hospital’sche Regel:

AN

b 290 v o - s -1

Antwort mit Hilfe der Taylor-Reihe: fiir « nahe bei ¢ kénnen wir schreiben
f(@) = f(zo) + f'(20)(z — 20) = f'(20)(z — z0)
9(z) = g(w0) + ¢ (v0)(z — x0) = g'(x0)(z — o)

so dass

/ o / /
im 7)oy f/(Z‘O)(ﬂC 20) _ i f/(wo) _ f/(w())

e=wo g(x)  @=wo g'(zo)(x —x0)  a—wo g'(z0)  ¢'(x0)
Dies ist die Regel von L’Hospital. Sollten auch die ersten Ableitungen bei xg verschwinden,
so gilt

und damit
1
lim M fﬂ(mO) etc.
v g(z)  g"(xo)
Beispiele:
T sinz_ cos( 1
z—0 X 1
T _q 0
lim S
x—0 x 1
21 2
I "
z—1 Inx 1
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Hyperbelfunktionen
Ursprung des Namens
, . y
Rotation um 45 i
A :
> X > X
Hyperbel X2 - y2=a?

y=a'/x; a>0

' =y) | 1 V2ad/
2 }2(37/+y/)zx,_y, = (@' +y)@ —y)=2d

12

= 2% —y?=2d

2 —y? = a? ist alternative Gleichung fiir Hyperbel

Reskalierung und ohne Striche: x
Vgl. mit Kreis: 22 + y? = R?

Parameterdarstellung des Kreises: © = R cost; y = R sint
erfiillt Kreisgleichung automatisch wg. sin?t + cos?t = 1

Geometrische Bedeutung des Parameters ¢:

27
| Umfang des gesamten Kreises

B B =2ma - By = 27a

B
t=2r—
7TBO

Da die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen also eine Bogenldnge angeben,
heiBen Sie arcus-Funktionen (arcus=Bogen).

glalog fiir Hyperbel: 2 — y? = a? hat Parameterdarstellung = = acosht; y = asinht /
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ﬁa cosh®t — sinh? ¢t = 1 \

kationen (area=Fliche).

Geometrische Bedeutung des Parameters ¢ in diesem Fall:

A
Hyperbelfunktion

x

1
Szixy—/ydx

X 1 T
= iacy—/dx’\/ars’2 — a2

A

x z2 —a? + a?
NR: [ dzvz? —a?2 =222 —a? — dxxi =zvVz? —a? - /
/ \/ \/ / 2 _ 42 /¢ _a2

=zvVz2 —a? - /d:r\/zQ—aQ—a /dac

V2 —a?
= dx $2—a2 {mx/xQ—(ﬁ—a }
/ \/ fa2
bei | d ]d / =
wobei R = arcosh —
2 — a2 N a2y? —aQ / a
T =ay = 2 =a
1
= /da:\/ 22 —a? = 3 {x\/xz —a?2—a’ arcoshg}
a
1 1 2 2
— S=-xy— -z 22— a2+ arcosh L = L arcosh £
2 2 —— 2 a 2 a

Y

fithren wir hier t = 27rsiO mit Sy = wa? ein, so erhalten wir

2
% arcosh £
2 """ a

t =271 5

T
= arcosh — = z = a cosht
a

y=+vx?—a® =asinht

d. h. wir erhalten wieder die Parameterdarstellung der Hyperbel
— geometrische Interpretation von ¢ als Fliche
Da die Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen also eine Fliche angeben, heiflen Sie area-

_/

T™a
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Aufgabe 1: Vermischte Integrale

(a) /dm xe® sinx

Aufgabe 3: Berechnen Sie die Bogenléngen der folgenden Funktionsgraphen.

2 gwischen £ = 0 und z = 1.

(a) y=ux
(b) y = coshzx zwischen = 0 und = = 1.

(¢) y =+/z zwischen z = 0 und z = 1.



