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Motivation

Strukturen von Gegenstianden kleiner als etwa 0, 02 mm kénnen vom menschlichen Auge
nicht mehr erkannt werden. Zur vergréflernden Betrachtung solcher Gegenstdnde wird
als optisches Instrument eine Lupe oder ein Mikroskop eingesetzt. In beiden Féallen wird
auf der Netzhaut (Retina) des Auges ein gegeniiber der Betrachtung ohne Instrument
vergroflertes Bild erzeugt.

Strukturen kleiner als etwa 300 nm und damit kleiner als etwa eine halbe Wellenlan-
ge des beleuchtenden Lichts kénnen lichtmikroskopisch nicht mehr aufgelést werden.
Grund hierfiir ist die Beugungsbegrenzung durch die Wellennatur des Lichtes. Um ein
Mikroskop vollsténdig zu verstehen bendtigt man daher zunéchst die Grundlagen der
geometrischen Optik und bei genauerer Betrachtung zudem einen wellenoptischen An-
satz.

Aufgaben

1. Bestimmung der Brennweite beider Linsen nach der BESSELschen Methode.
2. Aufbau eines Mikroskop-Strahlenganges.

3. Bestimmung der Vergroflerung fiir drei verschiedene Tubuslingen und Vergleich
der Ergebnisse mit den theoretischen Erwartungen.

4. Kalibrierung eines Okularmikrometers (Messokular). Bestimmung des Drahtab-
standes (Gitterkonstante) und der Drahtstiarke eines Drahtnetzes (Kreuzgitter).

5. Uberpriifung der ABBEschen Theorie. Beobachtung der Auflésungsgrenze des Mi-
kroskops an dem Drahtgitter. Bestimmung der numerischen Apertur fiir diesen
Grenzfall und Vergleich des daraus erwarteten kleinsten auflosbaren Punktab-
standes mit der gemessenen Gitterkonstante.

Physikalische Grundlagen

Geometrische Optik

Um die hier betrachteten Phidnomene zu erkliren wird zunéchst die Néherung der
geometrischen Optik verwendet. Hierbei werden die Welleneigenschaften von Licht ver-
nachlissigt und stattdessen angenommen, dass Licht aus Lichtbiindeln bzw. -strahlen
besteht, welche sich geradlinig fortbewegen.

Abbildung durch Linsen

Bei dem vorliegenden Versuch soll ein Mikroskop aufgebaut werden. Dieses besteht aus
zwel Sammellinsen. Um seine Wirkungsweise zu verstehen sollte man sich zuerst mit
Linsen und ihren Eigenschaften vertraut machen.
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Diinne Linsen

Besonders einfach werden die Gesetze der Linsen, wenn man die Ndherung der diinnen
Linsen verwendet. Hierbei nimmt man an, dass die Brennweite f klein gegen den Radius
r der Sphaéren ist, welche die Linse begrenzen. f ist dabei charakteristisch fiir die Linse.
Es gilt f > 0 fir die konvexe Linse (Sammellinse) und f < 0 fir die konkave Linse
(Zerstreuungslinse).

Abbildung MIK 1: Diinne Linsen: Ist die Brennweite f der Linse klein gegen den Radius
r der Sphéaren, die sie begrenzen, so spricht man von diinnen Linsen.

Betrachtet man Strahlen, die durch diese Linsen verlaufen, so gibt es insbesondere drei
Strahlen, die gegeniiber den anderen ausgezeichnet sind:

e Der Mittelpunktsstrahl durchliduft die Linse ohne durch Brechung abgelenkt
zu werden, da er senkrecht auf die Linse trifft.

e Parallelstrahl: Alle Strahlen, die parallel zur optischen Achse verlaufen, treffen
sich im Brennpunkt F’ der Linse.

e Brennpunktstrahl: Alle Strahlen, die durch den Brennpunkt F der Linse lau-
fen, verlaufen nach ihrem Durchgang durch die Linse parallel zur optischen Achse.
(Parallele Strahlen, die nicht parallel zur optischen Achse verlaufen werden zwar
nicht im Brennpunkt, aber in der Brennebene fokussiert, die senkrecht zur opti-
schen Achse durch F’ verlauft.)

Mit Hilfe dieser drei Strahlen ist es moglich den Strahlengang durch eine Linse zu
konstruieren.
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Abbildung MIK 2: Strahlengang durch eine diinne Linse: Eingezeichnet sind drei aus-

gezeichnete Strahlen (Parallelstrahl (violett), Mittelpunktstrahl (orange) und Brenn-
punktstrahl (griin).

Der Abbildungsmafistab 3 gibt das lineare Grolenverhéltnis zwischen Bildgréfle B und
dem Gegenstandsgrofie G an.

fimg=- 1)

Die Abbildungsgleichung beschreibt die Abbildung durch eine Linse fiir Lichtbiindel
nahe der Symmetrieachse (optische Achse).

=4 )

Lupe

Neben reelen Bildern, die man erzeugen kann, gibt es zudem noch die Mo6glichkeit den
Gegenstand zwischen der Linse und dem Brennpunkt (oder maximal in die Brenne-
bene) zu positionieren. Auf diese Weise erzeugt man ein virtuelles Bild, dass man im
Gegensatz zum reellen Bild, nicht auf einem Schirm auffangen kann. Es lédsst sich kon-
struieren, indem die vom Gegenstand kommenden Strahlen zuriickverlangert werden,
bis sie sich schneiden. Man sieht mit dem Auge an dieser Stelle das Bild.
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Abbildung MIK 3: Oben: Normaler Strahlengang durch ein Auge. Der Strahl parallel
zur optischen Achse wird durch den Brennpunkt gebrochen. Der Mittelpunktstrahl wird
nicht gebrochen. Sie treffen sich auf der Netzhaut und erzeugen so ein scharfes Bild
Unten: Strahlengang durch Lupe. Der Gegenstand wird in der Brennweite der Lupe
aufgestellt, damit alle Strahlen danach parallel verlaufen. Parallele Strahlen werden
vom Auge wiederum in der Brennebene gebiindelt und erzeugen so ein scharfes Bild,
welches grofler ist als das ohne Lupe. Es ist zu beachten, dass sich fa,4e unten und
oben unterscheidet.

Dicke Linsen

Betrachtet man reale Linsen, so kann man die Naherung der diinnen Linsen nicht mehr
verwenden.
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g <> b

Abbildung MIK 4: Strahlengang durch eine dicke Linse: Abgebildet sind die Hauptebe-
nen der Linse

Das System wird zusatzlich durch die beiden Hauptpunkte H und H' auf der Achse
bestimmt. Die zugehorigen Brennpunkte Fy; und Fj liegen im Abstand der Brennweite
von den Hauptpunkten. Ebenso sind die Gegenstands- und die Bildweite die Entfer-
nungen von den zugeordneten Hauptpunkten. Die Hauptpunkte liegen nicht immer in
oder nahe bei der Linse, sondern kénnen auch auflerhalb liegen.

Bei diinnen Linsen ist der Hauptpunktabstand ¢ klein und kann praktisch vernachlés-
sigt werden. Im Allgemeinen ist dies jedoch nicht der Fall, so dass eine einfache Messung
der Brennweite nach der Abbildungsgleichung wegen des unbekannten Hauptpunktab-
stands nicht moglich ist.

Bei der BEssELschen Methode werden bei festem Abstand e zwischen Gegenstands-
und Bildebene (e > 4f) sowohl die vergrofiernde als auch die verkleinernde Abbildung
eingestellt. Gemessen werden der Abstand e, die Differenz g — b (aus der Verschie-
bung der Linse zwischen den beiden Abbildungen) und der Abbildungsmafistab f3, so
dass drei unabhédngige Messgroflen vorliegen, mit denen die zwei Unbekannten f und ¢
bestimmt werden koénnen.
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Abbildung MIK 5: BEssELsche Methode: Auf einer festen Strecke wird eine Linse so
bewegt, dass einmal das vergroflerte und einmal das verkleinerte Bild scharf betrachtbar
ist. Essentiell ist hier die Umkehrbarkeit der Abbildung.

Aus der Abbildungsgleichung erhélt man fiir die Brennweite:
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Fiir den Hauptpunktabstand ¢ ergibt sich
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Mikroskop

Ein Mikroskop ist ein System aus zwei Sammellinsen zur Vergréflerung in der Néhe
liegender Objekte. Mit einem Objektiv wird ein reelles Zwischenbild eines Gegenstands
(Objekts) erzeugt, das mit einem als Lupe wirkendem Okular betrachtet wird. Den
Abstand t zwischen den beiden zugewandten Brennpunkten von Objektiv und Okular
nennt man die optische Tubuslinge des Mikroskops.
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Objektiv

Abbildung MIK 6

Die Vergroflerung eines optischen Instrument ergibt sich aus der Vergréflerung des Seh-
winkels o, der die scheinbare Gréfe eines betrachteten Objekts bestimmt. Die Vergro-
Berung I' ist definiert als:

_ tan(o)  Tangens des Sehwinkels mit Instrument

" tan(og)  Tangens des Sehwinkels ohne Instrument (5)
Dabei wird der Sehwinkel ohne Instrument auf die sogenannte konventionelle Sehwei-
te ap = 250 mm bezogen. In diesem Abstand ist es moglich mit entspanntem Auge
Gegensténde zu beobachten. Die Gesamtvergrofierung eines Linsensystems setzt sich
multiplikativ aus den einzelnen Vergroflerungen der Linsen zusammen. Im Falle des
Mikroskops also:

I‘gesamt = I_‘ok I‘ob (6)

Wir betrachten den Grenzfall, dass das reelle Zwischenbild sich im Brennpunkt des
Okulars befindet. Hierdurch ist das Auge auch bei Benutzung der Lupe entspannt, da
das virtuelle Zwischenbild scheinbar im Unendlichen auftaucht. Im Falle des Objektivs
entspricht die Vergréflerung dem Abbildungsmafistab 'y, = 5,5 Man erhélt aus der
Abbildung des Mikroskops:

Bt
G f ob
Um die Vergroflerung des Okulars zu bestimmen, muss man zwei Félle unterscheiden.

Aus den Abbildungen erhilt man zunédchst (wieder fiir den Grenzfall, dass sich das
reelle Zwischenbild in der Brennebene der Linse befindet):

Bob : (7)

ag
Ty = 22, (8)
g
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Fiir das auf Unendlich akkomodierte Auge ist g = for und somit:

ag

fok (9)
Bei der Versuchsdurchfithrung wird gleichzeitig zum mikroskopischen Bild eine in ag
entfernte Vergleichsskala betrachtet, so dass das Auge zusétzlich auf die konventionelle
Sehweite akkomodiert ist (b = ag). Aus der Abbildungsgleichung lasst sich dann die
Gegenstandsweite g berechnen und es folgt:

Fok(oo)

Lok(ao) = % —1 (10)

Fir die Gesamtvergroflerung des Mikroskops erhélt man je nach Akkomodation des
Auges also:

_ .t o

F(OO) B fob fok (11)
_ bt e _

F(GO) B fob |:fok 1:| (12)

Auflésungsvermogen des Mikroskops

Im Rahmen der geometrischen Optik sollte es moglich sein, bei geniigend groffen Tubus-
langen und kleinen Objektivbrennweiten die Vergréflerung beliebig zu erhéhen. Dem
entgegen wird jedoch eine Begrenzung des Auflosungsvermogens beobachtet, zu des-
sen Erklarung wellenoptische Betrachtungsweisen herangezogen werden miissen, d.h.
Interferenz und Beugung miissen beriicksichtigt werden. Die ABBEsche Theorie der
Abbildung wéhlte als Objektmodell ein Strichgitter (mit einer Gitterkonstanten d), das
von einer ebenen Welle beleuchtet wird.

Brennebene mit

Beugungsordnung

=

Objektiv Bild des Gitters

Abbildung MIK 7
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In der Brennebene der Linse entsteht nach dem HUYGENSschem Prinzip und durch In-
terferenz ein ebenfalls linienformiges Beugungsmuster des Gitters (Beugungsdiagramm).
Intensitdtsmaxima ergeben sich, wenn alle Teilwellen konstruktiv interferieren, d.h.
wenn die Phasendifferenzen der Wellen benachbarter Spalte ein ganzzahliges Vielfaches
der Wellenldnge A betragen. Dies ist erfiillt, wenn gilt

dsin(a) =zA|z€N. (13)

Charakteristisch ist dabei, dass der Beugungswinkel o umso gréfler wird, je kleiner
der Abstand d der Gitterstriche ist. Im weiteren Verlauf der Strahlen entsteht wieder-
um durch Interferenz in der Bildebene das Bild des Gitters. Fiir ein Bild minimaler
Ahnlichkeit (periodische Intensitiitsverteilung) miissen mindestens die Teilwellen zwei
benachbarter Beugungsordnungen von der Linse erfasst werden, d.h. der Winkel fiir die
1. Beugungsordnung darf hdchstens gleich dem objektseitigen Offnungswinkel sein.

Damit gilt fiir die minimale auflésbare Gitterkonstante:
pmin SIN(Qmaz) = A (14)

Der auflésbare Abstand wird kleiner, wenn der Raum zwischen Objekt und Objek-
tiv durch ein Medium mit dem Brechungsindex n ausgefiillt wird (Immersionsmittel).
Durch das Immersionsmittel zwischen Deckglas und Objektiv, welches etwa den gleichen
Brechungsindex haben sollte, wie das verwendete Glas, konnen auch flachere Strahlen
noch die Linse erreichen, die sie sonst wegen der Brechung im Deckglas diese nicht mehr
erreicht héatten.
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Abbildung MIK 8: Immersion: Durch Verwendung eines Immersionsmittels ist es mog-
lich dass mehr Strahlen durch das Objektiv gelangen. Optimal ist die Benutzung eines
Immersionsmittels, das einen Brechungsindex nahe dem von Glas hat.

Es kommt hierdurch zu einer Reduzierung der Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢/ = £ und
dariiber der Wellenldnge.
Die Grofie

A = n sin(amaz) (15)

die zusammen mit der Wellenlénge das Auflésungsvermogen des Mikroskops bestimmt,
heifit numerische Apertur des Objektivs. Das Bild in dem oben geschilderten Grenzfall
entspricht dem eines Gitters mit sin?-férmiger Transmission. Einzige Information neben
der Orientierung ist die Gitterkonstante. Um z.B. das Verhiltnis der Spaltbreite im
Gitter zur Gitterkonstanten zu bestimmen, miissen weitere Beugungsordnungen zur
Abbildung beitragen.

Die fiir das Strichgitter angestellten Uberlegungen haben auch fiir beliebig strukturierte
Objekte Bedeutung, die formal durch eine Uberlagerung von Gittern mit verschiedenen
Gitterkonstanten beschrieben werden konnen (Fourier-Zerlegung).
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Apparatur und Gerate

e Zwei Linsen als Objektiv und Okular

o Zwei beleuchtete 1-mm-Skalen als Objekt- und Vergleichsskala
e 1/10-mm-Skala auf Glastréger (Okularmikrometer)

o Halbdurchléssiger Spiegel zum Einblenden der Vergleichsskala
o Drahtgitter

e Verschiedene Lochblenden

o Filter

Versuchsdurchfiihrung und Auswertung

Vergleichsskala
Objektiv Okular Auge
Skala
—— Blende
o halbdurchléssiger
Spiegel
fi+t+ fo

I
|
i
|

S

Abbildung MIK 9: s1 + s2 = sg

Der experimentelle Aufbau wurde nach didaktischen Gesichtspunkten gewéhlt, um
einen iibersichtlichen und anschaulichen Versuchsaufbau mit offenen Experimentier-
moglichkeiten zu schaffen. Das hat jedoch eine geringe Qualitat der optischen Abbil-
dung zur Folge, so dass die im Praktikum sonst iibliche Messgenauigkeit hier nicht
erreicht werden kann.

Die ersten Aufgaben konnen bei normaler Beleuchtung durchgefiihrt werden. Zur Be-
obachtung der Auflésungsgrenze sollte der Raum abgedunkelt werden.

Zu Aufgabe 1 (Besselsche Methode)

Als Objektskala sind eine beleuchtete mm-Skala und als Bildskala eine 1/10-mm-Skala
auf einem Glastrager vorhanden. Die Bildskala ist riickseitig auf den Glastrager aufge-
bracht, das heifit, sie befindet sich objektseitig, wenn sie seitenrichtig im Gesichtsfeld
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der Lupe (des Okulars) erscheint. Eine giinstige Entfernung fiir die beiden Skalen ist
e = 250 mm. Direkt vor die auszumessende Linse wird eine (einstellbare) Lochblende
aufgestellt, mit der die Helligkeit des Bildes geregelt und Abbildungsfehler durch Be-
grenzung auf achsennahe Strahlen reduziert werden kénnen. Das Bild und die Bildskala
werden mit der zweiten Linse als Lupe betrachtet. Kriterium fiir eine einwandfreie Ab-
bildung ist Parallaxenfreiheit.

Bei der Fehlerrechnung ist zu berticksichtigen, dass der Abbildungsmafistab 5 mehr-
fach in die Auswertegleichungen eingeht. Entweder muss das Gaufische Fehlerfortpflan-
zungsgesetz in der allgemeinen Form (partielle Ableitungen), oder ein anderes sinnvolles
Schétzverfahren angewandt werden.

Zu Aufgabe 2 (Mikroskopstrahlengang)

Aus den beiden Linsen wird ein Mikroskop-Strahlengang aufgebaut. Zur Reduzierung
der Abbildungsfehler und zur Helligkeitsanpassung wird wieder die Lochblende (vom
Objekt aus) direkt hinter das Objektiv aufgestellt.

Zu Aufgabe 3 (Vergroflerungen)

Es werden Tubusldngen von etwas ¢ = 150 mm, 200 mm und 300 mm verwendet. Zur
Bestimmung der Vergréferung wird (vom Auge aus) vor die Okularlinse ein halbdurch-
lassiger Spiegel im Winkel von etwa 45° aufgestellt, mit dem eine zweite mm-Skala im
Abstand von ag = 250 mm eingespiegelt und mit der vergréBerten Skala gleichzeitig
betrachtet werden kann. Gerade die Einstellung von ag ist nur sehr ungenau moglich
und daher mit einem grofien Fehler behaftet. Zur Bestimmung der Vergréferung ist
ein moglichst grofles Intervall zu vergleichen und die Strichstédrke der Skalenteilung zu
berticksichtigen.

Zu Aufgabe 4 (Okularmikrometer)

Die Tubuslange fiir diese Aufgabe muss 300 mm betragen, um eine ausreichende Ver-
grofferung zum Ausmessen des Drahtnetzes zu erhalten. In die Zwischenbildebene des
Mikroskops wird die 1/10-mm-Skala eingesetzt und durch Vergleich mit der Objekt-
skala kalibriert (Okularmikrometer). AnschlieBend werden an dem Gitter sowohl der
Gitterabstand als auch die Drahtstiarke gemessen.

Zu Aufgabe 5

Die Lochblende wird 40 mm bzw. 50 mm hinter dem Objektiv (vom Objekt aus ge-
sehen) aufgestellt, so dass sie in der Brennebene der Objektinse liegt. Dabei ist es
ausreichend, die Position mit dem Mafistab in etwa festzulegen. Man betrachtet das
Drahtnetz und verringert die wirksame Offnung des Mikroskops durch kleinere Loch-
blenden soweit, bis die periodische Struktur des Gitters verschwindet. Da die Blende
in der Brennebene der Linse liegt (also g = f,p gilt) lisst sich der Offnungswinkels aus
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dem Blendendurchmesser B (in mm) wie folgt berechnen:

B
tan(mar) = ﬁ. (16)

Ubungen zur Vorbereitung

1.

Herleitung der Abbildungsgleichung (Glg. 2) und der Formel fir den Abbildungs-
mafstab (Glg. 1)

. Zeigen Sie mithilfe der Abbildungsgleichung, dass es bei einem festen Abstand e

zwischen Gegenstand und Bild zwei Einstellungen fiir ein scharfes Bild gibt und
dass es sich dabei einmal um eine Vergréflerung und einmal um eine Verkleinerung
handelt. Fiir welche Gegenstandsweiten bezogen auf f ergeben sich diese Bilder?

. Herleitung der Gleichungen 3 und 4 fiir dicke Linsen.

Konstruktion des Strahlengangs durch ein Mikroskop

. Herleitung der einzelnen Faktoren der Vergréflerung I'yesamt: aus dem Mikro-

skopstrahlengang und dem der Lupe (Okular)

. Objektive haben bei der Verwendung von Immersionsmittel bestenfalls eine nu-

merische Apertur von 1,4. Begriinden Sie dies.

Vergleich Mikroskop und Fernrohr

. Auflésungsvermégen des menschlichen Auges: Berechnen Sie aus einer Pupillen-

offnung von 4 mm den kleinsten auflosbaren Punktabstand in deutlicher Sehweite
und daraus den minimalen Sehwinkel. Bestimmen Sie weiterhin eine sinnvolle
Zapfchendichte im Gelben Fleck auf der Retina.

. Uberlegungen vor Versuchsbeginn: Welche Brennweiten sollten die verwendeten

Linsen (Objektiv und Okular) etwa haben? Warum? Macht es einen Unterschied,
ob die Objektivlinse oder die Okularlinse eine groflere Brennweite haben?
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