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1 Einleitung

In einem kurzen historischen Überblick sollen die Entwicklung der Theorien und einige
Experimente dargestellt werden, die für diese Bachelorarbeit von wesentlicher Bedeu-
tung sind. Damit soll die Motivation für die Betrachtung eines Bose-Gases mit einer
Dipol-Dipol-Wechselwirkung betont werden, was der Gegenstand dieser Arbeit ist. An-
schließend wird die Vorgehensweise erläutert, mit der die Betrachtungen dieses Systems
durchgeführt wird.

1.1 Historischer Überblick

Das Bose-Einstein-Kondensat (BEC) ist ein Aggregatzustand, der bei tiefen Temperatu-
ren nahe dem absoluten Nullpunkt in Erscheinung tritt. Dabei besetzt ein makroskopi-
scher Anteil der Teilchen eines Gases den quantenmechanischen Grundzustand, was zu
einer Kondensation führt. Die theoretische Grundlage schuf zum Einen S.N. Bose, der
sich mit der Ununterscheidbarkeit von Photonen, also masselosen Bosonen, beschäftigte
[1] und zum Anderen sagte A. Einstein im Jahr 1924 für massive Bosonen eine kritische
Temperatur für den Phasenübergang voraus [2]. Diese Erkenntnisse führten zu dem For-
schungsgebiet der ultrakalten Bose-Gase, die mit der Bose-Einstein-Statistik beschrieben
werden.
Im Jahr 1938 entdeckte P. Kapitza die superfluide Eigenschaft im Helium-II [3] nach
der Unterschreitung einer kritischen Temperatur von 2,17 K. Die Superfluidität zeichnet
sich durch die Abwesenheit der Reibung bzw. Viskosität aus. Allerdings befand sich im
Helium-II neben der superfluiden Flüssigkeit noch eine normalfluide, was zu der Entwick-
lung des Zwei-Flüssigkeiten-Modells von L. Tisza [4] und L. Landau [5] im Jahr 1941
führte. Das Phänomen der Superfluidität wurde im Jahr 1938 von G. London [6] mit
dem BEC in Verbindung gebracht. Doch die theoretisch vorhergesagte kritische Tempe-
ratur lag bei 3,1 K. Die Ursache für diesen Unterschied war die starke Wechselwirkung
zwischen den Heliumatomen, die die Temperatur des Phasenübergangs senkte. Einen
Ansatz für die Einbeziehung der Wechselwirkung in die Berechnungen schuf N. Bogo-
liubov im Jahr 1941 [7], in dem ein Bose-Gas mit einer Kontaktwechselwirkung in der
Zweiten Quantisierung betrachtet wurde.
Ein technischer Durchbruch auf dem Gebiet der ultrakalten Quantengase gelangen C.E.
Wieman und E. Cornell [8] sowie W. Ketterle [9], indem sie in Rubidium- und in Natri-
umdämpfen einen Phasenübergang von einem gasförmigen Zustand in das BEC im Jahr
1995 erzeugten, wofür sie im Jahr 2001 den Nobelpreis in Physik erhielten. Bei diesen
Atomen ist jedoch die Wechselwirkung im Gegensatz zu Helium-II näherungsweise ver-
nachlässigbar.
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1 Einleitung

Inzwischen konnten weitere Elemente in den Zustand des BEC gebracht werden, wie
die Atome aus der ersten Elementengruppe: Wasserstoff [10], Lithium [11], Kalium [12]
und Caesium [13], die neben der kurzreichweitigen Kontaktwechselwirkung auch eine
schwache magnetische Dipol-Dipol-Wechselwirkung besitzen. Vom besonderen Interesse
ist auch das Element Chrom, das sich stark dipolar verhält und das im Jahr 2005 in
den Zustand des BEC gebracht wurde [14]. Es ist gerade auch gelungen, das Element
Dysprosium zu kondensieren [15], dessen Dipol-Dipol-Wechselwirkung noch stärker als
bei Chrom ausgeprägt ist. Die besondere Eigenschaft der Dipol-Dipol-Wechselwirkung
ist neben der langen Reichweite die Anisotropie. Die Wechselwirkung ist abhängig von
der Ausrichtung der Atome zueinander und kann sich sowohl attraktiv als auch repulsiv
verhalten.
Einen weiteren Schritt stellen Bose-Einstein-Kondensate dar, bei denen das Bose-Gas
aus heteronuklearen Molekülen besteht. Im rovibratorischen Grundzustand besitzen die-
se heteronuklearen Moleküle ein elektrisches Dipolmoment, so dass es zu einer Dipol-
Dipol-Wechselwirkung kommt, die noch stärker ist als die zwischen magnetischen Di-
polen. Die ersten Experimente dazu wurden mit Hilfe der Stimulated Raman Adiabatic

Passage-Methode (STIRAP) im Jahr 2009 an RbK-Molekülen durchgeführt [16]. Al-
lerdings konnte damit noch kein BEC erzeugt werden, da sich die RbK-Moleküle als
chemisch instabil erwiesen.
Das Ziel dieser Arbeit ist es, eine Theorie für ein homogenes Bose-Gas mit einer Dipol-Di-
pol-Wechselwirkung zu entwickeln. Ein homogenes ultrakaltes Gas ist experimentell zwar
nicht zu verwirklichen, doch die Behandlung dieses Systems kann als ein Anfangspunkt
für die Beschreibung von Bose-Gasen im Labor dienen, die in einer harmonischen Falle
gefangen sind. Dabei stützen sich die Betrachtungen auf die Doktorarbeit von A.R.P. Li-
ma [17] und auf die Veröffentlichung [18]. In diesen Arbeiten wird die Bogoliubov-Theorie
für ein homogenes Bose-Gas mit einer Dipol-Dipol-Wechselwirkung bei T = 0 entwickelt.
Diese Theorie soll in dieser Bachelorarbeit für T ≥ 0 verallgemeinert werden, wodurch
viele hier gewonnene Ergebnisse im Limes T → 0 mit den Arbeiten [17, 18] verglichen
werden können. Zusätzlich werden die Ergebnisse der Bachelorarbeit von C. Wille [19]
genutzt, um das System anhand des Zwei-Flüssigkeiten-Modells zu charakterisieren.

1.2 Aufbau der Bachelorarbeit

Diese Bachelorarbeit lässt sich inhaltlich in zwei Teile unterteilen. Der erste Teil umfasst
die Kapitel 2 und 3, in denen die theoretische Grundlage für ein Bose-Gas mit einer
allgemeinen Wechselwirkung geschaffen wird. Der zweite Teil besteht aus den Kapiteln
4 und 5, die sich sowohl mit der Kontakt- als auch mit der Dipol-Dipol-Wechselwirkung
befassen. Außerdem wird in den zwei Kapiteln eine Tieftemperaturentwicklung für die
betrachteten thermodynamischen Größen durchgeführt.
Im Kapitel 2 werden kurz der Begriff der Zweiten Quantisierung im Hinblick auf die Boso-
nen erläutert und der Hamilton-Operator für dieses System aufgestellt. Der Schwerpunkt
dieses Kapitels liegt in der schon oben erwähnten Bogoliubov-Theorie, die das Bose-Gas
im kondensierten Zustand beschreibt und den Hamilton-Operator diagonalisiert. Damit
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1.2 Aufbau der Bachelorarbeit

kann anschliessend eine Zustandssumme im großkanonischen Ensemble aufgestellt wer-
den, woraus ein effektives Potential gewonnen werden kann.
Das effektive Potential kann im Kapitel 3 mit Hilfe der Landau-Theorie für Phasenüber-
gänge zweiter Ordnung [20] dazu genutzt werden, thermodynamische Zustandsgrößen
zu berechnen. Hierfür spielt die Gleichgewichtsbedingung eine besonders wichtige Rolle,
die eine Extremalisierung des effektiven Potentials zu Folge hat. Zusätzlich werden die
Terme, die aus den Quantenfluktuation und aus den thermischen Fluktuationen resul-
tieren, störungstheoretisch behandelt.
Im Kapitel 4 wird eine spezielle Wechselwirkung eingeführt, die sich aus der Kontakt-
und der Dipol-Dipol-Wechselwirkung zusammensetzt. Dann wird der Übergang zum
thermodynamischen Limes eingeleitet, bei dem Integrale auftreten, die analytisch nicht
lösbar sind und die daher in einer Tieftemperaturentwicklung ausgewertet werden. Die
Potenzreihenentwicklung wird bis zur achten Potenz in der Temperatur durchgeführt;
aus der dann berechneten Kondensatentleerung kann eine Abschätzung für den Gültig-
keitsbereich der Bogoliubov-Theorie erfolgen.
Kapitel 5 befasst sich mit den ersten zwei Schallgeschwindigkeiten, die aus dem Zwei-
Flüssigkeiten-Modell resultieren. Dabei wird diskutiert, inwieweit sich die anisotrope
Wechselwirkung auf die Schallwellen und inwieweit sich die Temperaturentwicklung beim
Zusammenspiel der beiden Schallwellen auswirkt.
Im Kapitel 6 werden die wesentlichen Ergebnisse dieser Arbeit zusammengefasst und ein
Ausblick auf eine mögliche Fortführung der Betrachtungen gegeben.
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2 Bogoliubov-Theorie

Nach einer kurzen Einführung in die Zweite Quantisierung, die auf dem Fock-Raum be-
ruht, wird der Hamilton-Operator des zu behandelnden Systems aufgestellt. Dieser ist
wegen des Wechselwirkungsterms quartisch in den Vernichtungs- und Erzeugungsopera-
toren und kann durch die Annahme einer großen Teilchenzahl im Grundzustand auf die
Wechselwirkung zwischen den angeregten Teilchen mit den kondensierten Teilchen ein-
geschränkt werden. Zusätzlich wird die c-Zahl-Näherung eingeführt, die den Hamilton-
Operator in einer quadratischen Form darstellen lässt. Dieser ist jedoch nicht diagonal,
so dass eine lineare Transformation der Operatoren zur Diagonalisierung benötigt wird.
Hierfür werden Quasiteilchen eingeführt, die wegen der Linearität der Transformation
das ursprüngliche System repräsentieren. Zum Schluss liegt ein diagonaler Hamilton-
Operator vor, der einer Summe von Oszillatoren gleicht. Deshalb ist es möglich, die
Zustandssumme zu berechnen, aus der ein thermodynamisches Potential gewonnen wer-
den kann.

2.1 Bosonen im Fock-Raum

Die quantenstatistische Behandlung von Bosonen beruht auf dem Prinzip der Ununter-
scheidbarkeit von identischen Teilchen. Dabei muss nach dem Spin-Statistik-Theorem
von Pauli [21] die Spin-Quantenzahl der gegebenen Teilchen betrachtet werden. Die
Bosonen besitzten einen ganzzahligen Spin, wobei dieser mit dem Planck’schen Wir-
kungsquantum ~ multipliziert wird. Somit unterliegen die Bosonen nicht dem Pauli-
Prinzip und die Wellenfunktion eines Vielteilchenszustands muss symmetrisch unter
Vertauschung von zwei Teilchen untereinander sein. Diese Symmetrie führt zu der Bose-
Einstein-Statistik und erlaubt die gleichzeitige Besetzung eines Einteilchenzustands mit
mehreren Teilchen. Letztendlich ermöglicht gerade diese Eigenschaft eine makroskopi-
sche Anzahl an Bosonen, die den Grundzustand besetzen können.
Die Darstellung eines Vielteichensystems ist über die Zweite Quantisierung bzw. über
den Fock-Raum zu wählen. Hierfür werden Feldoperatoren ψ̂(x) und ψ̂†(x) eingeführt,
die als Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren interpretiert werden können. Ange-
wandt auf den Vakuumzustand vernichten bzw. erzeugen sie ein Teilchen am Ort x.
Aufgrund der oben genannten Symmetrie genügen diese Operatoren den bosonischen
Kommutatorrelationen:

[

ψ̂(x), ψ̂†(x′)
]

−
= δ(x − x′) ,

[

ψ̂(x), ψ̂(x′)
]

−
=
[

ψ̂†(x), ψ̂†(x′)
]

−
= 0 . (2.1)
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2 Bogoliubov-Theorie

Darüber hinaus kann der Einteilchendichteoperator über die Vernichtungs- und Erzeu-
gungsoperatoren definiert werden:

n̂(x) = ψ̂†(x)ψ̂(x) . (2.2)

Diese Feldoperatoren können bei einem homogenen System mit Hilfe der Fourier-Trans-
formation in den Impulsraum überführt werden, wobei k den quantisierten Wellenvektor
darstellt. Die Transformation erfolgt also über eine diskrete Summe

ψ̂(x) =
1√
V

∑

k

eikxb̂k , (2.3)

ψ̂†(x) =
1√
V

∑

k

e−ikxb̂†
k
, (2.4)

wobei V das Volumen des Raumes bezeichnet.
Hierbei ergeben sich neue Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren b̂k und b̂†

k
, die jeweils

ein Teilchen mit dem Wellenvektor k vernichten bzw. erzeugen. Durch eine geeignete
Fourier-Rücktransformation und unter der Verwendung von (2.1) können die bosonischen
Kommutatorrelationen auch für diese Operatoren bestimmt werden:

[

b̂k, b̂
†
k′

]

−
= δkk′ ,

[

b̂k, b̂k′

]

−
= 0 =

[

b̂†k, b̂
†
k′

]

−
. (2.5)

Der Zustand eines Vielteilchen-Systems ist über die Besetzungszahl der Einteilchenzu-
stände k gegeben [22, S. 55]:

|φ〉 = |Nk0 ,Nk1 , ...〉 . (2.6)

Damit lässt sich der Erwartungswert des Einteilchendichteoperators (2.2)

n(x) = 〈φ|n̂(x)|φ〉 (2.7)

wie folgt definieren

n(x) = 〈φ|ψ̂†(x)ψ̂(x)|φ〉 =
1

V

∑

k,k′

e−ikx+ik′x〈φ|b̂†kb̂k′ |φ〉

=
1

V

∑

k

Nk . (2.8)

Aufgrund der vorausgesetzten Homogenität des Systems besitzt diese Dichte keine Orts-
abhängigkeit. Desweiteren ist es auch wichtig, wie sich die Vernichtungs- und Erzeu-
gungsoperatoren angewendet auf den Zustand |φ〉 verhalten:
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2.2 Hamilton-Operator eines Bose-Gases

〈φ|b̂†kb̂k|φ〉 =Nk , (2.9)

b̂k′ |Nk0 , Nk1 , ..., Nk′ , ...〉 =
√

Nk′ |Nk0 ,Nk1 , ...,Nk′ − 1, ...〉 , (2.10)

b̂†
k′ |Nk0 , Nk1 , ..., Nk′ , ...〉 =

√

Nk′ + 1|Nk0 ,Nk1 , ...,Nk′ + 1, ...〉 . (2.11)

2.2 Hamilton-Operator eines Bose-Gases

Das in dieser Arbeit behandelte Bose-Gas lässt sich durch einen Hamilton-Operator
kennzeichnen, der aus vier einzelnen Einteilchenoperatoren besteht: kinetische Energie,
Boost mit der Geschwindigkeit w, chemisches Potential und Zweiteilchenwechselwirkung.
Der Boost wird benötigt, um die superfluide Dichte von der normalfluiden zu unterschei-
den, dabei ist w die Differenzgeschwindigkeit zwischen den beiden Dichten [23, S. 131].
Das chemische Potential ermöglicht eine Vorgehensweise im großkanonischen Ensemble,
durch welches die Teilchendichte aus dem thermodynamischen Potential zugänglich wird.
Die Zweiteilchenwechselwirkung wird hier noch allgemein gehalten, später wird diese auf
die Kontaktwechselwirkung und die Dipol-Dipol-Wechselwirkung spezialisiert:

Ĥkin = −
∫

d3xψ̂†(x)
~

2

2m
∆ψ̂(x) , (2.12)

Ĥboost =

∫

d3xψ̂†(x)
~

i
w∇ψ̂(x) , (2.13)

Ĥµ = −
∫

d3xψ̂†(x)µψ̂(x) , (2.14)

Ĥint =
1

2

∫

d3x

∫

d3x′ψ̂†(x)ψ̂†(x′)V (x − x′)ψ̂(x′)ψ̂(x) . (2.15)

Der gesamte Hamilton-Operator ergibt sich aus der Addition der einzelnen Operatoren

Ĥ = Ĥkin + Ĥboost + Ĥµ + Ĥint (2.16)

und kann in der Fourier-Darstellung der Feldoperatoren (2.3) und (2.4) aufgestellt wer-
den:

Ĥ =
∑

k

(

~
2k2

2m
+ ~wk− µ

)

b̂†kb̂k +
1

2V

∑

k,k′,q

Vqb̂
†
k−qb̂

†
k′+q

b̂k′ b̂k . (2.17)

Hierbei ist die Wechselwirkung Vq die Fourier-Transformierte von V (x):

Vq =
1

V

∫

d3xeikxV (x) . (2.18)
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2 Bogoliubov-Theorie

Der Wechselwirkungsterm in (2.17), also Vqb̂
†
k−qb̂

†
k′+q

b̂k′ b̂k, beschreibt einen Prozess, bei
dem zwei Teilchen mit den Impulsen k und k′ den Impuls q austauschen. Die Impulser-
haltung ist dabei zwangsläufig durch die Fourier-Darstellung in den Operatoren gegeben.
Zunächst werden zwei Teilchen mit den Impulsen k und k′ vernichtet und dann werden
zwei Teilchen mit den Impulsen k− q und k′ + q erzeugt.
Der Hamilton-Operator ist hier noch ganz allgemeinen gefasst und auch wenn die Wech-
selwirkung im Einzelnen angegeben werden kann, lässt sich dieser nur näherungsweise
behandeln. Daher werden wir uns auf Bose-Gase bei tiefen Temperaturen beschränken,
die im Rahmen der Bogoliubov-Theorie beschrieben werden.
Für kleine Temperaturen ist anzunehmen, dass die Anzahl der Teilchen im Grundzustand
sehr groß ist, so dass für den Erwartungswert des Einteilchenzustands k = 0 gilt:

〈0|b̂†0b̂0|0〉 = N0 ≫ 1 , (2.19)

und damit:

N0 ± 1 ≈ N0 . (2.20)

Die Wechselwirkung zwischen den Bosonen im kondensierten Zustand dominiert also den
Wechselwirkungsterm, dagegen werden die Operatoren b̂k 6=0 und b̂†k 6=0 als eine Störung
angesehen. Aus dieser Annahme kann der Hamilton-Operator (2.17) für ein wechselwir-
kendes Bose-Gas genähert werden [22, S. 62]. Hierzu werden Wechselwirkungsterme bis
zur zweiten Ordnung in b̂k 6=0 betrachtet:

Ĥ =
1

2V
V0b̂

†
0b̂

†
0b̂0b̂0 − µb̂†0b̂0 +

∑

k 6=0

(

~
2k2

2m
+ ~wk− µ

)

b̂†
k
b̂k

+
1

V

∑

k 6=0

(V0 + Vk) b̂†0b̂0b̂
†
kb̂k

+
1

2V

∑

k 6=0

Vk

(

b̂†0b̂
†
0b̂kb̂−k + b̂0b̂0b̂

†
kb̂

†
−k

)

+ O
(

b3k
)

. (2.21)

Dabei können Terme in erster Ordnung in b̂k 6=0 wegen der oben diskutierten Impulser-
haltung nicht auftreten.
Aus der Annahme der großen Anzahl an Bosonen im Grundzustand (2.19) werden die

Operatoren b̂0 und b̂†0 durch eine c-Zahl ersetzt:

b̂0 = b̂†0 =
√

N0 . (2.22)

Zusammen mit der Kondensatdichte n0 = N0/V ergibt sich eine in den Operatoren b̂k 6=0

quadratische Form:
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2.3 Bogoliubov-Transformation

Ĥ =V n0

(n0

2
V0 − µ

)

+
1

2

∑

k 6=0

[

~
2k2

2m
− µ+ n0 (V0 + Vk)

]

(

b̂†kb̂k + b̂†−kb̂−k

)

+
1

2

∑

k 6=0

~wk

(

b̂†
k
b̂k − b̂†−k

b̂−k

)

+
n0

2

∑

k 6=0

Vk

(

b̂kb̂−k + b̂†
k
b̂†−k

)

+ O
(

b3k
)

. (2.23)

Im nächsten Kapitel werden wir sehen, dass sich der Hamilton-Operator (2.23) durch
eine Bogoliubov-Transformation diagonalisieren lässt.

2.3 Bogoliubov-Transformation

Um den Hamilton-Operator zu diagonalisieren, wird eine lineare Transformation der
Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren durchgeführt. Dabei werden neue Quasiteil-
chen eingeführt, die sogenannten Bogolons [23, S. 42], die allerdings keine physikalische
Interpretation besitzen. Zunächst soll nur die Definition angegebenen werden:

B̂k = ukb̂k + vkb̂
†
−k ,

B̂†
k = u∗kb̂

†
k + v∗kb̂−k . (2.24)

Wegen der Linearität der Transformation wird die Teichenzahl bewahrt und die Energie-
niveaus werden nicht verändert. Auch die Eigenschaften von Bosonen sollen hier erhalten
bleiben, wobei aber die zwei Bogoliubov-Parameter u und v noch unbestimmt sind. Die
erste Bedingung an diese Parameter ist also die bosonische Natur der Teilchen, die sich
wie in (2.5) in den Kommutatorrelationen widerspiegelt. Zunächst erhalten wir

δk,k′ =
[

B̂k, B̂
†
k′

]

−
=
[

ukb̂k + vkb̂
†
−k
, u∗k′ b̂

†
k′ + v∗k′ b̂−k′

]

−

= (uku
∗
k′ − vkv

∗
k′)δk,k′

⇒ 1 = |uk|2 − |vk|2 , (2.25)

außerdem folgt

[

B̂†
k, B̂

†
k′

]

−
= 0 =

[

B̂k, B̂k′

]

−

=
[

ukb̂k + vkb̂
†
−k, uk′ b̂k′ + vk′ b̂†−k′

]

−

= (ukvk′ − uk′vk) δk,−k′

⇒ 0 = ukv−k − u−kvk . (2.26)
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2 Bogoliubov-Theorie

Für eine weitere Interpretation kann hier wegen der Gleichung (2.25) ein Ansatz über
die Hyperbolicusfunktionen gewählt werden:

uk = eiαk coshφk ,

vk = eiβk sinhφk . (2.27)

Einsetzen von (2.27) in (2.26) führt auf

ei(αk−α−k−βk+β−k) coshφk sinhφ−k = cosh φ−k sinhφk . (2.28)

Aus dieser Bedingung können erste Einschränkungen der Linearkoeffizienten ermittelt
werden. Zum Einen gilt hier bis auf ein Vielfaches von 2π eine Phasenbeziehung:

αk − α−k − βk + β−k = 0 , (2.29)

zum Anderen ergibt sich aus den Additionstheoremen für Hyperbolicusfunktionen eine
Achsensymmetrie des Rotationswinkels:

cosh φk sinhφ−k − coshφ−k sinhφk = sinh (φk − φ−k) = 0

⇔ φk = φ−k . (2.30)

Um den Hamilton-Operator (2.23) in Abhängigkeit der neuen Quasiteilchen darzustellen,
wird eine Rücktransformation benötigt. Aus der Definition der Transformation (2.24),
dem Ansatz (2.27) und der Phasenbeziehung (2.29) ergibt sich:

b̂k =e−i(α−k−αk)
(

u∗−kB̂k − vkB̂
†
−k

)

,

b̂†
k

=ei(α−k−αk)
(

u−kB̂
†
k
− v∗kB̂−k

)

. (2.31)

Die Rücktransformation kann nun in den Hamilton-Operator (2.23) eingesetzt werden.
Dieser ist wegen der Linearität der Transformation quadratisch in den Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren B̂k und B̂†

k, enthält aber noch nichtdiagonale Terme:
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2.3 Bogoliubov-Transformation

Ĥ =V n0

(n0

2
V0 − µ

)

+
∑

k 6=0

{[

~
2k2

2m
− µ+ n0 (V0 + Vk)

]

|vk|2 −
n0

2
Vk (u∗kvk + ukv

∗
k)

}

+
∑

k 6=0

{[

~
2k2

2m
− µ+ n0V0

]

(

|uk|2 + |vk|2
)

+ n0Vk|uk − vk|2
}

B̂†
kB̂k

−
∑

k 6=0

{[

~
2k2

2m
− µ+ n0 (V0 + Vk)

]

u−kvk − n0

2
Vk (u−kuk + v−kvk)

}

B̂†
−kB̂

†
k

−
∑

k 6=0

{[

~
2k2

2m
− µ+ n0 (V0 + Vk)

]

u∗−kv
∗
k − n0

2
Vk

(

u∗−ku
∗
k + v∗−kv

∗
k

)

}

B̂−kB̂k

+
∑

k 6=0

~wkB̂†
k
B̂k . (2.32)

Die Diagnolaisierung des Hamilton-Operators erfolgt durch eine geeignete Wahl der Bo-
goliubov-Parameter u und v, was die zweite Bedingung an diese darstellt. Der Hamilton-
Operator (2.32) wird diagonal, wenn gilt:

[

~
2k2

2m
− µ+ n0 (V0 − Vk)

]

u−kvk =
n0

2
Vk (u−kuk + v−kvk) . (2.33)

Zunächst kann aus dieser Bedingung wieder eine Phasenbeziehung abgeleitet werden.
Der Ansatz (2.27) und die schon bekannte Phasenbeziehung (2.29) führen auf:

αk = βk . (2.34)

Hieran ist die sogenannte U(1)-Eichsymmetrie erkennbar. Diese besagt, dass der Zustand
beim Phasenübergang in ein Bose-Einstein-Kondensat eine beliebige allgemeine Phase
annimmt. Diese Symmetriebrechung beruht auf der Erhaltung der Teilchenzahl [23, S. 11]
und ist charakteristisch für alle Bose-Einstein-Kondensate.
Außerdem führt die zweite Bedingung (2.33) zur exakten Bestimmung der Bogoliubov-
-Parameter. Aus den Additionstheoremen der Hyperbolicusfunktionen kann jetzt aus
(2.33) mit (2.34) der Rotationswinkel φk bestimmt werden:

X := tanh 2φk =
n0Vk

~2k2

2m − µ+ n0 (V0 + Vk)
. (2.35)

Über die Identität für den area tangens hyperbolicus [24, S. 168]

φk =
1

2
artanhX =

1

2
ln

(

√

1 + X

1 − X

)

(2.36)
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2 Bogoliubov-Theorie

kann der voranstehende Ausdruck weiter vereinfacht werden und zusammen mit der
Definition (2.35) ergibt sich für den Winkel:

φk = ln

(

√

Ek

ǫk

)

, (2.37)

mit der Bogoliubov-Dispersionsrelation:

Ek :=
√

ǫ2k + 2n0Vkǫk , (2.38)

wobei die freie Dispersion

ǫk :=
~

2k2

2m
− µ+ n0V0 . (2.39)

als Abkürzung verwendet wird.
Jetzt können die Koeffizienten der Bogoliubov-Transformation in Abhängigkeit von ǫk
und Ek angegeben werden:

uk =
1

2
eiαk

Ek + ǫk√
ǫkEk

, (2.40)

vk =
1

2
eiαk

Ek − ǫk√
ǫkEk

. (2.41)

Diese Parameter erfüllen die Bedingung der kanonischen Kommutatorrelationen und dia-
gonalisieren den Hamilton-Operator (2.32). Der daraus resultierende Hamilton-Operator
ist:

Ĥ = ǫ̃0 +
∑

k 6=0

ẼkN̂k , (2.42)

wobei die folgenden Abkürzungen verwendet werden:

ǫ̃0 =V n0

(n0

2
V0 − µ

)

+
1

2

∑

k 6=0

(Ek − ǫk − n0Vk) , (2.43)

Ẽk =Ek + ~wk , (2.44)

N̂k =B̂†
k
B̂k . (2.45)

In diesem Hamilton-Operator treten nun keine Wechselwirkungsterme, also keine quar-
tischen Terme in den Vernichtungs- und Erzeugunsoperatoren, auf und schließlich ist
dieser auch diagonal, was eine Aufstellung einer Zustandssumme und damit die weiter-
gehende Behandlung über die Thermodynamik ermöglicht.
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2.4 Thermodynamisches Potential

2.4 Thermodynamisches Potential

Der Hamilton-Operator (2.42) gleicht wegen (2.45) in seiner Form einer Summe von
harmonischen Oszillatoren. Ausgehend von dieser Struktur kann die Zustandssumme im
großkanonischen Ensemble aufgestellt werden:

Z =Tr
(

e−βĤ
)

= e−βǫ̃0Tr
(

e−β
P

k6=0
ẼkN̂k

)

=e−βǫ̃0
∏

k 6=0

∞
∑

Nk=0

e−βẼkNk = e−βǫ̃0
∏

k 6=0

∞
∑

Nk=0

(

e−βẼk

)Nk

. (2.46)

Die Summe über die Teilchenzahl Nk kann mit Hilfe der geometrischen Reihe [24] aus-
geführt werden:

Z =e−βǫ̃0
∏

k 6=0

1

1 − e−βẼk

. (2.47)

Für das effektive Potential Veff = − 1
β lnZ ergibt sich dann:

Veff = ǫ̃0 + kBT
∑

k 6=0

ln
(

1 − e−βẼk

)

. (2.48)

Im nächsten Kapitel werden wir sehen, dass das Extremum dieses effektiven Potentials
bezüglich der Kondensatdichte entsprechend der Landau-Theorie mit dem thermodyna-
mischen Potential zu identifizieren ist.
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3 Landau-Theorie

Die thermodynamische Behandlung des Systems kann durch die Landau-Theorie, die
Phasenübergängen zweiter Ordnung behandelt, ermöglicht werden. Da unser System eine
U(1)-Eichsymmetrie aufweist, kann ein Phasenübergang zweiter Ordnung angenommen
werden [25]. Diese Eichsymmetrie bezieht sich auf die Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren, die im Hamilton-Operator (2.17) immer paarweise vorkommen, wobei diese
Eigenschaft bis zum Hamilton-Operator (2.42) bestehen bleibt. Besonders ist die Kon-
densatdichte n0 zu betrachten, denn diese wird erst bei der Abkühlung des Bose-Gases
und beim Unterschreiten der kritischen Temperatur Tc kontinuierlich von Null verschie-
den, so dass der Landau-Ansatz einer Potenzreihe um Tc des thermodynamischen Po-
tentials berechtigt ist. Die Kondensatdichte n0 wird also hier als Ordnungsparameter
verwendet. Zusätzlich wird die Bedingung eines thermodynamischen Gleichgewichts an
das effektive Potential Veff aus (2.48) gestellt. Diese Gleichgewichtsbedingung spiegelt
sich in der Minimalbedingung des effektiven Potentials wider, also in der ersten Ablei-
tung nach dem Ordnungsparameter.
Bevor aber die Extremalisierung des effektiven Potentials Veff stattfindet, wird noch ein
künstlicher Kleinheitsparameter η eingeführt, der die Größe von quantenmechanischen
bzw. thermischen Fluktuationen misst und eine systematische Entwicklung der gesuch-
ten Zustandsgrößen ermöglicht. Bei allen Entwicklungen in η wird allerdings nur bis zur
ersten Ordnung genähert, da jenseits der Bogoliubov-Theorie keine Terme berechenbar
sind.
Im ganzen Kapitel 3 wird die Boostgeschwindigkeit w zu Null gesetzt. Der Boost wurde
für den Unterschied zwischen der superfluiden und normalfluiden Dichte eingeführt, was
aber erst im Kapitel 4 behandelt wird.

3.1 Variationsprinzip

Der Hamilton-Operator (2.42) zusammen mit dem thermodynamischen Potential (2.48)
ergeben ein effektives Potential, das von dem Ordnungsparameter n0 abhängt. Zusätzlich
wird ein künstlicher Kleinheitsparameter η eingeführt, damit die Quantenfluktuatio-
nen und die thermischen Fluktuationen als Störung betrachtet werden können. Al-
le thermodynamische Größen werden bis zur ersten Ordnung in η genähert, was die
Möglichkeit zulässt, die Rechnung durch höhere Ordnungen zu verbessern. Am Ende der
Störungsrechung wird der Kleinheitsparamter wieder zu Eins gesetzt.

17



3 Landau-Theorie

Einsetzen von ǫ̃0 aus (2.43) und Ẽk aus (2.44) in (2.48) ergibt dann

Veff(n0) =V

(

−µn0 +
n2

0

2
V0

)

+
η

2

∑

k 6=0

[

Ek −
(

~
2k2

2m
− µ+ n0 (V0 + Vk)

)]

+
η

β

∑

k 6=0

ln
(

1 − e−βEk

)

. (3.1)

Wegen des thermodynamischen Gleichgewichtszustands kann jetzt das effektive Potential
nach dem Ordnungsparamter extremalisiert werden:

0
!
=
∂Veff (n0)

∂n0

, (3.2)

woraus folgt:

0 =V (−µ+ V0n0) +
η

2

∑

k 6=0

[(

1 +
2

eβEk − 1

)

∂Ek

∂n0

− 2 (V0 + Vk)

]

(3.3)

mit der Ableitung

∂Ek

∂n0

=
1

Ek

[(

~
2k2

2m
− µ+ n0V0

)

(V0 + Vk) + n0V0Vk

]

. (3.4)

Die Gleichung (3.3) kann nicht explizit nach der Kondensatdichte umgestellt werden. Es
ist allerdings möglich, einen selbstkonsistenten Ausdruck für n0 zu erhalten, wobei n0

auf der rechten Seite implizit in den Energieausdrücken steckt:

n0 =
µ

V0

− 1

V V0

η

2

∑

k 6=0

[(

1 + 2
1

eβEk − 1

)(

∂Ek

∂n0

)

− 2 (V0 + Vk)

]

. (3.5)

Dieser kann iterativ bis zur ersten Ordnung in den thermischen bzw. Quantenfluktua-
tionen, also in erster Ordnung in η, behandelt werden:

n0 = n
(0)
0 + ηn

(1)
0 + O

(

η2
)

, (3.6)
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3.1 Variationsprinzip

wobei:

n
(0)
0 =

µ

V
, (3.7)

n
(1)
0 = − 1

V V0

∑

k 6=0





(

1

2
+

1

e
βEk

“

n
(0)
0

”

− 1

)

∂Ek

(

n
(0)
0

)

∂n0

− (V0 + Vk)



 . (3.8)

Insgesamt ergibt sich für die Kondensatdichte n0:

n0 =
µ

V0

− η

2V

∑

k 6=0









~2k2

2m

(

1 + Vk

V0

)

+ µVk

V0

√

(

~2k2

2m

)2
+ 2µVk

V0

~2k2

2m

×






1 +

2

e
β

r

“

~2k2

2m

”2
+2µ

V
k

V0

~2k2

2m − 1






−
(

1 +
Vk

V0

)






. (3.9)

Ferner kann der Ausdruck für die Kondensatdichte (3.9) wiederum in das effektive Po-
tential (3.1) eingesetzt werden, wodurch sich das thermodynamische Potential ergibt,
das von der Temperatur, dem Volumen und dem chemischen Potential als natürliche
Variablen abhängt. Es handelt sich folglich um die freie Energie:

Veff

(

n
(0)
0 + ηn

(1)
0

)

= F (T, V, µ) . (3.10)

In erster Näherung in η ergibt sich die freie Energie zu:

F (T, V, µ) = − V

2

µ2

V0

+
η

2

∑

k 6=0





√

(

~2k2

2m

)2

+ 2µ
Vk

V0

~2k2

2m
− ~

2k2

2m
− µ

Vk

V0





+
η

β

∑

k 6=0

ln

(

1 − e
−β

r

“

~2k2

2m

”2
+2µ

V
k

V0

~2k2

2m

)

+ O
(

η2
)

. (3.11)

Bei der Näherung in nullter Ordnung des Kleinheitsparameters η, was der ersten Zeile in
Gleichung (3.11) entspricht, stellt sich das Ergebnis der Gross-Pitaevskii-Gleichung [23,
S. 83] heraus. Sobald die Näherung in erster Ordnung für η erfolgt, erhalten wir zwei
zusätzliche Terme. Die zweite Zeile entspricht der Erhöhung der Grundzustandsenergie
in (2.42) bzw. (2.43) und kann daher als Quantenfluktuationen interpretiert werden. Die
dritte Zeile besitzt ihren Ursprung im besetzungszahlabhängigen Term in (2.42) und ist
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3 Landau-Theorie

daher auf thermische Fluktuationen zurückzuführen.
Die freie Energie ist eine Zustandsgröße und besitzt das folgende totale Differential:

dF = −SdT − pdV −Ndµ , (3.12)

aus dem weitere Zustandsgrößen über partielle Ableitungen der freien Energie ausge-
rechnet werden können.

3.2 Kondensatentleerung

Eine charakterisierende Größe des Bose-Einstein-Kondensats ist die Kondensatentlee-
rung (eng.: depletion). Diese ist definiert durch die Differenz der Kondensatdichte n0

und der Teilchendichte n:

∆n0 =n− n0 . (3.13)

Die Kondensatdichte n0 ist aus dem Variationsprinzip durch (3.9) gegeben und die Dichte
n kann gemäß (3.12) durch eine Ableitung der freien Energie (3.11) nach dem chemischen
Potential errechnet werden:

n = − 1

V

(

∂F

∂µ

)

T,V

. (3.14)

Es ergibt sich damit

n =
µ

V0

− η

2V

∑

k 6=0









~2k2

2m
Vk

V0
√

(

~2k2

2m

)2
+ 2µVk

V0

~2k2

2m

×






1 +

2

e
β

r

“

~2k2

2m

”2
+2µ

V
k

V0

~2k2

2m − 1






− Vk

V0






+ O

(

η2
)

. (3.15)

So kann jetzt die Differenz (3.13) aufgestellt werden. Da die Kondensatentleerung hier
in Abhängigkeit von der Dichte interessiert, muss das chemische Potential durch einen
dichteabhängigen Ausdruck ersetzt werden. Die Gleichung (3.9) kann in erster Näherung
zum chemischen Potential µ invertiert werden:

n0 = n0 (µ) ↔ µ = µ (n0) (3.16)

und wir erhalten
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µ =V0n0 +
ηV0

2V

∑

k 6=0









~
2k2

2m

(

1 + Vk

V0

)

+ n0Vk

√

(

~2k2

2m

)2
+ 2n0Vk

~2k2

2m

×






1 +

2

e
β

r

“

~2k2

2m

”2
+2n0Vk

~2k2

2m − 1






−
(

1 +
Vk

V0

)






+ O

(

η2
)

. (3.17)

Es ist zu erkennen, dass für η = 0 der folgende Zusammenhang gilt:

µ(0) = V0n
(0)
0 = V0n

(0) , (3.18)

wodurch sich schließlich die Kondensatentleerung in Abhängigkeit von der Dichte n
ergibt:

∆n0 :=
η

2V

∑

k 6=0









~
2k2

2m + nVk
√

(

~2k2

2m

)2
+ 2Vk

~2k2

2m

− 1









(3.19)

+
η

V

∑

k 6=0

~2k2

2m + nVk
√

(

~2k2

2m

)2
+ 2nVk

~2k2

2m







1

e
β

r

“

~2k2

2m

”2
+2Vk

~2k2

2m − 1






+ O

(

η2
)

.

Offenbar beschreibt die erste Zeile den Einfluss von Quantenfluktuationen und die zweite
Zeile den Einfluss, der von den thermischen Fluktuationen verursacht wird.

3.3 Grundzustandsenergie

Die Grundzustandsenergie ist definiert als die innere Energie im Limes T → 0. Hier ist
die freie Energie gegeben durch (3.11). Durch eine geeignete Legendre-Transformation
kann die innere Energie bei der Temperatur T = 0 berechnet werden. Wird (3.12) mit
der Grundrelation der Thermodynamik reversibler Prozesse verglichen

dU =TdS − pdV + µdN , (3.20)

so folgt unmittelbar

U =F + TS + µN . (3.21)
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Für die Grundzustandsenergie im Tieftemperaturlimes gilt also:

E0 = lim
T→0

U = lim
T→0

(F + TS + V nµ)

=F (T = 0, V, µ = µ(n, T = 0)) + V nµ(n, T = 0) . (3.22)

Aus den Gleichungen (3.11) und (3.17) zusammen mit (3.18) ergibt sich:

E0 =
V V0n

2

2
+
η

2

∑

k 6=0





√

(

~2k2

2m

)2

+ 2nVk

~2k2

2m
− ~

2k2

2m
− nVk



+ O
(

η2
)

. (3.23)

3.4 Bogoliubov-Dispersionsrelation

Der aus der Bogoliubov-Theorie resultierende Hamilton-Operator (2.42) gleicht einer
Summe von Oszillatoren mit der Dispersionsrelation (2.38). Die Näherung für die Grund-
zustandsenergie (3.23) lässt eine qualitative Betrachtung der Einteilchenenergieen in
Abhängigkeit des Wellenvektors k. So ergibt sich die Dispersionsrelation:

Ek =

√

(

~2k2

2m

)2

+ 2nVk

(

~2k2

2m

)

. (3.24)

Die Dispersionsrelation kann für zwei Grenzfälle betrachtet werden. Für den Grenzfall
|k| → 0 ist ein lineares Verhalten zubeobachten:

Ek ≈
√

2nVk

(

~2k2

2m

)

=

√

nVk

m
~|k| , (3.25)

was einem phonischen Zweig entspricht und kann mit dem Goldstone-Theorem erklärt
werden [26, S. 55]. Hier kann auch eine Schallgeschwindigkeit abgeleitet werden:

c =

√

nVk

m
. (3.26)

Für den Grenzfall |k| → ∞ ist ein quadratisches Verhalten erkennbar:

Ek ≈

√

(

~2k2

2m

)2

=
~

2

2m
|k|2 , (3.27)

was den freien Teilchen entspricht.
Graphisch dargestellt:
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k

Ek

Abbildung 3.1: Dispersionsrelation Ek aus (3.24) für die Quasiteilchen der Bogoliubov-
Theorie und lineares Verhalten aus (3.25) (blau).
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4 Dipolares Bose-Gas bei tiefen

Temperaturen

Durch die Bogoliubov-Theorie und die Landau-Theorie erschließt sich ein Zugang zu
den Zustandsgrößen eines wechselwirkenden Bose-Gases, die nun auf eine Kontakt- und
Dipol-Dipol-Wechselwirkung angewendet werden. Am Anfang sollen die Wechselwir-
kungsarten und deren Zusammenspiel diskutiert werden. Anschließend werden mit Hilfe
des thermodynamischen Limes und einer Tieftemperaturentwicklung explizite Darstel-
lungen von thermodynamischen Größen gewonnen.

4.1 Kontakt- und Dipol-Dipol-Wechselwirkung

Die Kontaktwechselwirkung kann im Rahmen der Streutheorie mit Hilfe der Born’schen
Näherung [22] beschrieben werden. Sie wird mit Hilfe der Dirac’schen Deltafunktion mit
der Wechselwirkungsstärke g dargestellt, zu der die s-Streuwellenlänge a und die Masse
m beitragen:

g =
4π~

2a

m
. (4.1)

Die Kontaktwechselwirkung geht repulsiv in die Betrachtungen ein. Der Fall mit aus-
schließlich einer dipolaren Wechselwirkung ist aus Stabilitätsgründen nicht möglich [23,
S. 268].
Die Dipol-Dipol-Wechselwirkung kann magnetischer oder elektrischer Natur sein [17]
und [18], so dass entweder das magnetische Dipolmoment m und die magnetische Per-
meabilität µ0 oder das elektrische Dipolmoment d in Debye-Einheiten ausgedrückt die
Wechselwirkungsstärke Cdd bestimmen:

Cdd =µ0m
2 , (4.2)

Cdd =4πd2 . (4.3)

Die Ausrichtung der zwei wechselwirkenden Teilchen führt zu einem attraktiven oder
repulsiven Verhalten, das durch den Winkel θ zwischen der Polarisationsrichtung und
der relativen Position zwischen den Dipolen [17, 18] beschrieben wird.

25
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Insgesamt ergibt sich die Zweiteilchenwechselwirkung in der Ortsdarstellung:

V (x) = gδ(x) +
Cdd

4π|x|3
(

1 − 3 cos2 θ
)

, (4.4)

wobei θ =<) (x, ez) gilt, wenn die Dipole ohne Beschränkung der Allgemeinheit entlang
der z-Richtung ausgerichtet sind. In der hier benötigten Fourier-Darstellung, die schon
in (2.18) eingeführt wurde, erhalten wir wie in [27]:

Vk = g
[

1 + ǫdd

(

3 cos2 θ − 1
)]

, (4.5)

wobei hier die relative Wechselwirkungsstärke

ǫdd =
Cdd

3g
. (4.6)

eingeführt wird.
In Gleichung (4.5) ist zu erkennen, dass die Wechselwirkung nicht vom Betrag des Wel-
lenvektors k abhängt, sondern von der Lage des Vektors k bezüglich der Polarisations-
richtung. Eine weitere wichtige und oft auftretende Grösse ist V0. Offenbar ergibt sich
aus (4.5) im Limes k → 0, dass die Größe V0 nicht eindeutig ist:

V0 = lim
k→0

Vk = g
[

1 + ǫdd

(

3 cos2 θ − 1
)]

. (4.7)

Demnach hängt V0 auch vom Winkel θ zwischen k und der Polarisationsrichtung ab.

4.2 Relative Wechselwirkungsstärke

Die relative Wechselwirkungsstärke ǫdd in (4.6) tritt bei allen charakterisierenden Größen
auf und hilft, zwischen der Kontakt- und der Dipol-Dipol-Wechselwirkung zu unterschei-
den. Wird ǫdd nämlich zu Null gesetzt, so wird der Fall der Kontaktwechselwirkung be-
trachtet. Beim Anstieg von ǫdd wird dagegen die dipolare Wechselwirkung gegenüber der
Kontaktwechselwirkung stärker. Der Wertebereich von ǫdd liegt im Intervall: 0 ≤ ǫdd ≤ 1.
Bei der weiteren Analyse der Bogoliubov-Theorie im Tieftemperaturlimes spiegelt sich
die Wechselwirkungsstärke in der Funktion

I (ǫdd, α) =

∫ 1

0
du
[

1 + ǫdd

(

3u2 − 1
)]α

(4.8)

wider, die sich aus dem Integral über Vk und aus dem Übergang in Kugelkoordinaten
ergibt.
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Mit Hilfe einer partiellen Integration kann hierfür eine Rekursionsformel entwickelt wer-
den, die sich iterativ anwenden lässt:

I (ǫdd, α) =
1

2α+ 1
[(1 + 2ǫdd)

α + 2α(1 − ǫdd)I (ǫdd, α− 1)]

⇔ I (ǫdd, α− 1) =
−1

2α(1 − ǫdd)
[(1 + 2ǫdd)

α − (2α+ 1)I (ǫdd, α)] . (4.9)

Für einige Werte von α, wie z.B. 1
2 und −1

2 , lässt sich das Integral mit elementaren
Methoden analytisch lösen. Dann können über die Rekursionsformel weitere I (ǫdd, α)-
Funktionen berechnet werden. In dieser Arbeit treten insgesamt zehn verschiedene α-
Werte auf, die sich aufgrund ihrer unterschiedlichen Verläufe in zwei Gruppen unterteilen
lassen. Die erste Gruppe enthält nur positive α-Werte:

I

(

ǫdd,
5

2

)

=
1

6
(1 + 2ǫdd)

5
2 +

5

24
(1 − ǫdd)(1 + 2ǫdd)

3
2 +

5

16
(1 − ǫdd)

2
√

1 + 2ǫdd

+
5

16

(1 − ǫdd)
3

√
3ǫdd

ln

(√
3ǫdd +

√
1 + 2ǫdd√

1 − ǫdd

)

,

I

(

ǫdd,
3

2

)

=
1

4
(1 + 2ǫdd)

3
2 +

3

8
(1 − ǫdd)

√
1 + 2ǫdd

+
3

8

(1 − ǫdd)
2

√
3ǫdd

ln

(√
3ǫdd +

√
1 + 2ǫdd√

1 − ǫdd

)

,

I

(

ǫdd,
1

2

)

=

√
1 + 2ǫdd

2
+

1 − ǫdd

2
√

3ǫdd
ln

(√
3ǫdd +

√
1 + 2ǫdd√

1 − ǫdd

)

, (4.10)
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Abbildung 4.1: Funktionen I (ǫdd, α) aus (4.10) mit den α-Werten 5
2 (rot), 3

2 (blau), 1
2

(grün).
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während die zweite Gruppe lautet

I

(

ǫdd,−
1

2

)

=
1√
3ǫdd

ln

(√
3ǫdd +

√
1 + 2ǫdd√

1 − ǫdd

)

,

I

(

ǫdd,−
3

2

)

=
1

(1 − ǫdd)(1 + 2ǫdd)
1
2

,

I

(

ǫdd,−
5

2

)

=
2

3

1

(1 − ǫdd)2
√

1 + 2ǫdd
+

1

3

1

(1 − ǫdd)(1 + 2ǫdd)
3
2

,

I

(

ǫdd,−
7

2

)

=
8

15

1

(1 − ǫdd)3
√

1 + 2ǫdd
+

4

15

1

(1 − ǫdd)2(1 + 2ǫdd)
3
2

+
1

5

1

(1 − ǫdd)(1 + 2ǫdd)
5
2

,

I

(

ǫdd,−
9

2

)

=
16

35

1

(1 − ǫdd)4
√

1 + 2ǫdd
+

8

35

1

(1 − ǫdd)3(1 + 2ǫdd)
3
2

+
6

35

1

(1 − ǫdd)2(1 + 2ǫdd)
5
2

+
1

7

1

(1 − ǫdd)(1 + 2ǫdd)
7
2

,

I

(

ǫdd,−
11

2

)

=
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315

1

(1 − ǫdd)5
√

1 + 2ǫdd
+
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1

(1 − ǫdd)4(1 + 2ǫdd)
3
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1

(1 − ǫdd)3(1 + 2ǫdd)
5
2

+
8
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1

(1 − ǫdd)2(1 + 2ǫdd)
7
2

+
1

9

1

(1 − ǫdd)(1 + 2ǫdd)
9
2

,

I

(

ǫdd,−
13

2

)

=
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693

1

(1 − ǫdd)6
√

1 + 2ǫdd
+
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693

1

(1 − ǫdd)5(1 + 2ǫdd)
3
2

+
32

231

1

(1 − ǫdd)4(1 + 2ǫdd)
5
2

+
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693

1

(1 − ǫdd)3(1 + 2ǫdd)
7
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+
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99

1
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+
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. (4.11)
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Abbildung 4.2: Funktionen I (ǫdd, α) aus (4.11) mit den α-Werten −1
2 (rot), −3

2 (blau),
−5

2 (grün), −7
2 (orange), −9

2 (violett), −11
2 (gelb), −13

2 (braun).

Alle Funktionen besitzen die Eigenschaft:

lim
ǫdd→0

I (ǫdd, α) = 1 , (4.12)

was den Grenzfall der alleinigen Kontakt-Wechselwirkung widerspiegelt.
Die Unterteilung in zwei Gruppen erfolgt hier aufgrund unterschiedlichen Verhaltens im
Limes ǫdd → 1. Die Funktionen (4.11) divergieren an der Stelle ǫdd = 1 im Gegensatz zu
den Funktionen (4.10), die bei ǫdd = 1 einen endlichen Wert besitzen:

I

(

1,
5

2

)

=
3
√

3

2
, (4.13)

I

(

1,
3

2

)

=
3
√

3

4
, (4.14)

I

(

1,
1

2

)

=

√
3

2
. (4.15)

4.3 Grundzustandsenergie

Die Gleichung (3.23) für die Grundzustandsenergie kann jetzt im thermodynamischen
Limes betrachtet werden, d.h., dass die Summation über den Wellenvektor k in ein
Integral überführt wird:
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∑

k

′
=
∑

k 6=0

=
V

(2π)3

∫

d3k . (4.16)

Dabei wird auch über den Punkt k = 0 hinweg integriert, der eigentlich in der Summa-
tion nicht vorhanden ist. Da aber das Lebesgue-Maß von einem isolierten Punkt nach
der Maß- und Integrationstheorie nicht zum Integral beiträgt, ist dieser Punkt nicht von
Bedeutung [28].
Weiterhin ist es günstig, das zylindersymmetrische Integral in Kugelkoordinaten auszu-
werten:

V

(2π)3

∫

d3k =
V

4π2

(

2m

~2

)
3
2
∫ 1

0
d cos θ

∫ ∞

0
dǫ
√
ǫ , (4.17)

wobei hier die Substitution

ǫ =
~

2k2

2m
(4.18)

wegen der Übersichtlichkeit eingesetzt wird. Es bleibt also noch auszuwerten:

E0 =
V V0n

2

2
+ η

V

8π2

(

2m

~2

) 3
2
∫ 1

0
d cos θ

×
∫ ∞

0
dǫ
√
ǫ
[

√

ǫ2 + 2nVkǫ− ǫ− nVk

]

. (4.19)

Hier besteht die Möglichkeit, dass die Integration über ǫ wegen der oberen Grenze di-
vergiert. Deshalb wird hier ein ultravioletter (UV) Cut-Off [29] verwendet, bei dem die
obere Grenze des Integrals zu einem festen Wert gesetzt wird und nach der Durchführung
der Integration dieser im Limes untersucht werden kann:

∫ ∞

0
dǫ = lim

Λ→∞

∫ Λ

0
dǫ . (4.20)

Das ǫ-Integral kann wegen der Dipol-Dipol-Wechselwirkung durchgeführt werden, weil
Vk gemäß (4.5) nur vom Winkel θ abhängt. So nimmt die Grundzustandsenergie nach
der Integration über ǫ die folgende Form an:

E0 =
V V0n

2

2
+ η

V

8π2

(

2m

~2

)
3
2
∫ 1

0
d cos θ lim

Λ→∞

{

4

15
(2nVk)

5
2 − 2

5
Λ

5
2 − 2

3
nVkΛ

3
2

+

[

2

3
(Λ + 2nVk)Λ

3
2 − 4

15
(Λ + 2nVk)2 Λ

1
2

]

√

1 +
2nVk

Λ

}

. (4.21)
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Für Λ ≫ nVk kann nun die Wurzelfunktion gemäß [24, S. 278]:

√
1 + x = 1 +

x

2
− x2

8
+ ... (4.22)

entwickelt werden, und schließlich folgt:

E0 =
V V0n

2

2
+ η

256

15

√
π
V

m
(na)

5
2 I

(

ǫdd,
5

2

)

+ η
V

8π2

(

2m

~2

) 3
2
∫ 1

0
d cos θ lim

Λ→∞

[

8

15
nVkΛ

3
2 − 7

15
(nVk)2Λ

1
2

]

. (4.23)

Der erste Teil der Grundzustandsenergie ist hier konvergent und kann als Endergebnis
dieser Betrachtung wie in [17] und [18] angesehen werden. Der zweite Teil der Gleichung,
bei dem der Limes Λ → ∞ noch nicht ausgeführt wurde, divergiert in diesem Grenzfall.
Allerdings verschwindet dieser Term im Zuge der Renormierung [30, S. 318].

4.4 Kondensatentleerung

Die Kondensatentleerung (3.19) kann analog zu der Grundzustandsenergie behandelt
werden. An zwei Stellen unterscheidet sich aber die Berechnung grundsätzlich. Zum
Einen treten keine UV-divergenten Terme auf und zum Anderen ist der temperatu-
rabhängige Teil hier neu. Deshalb sollen die thermischen Fluktuationen nach dem Über-
gang in Kugelkoordinaten und der Substitution (4.18) hier genauer beschrieben werden.
Zunächst ist eine partielle Integration der thermischen Fluktuationen der Kondensatent-
leerung möglich:

(∆n0)TF =η
1

4π2

(

2m

~2

)
3
2
∫ 1

0
d cos θ

1

β

∫ ∞

0
dǫ
√
ǫ
d

dǫ
ln
(

1 − e−β
√

ǫ2+2nVkǫ
)

= − η
1

β2

1

8π2

(

2m

~2

)3
2
∫ 1

0
d cos θ

∫ ∞

0
dǫ

1√
ǫ

ln
(

1 − e−β
√

ǫ2+2nVkǫ
)

. (4.24)

In der Tieftemperaturentwicklung kann die Reihendarstellung der Logarithmusfunktion
[24, S. 281]

ln(1 − ex) = −
∞
∑

ν=1

e−νx

ν
(4.25)

verwendet werden und durch die Substitution

ǫ =
κ2

β2nV0

(4.26)
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ist ein Zugang für die Entwicklung der Wurzelfunktion geschaffen. So ergibt sich die
folgende Form:

(∆n0)TF =η

∞
∑

ν=1

1

ν

1

β2

1

4π2

(

2m

~2

)
3
2 1√

nV0

×
∫ 1

0
d cos θ

∫ ∞

0
dκe

−νκ

r

2V
k

V0

r

1+ κ2

β22n2V
k

V0 . (4.27)

Nach der Wurzelentwicklung für kleine Temperaturen, wie in (4.22), kann auch die Ex-
ponentialunktion

ex = 1 + x+
x2

2
+ ... (4.28)

entwickelt werden:

(∆n0)TF =η
1

β2

1

4π2

(

2m

~2

)
3
2 1√

nV0

∫ 1

0
d cos θ

×
√

V0

2Vk

[

ζ(2)Γ(1) − 1

β2

(

1

2nVk

)2

ζ(4)Γ(4)

]

+ ... . (4.29)

Die Summation über ν und die Integration über κ ergeben die Riemansche Zetafunktion

ζ(s) =

∞
∑

ν=1

1

νs
, (4.30)

die für gerade Werte für s analytisch angegeben werden kann und die Gammafunktion
[24, S. 138]:

Γ(τ) =

∫ ∞

0
dxxτ−1e−x , (4.31)

die für natürliche Werte gemäß [24]

Γ(n+ 1) = n! (4.32)

die Fakultätsfunktion darstellt. Folglich lässt sich die gesamte Kondensatentleerung wie
folgt ausgedrücken:
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(
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2 I
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ǫdd,−
5
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)

+ ... , (4.33)

wobei die thermische de-Broglie-Wellenlänge wie folgt definiert ist [23, S. 5]:

λdB =

√

2π~2

mkBT
. (4.34)

Für den Fall T = 0 entspricht dies dem Ergebnis in [17] und [18].

4.5 Gültigkeitsbereich der Theorie

Anhand einer Abschätzung der Kondensatentleerung kann eine Betrachtung des Gültig-
keitsbereichs der Theorie stattfinden. Dieser sollte im Bereich

0 ≤ ∆n0

n
≤ 1

2
(4.35)

gegeben sein. Für eine überschaubare Abschätzung wählen wir eine andere Darstellung
über den Gasparameter

γ = na3 (4.36)

und der Sprungtemperatur T
(0)
c [23, S. 4]:

T (0)
c =

2π~
2n

2
3

kBm
[

ζ
(

3
2

)]
2
3

. (4.37)

Damit ergibt sich für die Kondensatentleerung aus (4.33):
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3
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8
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6 I

(

ǫdd,−
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)

+ ... . (4.38)
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So lässt sich die Kondensatentleerung für die Werte ∆n0/n = 1/2 und ∆n0/n = 0 in
Abhängigkeit von der Temperatur T/T 0

c und von dem Gasparamter γ graphisch darstel-
len. Dabei werden zwei Fälle betrachtet: der Fall der alleinigen Kontaktwechselwirkung
mit ǫdd = 0 und der Fall einer starken dipolaren Wechselwirkung mit ǫdd = 0, 8, die für
Dysprosium gegeben sein könnte.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.00

0.02
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0.06
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0.10

0.12

T�Tc
H0L

Γ

Abbildung 4.3: Der Bereich 0 < ∆n0/n < 1/2 aus (4.35) mit (4.38) in Abhängigkeit von
der Temperatur T und dem Gasparameter γ dargestellt für ǫdd = 0 (blau
gefärbte Fläche) und ǫdd = 0, 8 (gelb gefärbte Fläche).

Der Bereich, in dem die Bedingung (4.35) gilt, befindet sich in der Abbildung 4.3 in
den jeweiligen gefärbten Flächen. Dabei gehen die oberen Grenzen der Flächen aus der
oberen Schranke für die Kondensatentleerung hervor und analog für die unteren Grenzen
die untere Schranke.
Aus der Gleichung (4.38) kann auch im Fall T = 0 angegeben werden, in welchem
Wertebereich sich der Gasparameter γ in Abhängigkeit von der relativen Wechselwir-
kungsstärke ǫdd befindet. Es ergibt sich also aus dem Gültigkeitsbereich der Bogoliubov-
Theorie (4.35) zusammen mit der Gleichung (4.38) im Fall T = 0:
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0 ≤ γ(ǫdd) ≤
[

3
√
π

16

1

I
(

ǫdd,
3
2

)

]2

, (4.39)

graphisch dargestellt:
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Abbildung 4.4: Der Gültigekeitsbereich des Gasparameters γ aus (4.39) in Abhängigkeit
von der relativen Wechselwirkungsstärke ǫdd im Grenzfall T = 0.

An der Abbildung 4.4 ist zu erkennen, dass im Rahmen der Bogoliubov-Theorie der
Wertebereich des Gasparameters γ mit steigender dipolarer Wechselwirkung im Grenzfall
T = 0 kleiner wird.

4.6 Freie Energie

Die Gleichung (3.11) kann analog zu der Grundzustandsenergie und der Kondensatent-
leerung behandelt werden. Der nichtthermische Teil der freien Energie entspricht bis auf
ein Vorzeichen der Grundzustandsenergie, wobei die Teilchendichte in erster Näherung
in η durch das chemische Potential (3.18) ersetzt werden muss:
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(
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. (4.40)
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Die Temperaturentwicklung unterscheidet sich von der in der Kondensatentleerung ver-
wendeten Methode nur durch die entsprechend variierte Substitution (4.26):

ǫ =
κ2

β2µ
. (4.41)

Nach der Reihendarstellung der Logarithmusfunktion (4.25) ergibt sich:
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Im Tieftemperaturlimes können jetzt die Wurzelfunktion (4.22) und die Exponentialunk-
tion (4.28) entwickelt werden:
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Wie bei der Kondensatentleerung führt die Integration über κ auf die Riemannsche-
Zetafunktion (4.30) und die Gammafunktion (4.31) und insgesamt ergibt sich dann die
freie Energie in Abhängigkeit von λdB aus (4.34) und mit g aus (4.1):
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4.7 Ableitungen der freien Energie

Wie schon in (3.12) beschrieben, besitzt die freie Energie ein totales Differential, so
dass aus ihren partiellen Ableitungen weitere Zustandsgrößen gewonnen werden können.
Die Entropie ist die partielle Ableitung der freien Energie nach der Temperatur bei
konstantem Volumen und konstantem chemischen Potential:

S(T, V, µ) = −
(

∂F (T, V, µ)

∂T

)

V,µ

(4.45)

und sie kann hier aus der freien Energie (4.44) für kleine Temperaturen explizit angege-
ben werden:
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Hier ist zu erkennen, dass der dritte Hauptsatz der Thermodynamik [20, S. 112] erfüllt
ist:

lim
T→0

S(T, V, µ) = 0 . (4.47)

Die freie Energie hängt linear vom Volumen V ab, wodurch der Druck p(T, V, µ) auch
über eine Division errechnet werden kann und dann nicht mehr vom Volumen abhängt:

p(T, V, µ) = −
(

∂F (T, V, µ)

∂V

)

T,µ

= −F (T, V, µ)

V
. (4.48)

Nach der expliziten Form der freien Energie (4.44) ist dann der Druck gegeben durch
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4 Dipolares Bose-Gas bei tiefen Temperaturen

Die Teilchendichte kann aus der Gleichung (3.15) gewonnen werden, enspricht aber auch
der partiellen Ableitung der freien Energie nach dem chemischen Potential. Diese hängt,
wie beim Druck ebenso nicht mehr vom Volumen ab:

n(T, V, µ) = − 1

V

(

∂F (T, V, µ)

∂µ

)

T,V

. (4.50)

Analog zu der Entropie und dem Druck erhalten wir die Tieftemperaturentwicklung:
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Aus der Invertierung der Teilchendichte n kann noch das chemische Potential gewonnen
werden. Dabei findet die Invertierung von (4.51) in erster Ordnung des Kleinheitspara-
meters η statt:
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4.8 Superfluide Dichte

Die superfluide Dichte kann in Anlehnung an die Referenzen [23, S. 133] und [31, S. 181]
aus der gesamten Dichte und der normalfluiden Dichte berechnet werden:

ns = n− nn . (4.53)
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Die normalfluide Dichte lässt sich dadurch berechnen, indem das Bose-Gas über einen
Boost in ein gleichförmig zum Laborsystem bewegtes Koordinatensystem transformiert
wird. Dabei zeigt sich, dass sich die freie Energie wie folgt mit der Boostgeschwindigkeit
w ändert:

∆F =
η

β

∑

k 6=0

ln
(

1 − e−βEke−β~wk
)

. (4.54)

Für kleine Boostgeschwindigkeiten kann dies in einer Taylor-Reihe um wk=0 entwickelt
werden, dabei verschwinden aus Symmetriegründen die Terme mit ungeraden Potenzen
in wk:
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Hierbei ist die folgende Komponentenschreibweise zu beachten:
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3
∑

i=1

wiki

)





3
∑

j=1

wjkj



 . (4.56)

Wird die freie Energie ∆F nach den Komponenten der Boostgeschwindigkeit wα diffe-
renziert, so ergibt sich die Impulskomponente pα:

pα = −∂∆F

∂wα
. (4.57)

Einsetzen von (4.55) und (4.56) in (4.57) führt dann auf
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Der Impuls des Bose-Gases hängt wie folgt von der normalfluiden Dichte nn ab:

p = mV nnw + ... . (4.59)

Demnach stellt die normalfluide Dichte einen Tensor dar. In Komponentenschreibweise
lautet der Impuls (4.59) also:

pα = mV

3
∑

j=1

(nn)αj wj + ... . (4.60)
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4 Dipolares Bose-Gas bei tiefen Temperaturen

Der Vergleich von (4.58) und (4.60) führt auf

(nn)αj = η
β~
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2 kjkα , (4.61)

was sich im thermodynamischen Limes reduziert auf
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Hier ist zu erkennen, dass die normalfluide Dichte im Limes T → 0 verschwindet, so dass
die gesamte Dichte n in diesem Grenzfall unabhängig von der Wechselwirkungsart Vk

ganz superfluid ist. Außerdem stellt sich für das zylindersymmetrische dipolare Bose-Gas
heraus, dass dieser Tensor diagonal ist.
Im Übergang in die Kugelkoordinaten ist es wichtig, zwischen der x-y-Ebene und der
z-Achse zu unterscheiden. Das Produkt kαkj ist dann:
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Ausserdem kann die Reihendarstellung
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verwendet werden, die sich durch Differentiation aus (4.25) ableiten lässt. Für die nor-
malfluiden Dichten ergibt sich also:
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Das Integral über k zusammen mit der Summe über ν kann mit den schon bekann-
ten Methoden aus der Grundzustandsenergie und der Kondensatentleerung ausgeführt
werden:
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Die neu eingeführten Funktionen

J⊥ (ǫdd, α) =

∫ 1

0
du(1 − u2)

[

1 + ǫdd

(

1 − 3u2
)]α

, (4.69)

J‖ (ǫdd, α) =2
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0
duu2

[

1 + ǫdd

(

1 − 3u2
)]α

(4.70)

ergeben sich aus der θ-Integration und können mit Hilfe der I (ǫdd, α)-Funktionen aus
(4.8) dargestellt werden:

J⊥ (ǫdd, α) =I (ǫdd, α) − 1

6ǫdd(α+ 1)

[

(1 + 2ǫdd)
α+1 − I (ǫdd, α+ 1)
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J‖ (ǫdd, α) =
1

3ǫdd(α+ 1)

[

(1 + 2ǫdd)
α+1 − I (ǫdd, α+ 1)

]

. (4.72)

Aus Gleichung (4.68) ist wie schon bei (4.62) zu erkennen, dass die normalfluiden Dichten
im Grenzfall T = 0 verschwinden:

lim
T→0

n⊥ = lim
T→0

n‖ = 0 (4.73)

und, dass dann die gesamte Dichte superfluid ist:

ns = n , (4.74)

die sich skalar verhählt.
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5 Schallgeschwindigkeiten

Die Zustandsgrößen, die für tiefe Temperaturen im letzten Kapitel ausgerechnet wur-
den, können nun dazu verwendet werden, um weitere Eigenschaften des Systems zu
bestimmen. Das Zwei-Flüssigkeiten-Modell legt hier eine Grundlage für eine hydrody-
namische Behandlung von einem System, in dem eine superfluide neben einer normal-
fluiden Dichte existiert. Die Annahme, dass die superfluide Flüssigkeit keine Viskosität
aufzeigt, führt schließlich auf die Landau-Khalatnikov-Gleichungen, die in der Bachelor-
arbeit [19] zusammenfassend dargestellt sind. Von Interesse sind insbesondere die ersten
beiden Schallgeschwindigkeiten. Die erste kann als eine Druckwelle bezeichnet werden,
die sich dadurch auszeichnet, dass die zwei Flüssigkeiten gleichphasig schwingen. Die
zweite kann als eine Entropiewelle bezeichnet werden, bei der eine gegenphasige Schwin-
gung stattfindet. Im Grenzfall T = 0 sind beide voneinander unabhängig. Wenn jedoch
die Temperatur des Systems erhöht wird, entsteht ein Mischzustand zwischen beiden.
Dieser Ansatz ist ursprünglich für das Helium-II entwickelt worden, das nur die iso-
trope Kontaktwechselwirkung aufweist. In unserem Fall handelt es sich jedoch um ein
anisotropes System mit der Dipol-Dipol-Wechselwirkung. Wird nämlich zwischen der
x-y-Ebene und der z-Achse unterschieden, so entstehen zwei verschiedene normalfluide
und superfluide Dichten (4.68). In diesem Kapitel können daher nicht die Ergebnisse aus
der Bachelorarbeit [19] von C. Wille genutzt werden, da dort der Fall eines anisotro-
pen Systems noch nicht diskutiert worden ist. Die ersten beiden Schallgeschwindigkeiten
eines anisotropen Bose-Gases werden aber in [32] behandelt.

5.1 Ergebnisse des Zwei-Flüssigkeiten-Modells

Die ersten beiden Schallgeschwindigkeiten werden in [32] als Druckwelle und als Entro-
piewelle beschrieben und aus der entsprechenden Dispersionrelation eines anisotropen
Systems

ω4 − ω2

[(
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∂ρ

)

s̄

k2 +
T s̄2
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(

ρ−1
n

)

il
(ρs)lj kikj
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(
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cν
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(
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il
(ρs)lj kikj

(

∂p

∂ρ

)

T

k2 = 0 (5.1)

können diese berechnet werden. Die in dieser Gleichung verwendeten thermodynamischen
Größen weichen ein wenig von den im Kapitel 4 berechneten Zustandsgrößen ab.
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So ist

ρ = nm (5.2)

die Massendichte, die der Teilchendichte multipliziert mit der Masse entspricht, und

s̄ =
S

V ρ
(5.3)

die Entropiedichte, die auf das Produkt aus Volumen und Massendichte normiert wurde.
Die in der Gleichung (5.1) enthaltenden Matrixmultiplikationen bedürfen einer näheren
Erläuterung. Die Indizes i, j, l beschreiben im Allgemeinen die Richtungskomponenten
im Fourier-Raum. Da aber eine Zylindersymmetrie vorliegt, können diese auf die senk-
rechte ⊥ und die parallele ‖ Komponente reduziert werden. So lässt sich der Vektor k

folgendermaßen darstellen:
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. (5.4)

Die Matrixmultiplikation zwischen den normalfluiden und den superfluiden Dichten er-
gibt dann mit der Einstein’schen Summenkonvention:
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wobei die diagonale Form der Dichten schon im Abschnitt 4.8 hergeleitet wurde. Aus
den Gleichungen (5.4) und (5.5) wird die quartische Eigenwertgleichung (5.1) zu:
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wobei diese wie eine quadratische Gleichung behandelt werden kann, so dass die Lösungen
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nur noch die angepassten Zustandsgrössen benötigen.

5.2 Zustandsgrößen für die Schallgeschwindigkeiten

Die Schallgeschwindigeiten sollen hier bis zur zweiten Ordnung der Temperatur T entwi-
ckelt werden. Deswegen werden in diesem Abschnitt die für die Schallgeschwindigkeiten
benötigten Zustandsgrößen in der entsprechenden Ordnung in T berechnet.
Aus dem Kapitel 4 ist der Druck in Abhängigkeit von der Temperatur T und dem che-
mischen Potential µ in (4.49) gegeben. Dieser soll bis zur zweiten Ordnung für T in
Abhängigkeit von der Massendichte ρ aus (5.2) dargestellt werden. Die Gleichung (4.52)
wird in Gleichung (4.49) eingesetzt und zusammen mit der Definition (5.2) ergibt sich
in erster Ordnung in η:
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womit nun die Ableitung des Drucks nach der Massendichte bei konstanter Temperatur
möglich ist:
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Weil keine Temperaturabhängigkeit gegeben ist, gilt auch:
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T
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So bleiben nur noch die Entropie und die Dichteverhältnisse auszurechnen. Zunächst soll
die Entropie aus (4.46) in Abhängigkeit von der Massendichte ρ und mit der Normierung
(5.3) angegeben werden:
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wobei hier die Entwicklung in der sechsten Ordnung in der Temperatur T durchgeführt
wird. Weiterhin wird die spezifische Wärmekapazität cν benötigt, die folgendermaßen
definiert ist [19, S. 18]:

cν = T

(

∂s̄
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ρ

. (5.12)
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Zusammen mit (5.11) ergibt sich dann:
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Das Verhältnis der superfluiden Dichte zu der normalfluiden Dichte erfordert eine ge-
nauere Betrachtung, denn die normalfluide Dichte, die explizit mit (4.68) gegeben ist,
steht in dem Verhältnis im Nenner:
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so dass eine Tieftemperaturentwicklung durchzuführen ist. Für kleine x gilt:
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kann für kleine Temperaturen gewonnen werden. Analog dazu wird auch das multipli-
kativ Inverse der Wärmekapazität entwickelt:

1

cν
=
λ6

dB

η

1

kB

15

2
π−

7
2m− 3

2 ρ
5
2 a

3
2

1

I
(

ǫdd,−3
2

)

×
{

1 +
1

λ4
dB

25π2

56
m2ρ−2a−2 I

(

ǫdd,−7
2

)

I
(

ǫdd,−3
2

)

}

+ ... . (5.17)

So lautet der benötigte Term in der T 2-Entwicklung der Schallgeschwindigkeiten:
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5.3 Kopplung der ersten zwei Schallgeschwindigkeiten

Die Gleichung (5.7) für die ersten beiden Schallgeschwindigkeiten kann nun zusammen
mit den entsprechenden Gleichungen (5.9) und (5.18) als Dispersionsrelationen angege-
ben werden. Da die Terme allerdings unübersichtlich sind, soll zunächst die Systematik
dargestellt werden. Dafür werden die Gleichungen (5.9) und (5.18) in ihren Temperatur-
ordnungen umbenannt:

A0 :=
(

∂p
∂ρ

)

T oder s̄
,

B0 +B2T
2 := T s̄2

cν

(

ρs

ρn

)⊥
sin2 θ + T s̄2

cν

(

ρs

ρn

)‖
cos2 θ . (5.19)

Die Lösungen der Schallgeschwindigkeiten sind in dieser Notation:

ω2
1/2 =k2 1

2

(

A0 +B0 +B2T
2
)

± k2

√

1

4
(A0 +B0 +B2T 2)2 −A0 (B0 +B2T 2)

=k2

[
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2

(

A0 +B0 +B2T
2
)

± 1

2
|A0 −B0|

√

1 − 2B2T 2

|A0 −B0|

]

. (5.20)

Jetzt ist zu untersuchen, an welchen Stellen sich A0 und B0 schneiden. Aus den Glei-
chungen (5.9), (5.18) und (5.19) ist:

A0 (ǫdd, θ) =
gn

m

[

1 − ǫdd + 3ǫdd cos2 θ +
16√
π

√
γI

(

ǫdd,
5

2

)]

, (5.21)

B0 (ǫdd, θ) =
gn

m

1

3

[

1 − ǫdd + 3ǫdd cos2 θ
]

, (5.22)

wobei sich die θ-Abhängigkeit in A0 aus (4.7) ergibt. Es ist erkennbar, dass für alle Werte
für ǫdd sowie für γ-Werte in dem Gültigkeitsbereich, der in Abbildung 4.3 dargestellt ist,
stets gilt:

A0 (ǫdd, θ) > B0 (ǫdd, θ) . (5.23)
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5 Schallgeschwindigkeiten

Dadurch vereinfacht sich die Gleichung (5.20) und nach einer Tieftemperaturentwicklung
der Wurzelfunktion ist

ω2
1/2 =k2

[

1

2
(A0 +B0 +B2T

2) ± 1

2
(A0 −B0)

(

1 − B2T
2

A0 −B0
+ ...

)]

=k2

[

1 ± 1

2
A0 +

1 ∓ 1

2
(B0 +B2T

2)

]

+ ... . (5.24)

Hier ist zu erkennen, dass keine Kopplung in einer Temperaturentwicklung bis zur zwei-
ten Ordnung stattfindet. Denn die Lösungen der beiden Dispersionsrelationen ω2

1/2 er-
geben:

ω2
1 =k2A0 , (5.25)

ω2
2 =k2

(

B0 +B2T
2
)

(5.26)

und können wegen der Notation (5.19) auf eine reine Druckwelle und eine reine Entro-
piewelle zurückgeführt werden.
Die Dispersionsrelationen (5.24) enthalten aber noch eine θ-Abhängigkeit, die sich aus
dem Vektor (5.4) und der tensoriellen Schallgeschwindigkeit wie folgt ergibt:
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. (5.27)

An dieser Stelle ist noch zu beachten, dass die θ-Abhängigkeit in der Druckwelle ω2
1, wie

oben beschrieben, aus der Wechselwirkung V0 aus (4.7) entsteht. Dagegen bekommt die
Entropiewelle ω2

2 diese Abhängigkeit aus der im Abschnitt 4.8 beschriebenen richtungs-
abhängigen normalfluiden bzw. superfluiden Dichten.
Nach der Systematik (5.27) ergeben sich die Schallgeschwindigkeiten aus den Gleichun-
gen (5.9) und (5.18). Werden die Funktionen J⊥/‖ (ǫdd, α) aus (4.72) eingesetzt, gilt für
die senkrechte und parallele Richtung:
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5.3 Kopplung der ersten zwei Schallgeschwindigkeiten

Eine ähnliche Darstellung der ersten Schallgeschwindigkeiten
(

u
⊥/‖
1

)2
ist auch in [17]

und [18] zu finden.
Da die Druckwellen hier noch keine Temperaturabhängigkeit besitzen, kann der rich-
tungsabhängige Vergleich der Schallwellen nur im Grenzfall T = 0 stattfinden. In die-
sem Fall kann der Wertebereich des Gasparameters γ in Abhängigkeit von ǫdd aus der
Gleichung (4.39) entnommen werden. So sind die ersten zwei Schallgeschwindigkeiten in
senkrechter und paralleler Richtung graphisch dargestellt:
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Abbildung 5.1:
(

u1/2

)2
-Funktionen aus (5.28) in Abhängigkeit von ǫdd bei T = 0, in

senkrechter Richtung ⊥ (links) und paralleler Richtung ‖ (rechts), die
Druckwelle (gefärbte Fläche) mit den γ-Werten aus (4.39) (rot bis blau)
und die Entropiewelle (grün).

Aus den ersten zwei Schallgeschwindigkeiten ergeben sich vier, weil sich sowohl die
Druckwelle als auch die Entropiewelle wegen der anisotropen Wechselwirkung jeweils
in zwei Komponenten aufteilen. Sowohl an der Abbildung 5.1 als auch an den Gleichun-
gen (5.28) ist erkennbar, dass die Entropiewelle bei T = 0 nicht von dem Gasparameter
γ abhängt. Die Eigenwertgleichung (5.1) gibt jedoch keine Auskunft darüber, ob es sich
hier um transversale oder longitudinale Wellen handelt. Hierfür werden die Eigenvekto-
ren der vier Schallgeschwindigkeiten benötigt. Das Resultat aus [32] ist, dass alle vier
Wellen longitudinal sind, d.h., dass die Aufteilung in die senkrechte ⊥ und parallele ‖
Komponente die Ausbreichtungsrichtung der Welle bezogen auf die Vorzugsrichtung der
Dipole darstellt.
Es ist noch zu beachten, dass in dem Grenzfall alleiniger Kontaktwechselwirkung (ǫdd =
0) die Aufteilung verschwindet.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Bachelorarbeit ist ein homogenes Bose-Gas mit einer anisotropen
Wechselwirkung diskutiert worden. Die Bogoliubov-Theorie ermöglichte eine mikrosko-
pische Beschreibung des Systems mit Hilfe der Zweiten Quantisierug und führte über
die Diagonalisierung des Hamilton-Operators zu einer detaillierten thermodynamischen
Behandlung. Aus der Landau-Theorie über Phasenübergänge zweiter Ordnung, die aus
phänomenologischen Betrachtungen folgt, konnten die entsprechenden Zustandsgrößen
berechnet werden. Für die spezielle Anisotropie der dipolaren Wechselwirkung konnten
dann im Kapitel 5 die Zustandsgrößen dazu verwendet werden, hydrodynamische Eigen-
schaften, die aus dem Zwei-Flüssigkeiten-Modell hervorgehen, zu beschreiben.
Die wichtigsten Annahmen für ein BEC wurden im Kapitel 2 zusammengestellt. Die
Anzahl der Teilchen im Grundzustand dominiert das System gemäß (2.19), so dass die
Interaktion zwischen zwei Teilchen in angeregten Zuständen unwahrscheinlich ist. Da-
mit ergibt die Näherung des Wechselwirkungsterms im Hamilton-Operator (2.17) für
diesen Fall nur noch sechs Terme, die dann genauer betrachtet werden müssen. In allen
sechs Termen befinden sich die Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren im Zustand
k = 0 in quadratischer oder in quartischer Form, was auf eine weitere Annahme für
das BEC führt. Denn da die Anzahl der Teilchen im Grundzustand dominiert, ist ein
Verschwinden oder Entstehen eines einzigen Teilchens im Grundzustand für ein ther-
modynamisches System nicht mehr von Bedeutung, was sich in der c-Zahl-Näherung
widerspiegelt. So dient der Grundzustand in der Bogoliubov-Theorie als ein Reservoir
an Teilchen und durch die Wechselwirkung auch an Anregungen. Das Ergbnis dieser
Annahmen ist ein Hamilton-Operator, der nicht mehr quartisch sondern nur noch qua-
dratisch in den Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren b̂k 6=0 ist. In der weiteren Be-

handlung des Hamilton-Operators wird eine lineare Transformation der Operatoren b̂k
und b̂†k durchgeführt. Wegen der Linearität werden die physikalischen Eigenschaften, wie
die Teilchenzahl, nicht mehr verändert, und doch kann der Hamilton-Operator durch die
Transformation mit zwei frei wählbaren Parametern u und v diagonalisiert werden. Zum
Schluss entsteht ein Hamilton-Operator, der einer Summe von harmonischen Oszillato-
ren gleicht, wodurch sich der Aufbau der großkanonischen Zustandssumme vereinfacht.
Die Landau-Theorie wurde ursprünglich für Phasenübergänge zweiter Ordnung entwi-
ckelt, was hier genau zutrifft. Denn die U(1)-Eichsymmetrie, die aus dem Kapitel 2
hervorgeht, impliziert, dass der Variationsparameter n0 unabhängig von der Phase der
Grundzustandswellenfunktion ist. Desweiteren wird hier die Bedingung eines Gleichge-
wichts verwendet, indem die Ableitung das effektiven Potentials Veff nach der Kondensat-
dichte n0 zu Null gesetzt wird. An dieser Stelle ist das Ergebniss von Gross-Pitaevskii
schnell ersichtlich und die weiteren Terme können als zusätzliche Störung angesehen
werden. Die Störung hat den Ursprung zum Einen im Wechselwirkungsterm aus der
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Bogoliubov-Theorie und zum Anderen im Übergang in das großkanonische Ensemble.
Deswegen können diese Terme als Quantenfluktuationen und als thermische Fluktua-
tionen bezeichnet werden. Aus diesem Grund kann der künstliche Kleinheitsparameter
η eingeführt werden, der die Berechnung weiterer Zustandsgrößen störungstheoretisch
ermöglicht.
Die wichtigsten Ergebnisse der Kapitel 2 und 3 sind die freie Energie und die Konden-
satentleerung. Die freie Energie ist ein thermodynamisches Potential, aus dem durch
eine Legendre-Transformation andere thermodynamische Potentiale ausgerechnet wer-
den können. Es ist auch möglich, Zusammenhänge zu weiteren Zustandsgrößen über die
Maxwell-Relationen zu erhalten.
Die Kondensatentleerung spielt eine zentrale Rolle bei dem Phasenübergang zu einem
BEC. Denn die Besetzung des quantenmechanischen Grundzustands von einer makro-
skopischen Anzahl an Teilchen ist eine Vorraussetzung dieses Aggregatzustands. Anhand
der hier berechneten Kondensatentleerung kann der Einfluss der Wechselwirkung auf
das Kondensat angegeben werden. Nach dem Übergang zum thermodynamischen Limes
konnte dann gerade anhand der Kondensatentleerung der Gültigkeitsbereich der Theorie
untersucht werden.
Alle Resultate in den Kapiteln 2 und 3 sind mit einer allgemeinen Wechselwirkung verse-
hen, wodurch die Möglichkeit besteht, beliebige Wechselwirkungsarten einzusetzen. Erst
ab dem Kapitel 4 findet die Anwendung auf die dipolare Wechselwirkung statt, wobei
die Kontaktwechselwirkung aus Stabilitätsgründen auch mitbetrachtet werden muss. Das
Zusammenspiel zwischen den zwei Wechselwirkungsarten wird durch die relative Wech-
selwirkungsstärke ǫdd widergegeben, die wegen des Übergangs zum thermodynamischen
Limes und durch den Wechsel in Kugelkoordianten in den Funktionen I (ǫdd, α) auftritt.
Diese werden deswegen diskutiert und graphisch dargestellt. Es ist auffällig, dass die
I (ǫdd, α)-Funktionen für negative α-Werte, die im Abschnitt 4.2 ausgeführt sind, im Li-
mes ǫdd → 1 divergieren. Diese Eigenschaft überträgt sich auf die Zustandsgrößen und
ist in der Tieftemperaturentwicklung schon in den niedriegsten Termen in der Tempera-
turentwicklung zu finden.
Die Betrachtung der ersten zwei Schallgeschwindigkeiten schließt die Bachelorarbeit mit
einer Anwendung der ausgerechneten Zustandsgrößen auf ein hydrodynamisches System
ab. Dabei ist zu erkennen, dass die Entropiewelle bis zur sechsten Ordnung der Tempe-
ratur berechnet werden muss, um die Schallgeschwindigkeiten in quadratischer Ordnung
anzugeben. So wäre auch die achte Ordnung nötig, um den quartischen Term auszurech-
nen, bei dem sich erst die Kopplung zwischen der Druck- und der Entropiewelle zeigen
würde.
In einer Weiterführung dieser Theorie könnte also unmittelbar die vierte Ordnung in
T bei den Schallgeschwindigkeiten ausgerechnet werden. Aus dem Zwei-Flüssigkeiten-
Modell sind aber noch drei weitere Schallgeschwindigkeiten bekannt, deren Eigenschaften
für das homogene anisotrope Bose-Gas ausgerechnet werden können, sowie verschiedene
Antwortkoeffizienten, wie die Kompressibilität und der Ausdehnungskoeffizient. In allen
diesen Größen ist der Einfluss der Anisotropie und die Entwicklung des Systems mit
steigender Temperatur von besonderem Interesse. Zusätzlich ist ein wichtiges Problem
die Fortsetzung der Bogoliubov-Theorie in der Nähe der kritischen Temperatur, also im
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Bereich T ≈ T
(0)
c , was mit nicht perturbativen Methoden der Referenz [33] möglich wäre.

Ferner ist noch anzumerken, dass das homogene Bose-Gas experimentell nicht zu ver-
wirklichen ist. Zum Einen muss sich das Gas immer in einer Falle befinden, so dass es
sich um ein inhomogones Gas handelt. Zum Anderen finden die Experimente mit Bose-
Einstein-Kondensaten mit vergleichbar wenigen Teilchen statt, so dass eine Homogenität
in Teilen des Gesamtsystems schwer anzunehmen ist. Daher wäre es aus experimentel-
ler Sicht notwendig, die hier durchgeführten Berechnungen für das homogene dipolare
Bose-Gas auf eine harmonische Falle hin zu erweitern.
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