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Wenn die Naturgesetze vorgegeben sind,ist die Frage nach ihren Symmetrien einwichtiger Gegenstand der Forschung.H. Genz





Zusammenfassung
Die absolute, wahre und mathematischeZeit verflie�t an sich und verm�oge ihrerNatur gleichf�ormig, und ohne Beziehungauf irgendeinen �au�eren Gegenstand.I. Newton (1643 { 1727)

In der nichtrelativistischen klassischen Mechanik und in der nichtrelativistischenQuantenmechanik sieht man die Zeit im Sinne Newtons als gleichf�ormig flie�ende,absolute physikalische Gr�o�e an, die die Trajektorien im Konfigurationsraum unddie Zustandsvektoren im Hilbert-Raum parametrisiert. Diese passive Rolle der Zeitwird dadurch unterstrichen, da� bei kanonischen oder bei unit�aren Transformatio-nen keine Ver�anderungen der Zeit betrachtet werden. Das Ziel der vorliegendenArbeit besteht darin, die Eigenschaften solcher nichtkanonischen und nichtunit�arenTransformationen zu untersuchen, die eine lokale Reparametrisierung der Trajek-torien im Konfigurationsraum und der Zustandsvektoren im Hilbert-Raum zulas-sen. Die physikalische Bedeutung dieser sogenannten nichtintegrablen Raum-Zeit-Transformationen besteht darin, da� sie die nichtrelativistische klassische Mechanikund die nichtrelativistischeQuantenmechanik forminvariant lassen und dadurch Ab-bildungen zwischen verschiedenen klassischen oder quantenmechanischen Systemenerm�oglichen.Der theoretische Teil der Arbeit f�uhrt mit Kapitel 1 in die grundlegenden Konzeptenichtintegrabler Raum-Zeit-Transformationen ein. Anschlie�end wird in Kapitel 2und in Kapitel 3 systematisch untersucht, wie nichtintegrable Raum-Zeit-Transfor-mationen in der klassischen Mechanik und in der Quantenmechanik durchgef�uhrtwerden k�onnen. Einem wissenschaftstheoretischen Gedanken Feynmans [34, 36]folgend wird mit Hilfe unterschiedlicher mathematischer Methoden bewiesen, da�alle Standardformulierungen dieser beiden physikalischen Theorien unter nichtinte-grablen Raum-Zeit-Transformationen invariant sind. Dabei zeigt sich sowohl inder Newtonschen, Lagrangeschen und Hamiltonschen Mechanik als auch in derSchr�odingerschen, Feynmanschen und Heisenbergschen Quantenmechanik, da� manimmer dieselben klassischen oder quantenmechanischen Transformationsvorschrif-ten f�ur die jeweiligen physikalischen Gr�o�en erh�alt. Im Falle einer nichtrelativisti-17



18 Zusammenfassungschen Punktmasse, die sich auf einer Riemann-Mannigfaltigkeit unter dem Einflu��au�erer Potentiale bewegt, stimmen sogar die quantenmechanischen Transforma-tionen der Metrik und des Vektorpotentials mit den klassischen �uberein. Dem-gegen�uber enth�alt die quantenmechanische Transformation des skalaren Potenti-als neben dem klassischen Beitrag noch einen zus�atzlichen Term, der vom Qua-drat des Planckschen Wirkungsquantums abh�angt. Anhang B zeigt unter Ver-wendung der Riemann-Cartan-Differentialgeometrie, da� dieser zus�atzliche Termmit derjenigen Kr�ummung und Torsion der Raum-Zeit-Struktur �ubereinstimmt, diedurch die nichtintegrable Raum-Zeit-Transformation hervorgerufen wird. Au�er-dem erm�oglicht Anhang A durch eine gleichberechtigte Behandlung von Raum- undZeitkoordinaten im Rahmen der Diracschen Formulierung der klassischen Mecha-nik, nichtintegrable Raum-Zeit-Transformationen als verallgemeinerte kanonischeTransformationen zu identifizieren.Der anwendungsorientierte Teil der Arbeit besch�aftigt sich mit den Eigenschaftender Abbildungen, die nichtintegrable Raum-Zeit-Transformationen in einer Raum-dimension zwischen verschiedenen klassischen oder quantenmechanischen Systemenerm�oglichen. Zun�achst wird in Kapitel 4 anhand eines nichttrivialen Beispielesdemonstriert, da� diese Abbildungen zu neuen Methoden f�uhren, mit denen sichTrajektorien und kausale Propagatoren berechnen lassen. Dann wird in Kapitel5 untersucht, wie sich nichtintegrable Raum-Zeit-Transformationen auf die Abbil-dung quantenmechanischer Spektraldaten auswirken. Eine Verallgemeinerung derSommerfeld-Watson-Transformation der Streutheorie zeigt durch eine analytischeFortsetzung bez�uglich der Quantenzahl, da� sowohl eine eineindeutige Abbildungzwischen diskreten Spektraldaten als auch eine Konvertierung von diskreten in kon-tinuierlichen Spektraldaten vorliegen kann. In Kapitel 6 werden die nichtintegrablenRaum-Zeit-Transformationen um die Identit�at entwickelt. Dies er�offnet einen neuenZugang zur zeitunabh�angigen St�orungstheorie, da sich dadurch das ungest�orte Sy-stem auf das gest�orte System abbilden l�a�t. Im Unterschied zur konventionellenSt�orungstheorie stellt sich heraus, da� die gest�orten Energieeigenwerte mit Hilfevon Rekursionsformeln ohne Kenntnis der ungest�orten Energieeigenfunktionen be-rechnet werden k�onnen.Abschlie�end diskutiert Kapitel 7, welche Fragestellungen zur Theorie und Anwen-dung nichtintegrabler Raum-Zeit-Transformationen auf der Grundlage der vorlie-genden Arbeit in Zukunft untersucht werden k�onnten.



Teil IZur Theorie nichtintegrablerRaum-Zeit-Transformationenin mehreren Raumdimensionen
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Kapitel 1Einleitung
Symmetrie, ob man ihre Bedeutung weitoder eng fa�t, ist eine Idee, verm�oge dererder Mensch durch die Jahrtausende seinerGeschichte versucht hat, Ordnung, Sch�onheit undVollkommenheit zu begreifen und zu schaffen.H. Weyl (1885 { 1955)

Die Einleitung vermittelt auf historischem Wege eine Einf�uhrung in die grundle-genden Konzepte nichtintegrabler Raum-Zeit-Transformationen. Dabei werden dieUnterschiede und die Gemeinsamkeiten der Fragestellungen herausgearbeitet, diezur Entwicklung nichtintegrabler Raum-Zeit-Transformationen in der klassischenMechanik und in der Quantenmechanik beigetragen haben.Abschnitt 1.1 schildert, da� nichtintegrable Raum-Zeit-Transformationen in derklassischen Mechanik eingef�uhrt wurden, um Singularit�aten im N -K�orperproblemzu regularisieren, die vom Zusammensto� mehrerer K�orper herr�uhren. Dieses Ver-fahren wird exemplarisch anhand der Kustaanheimo-Stiefel-Transformation [88] dis-kutiert, die das zum 2-K�orperproblem analoge dreidimensionale Kepler-Problemauf den vierdimensionalen harmonischen Oszillator abbildet und dadurch die Sin-gularit�at im Ursprung entfernt. In Abschnitt 1.2 wird dargestellt, da� nichtin-tegrable Raum-Zeit-Transformationen in der Quantenmechanik urspr�unglich ver-wendet wurden, um Pfadintegrale auch f�ur singul�are Potentiale explizit auswertenzu k�onnen. So erm�oglicht die Duru-Kleinert-Transformation [25, 26] durch An-wendung der Kustaanheimo-Stiefel-Transformation [88], das Pfadintegral des sin-gul�aren dreidimensionalen Wasserstoffatoms auf das Pfadintegral des vierdimensio-nalen harmonischen Oszillators abzubilden und damit zu regularisieren. Abschnitt1.3 fa�t die Gemeinsamkeit beider Beispiele zusammen, da� nichtintegrable Raum-Zeit-Transformationen Abbildungen zwischen verschiedenen klassischen oder quan-tenmechanischen Systemen erm�oglichen k�onnen. Au�erdem wird das Ziel der vor-liegenden Arbeit vorgestellt, diese interessante Eigenschaft nichtintegrabler Raum-Zeit-Transformationen anhand einer eng umrissenen Problemstellung n�aher zu un-tersuchen. 21



22 Kapitel 1. Einleitung1.1 Klassische MechanikDas N -K�orperproblem der klassischen Mechanik im engeren Sinne besteht darin,f�ur beliebig vorgegebene Anfangswerte die Trajektorien von N Punktmassen zubeschreiben, die sich nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz gegenseitig anzie-hen. Trotz der Bem�uhungen hervorragender Mathematiker und Physiker ist es bisheute nicht gelungen, dieses Problem f�ur N > 2 zu l�osen. Die gr�o�te Schwie-rigkeit r�uhrt dabei daher, etwaige Zusammenst�o�e von K�orpern, die aufgrund dessingul�aren Newtonschen Gravitationspotentials m�oglich sind, ad�aquat zu behandeln[118, S. 21].Einige Fortschritte wurden gegen Ende des vergangenen Jahrhunderts erzielt, alsder damalige K�onig von Schweden und Norwegen auf Anregung des MathematikersMittag-Le�ler einen Preis f�ur die L�osung der Aufgabe stiftete, eine f�ur alle Zeiteng�ultige Reihenentwicklung der Raumkoordinaten der N Punktmassen zu finden.Der Preis wurde 1889 Poincar�e zuerkannt, obwohl auch er die gestellte Aufgabenicht l�osen konnte. Seine Preisschrift [105] enth�alt jedoch eine F�ulle von originellenIdeen, die f�ur die weitere Entwicklung der Mathematik und der klassischen Mecha-nik von Bedeutung waren. So untersuchte Poincar�e beispielsweise, wie sich eineReparametrisierung von Trajektorien durch eine Transformation der Zeitkoordinateauf Integralinvarianten auswirkt [105, S. 64]. Dabei setzte er nicht voraus, da�die Beziehung zwischen der urspr�unglichen Zeitkoordinate t und der neuen Zeitko-ordinate s explizit bekannt ist. Vielmehr nahm er an, da� deren infinitesimalenVer�anderungen dt und ds zueinander proportional sind und da� eine positive Pro-portionalit�atskonstante f(q) stetig differenzierbar von den Raumkoordinaten q allerPunktmassen abh�angen kann: dtds = f(q) : (1.1)Damit definierte Poincar�e eine lokale, das hei�t eine von Raumpunkt zu Raumpunktvariierende Zeittransformation.1913 gelang Sundman mit Hilfe des Poincar�eschen Ansatzes (1.1), die Preisfragezum N -K�orperproblem im Falle N = 3 zu l�osen [126]. Dazu w�ahlte er die Funk-tion f(q) so, da� die urspr�ungliche Zeitkoordinate t und die Raumkoordinaten qder drei Punktmassen als Funktion der neuen Zeitkoordinate s auch noch beimZusammensto� zweier oder aller drei K�orper regul�ar bleiben. Dadurch gewann er



1.1. Klassische Mechanik 23Reihenentwicklungen von t und q nach Potenzen von s, die den gesamten Bewe-gungsvorgang darstellen [118, Kap. 1]. Leider l�a�t sich diese Sundmansche Regula-risierungsmethode nicht zur L�osung der Preisfrage f�ur N > 3 ausdehnen, da dannetwaige Zusammest�o�e von drei K�orpern zu wesentlichen Singularit�aten f�uhren [118,S. 69].1965 zeigten Kustaanheimo und Stiefel, da� eine Poincar�esche Zeittransformationzusammen mit einer geeigneten Raumtransformation auch zur Regularisierung sin-gul�arer Potentiale verwendet werden kann [88]. Hierzu untersuchten sie das zum2-K�orperproblem analoge Kepler-Problem, dessen Singularit�at im Ursprung demZusammensto� zweier K�orper entspricht. Zun�achst erg�anzten sie die drei Raumko-ordinaten q 1, q 2, q 3 durch eine Hilfskoordinate q 4, die der Nebenbedingungq 4 = 0 (1.2)unterworfen wird. Dann f�uhrten sie eine lokale Transformation von den urspr�ungli-chen vier Raumkoordinaten q i mit i = 1; 2; 3; 4 zu vier neuen Raumkoordinaten Q�mit � = 1; 2; 3; 4 durch, die quaternionische Quadratwurzeln darstellen [16, 87, 88]:dq i = e i�(Q) dQ� : (1.3)Das dabei auftretende 4-Bein e i�(Q) ist durch0BBBBB@ e 11(Q) e 12(Q) e 13(Q) e 14(Q)e 21(Q) e 22(Q) e 23(Q) e 24(Q)e 31(Q) e 32(Q) e 33(Q) e 34(Q)e 41(Q) e 42(Q) e 43(Q) e 44(Q) 1CCCCCA = 2 0BBBBB@ Q 1 �Q 2 �Q 3 Q 4Q 2 Q 1 �Q 4 �Q 3Q 3 Q 4 Q 1 Q 2Q 4 �Q 3 Q 2 �Q 1 1CCCCCA (1.4)definiert und erf�ullt f�ur i = 1; 2; 3 die Schwarzsche Integrabilit�atsbedingung [8,S. 568], [66, S. 385] @� e i�(Q) � @� e i�(Q) = 0 : (1.5)Demnach ist die Raumtransformation (1.3), (1.4) f�ur i = 1; 2; 3 integrabel, so da�die Beziehung zwischen den drei urspr�unglichen Raumkoordinaten q 1, q 2, q 3 undden vier neuen Raumkoordinaten Q 1, Q 2, Q 3, Q 4 nicht nur lokal, sondern sogarglobal angegeben werden kann:q 1(Q) = �Q 1�2 � �Q 2�2 � �Q 3�2 + �Q 4�2 ;q 2(Q) = 2 �Q 1Q 2 � Q 3Q 4 � ; (1.6)q 3(Q) = 2 �Q 1Q 3 + Q 2Q 4 � :



24 Kapitel 1. EinleitungDemgegen�uber gen�ugt das 4-Bein e i�(Q) f�ur i = 4 nicht der Schwarzschen Integra-bilit�atsbedingung, da beispielsweise@4 e 41(Q) � @1 e 44(Q) = 4 ; @3 e 42(Q) � @2 e 43(Q) = � 4 (1.7)gilt. Dies bedeutet, da� die Raumtransformation (1.3), (1.4) f�ur i = 4 nichtinte-grabel ist und als lokale Beziehung zwischen der Hilfskoordinate q 4 sowie den vierneuen Raumkoordianten Q 1, Q 2, Q 3, Q 4 kein globales Gegenst�uck besitzt. Nach(1.2){(1.4) hat das zur Folge, da� die neuen Raumkoordinaten einer nichtholonomenNebenbedingung [45, S. 44], [92, S. 143] unterliegen:Q 4 dQ 1 � Q 3 dQ 2 + Q 2 dQ 3 � Q 1 dQ 4 = 0 : (1.8)Damit arbeiteten Kustaanheimo und Stiefel eine Raumtransformation (1.3), (1.4)in das Kepler-Problem ein, die insgesamt als nichtintegrabel anzusehen ist. An-schlie�end f�uhrten sie eine Poincar�esche Zeittransformationdtds = f(Q) (1.9)durch, wobei sie mit Hilfe vonf(Q) = 4 � �Q 1�2 + �Q 2�2 + �Q 3�2 + �Q 4�2 � (1.10)die Zeitkoordinate t durch eine neue Zeitkoordinate s ersetzten, die der exzentrischenAnomalie des Kepler-Problems [124, S. 38] entspricht. Fa�t man die Zeitkoordinatent, s und die Raumkoordinaten q i, Q� zu Raum-Zeit-Koordinatenq a = 8<: t ; a = 0 ;q i ; a = i = 1; 2; 3; 4 ; (1.11)Q� = 8<: s ; � = 0 ;Q� ; � = � = 1; 2; 3; 4 (1.12)zusammen, so gehen (1.3), (1.4) und (1.9), (1.10) in die lokale Raum-Zeit-Transfor-mation d q a = e a�(Q ) dQ� (1.13)�uber. Dabei tritt mit0@ e 00(Q ) e 0�(Q )e i0(Q ) e i�(Q ) 1A = 0@ f(Q) 00 e i�(Q) 1A (1.14)ein 5-Bein e a�(Q ) auf, das nach (1.4), (1.10) weder f�ur den zeitlichen Index a = 0@� e 00(Q ) � @0 e 0�(Q ) = 8Q� (1.15)



1.2. Quantenmechanik 25noch f�ur den r�aumlichen Index a = 4@4 e 41(Q ) � @1 e44(Q ) = 4 ; @3 e42(Q ) � @2 e 43(Q ) = � 4 (1.16)der Schwarzschen Integrabilit�atsbedingung gen�ugt. Deshalb ist nicht nur die Raum-transformation (1.3), (1.4), sondern auch die Poincar�esche Zeittransformation (1.9),(1.10) als nichtintegrabel zu bezeichnen. Beide sind nur lokal definiert, globale For-mulierungen sind nicht angebbar.Kustaanheimo und Stiefel konnten zeigen, da� die nichtintegrable Raum-Zeit-Trans-formation (1.3), (1.4), (1.9), (1.10) das dreidimensionale Kepler-Problem auf denvierdimensionalen harmonischen Oszillator abbildet [88]. Dabei wurden sowohl diePotentiale als auch die Trajektorien beider Systeme ineinander �uberf�uhrt. DieKustaanheimo-Stiefel-Transformation diente urspr�unglich zur Regularisierung desdreidimensionalen Kepler-Problems, da sie dessen Singularit�at im Ursprung ent-fernt. Au�erdem erm�oglichte sie die Entwicklung eines numerisch stabilen Algorith-mus, mit dem Satellitenprobleme der Himmelsmechanik st�orungstheoretisch behan-delt werden k�onnen [77, 88, 124].1.2 QuantenmechanikIm Laufe der Entwicklung der Quantenmechanik gelang es, den atomaren Auf-bau der Materie mit Hilfe grunds�atzlich verschiedener mathematischer Konzepte zubeschreiben. Die Heisenbergsche Matrizenmechanik und die Schr�odingersche Wel-lenmechanik stellen lokale Formulierungen der Quantenmechanik dar. Ausgehendvon der Hamilton-Funktion der klassischen Mechanik wird heuristisch ein Hamilton-Operator konstruiert, der die Dynamik von Operatoren und von Zustandsvektorenbestimmt [112, 113, 114]. Demgegen�uber erm�oglicht die Feynmansche Pfadintegral-formulierung einen globalen Zugang zur Quantenmechanik, bei dem die klassischeWirkung entlang aller m�oglichen Wege in der Raum-Zeit gemittelt wird [20, 21, 32].Obwohl alle drei Formulierungen der Quantenmechanik mathematisch �aquivalentsind, konnte das Feynmansche Pfadintegral �uber viele Jahre hinweg nur f�ur einfacheSysteme, wie zum Beispiel f�ur das freie Teilchen oder f�ur den harmonischen Oszil-lator, analytisch berechnet werden [33, 116]. Das lag zum einen an der prinzipiel-len mathematischen Schwierigkeit, im zeitgegitterten Pfadintegral einen Grenzwert



26 Kapitel 1. Einleitungunendlich vieler Integrale explizit auszuwerten. Zum anderen bestand das Pro-blem, da� das urspr�unglich von Feynman angegebene zeitgegitterte Pfadintegral,das auf der Trotter-Produktformel beruht, nicht auf die physikalisch interessantensingul�aren Potentiale anwendbar ist [82, Kap. 12], [108, S. 37]. Beispielsweise ge-lang es in der Feynmanschen Quantenmechanik zun�achst nicht, das dreidimensionaleWasserstoffatom zu behandeln, das gerade den Erfolg der Heisenbergschen Matri-zenmechanik und der Schr�odingerschen Wellenmechanik begr�undet hatte [82, S. IX].Diese Schwierigkeiten motivierten Duru und Kleinert 1979, eine neue Methode zuentwickeln, mit der sich Pfadintegrale explizit auswerten lassen [25, 26]. Sie kom-binierten Poincar�esche Zeittransformationen mit entsprechenden Raumtransforma-tionen zu lokalen Reparametrisierungen von Pfaden, die bislang unbekannte Pfad-integrale auf bereits bekannte Pfadintegrale zur�uckf�uhrten. Durch Wahl geeigneternichtintegrabler Raum-Zeit-Transformationen war es insbesondere m�oglich, Pfadin-tegrale so zu transformieren, da� singul�are Potentiale regularisiert wurden.Um die Anwendbarkeit ihrer Methode zu demonstrieren, zeigten Duru und Kleinert,da� die Kustaanheimo-Stiefel-Transformation [88] das bis dahin ungel�oste Pfad-integral des singul�aren dreidimensionalen Wasserstoffatoms auf das Pfadintegraldes vierdimensionalen harmonischen Oszillators abbilden kann [25, 26]. Auf dieseWeise reproduzierten sie eine Integraldarstellung f�ur die Greensche Funktion desWasserstoffatoms, die zuvor schon von Hostler [68] im Rahmen der Schr�odingerschenQuantenmechanik gefunden worden war. Au�erdem pr�azisierten sie das gruppen-theoretische Ergebnis [2, S. 62], [78], da� zwischen dem dreidimensionalen Wasser-stoffatom und dem vierdimensionalen harmonischen Oszillator aufgrund der ge-meinsamen dynamischen SymmetriegruppeO(4; 2) [2, 3, 49] eine Beziehung besteht.Die Duru-Kleinert-Transformation dient heute als Vorbild, die Pfadintegrale zahl-reicher Standardprobleme mit Hilfe nichtintegrabler Raum-Zeit-Transformationenzu berechnen [54, 69, 76, 82].1.3 ProblemstellungAus der historischen �Ubersicht in den beiden vorangegangenen Abschnitten gehthervor, da� nichtintegrable Raum-Zeit-Transformationen in der klassischen Mecha-nik und in der Quantenmechanik urspr�unglich entwickelt worden sind, um singul�are



1.3. Problemstellung 27Potentiale zu regularisieren. So dienen die Kustaanheimo-Stiefel-Transformationund die Duru-Kleinert-Transformation dazu, das dreidimensionale Kepler-Problemund das dreidimensionale Wasserstoffatom auf den vierdimensionalen harmonischenOszillator abzubilden und damit zu regularisieren. Sieht man einmal von der Be-sonderheit ab, da� dabei die r�aumliche Dimension ver�andert wird, dann demon-strieren beide Beispiele, da� nichtintegrable Raum-Zeit-Transformationen interes-sante Abbildungen zwischen verschiedenen klassischen oder quantenmechanischenSystemen erm�oglichen. Deshalb hat die vorliegende Arbeit das Ziel, anhand einereng umrissenen Problemstellung der Frage nachzugehen, inwieweit nichtintegrableRaum-Zeit-Transformationen generell dazu in der Lage sind, zwei klassische oderzwei quantenmechanische Systeme miteinander zu verbinden, die gew�ohnlich un-abh�angig voneinander behandelt werden.In Kapitel 2 und in Kapitel 3 werden die unterschiedlichen Formulierungen derklassischen Mechanik und der Quantenmechanik dahingehend �uberpr�uft, ob sie un-ter einer speziellen Klasse nichtintegrabler Raum-Zeit-Transformationen invariantsind. Hierzu wird eine nichtrelativistische Punktmasse m betrachtet, die sich aufeinerD-dimensionalen Riemann-Mannigfaltigkeit unter dem Einflu� �au�erer Poten-tiale bewegt. Die klassischen und die quantenmechanischen Bewegungsgleichungendieser Punktmasse sind aufgrund des Kovarianzprinzips [42, S. 113], [70, S. 158],[129, S. 91] zumindest unter integrablen Raumtransformationen forminvariant. Da-bei wird ein lokaler Wechsel von den D urspr�unglichen Raumkoordinaten q i miti = 1; : : : ;D zu D neuen Raumkoordinaten Q� mit � = 1; : : : ;D vollzogendq i = e i�(Q) dQ� ; (1.17)bei dem das D-Bein e i�(Q) der Schwarzschen Integrabilit�atsbedingung [8, S. 568],[66, S. 385] gen�ugt: @� e i�(Q) � @� e i�(Q) = 0 : (1.18)Deshalb l�a�t sich die lokale Raumtransformation (1.17) auch global angeben:q i = q i(Q) : (1.19)Es zeigt sich aber, da� die Form der klassischen und der quantenmechanischen Be-wegungsgleichungen auch durch Poincar�esche Zeittransformationen nicht ver�andertwird. Dabei erfolgt der lokale Wechsel von der urspr�unglichen Zeitkoordinate tzur neuen Zeitkoordinate s so, da� deren infinitesimalen Ver�anderungen dt und ds



28 Kapitel 1. Einleitungzueinander proportional sind dtds = f(Q) (1.20)und da� die positive Proportionalit�atskonstante f(Q) stetig differenzierbar von denneuen Raumkoordinaten Q� mit � = 1; : : : ;D abh�angt. Fa�t man die lokalenRaum-Zeit-Transformationen (1.17) und (1.20) analog zu (1.11){(1.14) zusammen,so tritt ein D + 1-Bein ea�(Q ) auf, das die Schwarzsche Integrabilit�atsbedingungwegen (1.18) nur f�ur den zeitlichen Index a = 0 nicht erf�ullt:@� e 00(Q ) � @0 e 0�(Q ) = @�f(Q) : (1.21)Deshalb ist die Poincar�esche Zeittransformation (1.20) nichtintegrabel und kann alslokale Beziehung zwischen den beiden Zeitkoordinaten t, s nicht global angegebenwerden.F�uhrt man die integrable Raumtransformation (1.19) und die nichtintegrable Zeit-transformation (1.20) hintereinander aus, so erh�alt man insgesamt eine speziellenichtintegrable Raum-Zeit-Transformation. Der Nachweis in Kapitel 2 und in Ka-pitel 3, da� diese nichtintegrablen Raum-Zeit-Transformationen die klassischen unddie quantenmechanischen Bewegungsgleichungen einer nichtrelativistischen Punkt-masse forminvariant lassen, ist in zweierlei Hinsicht von grunds�atzlicher Bedeutung.Zum einen wird dadurch der �ubliche Kovarianzbegriff [42, S. 113], [70, S. 158],[129, S. 91] erweitert, der nur integrable Raum-Zeit-Transformationen ber�ucksich-tigt. Zum anderen werden dadurch die oben angesprochenen Abbildungen zwischenverschiedenen klassischen oder quantenmechanischen Systemen erzeugt, deren Ei-genschaften in den Kapiteln 4 bis 6 im Falle einer einzelnen Raumdimension n�aherdiskutiert werden.Da� solche Abbildungen aber auch in mehreren Raumdimensionen m�oglich sind,zeigt das zweidimensionale Beispiel von Levi-Civit�a [90]. Dort wird zun�achst eineintegrable Raumtransformation (1.17) durchgef�uhrt, bei der die beiden urspr�ungli-chen Raumkoordinaten q 1, q 2 in zwei neue Raumkoordinaten Q 1, Q 2 �ubergehen,die komplexe Quadratwurzeln darstellen. Da das dabei auftretende 2-Bein0@ e 11(Q) e 12(Q)e 21(Q) e 22(Q) 1A = 2 0@ Q 1 �Q 2Q 2 Q 1 1A (1.22)der Schwarzschen Integrabilit�atsbedingung (1.18) gen�ugt, l�a�t sich die lokale Raum-



1.3. Problemstellung 29transformation gem�a� (1.19) auch global formulieren:q 1(Q) = �Q 1�2 � �Q 2�2 ; (1.23)q 2(Q) = 2Q 1Q 2 : (1.24)Anschlie�end wird diese integrable Raumtransformation durch eine nichtintegrableZeittransformation (1.20) mitf(Q) = 4 � �Q 1�2 + �Q 2�2 � (1.25)erg�anzt. Die Levi-Civit�a-Transformation (1.20), (1.23){(1.25) dient dazu, das zwei-dimensionale Kepler-Problem und das zweidimensionale Wasserstoffatom auf denzweidimensionalen harmonischen Oszillator abzubilden und damit zu regularisieren[16, 26, 90].





Kapitel 2Klassische Mechanik
Die Zeit mu� so definiert werden,da� die Gleichungen der Mechanikso einfach wie m�oglich werden.H. Poincar�e (1854 { 1912)

In diesem Kapitel wird gezeigt, da� die verschiedenen Formulierungen der klassi-schen Mechanik unter nichtintegrablen Raum-Zeit-Transformationen forminvariantsind. Dabei stellt sich heraus, da� die unterschiedlichen mathematischen Methodenauf den einzelnen Beschreibungsebenen immer zu denselben Transformationsvor-schriften f�ur die jeweiligen physikalischen Gr�o�en f�uhren.Der Aufbau des Kapitels gliedert sich wie folgt. Es wird das konservative undabgeschlossene System einer nichtrelativistischen Punktmasse betrachtet, die sichauf einer Riemann-Mannigfaltigkeit unter dem Einflu� �au�erer Felder bewegt. Inder Newtonschen Mechanik (Abschnitt 2.1), in der Lagrangeschen Mechanik (Ab-schnitt 2.2) und in der Hamiltonschen Mechanik (Abschnitt 2.3) wird gezeigt, da�die Bewegungsgleichung dieser Punktmasse sowohl unter den integrablen Raum-transformationen (1.19) als auch unter den nichtintegrablen Zeittransformationen(1.20) forminvariant ist. Dabei beruht der Nachweis der Forminvarianz unter dennichtintegrablen Zeittransformationen darauf, da� die Energie eines konservativenund abgeschlossenen Systems durch eine geeignete Umeichung der Energieskala zumVerschwinden gebracht werden kann. Die resultierenden Ergebnisse f�ur das Trans-formationsverhalten der Metrik und der �au�eren Felder werden in Abschnitt 2.4zusammengefa�t, um sp�atere Anwendungen zu erleichtern. Hierbei besteht die Be-deutung der nichtintegrablen Raum-Zeit-Transformationen darin, da� sie eine neueMethode zur Berechnung klassischer Trajektorien zur Verf�ugung stellen. Anhang Aerm�oglicht schlie�lich durch eine gleichberechtigte Behandlung von Raum- und Zeit-koordinaten im Rahmen der Diracschen Formulierung der klassischen Mechanik, dienichtintegrablen Raum-Zeit-Transformationen (1.19) und (1.20) als verallgemeinertekanonische Transformationen zu identifizieren.31



32 Kapitel 2. Klassische Mechanik2.1 Newtonsche MechanikVersucht man auf direktem Wege, die Invarianz der Newtonschen Mechanik un-ter nichtintegrablen Raum-Zeit-Transformationen nachzuweisen, so st�o�t man aufSchwierigkeiten. Transformiert man n�amlich die Newton-Gleichung, so entstehenzus�atzliche Terme, die die �ubliche Standardformulierung zu zerst�oren scheinen. MitHilfe eines Kunstgriffes, der von Poincar�e [105], [118, S. 35] im Rahmen der Him-melsmechanik eingef�uhrt wurde, gelingt es aber schlie�lich, diese st�orenden Termezu entfernen. Hierzu mu� man nicht nur die Newton-Gleichung, sondern unabh�angigdavon auch deren erstes Integral, den Energieerhaltungssatz, einer nichtintegrablenRaum-Zeit-Transformation unterziehen.2.1.1 Newton-Gleichung und EnergieerhaltungssatzNach dem zweiten Newtonschen Gesetz wird die zeitliche Entwicklung eines Systemsder klassischen Mechanik durch einen Satz gew�ohnlicher Differentialgleichungenzweiter Ordnung f�ur die Trajektorie im zugrunde liegenden Konfigurationsraum be-stimmt. Betrachtet man eine D-dimensionale Riemann-Mannigfaltigkeit, die durchdie krummlinigen Raumkoordinaten q i mit i = 1; : : : ;D parametrisiert ist unddie Metrik g(i) ij(q) besitzt, so lautet die Newton-Gleichung f�ur die Bewegung ei-ner Punktmasse m unter dem Einflu� eines skalaren Potentials V (i)(q) und einesVektorpotentials A(i)i (q) (vgl. Abschnitt 2.2.1):m �q i(t) + m�(i) ijk (q(t)) _q j(t) _q k(t) = � g(i) ij (q(t))@jV (i) (q(t))+ g(i) ij (q(t)) _q k(t)n@jA(i)k (q(t)) � @kA(i)j (q(t))o : (2.1)Hierbei zeigt der obere Index (i) an, da� die einzelnen physikalischen Gr�o�en demAusgangssystem zugeordnet sind. Der Punkt � bezeichnet die Ableitung nach derZeitkoordinate t und das Christoffel-Symbol zweiter Art�(i) ijk (q) = g(i) il(q) �(i)jkl(q) (2.2)ist �uber das Christoffel-Symbol erster Art�(i)jkl(q) = 12 n@j g(i)kl (q) + @k g(i)lj (q) � @l g(i)jk (q)o (2.3)durch die Metrik g(i) ij(q) festgelegt. Das erste Integral der Newton-Gleichung (2.1),der Energieerhaltungssatz, h�angt nicht vom Vektorpotential A(i)i (q) ab:m2 g(i)ij (q(t)) _q i(t) _q j(t) + V (i) (q(t)) = E(i) : (2.4)



2.1. Newtonsche Mechanik 33Da das betrachtete System konservativ und abgeschlossen ist, kann man noch �uberdie Eichfreiheit verf�ugen, den Energienullpunkt beliebig vorzugeben. Im Hinblickauf die sp�ateren �Uberlegungen im Rahmen der Lagrangeschen und der Hamilton-schen Mechanik erweist es sich dabei als sinnvoll, die Eichung des skalaren PotentialsV (i)(q) so zu w�ahlen, da� die Energie E(i) des Ausgangssystems verschwindet:E(i) = 0 : (2.5)2.1.2 Transformation der RaumkoordinatenIn einem ersten Schritt werden die krummlinigen Raumkoordinaten q i mit i =1; : : : ;D der Riemann-Mannigfaltigkeit durch die integrable Koordinatentransfor-mation (1.19) in die krummlinigen Raumkoordinaten Q� mit � = 1; : : : ;D �uber-f�uhrt. Dabei transformieren sich die Newton-Gleichung (2.1) und der Energieer-haltungssatz (2.4) mit der Konvention (2.5) unabh�angig voneinander und das ersteIntegral der transfomierten Newton-Gleichungm �Q�(t) + m�(1)��� (Q(t)) _Q�(t) _Q �(t) = � g(1)�� (Q(t)) @�V (1) (Q(t))+ g(1)�� (Q(t)) _Q �(t)n@�A(1)� (Q(t)) � @�A(1)� (Q(t))o (2.6)entspricht gerade dem transformierten Energieerhaltungssatzm2 g(1)�� (Q(t)) _Q�(t) _Q �(t) + V (1) (Q(t)) = 0 : (2.7)Das skalare Potential, das Vektorpotential und die Metrik transformieren sich wieein Tensor nullter, erster und zweiter StufeV (1)(Q) = V (i) (q(Q)) ; (2.8)A(1)� (Q) = e i�(Q)A(i)i (q(Q)) ; (2.9)g(1)��(Q) = e �i (Q) e �j (Q)g(i) ij (q(Q)) ; (2.10)w�ahrend das Transformationsverhalten des Christoffel-Symbols zweiter Art von demeines Tensors dritter Stufe abweicht:�(1)��� (Q) = e �i (Q) e j�(Q) e k�(Q) �(i) ijk (q(Q)) + e �i (Q) @� e i�(Q) : (2.11)Es ist anzumerken, da� die Resultate (2.10) und (2.11) mit einem analog zu (2.2)und (2.3) definierten Zusammenhang zwischen dem Christoffel-Symbol zweiter Art�(1)��� (Q) und der Metrik g(1)��(Q) konsistent sind, da die Koordinatentransforma-tion (1.19) die Integrabilit�atseigenschaft (1.18) besitzt.



34 Kapitel 2. Klassische Mechanik2.1.3 Transformation der ZeitkoordinateIn einem zweiten Schritt soll eine Transformation vorgenommen werden, die dieurspr�ungliche Zeitkoordinate t betrifft. Man f�uhrt eine andere Zeitkoordinate sein, die die Rolle der urspr�unglichen Zeitkoordinate t als Parameter der Trajektorieim zugrunde liegenden Konfigurationsraum �ubernimmt. W�ahlt man hierzu dennichtintegrablen Ansatz (1.20), der als gew�ohnliche Differentialgleichungdt(s)ds = f (Q(t(s))) (2.12)f�ur die Beziehung t = t(s) zwischen beiden Zeitkoordinaten zu interpretieren ist,und reparametrisiert man die Trajektorie gem�a�Q�(s) = Q�(t(s)) ; (2.13)so wird die Standardform der Newton-Gleichung (2.6) zun�achst einmal zerst�ort:m ��Q� (s) + m�(1)��� (Q(s)) �Q� (s) �Q � (s)�m @�f (Q(s))f (Q(s)) �Q� (s) �Q� (s) = � g(1)�� (Q(s)) f (Q(s))2 @�V (1) (Q(s))+ g(1)�� (Q(s)) f (Q(s)) �Q � (s)n@�A(1)� (Q(s)) � @�A(1)� (Q(s))o : (2.14)Hierbei kennzeichnet der neu eingef�uhrte Punkt � die Ableitung nach der Zeitko-ordinate s. In Gleichung (2.14) l�a�t sich zumindest partiell die Standardform derNewton-Gleichung reproduzieren, wenn man davon ausgeht, da� die nichtintegrableZeittransformation (1.20) das Vektorpotential nicht ver�andertA(f)� (Q) = A(1)� (Q) (2.15)und da� sie zu einer konformen Abbildung der Metrik f�uhrt [82, S. 493]:g(f)��(Q) = f(Q) g(1)��(Q) : (2.16)Der obere Index (f) zeigt an, da� die einzelnen physikalischen Gr�o�en dem End-system zugeordnet sind. Beachtet man einen zu (2.2) und (2.3) analogen Zusam-menhang zwischen dem Christoffel-Symbol zweiter Art �(f)��� (Q) und der Metrikg(f)��(Q), dann resultiert die Beziehung�(f)��� (Q) = �(1)��� (Q) � @�f(Q)2f(Q) � ��



2.2. Lagrangesche Mechanik 35� @�f(Q)2f(Q) � �� + @�f(Q)2f(Q) g(1)��(Q) g(1)�� (Q) ; (2.17)die zusammen mit einer Transformation des skalaren PotentialsV (f)(Q) = f(Q)V (1)(Q) (2.18)Gleichung (2.14) �uberf�uhrt inm ��Q� (s) +m�(f)��� (Q(s)) �Q� (s) �Q � (s) = g(f)�� (Q(s)) @�f (Q(s))f (Q(s)) V (f) (Q(s))+m@�f (Q(s))2f (Q(s)) g(f)�� (Q(s)) g(f)�� (Q(s)) �Q� (s) �Q � (s)� g(f)�� (Q(s)) @�V (f) (Q(s))+ g(f)�� (Q(s)) �Q � (s)n@�A(f)� (Q(s)) � @�A(f)� (Q(s))o : (2.19)Man kann sich nun eines Kunstgriffes bedienen, der urspr�unglich von Poincar�e[105], [118, S. 35] im Rahmen der Himmelsmechanik eingef�uhrt wurde und der dannvon Sundman [126], Kustaanheimo und Stiefel [88] sowie Kirchgraber und Stiefel[77, S. 70] wieder aufgegriffen wurde. Hierzu unterzieht man neben der Newton-Gleichung (2.6) auch deren erstes Integral (2.7) der nichtintegrablen Zeittransfor-mation (1.20) und erh�alt das ErgebnisE(f) = m2 g(f)�� (Q(s)) �Q� (s) �Q � (s) + V (f) (Q(s)) = 0 ; (2.20)das hei�t, da� auch die Energie E(f) des Endsystems verschwindet. Nach (2.19)und (2.20) ist die Newton-Gleichung unter der nichtintegrablen Zeittransformation(1.20) invariant und das erste Integral der transfomierten Newton-Gleichungm ��Q� (s) + m�(f)��� (Q(s)) �Q� (s) �Q � (s) = � g(f)�� (Q(s)) @�V (f) (Q(s))+ g(f)�� (Q(s)) �Q � (s)n@�A(f)� (Q(s)) � @�A(f)� (Q(s))o (2.21)stimmt mit dem transfomierten Energieerhaltungssatz (2.20) �uberein.2.2 Lagrangesche MechanikArbeitet man die nichtintegrablen Raum-Zeit-Transformationen (1.19) und (1.20)in die Lagrangesche Mechanik ein, so treten ebenfalls Schwierigkeiten auf. Dabeihat man insbesondere zu untersuchen, wie die Transformation der Zeitkoordinatedie Variationsmethode des Hamiltonschen Prinzips modifiziert. Dank der m�oglichenKonvention, da� die Energie des Ausgangssystems verschwindet, gelingt es jedochschlie�lich, auch die Invarianz des Hamiltonschen Prinzips nachzuweisen.



36 Kapitel 2. Klassische Mechanik2.2.1 Hamiltonsches PrinzipIm Rahmen der Lagrangeschen Formulierung der klassischen Mechanik wird die Be-wegung einer Punktmasse m auf einer D-dimensionalen Riemann-Mannigfaltigkeitmit der Metrik g(i)ij (q) unter dem Einflu� eines skalaren Potentials V (i)(q) und einesVektorpotentials A(i)i (q) durch die Wirkung A(i)[q i(t)] bestimmt, die ein Funktionalder Trajektorie q i(t) im betrachteten Zeitintervall [t1; t2] darstellt:A(i)[q i(t)] = t2Zt1 L(i) �q i(t); _q i(t)� dt : (2.22)Die Lagrange-Funktion dieses konservativen und abgeschlossenen Systems ist gege-ben durch [82, S. 401 u. S. 420]L(i) �q i; _q i� = m2 g(i)ij (q) _q i _q j � V (i) (q) + _q iA(i)i (q) : (2.23)Das Argument q in der kovarianten Metrik und in den Potentialen steht f�ur dieGesamtheit der Raumkoordinaten q i. Das Hamiltonsche Prinzip erm�oglicht es, dieBewegungsgleichung dieser Punktmasse m mit Hilfe der Methode der Variations-rechnung zu bestimmen. Die physikalisch realisierte Trajektorie q i(t) im Konfi-gurationsraum ist dabei dadurch ausgezeichnet, da� sie die Variation der WirkungA(i)[q i(t)] annulliert: �A(i)[q i(t)] = 0 : (2.24)Hierbei schreibt das Hamiltonsche Prinzip vor, die Variation der Wirkung A(i)[q i(t)]unter der Nebenbedingung durchzuf�uhren, da� alle Variationen der Zeitkoordinatet und der Raumkoordinaten q i an den beiden vorgegebenen Endpunkten 1 und 2verschwinden (vgl. Abbildung 2.1):� t1 = � t2 = 0 ; � q i1 = � q i2 = 0 : (2.25)Die Anwendung des Hamiltonschen Prinzips (2.24) und (2.25) auf die Wirkung(2.22) f�uhrt zur Euler-Lagrange-Gleichung@L(i) (q i(t); _q i(t))@q j(t) � ddt @L(i) (q i(t); _q i(t))@ _q j(t) = 0 : (2.26)Beachtet man, da� das Christoffel-Symbol zweiter Art �(i) ijk (q) gem�a� (2.2) und(2.3) durch die Metrik g(i) ij(q) festgelegt ist, so reduziert sich die Euler-Lagrange-Gleichung (2.26) f�ur die Lagrange-Funktion (2.23) auf die Newton-Gleichung (2.1).
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1 2Abbildung 2.1: Variationen der Trajektorie, die nach der gew�ohnlichen Formulie-rung des Hamiltonschen Prinzips der Lagrangeschen Mechanik zugelassen sind. Anden Endpunkten 1 und 2 der Trajektorien ist der Trajektorienparameter t festgelegt.2.2.2 Transformation der RaumkoordinatenDurch einen Wechsel der krummlinigen Raumkoordinaten auf der D-dimensionalenRiemann-Mannigfaltigkeit gem�a� (1.19) wird dieWirkungA(i)[q i(t)], die nach (2.22)ein Funktional der urspr�unglichen Trajektorie q i(t) darstellt, in ein FunktionalA(1)[Q�(t)] der neuen Trajektorie Q�(t) �uberf�uhrtA(1)[Q�(t)] = t2Zt1 L(1) �Q�(t); _Q�(t)� dt ; (2.27)wobei die transformierte Lagrange-Funktion gegeben ist durchL(1) �Q�; _Q�� = L(i) �q i (Q) ; e i� (Q) _Q�� : (2.28)Im Falle der Lagrange-Funktion (2.23) erh�alt man mit den Definitionen (2.8){(2.10):L(1) �Q�; _Q�� = m2 g(1)�� (Q) _Q� _Q� � V (1) (Q) + _Q�A(1)� (Q) : (2.29)Die integrable Koordinatentransformation (1.19) bewirkt ferner, da� die im Hamil-tonschen Prinzip auftretenden Variationen (2.24) und (2.25) wie folgt transformiertwerden: �A(1)[Q�(t)] = 0 ; (2.30)



38 Kapitel 2. Klassische Mechanik� t1 = � t2 = 0 ; � Q�1 = � Q�2 = 0 : (2.31)Demnach f�uhrt das transformierte Hamiltonsche Prinzip (2.30) und (2.31) mit dertransformierten Wirkung (2.27) auf die Euler-Lagrange-Gleichung@L(1) �Q�(t); _Q�(t)�@Q�(t) � ddt @L(1) �Q�(t); _Q�(t)�@ _Q�(t) = 0 ; (2.32)die f�ur die transformierte Lagrange-Funktion (2.29) mit der transformierten Newton-Gleichung (2.6) �ubereinstimmt.2.2.3 Transformation der ZeitkoordinateDie Konsequenzen der nichtintegrablen Transformation (1.20) m�ussen in der La-grangeschen Mechanik sorgf�altig untersucht werden, da hiervon die Zeitkoordinatet als Parameter der Trajektorie im zugrunde liegenden Konfigurationsraum betrof-fen ist. Mit der nat�urlichen Reparametrisierung der Trajektorie gem�a� (2.13) erh�altman aus (2.27) eine Wirkung A(f)[Q�(s)], die ein Funktional der Trajektorie Q�(s)darstellt A(f)[Q�(s)] = s2Zs1 L(f) Q�(s); �Q� (s)! ds ; (2.33)und die transformierte Lagrange-Funktion lautetL(f) Q�; �Q�! = f (Q) L(1)  Q�; 1f (Q) �Q�! : (2.34)Demnach geht die Lagrange-Funktion (2.29) unter Beachtung der Definitionen (2.15),(2.16) und (2.18) �uber inL(f) Q�; �Q�! = m2 g(f)�� (Q) �Q� �Q� �V (f) (Q) + �Q� A(f)� (Q) : (2.35)Transformiert man entsprechend die Aussagen des Hamiltonschen Prinzips (2.30)und (2.31), so hat man zu verlangen, da� die Variation der transformierten WirkungA(f)[Q�(s)] annulliert wird �A(f)[Q�(s)] = 0 ; (2.36)wobei die Variationen der Raumkoordinaten Q� an den Endpunkten 1 und 2 ver-schwinden: � Q�1 = � Q�2 = 0 : (2.37)



2.2. Lagrangesche Mechanik 39Demgegen�uber m�ussen aber die Variationen der Zeitkoordinate s an den Endpunk-ten 1 und 2 nicht verschwinden. Interpretiert man n�amlich die nichtintegrableZeittransformation (1.20) als eine gew�ohnliche Differentialgleichung (2.12) f�ur dieBeziehung t = t(s) zwischen den beiden Zeitkoordinaten t und s, so erh�alt man mit(2.13) f�ur die beiden Endpunkte j = 1; 2:tj = sjZ0 f (Q(s)) ds : (2.38)F�uhrt man dann auf beiden Seiten von (2.38) die Variation durch, so sind wegen(2.31) die Variationen �sj an den Endpunkten j = 1; 2 ein Funktional der Variatio-nen �Q�(s) der Raumkoordinaten� sj = � 1f(Q(sj)) sjZ0 �Q�(s) @� f (Q(s)) ds (2.39)und daher im allgemeinen von Null verschieden. Dies wirft die Frage auf, ob sich dienichtverschwindenden Variationen (2.39) auf die Bewegungsgleichung der Trajekto-rie Q�(s) auswirken. Um dies festzustellen, kann man die Standardmethoden derVariationsrechnung [121, S. 205] anwenden und erh�alt f�ur die Variation der Wirkung(2.33) unter den Nebenbedingungen (2.37) und (2.39):�A(f)[Q�(s)] = s2Zs1 8>>>><>>>>:@L(f) Q�(s); �Q� (s)!@Q�(s) � dds @L(f) Q�(s); �Q� (s)!@ �Q� (s) 9>>>>=>>>>; �Q�(s)ds+ 2666648>>>><>>>>:L(f) Q�(sj); �Q�(sj)! � �Q�(sj) @L(f) Q�(sj); �Q�(sj)!@ �Q�(sj) 9>>>>=>>>>; �sj377775j=2j=1 : (2.40)Die Randbeitr�age zur Variation der Wirkung werden dabei von der Legendre-Trans-formierten der Lagrange-Funktion, der Hamilton-Funktion, bestimmt:H(f) Q�; �Q�! = �Q� @L(f) Q�; �Q�!@ �Q� � L(f) Q�; �Q�! : (2.41)Aus der Form der Lagrange-Funktion (2.35) und des Energieerhaltungssatzes (2.20)folgt, da� diese Hamilton-Funktion identisch verschwindet:H(f)  Q�; �Q�! = m2 g(f)�� (Q) �Q� �Q � +V (f) (Q) = 0 : (2.42)



40 Kapitel 2. Klassische MechanikDeshalb f�uhrt das Hamiltonsche Prinzip (2.36), (2.37) und (2.39) zur Euler-Lagrange-Gleichung @L(f) Q�(s); �Q� (s)!@Q�(s) � dds @L(f) Q�(s); �Q� (s)!@ �Q� (s) = 0 ; (2.43)die mit der Lagrange-Funktion (2.35) in die Newton-Gleichung (2.21) �ubergeht.2.3 Hamiltonsche MechanikF�uhrt man die nichtintegrablen Raum-Zeit-Transformationen auch in der Hamil-tonschen Mechanik durch, so kann man untersuchen, inwieweit dadurch die Hamil-tonschen Bewegungsgleichungen ver�andert werden. Dabei zeigt es sich, da� derensymplektische Struktur [77, S. 112] sowohl unter den kanonischen Raumtransfor-mationen (1.19) als auch unter den nichtkanonischen Zeittransformationen (1.20)erhalten bleibt.2.3.1 Modifiziertes Hamiltonsches PrinzipIm Rahmen der Hamiltonschen Formulierung der klassischen Mechanik werden dieRaumkoordinaten q i und ihre kanonisch konjugierten Impulskoordinatenpj = @L(i) (q i; _q i)@ _q j (2.44)als unabh�angige Variablen aufgefa�t. Setzt man voraus, da� die durch (2.44) defi-nierte Beziehung pj = pj �q i; _q i� (2.45)zwischen den Impulskoordinaten pj und den Geschwindigkeitskoordinaten _q i inver-tiert werden kann _q j = _q j �q i; pi� ; (2.46)dann wird die Wirkung (2.22) zu einem Funktional der Trajektorie q i(t), pi(t) imPhasenraumA(i)[q i(t); pi(t)] = t2Zt1 n _q i(t) pi(t) � H(i) �q i(t); pi(t)�o dt : (2.47)



2.3. Hamiltonsche Mechanik 41Hierbei geht die Hamilton-FunktionH(i)(q i; pi) durch eine Legendre-Transformationaus der Lagrange-Funktion L(i)(q i; _q i) hervor:H(i) �q i; pi� = _q j �q i; pi� pj � L(i) �q j; _q j �q i; pi�� : (2.48)Ferner wird die physikalisch realisierte Trajektorie q i(t), pi(t) im Phasenraum durcheine Modifikation des urspr�unglichen Hamiltonschen Prinzips (2.24) und (2.25) fest-gelegt. In der Hamiltonschen Mechanik verlangt man, da� die Variation der Wir-kung A(i)[q i(t); pi(t)] annulliert wird�A(i)[q i(t); pi(t)] = 0 ; (2.49)wobei die Variationen der Zeitkoordinate t und der Raumkoordinaten q i an den bei-den vorgegebenen Endpunkten 1 und 2 entsprechend (2.25) verschwinden. F�ur dieVariationen der kanonisch konjugierten Impulskoordinaten pi an den Endpunkten 1und 2 werden dagegen keinerlei Einschr�ankungen vorgeschrieben. Das modifizierteHamiltonsche Prinzip f�uhrt demnach auf die Hamilton-Gleichungen_q j(t) = + @H(i) (q i(t); pi(t))@pj(t) ; (2.50)_pj(t) = � @H(i) (q i(t); pi(t))@q j(t) : (2.51)Betrachtet man das konservative und abgeschlossene System (2.23), so erh�alt mannach (2.44) f�ur die kanonisch konjugierten Impulskoordinatenpi = mg(i)ij (q) _q j + A(i)i (q) (2.52)und die Hamilton-Funktion H(i)(q i; pi) ergibt sich zuH(i) �q i; pi� = 12m g(i) ij(q) �pi � A(i)i (q)� �pj � A(i)j (q)� + V (i)(q) : (2.53)Die Hamilton-Gleichungen (2.50) und (2.51) stimmen f�ur die Hamilton-Funktion(2.53) mit der Newton-Gleichung (2.1) �uberein.2.3.2 Transformation der RaumkoordinatenEin integrabler Wechsel (1.19) der krummlinigen Raumkoordinaten f�uhrt unmittel-bar auf eine entsprechende Transformation der Impulskoordinaten. Dazu werden



42 Kapitel 2. Klassische Mechanikneben den Raumkoordinaten Q� auch die kanonisch konjugierten Impulskoordina-ten P� = @L(1) �Q�; _Q��@ _Q� (2.54)als neue unabh�angige Variablen aufgefa�t. Aus (2.28), (2.44) und (2.54) ist abzu-lesen, da� sich die Impulskoordinaten wie ein Tensor erster Stufe transformieren:pj = pj(Q;P ) = e �j (Q)P� : (2.55)Die integrable Raumtransformation (1.19) und die Transformation der Impulskoor-dinaten (2.55) bilden insgesamt eine kanonische Transformation, da sie die funda-mentalen Poisson-Klammern nicht ver�andern:nq i (Q) ; q j (Q)oQ;P = 0 ; (2.56)fpi (Q;P ) ; pj (Q;P )gQ;P = 0 ; (2.57)nq i (Q) ; pj (Q;P )oQ;P = � ij : (2.58)Hierbei wird die �ubliche Definition der Poisson-Klammer verwendet:fF (Q;P ) ; G (Q;P )gQ;P = @F (Q;P )@Q� @G (Q;P )@P� � @F (Q;P )@P� @G (Q;P )@Q� : (2.59)Durch die kanonische Transformation (1.19) und (2.55) wird die urspr�ungliche Wir-kung A(i)[q i(t); pi(t)] in (2.47) zu einem Funktional der transformierten TrajektorieQ�(t), P�(t) im PhasenraumA(1)[Q�(t);P�(t)] = t2Zt1 n _Q�(t)P�(t) � H(1) �Q�(t);P�(t)�o dt ; (2.60)wobei die transformierte Hamilton-Funktion gegeben ist durchH(1) �Q�;P�� = H(i) �q i(Q) ; e �i (Q)P�� : (2.61)Im Falle des konservativen und abgeschlossenen Systems (2.53) reduziert sich dietransformierte Hamilton-Funktion (2.61) mit den Definitionen (2.8){(2.10) auf dieLegendre-Transformierte der transformierten Lagrange-Funktion (2.29):H(1) �Q�;P�� = 12m g(1)��(Q) �P� �A(1)� (Q)� �P� �A(1)� (Q)�+ V (1)(Q) : (2.62)Die kanonische Transformation (1.19) und (2.55) bewirkt ferner, da� das modifi-zierte Hamiltonsche Prinzip nun aus der Forderung�A(1)[Q�(t);P�(t)] = 0 (2.63)



2.3. Hamiltonsche Mechanik 43und der Nebenbedingung (2.31) besteht. Demnach bleibt die symplektische Struktur[77, S. 112] der Hamilton-Gleichungen (2.50) und (2.51) auch f�ur die transformierteTrajektorie Q�(t), P�(t) erhalten:_Q�(t) = + @H(1) �Q�(t);P�(t)�@P�(t) ; (2.64)_P�(t) = � @H(1) �Q�(t);P�(t)�@Q�(t) : (2.65)F�ur die transformierte Hamilton-Funktion (2.62) sind die entsprechenden Hamilton-Gleichungen (2.64) und (2.65) mit der transformierten Newton-Gleichung (2.6) iden-tisch.2.3.3 Transformation der ZeitkoordinateF�uhrt man die nichtintegrable Zeittransformation (1.20) durch, so werden nicht nurdie Raumkoordinaten Q� gem�a� (2.13) reparametrisiert. Aus der Transformationder Lagrange-Funktion (2.34) geht hervor, da� auch die kanonisch konjugiertenImpulskoordinaten P� = @L(f) Q�; �Q�!@ �Q� (2.66)eine Reparametrisierung erfahren:P�(s) = P� (t(s)) : (2.67)Demnach geht die Wirkung (2.60) �uber inA(f)[Q�(s);P�(s)] = s2Zs1 ( �Q� (s)P�(s) � H(f) �Q�(s);P�(s)�) ds ; (2.68)wobei sich die transformierte Hamilton-Funktion H(f)(Q�;P�) nach folgender Vor-schrift berechnet: H(f) �Q�;P�� = f(Q)H(1) �Q�;P�� : (2.69)Im Falle des konservativen und abgeschlossenen Systems (2.62) erh�alt man unterBeachtung der Definitionen (2.15), (2.16) und (2.18) gerade die Legendre-Transfor-mierte der transformierten Lagrange-Funktion (2.35):H(f) �Q�;P�� = 12m g(f)��(Q) �P� �A(f)� (Q)� �P� �A(f)� (Q)�+ V (f)(Q) : (2.70)



44 Kapitel 2. Klassische MechanikNach Durchf�uhrung der nichtintegrablen Zeittransformation (1.20) besteht das modi-fizierte Hamiltonsche Prinzip aus der Forderung�A(f)[Q�(s);P�(s)] = 0 (2.71)sowie den beiden Nebenbedingungen (2.37) und (2.39) f�ur die Variationen der Raum-koordinaten Q� und der Zeitkoordinate s. Analog zum Vorgehen in der Lagrange-schen Mechanik kann man auch in der Hamiltonschen Mechanik untersuchen, obsich die gem�a� (2.39) nichtverschwindenden Variationen �sj an den Endpunktenj = 1; 2 auf die Bewegungsgleichungen auswirken. Es zeigt sich, da� die Variationder Wirkung (2.68) unter den Nebenbedingungen (2.37) und (2.39)�A(f)[Q�(s);P�(s)] = s2Zs1 8<:24 �Q� (s)� @H(f) �Q�(s);P��@P�(s) 35 �P�(s) � " �P� (s)+ @H(f) �Q�(s);P��@Q�(s) #�Q�(s)9=; ds+ " �H(f) �Q�(sj);P�(sj)� �sj#j=2j=1 (2.72)nicht von den Randbeitr�agen abh�angt, da die Hamilton-Funktion (2.70) gem�a�(2.42) identisch verschwindet. Demnach ist die symplektische Struktur [77, S. 112]der Hamilton-Gleichungen auch unter der nichtintegrablen Zeittransformation (1.20)invariant: �Q� (s) = + @H(f) �Q�(s);P�(s)�@P�(s) ; (2.73)�P� (s) = � @H(f) �Q�(s);P�(s)�@Q�(s) : (2.74)Es bleibt anzumerken, da� sich diese Hamilton-Gleichungen f�ur die transformierteHamilton-Funktion (2.70) auf die transformierte Newton-Gleichung (2.21) reduzie-ren.2.4 Zusammenfassung der ErgebnisseIn diesem Abschnitt werden die bisher im Rahmen der klassischen Mechanik gewon-nenen Ergebnisse zusammengefa�t und n�aher erl�autert, um sp�atere Anwendungenzu erleichtern. Der Einfachheit halber soll dabei die Darstellung auf die NewtonscheFormulierung der klassischen Mechanik beschr�ankt werden.



2.4. Zusammenfassung der Ergebnisse 45Betrachten wir das grundlegende Problem, die Trajektorie q i(t) einer Punktmassem zu bestimmen, die sich auf einer D-dimensionalen Riemann-Mannigfaltigkeit mitder Metrik g(i) ij(q) unter dem Einflu� des skalaren Potentials V (i)(q) und des Vek-torpotentials A(i)i (q) bewegt. Um dieses Problem zu l�osen, versucht man gew�ohnlich,die Newton-Gleichung (2.1) unter Beachtung der Anfangsbedingungenq i0 = q i(0) ; _q i0 = _q i(0) (2.75)direkt zu integrieren. Die nichtintegrablen Raum-Zeit-Transformationen (1.19) und(1.20) stellen nun aber eine weitere L�osungsstrategie zur Verf�ugung. Sie erlaubenes, die Berechnung der urspr�unglichen Trajektorie q i(t) auf die Bestimmung eineranderen Trajektorie Q�(s) abzubilden, die die Bewegung einer Punktmasse m aufeiner D-dimensionalen Riemann-Mannigfaltigkeit mit der Metrik g(f)��(Q) unterdem Einflu� des skalaren Potentials V (f)(Q) und des Vektorpotentials A(f)� (Q) be-schreibt:q i0; _q i0; g(i) ij(q)A(i)i (q) ; V (i)(q) (2:76); (2:77); (2:78)=)(2:79); (2:81) Q�0 ; �Q�0 ; g(f)��(Q)A(f)� (Q) ; V (f)(Q)+ +q i(t) (2:82); (2:83)(= Q�(s)Abbildung 2.2: Eine nichtintegrable Raum-Zeit-Transformation f�uhrt zu einer Ab-bildung zwischen zwei Systemen der klassischen Mechanik. Dabei transformierensich die Anfangsbedingungen, die Metrik, die �au�eren Felder und die Trajektoriedes einen Systems in die entsprechenden Gr�o�en des anderen Systems.Nach (1.19) und (1.20) transformieren sich die Anfangsbedingungen gem�a�Q�0 = Q�(q0) ; (2.76)�Q�0 = f(Q0) e �i (Q0) _q i0 ; (2.77)



46 Kapitel 2. Klassische Mechanikw�ahrend die Transformationen der Metrik und des Vektorpotentials nach (2.9),(2.10), (2.15) und (2.16) gegeben sind durchg(f)��(Q) = f(Q) e �i (Q) e �j (Q) g(i) ij (q(Q)) ; (2.78)A(f)� (Q) = e i�(Q)A(i)i (q(Q)) : (2.79)Ist das skalare Potential V (i)(q) des Ausgangssystems so geeicht, da� dessen EnergieE(i) verschwindet (vgl. Abschnitt 2.1.1), dann transformiert es sich nach (2.8) und(2.18) mit V (f)(Q) = f(Q)V (i) (q(Q)) : (2.80)Falls diese spezielle Eichung des skalaren Potentials V (i)(q) nicht vorliegen sollte,kann man sie aber auch nachtr�aglich vornehmen, indem man (2.80) durchV (f)(Q) = f(Q) nV (i) (q(Q)) � E(i)o (2.81)ersetzt. Kennt man die Trajektorie Q�(s) des anderen Problems, dann l�a�t sich dieTrajektorie q i(t) des urspr�unglichen Problems berechnen. Die R�ucktransformationist durch die nichtintegrablen Raum-Zeit-Transformation (1.19) und (1.20) definiert:q i(t) = q i (Q(s(t))) : (2.82)Die hierbei ben�otigte Beziehung s = s(t) zwischen beiden Zeitkoordinaten ergibtsich nach (2.12), (2.13) durch L�osen der impliziten Gleichungt = s(t)Z0 f (Q(�)) d� (2.83)und ist demnach letztendlich erst durch die Kenntnis der Trajektorie Q�(s) desEndsystems festgelegt. Dies unterstreicht, da� (1.20) eine lokale Zeittransformationdarstellt.



Kapitel 3Quantenmechanik
Wenn in einer Sintflut alle wissenschaftlichenKenntnisse zerst�ort w�urden ... , welche Aussagew�urde die gr�o�te Information in den wenigstenWorten enthalten? Ich bin davon �uberzeugt,da� dies die Atomhypothese w�are ... .R.P. Feynman (1918 { 1988)

Nachdem im vorangegangenen Kapitel die Forminvarianz der klassischen Mechanikunter nichtintegrablen Raum-Zeit-Transformationen untersucht worden ist, sollen indiesem Kapitel entsprechende �Uberlegungen auch in der Quantenmechanik durch-gef�uhrt werden. Der Unterschied zwischen beiden physikalischen Theorien mani-festiert sich dabei dadurch, da� die resultierenden Transformationsvorschriften f�urdie jeweiligen physikalischen Gr�o�en teilweise voneinander abweichen.Im folgenden wird auch in der Quantenmechanik das abgeschlossene System einernichtrelativistischen Punktmasse untersucht, die sich auf einer Riemann-Mannigfal-tigkeit unter dem Einflu� �au�erer Felder bewegt. In der Schr�odingerschen Quan-tenmechanik (Abschnitt 3.1), in der Feynmanschen Quantenmechanik (Abschnitt3.2) und in der Heisenbergschen Quantenmechanik (Abschnitt 3.3) wird zun�achstgezeigt, da� die Bewegungsgleichung dieser Punktmasse aufgrund des Kovarianz-prinzips unter den integrablen Raumtransformationen (1.19) forminvariant bleibt.Anschlie�end wird mit Hilfe von Fouriertransformationen nachgewiesen, da� sichdiese Forminvarianz auch auf die nichtintegrablen Zeittransformationen (1.20) aus-dehnen l�a�t. Aus der Zusammenfassung in Abschnitt 3.4 geht hervor, da� diequantenmechanischen Transformationen der Metrik und des Vektorpotentials mitden klassischen �ubereinstimmen. Demgegen�uber enth�alt die quantenmechanischeTransformation des skalaren Potentials neben dem klassischen Beitrag noch einenzus�atzlichen Term, der vom Quadrat des Planckschen Wirkungsquantums abh�angt.Anhang B zeigt unter Verwendung der Riemann-Cartan-Differentialgeometrie, da�dieser zus�atzliche Term mit derjenigen Kr�ummung und Torsion der Raum-Zeit-Struktur �ubereinstimmt, die durch die nichtintegrable Raum-Zeit-Transformation(1.19), (1.20) hervorgerufen wird. 47



48 Kapitel 3. Quantenmechanik3.1 Schr�odingersche QuantenmechanikIm vorliegenden Abschnitt wird zun�achst diskutiert, wie sich das Operatorordnungs-problem, das bei der Quantisierung klassischer Systeme auftreten kann, mit Hilfedes Kovarianzprinzips l�osen l�a�t. Anschlie�end wird die Schr�odingersche Formulie-rung der Quantenmechanik entwickelt, indem das darstellungsfreie Schr�odingerscheAnfangswertproblem in die Ortsdarstellung �uberf�uhrt wird. Dabei zeigt es sich auf-grund des Kovarianzprinzips, da� die Schr�odingersche Quantenmechanik unter denintegrablen Raumtransformationen (1.19) forminvariant ist. Anschlie�end wird inAnlehnung an die Arbeiten [100, 101] gezeigt, da� die Schr�odingersche Quantenme-chanik dar�uber hinaus auch unter den nichtintegrablen Zeittransformationen (1.20)forminvariant ist.3.1.1 Zur Quantisierung klassischer SystemeQuantisiert man ein klassisches System, so werden den Raumkoordinaten q i und dendazu kanonisch konjugierten Impulskoordinaten pi lineare, hermitesche Operatorenq̂ i und p̂i zugeordnet. Dabei sind die fundamentalen Poisson-Klammernn q i ; q j oq;p = f pi ; pj gq;p = 0 ; n q i ; pj oq;p = � ij (3.1)durch die kanonischen Vertauschungsrelationenh q̂ i ; q̂ j i� = [ p̂i ; p̂j ]� = 0 ; h q̂ i ; p̂j i� = i�h � ij (3.2)zu ersetzen. Diese Quantisierungsvorschrift erm�oglicht es, zu jeder klassischen Ob-servablen O(i) = O(i)(q i; pi) einen quantenmechanischen Operator Ô(i) = O(i)(q̂ i; p̂i)zu konstruieren. Im allgemeinen ist die Zuordnung allerdings mehrdeutig. W�ahrendbei klassischen Oberservablen O(i) = O(i)(q i; pi) die Reihenfolge der Orts- und Im-pulskoordinaten keine Rolle spielt, kann die Anordnung der Orts- und Impulsope-ratoren bei einem quantenmechanischen Operator Ô(i) = O(i)(q̂ i; p̂i) aufgrund derkanonischen Vertauschungsrelationen (3.2) entscheidend sein.Als Beispiel soll eine klassische Punktmasse m betrachtet werden, die sich auf einerD-dimensionalen Riemann-Mannigfaltigkeit mit der Metrik g(i) ij(q) unter dem Ein-flu� des skalaren Potentials V (i)(q) und des Vektorpotentials A(i)i (q) bewegt. Nach



3.1. Schr�odingersche Quantenmechanik 49der obigen Quantisierungsvorschrift kann man der klassischen Hamilton-FunktionH(i) = H(i)(q i; pi) in (2.53) sowohlĤ(i)1 = 12m g(i) ij(q̂) �p̂i � A(i)i (q̂)� �p̂j � A(i)j (q̂)� + V (i)(q̂) (3.3)als auch Ĥ(i)2 = 12m �p̂i � A(i)i (q̂)� g(i) ij(q̂) �p̂j � A(i)j (q̂)� + V (i)(q̂) (3.4)als entsprechenden Hamilton-Operator zuordnen. Aufgrund der kanonischen Ver-tauschungsrelationen (3.2) sind aber beide Operatoren Ĥ(i)1 und Ĥ(i)2 voneinanderverschieden.Das Operatorordnungsproblem, das bei der Quantisierung klassischer Systeme auf-treten kann, ist von grunds�atzlicher Natur und l�a�t sich im allgemeinen nicht apriori l�osen. Letztendlich kann nur das Experiment entscheiden, welcher Opera-tor Ô(i) = O(i)(q̂ i; p̂i) tats�achlich einer klassischen Observablen O(i) = O(i)(q i; pi)entspricht. Im Falle einer Punktmasse m, die sich auf einer D-dimensionalenRiemann-Mannigfaltigkeit unter dem Einflu� �au�erer Potentiale bewegt, ist es aller-dings m�oglich, das von der Metrik hervorgerufene Operatorordnungsproblem durchzus�atzliche Annahmen zu l�osen. Analog zur Vorgehensweise in der Allgemeinen Re-lativit�atstheorie [42, S. 113], [70, S. 158], [129, S. 91] liegt es nahe, zu fordern, da�ein quantenmechanischer Operator� unter unit�aren integrablen Transformationen der Ortsoperatoren forminvari-ant ist (Kovarianzprinzip),� im Falle einer euklidischen Metrik die gew�ohnliche Form annimmt, bei derkein Operatorordnungsproblem auftritt (Korrespondenzprinzip),� die einfachst m�ogliche Gestalt besitzt (Einfachheitsprinzip).Es zeigt sich, da� der klassischen Hamilton-Funktion H(i)(q i; pi) in (2.53) unterBer�ucksichtigung dieser drei zus�atzlichen Forderungen eindeutig der Hamilton-Ope-rator Ĥ(i) = 12m g(i)(q̂)� 14 �p̂i � A(i)i (q̂)� g(i)(q̂)+ 14 g(i) ij(q̂)� g(i)(q̂)+ 14 �p̂j � A(i)j (q̂)� g(i)(q̂)� 14 + V (i)(q̂) (3.5)zugeordnet werden kann [24, 104], wobei g(i)(q) die Determinante der kovariantenMetrik g(i)ij (q) bezeichnet: g(i)(q) = Det ng(i)ij (q)o : (3.6)



50 Kapitel 3. QuantenmechanikAufgrund dieses Ergebnisses wird im folgenden der Standpunkt eingenommen, da�der Hamilton-Operator (3.5) das quantenmechanische System einer Punktmasse mdefiniert, die sich auf einer D-dimensionalen Riemann-Mannigfaltigkeit unter demEinflu� �au�erer Felder bewegt.3.1.2 Schr�odingersches AnfangswertproblemDer Zustand eines Systems zum Zeitpunkt t wird in der Schr�odingerschen Quan-tenmechanik durch einen Zustandsvektor j (i)(t)i in einem Hilbert-Raum H(i) be-schrieben. Er gen�ugt der Dynamik eines Schr�odingerschen Anfangswertproblems,das durch den Hamilton-Operator Ĥ(i) des Systems festgelegt ist:i�h @@t j (i)(t)i = Ĥ(i) j (i)(t)i ; j (i)(t0)i = j (i)0 i : (3.7)Die L�osung von (3.7) besagt, da� der gegebene Anfangszustand j (i)(t0)i durch einenlinearen, unit�aren Zeitentwicklungsoperator Û (i)(t; t0) in den gesuchten Endzustandj (i)(t)i abgebildet wird: j (i)(t)i = Û (i)(t; t0) j (i)(t0)i : (3.8)Aufgrund der Beliebigkeit des Anfangszustandes j (i)(t0)i gen�ugt auch der Zeitent-wicklungsoperator Û (i)(t; t0) einem Anfangswertproblemi�h @@t Û (i)(t; t0) = Ĥ(i) Û (i)(t; t0) ; Û (i)(t0; t0) = Î ; (3.9)wobei Î den Einheitsoperator darstellt. H�angt der Hamilton-Operator Ĥ(i) wie in(3.5) nicht explizit von der Zeitkoordinate t ab, dann lautet die L�osung von (3.9)Û (i)(t; t0) = exp�� i�h Ĥ(i)(t� t0)� ; (3.10)so da� der Zeitentwicklungsoperator Û (i)(t; t0) nur von der Differenz der beiden Zeit-koordinaten t und t0 abh�angt. Dar�uber hinaus ist noch nicht n�aher spezifiziert, obdurch Û (i)(t; t0) eine zeitliche Entwicklung in die Zukunft (t > t0) oder in die Ver-gangenheit (t < t0) beschrieben wird. Deshalb besitzt der Zeitentwicklungsoperator(3.10) die Symmetrie Û (i)(t; t0) = Û (i) y(t0; t) ; (3.11)wobei y den �Ubergang zum adjungierten Operator bezeichnet. Um die Kausalit�atbez�uglich der Zeitkoordinate t zu gew�ahrleisten, mu� man vom Zeitentwicklungs-operator Û (i)(t; t0) zum kausalen ZeitentwicklungsoperatorÛ (i)c (t; t0) = �(t� t0) Û (i)(t; t0) (3.12)



3.1. Schr�odingersche Quantenmechanik 51�ubergehen, wobei �(t� t0) die Heaviside-Funktion bezeichnet:�(t� t0) = 8<: 1 ; t > t0 ;0 ; t < t0 : (3.13)Aus (3.9), (3.10) und (3.12) l�a�t sich dann ablesen, da� der kausale Zeitentwick-lungsoperator Û (i)c (t; t0) einer inhomogenen Differentialgleichung gen�ugti�h @@t Û (i)c (t; t0) = Ĥ(i) Û (i)c (t; t0) + i�h �(t� t0) Î ; (3.14)die die folgende L�osung besitzt:Û (i)c (t; t0) = �(t� t0) exp�� i�h Ĥ(i)(t� t0)� : (3.15)3.1.3 Definition der OrtsdarstellungDie Eigenvektoren jqi der Ortsoperatoren q̂ i werden durch das Eigenwertproblemq̂ i jqi = q i jqi (3.16)definiert und bilden im folgenden Sinne ein vollst�andiges Orthonormalsystem imHilbert-Raum H(i) [18]: hqjq 0i = 1qg(i)(q 0) �(q � q 0) ; (3.17)Z qg(i)(q) jqi hqj dDq = Î : (3.18)Dabei hat man die Determinante g(i)(q) der kovarianten Metrik g(i)ij (q) in die Defi-nitionen der Orthonormalit�at (3.17) und der Vollst�andigkeit (3.18) so einbezogen,da� diese manifest kovariant sind. Die Vollst�andigkeitsrelation (3.18) hat zur Folge,da� man einen beliebigen Zustandsvektor j (i)i des zugrunde liegenden Hilbert-Raumes H(i) nach den Eigenvektoren jqi der Ortsoperatoren q̂ i entwickeln kann:j (i)i = Z qg(i)(q) (i)(q) jqi dDq : (3.19)Die dabei auftretenden Entwicklungskoef�zienten  (i)(q) bezeichnet man als dieOrtsdarstellung des Zustandsvektors j (i)i oder einfach als die Schr�odingersche Wel-lenfunktion:  (i)(q) = hqj (i)i : (3.20)



52 Kapitel 3. QuantenmechanikEntsprechend f�uhrt die Orthonormalit�atsrelation (3.17) mit der Entwicklung (3.19)zur Ortsdarstellung des Skalarproduktes zwischen zwei Zustandsvektoren j (i)1 i undj (i)2 i: h (i)1 j (i)2 i = Z qg(i)(q) (i)�1 (q) (i)2 (q) dDq : (3.21)Die Eigenvektoren jpi der Impulsoperatoren p̂j bilden ebenfalls ein vollst�andigesOrthonormalsystem und gen�ugen den zu (3.16){(3.18) analogen Eigenschaften:p̂j jpi = pj jpi ; (3.22)hpjp 0i = 1qf (i)(p 0) �(p� p 0) ; (3.23)+1Z�1 qf (i)(p) jpihpj dDp = Î : (3.24)Hierbei wurde eine willk�urliche Funktion f (i)(p) eingef�uhrt, mit der sich die Ei-genvektoren jpi geeignet normieren lassen [24], [76, S. 109]. Fordert man, da� dieImpulsoperatoren p̂j den kanonischen Vertauschungsrelationen (3.2) gen�ugen, undda� sie bez�uglich des Skalarproduktes (3.21) hermitesch sind, dann l�a�t sich dieJordan-Regel f�ur die Ortsdarstellung von Impulsoperatoren in eindeutiger Weiseauch auf nichteuklidische Metriken verallgemeinern [18]:hqj p̂j = �hi  @j + @j g(i)(q)4 g(i)(q) ! hqj : (3.25)Formuliert man damit das Eigenwertproblem (3.22) in der Ortsdarstellung, so lautendie gem�a� (3.23) orthonormierten L�osungenhqjpi = 1(2��h)D2 (g(i)(q)f (i)(p)) 14 exp� i�hq j pj� : (3.26)3.1.4 �Ubergang zur OrtsdarstellungNach diesen Vorbereitungen l�a�t sich die darstellungsfreie Formulierung des Schr�o-dingerschen Anfangswertproblems (3.7) in die Ortsdarstellung �uberf�uhren. Da-nach entwickelt sich die Ortsdarstellung  (i)(q; t) = hqj (i)(t)i der Zustandsvektorenj (i)(t)i gem�a�i�h @@t  (i)(q; t) = Ĥ(i)(q) (i)(q; t) ;  (i)(q0; t0) =  (i)0 (q0) : (3.27)



3.1. Schr�odingersche Quantenmechanik 53Die Ortsdarstellung Ĥ(i)(q) des Hamilton-Operators (3.5) l�a�t sich mit Hilfe derverallgemeinerten Jordan-Regel (3.25) bestimmen:Ĥ(i)(q) = � �h22m �(i) + i�hm g(i) ij(q)A(i)i (q) @j + 12m g(i) ij(q)A(i)i (q)A(i)j (q)+ i�h2m 1qg(i)(q) @i �qg(i)(q) g(i) ij(q)A(i)j (q)� + V (i)(q) : (3.28)Hierbei bezeichnet �(i) den Laplace-Beltrami-Operator�(i) = g(i) ij(q) @i @j � �(i) iji (q) @j (3.29)und die Kontraktion des Christoffel-Symbols�(i) iji (q) = g(i) ik(q) g(i) jl(q) �(i)ikl (q) (3.30)ist gem�a� der Definition (2.3) durch die Metrik g(i) ij(q) festgelegt:�(i) iji (q) = � @i g(i) ij(q) � @i g(i)(q)2 g(i)(q) g(i) ij(q) : (3.31)Entsprechend ergibt sich die Ortsdarstellung der darstellungsfreien L�osung (3.8) desSchr�odingerschen Anfangswertproblems (3.7) zu: (i)(q; t) = Z qg(i)(q0)G(i)(q; t; q0; t0) (i)(q0; t0) dDq0 ; (3.32)G(i)(q; t; q0; t0) = hqjÛ (i)(t; t0)jq0i : (3.33)Die Linearit�at des Schr�odingerschen Anfangswertproblems (3.7) spiegelt sich in derOrtsdarstellung (3.32) von deren L�osung wider. Die Ortsdarstellung  (i)(q0; t0)des Anfangszustandes j (i)(t0)i wird durch einen linearen Integraloperator auf dieOrtsdarstellung  (i)(q; t) des Endzustandes j (i)(t)i abgebildet. Der dabei auftre-tende Integralkern (3.33) legt die zeitliche Weiterentwicklung quantenmechanischerZust�ande fest und wird deshalb als Propagator bezeichnet. Um die Kausalit�at die-ser zeitlichen Weiterentwicklung zu gew�ahrleisten, kann man noch analog zu (3.33)den kausalen Propagator G(i)c (q; t; q0; t0) als Matrixelement des kausalen Zeitent-wicklungsoperators Û (i)c (t; t0) bez�uglich der Eigenvektoren jqi der Ortsoperatorenq̂ i einf�uhren: G(i)c (q; t; q0; t0) = hqjÛ (i)c (t; t0)jq0i : (3.34)Geht man in (3.14) zur Ortsdarstellung �uber, so erh�alt man f�ur den kausalen Pro-pagator G(i)c (q; t; q0; t0) eine inhomogene partielle Differentialgleichung:i�h @@t G(i)c (q; t; q0; t0) = Ĥ(i)(q)G(i)c (q; t; q0; t0) + i�hqg(i)(q0) �(t�t0) �(q�q0) : (3.35)



54 Kapitel 3. Quantenmechanik3.1.5 Transformation der RaumkoordinatenBei der Quantisierung des klassischen Systems einer Punktmasse m, die sich aufeiner D-dimensionalen Riemann-Mannigfaltigkeit unter dem Einflu� �au�erer Fel-der bewegt, ist das Kovarianzprinzip von grundlegender Bedeutung (vgl. Abschnitt3.1.1). Deshalb ist zu erwarten, da� die durch (3.28), (3.29), (3.31) und (3.35)definierte Bewegungsgleichung des kausalen Propagators G(i)c (q; t; q0; t0) unter inte-grablen Koordinatentransformationen forminvariant ist. F�uhrt man einen Wechselder krummlinigen Raumkoordinaten gem�a� (1.19) im einzelnen durch, so transfor-miert sich der kausale Propagator bez�uglich beider r�aumlicher Argumente wie einTensor nullter Stufe G(1)c (Q; t;Q0; t0) = G(i)c (q(Q); t; q(Q0); t0) (3.36)und dessen transformierte Bewegungsgleichung lauteti�h @@t G(1)c (Q; t;Q0; t0) = Ĥ(1)(Q)G(1)c (Q; t;Q0; t0)+ i�hqg(1)(Q0) �(t� t0) �(Q�Q0) : (3.37)Der Hamilton-Operator erweist sich wie erwartet als forminvariant:Ĥ(1)(Q) = � �h22m ng(1)��(Q) @� @� � �(1)��� (Q) @�o+ i�hm g(1)��(Q)A(1)� (Q) @� + 12m g(1)��(Q)A(1)� (Q)A(1)� (Q)+ i�h2m 1qg(1)(Q) @� �qg(1)(Q) g(1)��(Q)A(1)� (Q)� + V (1)(Q) : (3.38)Das skalare Potential, das Vektorpotential und die Metrik transformieren sich wiein der klassischen Mechanik als ein Tensor nullter, erster und zweiter Stufe (vgl.Abschnitt 2.1.2): V (1)(Q) = V (i) (q(Q)) ; (3.39)A(1)� (Q) = e i�(Q)A(i)i (q(Q)) ; (3.40)g(1)��(Q) = e �i (Q) e �j (Q) g(i) ij (q(Q)) : (3.41)Demgegen�uber weicht das Transformationsverhalten der Kontraktion des Christof-fel-Symbols von dem eines Tensors erster Stufe ab:�(1)��� (Q) = e �j (Q) �(i) iji (q(Q)) � e �i (Q) @�e �j (Q) g(i) ij (q(Q)) : (3.42)



3.1. Schr�odingersche Quantenmechanik 55Dabei sind die Ergebnisse (3.41) und (3.42) mit einem zu (3.31) analogen Zusam-menhang zwischen der transformierten Kontraktion �(1)��� (Q) und der transfomier-ten Metrik g(1)��(Q) konsistent, wenn man die Integrabilit�atseigenschaft (1.18) derKoordinatentransformation (1.19) beachtet.3.1.6 Transformation der ZeitkoordinateDie Bewegungsgleichung des kausalen Propagators ist aber nicht nur unter denintegrablen Raumtransformationen (1.19) sondern auch unter den nichtintegrablenZeittransformationen (1.20) forminvariant. Um dies einzusehen, kann man in Anleh-nung an die Arbeiten [100, 101] wie folgt schrittweise vorgehen. Zun�achst wird derkausale Propagator G(1)c (Q; t;Q0; t0) einer Fouriertransformation bez�uglich der Zeitunterzogen. Dabei wird ber�ucksichtigt, da� der kausale Propagator G(1)c (Q; t;Q0; t0)nur von der Differenz der Zeitkoordinaten t und t0 abh�angen kann, da das betrach-tete quantenmechanische System abgeschlossen ist:G(1)c (Q; t;Q0; t0) = +1Z�1 G(1)c (Q;Q0;E(i)) exp�� i�h E(i) (t� t0)� dE(i)2��h : (3.43)Aus (3.37), (3.38) und (3.43) gewinnt man dann eine Bewegungsgleichung f�ur diekausale Greensche Funktion G(1)c (Q;Q0;E(i)), die sich im Hinblick auf die nichtin-tegrable Zeittransformation (1.20) mit der Funktion f(Q) durchmultiplizieren l�a�t.Um nun die Standardform der Bewegungsgleichung zu reproduzieren, kann man diekausale Greensche FunktionG(1)c (Q;Q0;E(i)) mit einer anderen kausalen GreenschenFunktion G(2)c;E(i)(Q;Q0;E(f)) beim Energieparameter E(f) = 0 identifizieren:G(1)c (Q;Q0;E(i)) = f(Q0) G(2)c;E(i)(Q;Q0; 0) : (3.44)Die kausale Greensche Funktion G(2)c;E(i)(Q;Q0;E(f)) l�a�t sich dabei als die Fourier-transformierte eines kausalen Propagators G(2)c;E(i)(Q; s;Q0; 0) bez�uglich der Zeitko-ordinate s auffassen:G(2)c;E(i)(Q;Q0;E(f)) = +1Z0 G(2)c;E(i)(Q; s;Q0; 0) exp�+ i�h E(f) s� ds : (3.45)Aufgrund der Bewegungsgleichung dieses kausalen Propagators G(2)c;E(i)(Q; s;Q0; 0)i�h @@s G(2)c;E(i)(Q; s;Q0; 0) = (� �h22m hf(Q) g(1)��(Q) @� @� � f(Q) �(1)��� (Q) @�i



56 Kapitel 3. Quantenmechanik+ i�hm f(Q) g(1)��(Q)A(1)� (Q) @� + i�h2m f(Q)qg(1)(Q) @� �qg(1)(Q) g(1)��(Q)A(1)� (Q)�+ f(Q)2m g(1)��(Q)A(1)� (Q)A(1)� (Q) + f(Q) hV (1)(Q) � E(i)i )G(2)c;E(i)(Q; s;Q0; 0)+ i�hqg(1)(Q0) �(s) �(Q�Q0) (3.46)kann man wie in der klassischen Mechanik (vgl. Abschnitt 2.1.3) davon ausgehen,da� diese Umformungen das Vektorpotential nicht ver�andernA(f)� (Q) = A(1)� (Q) (3.47)und da� die Metrik einer konformen Abbildung [82, S. 493] unterworfen wird:g(f)��(Q) = f(Q) g(1)��(Q) : (3.48)Dann transformiert sich die Determinante der kovarianten Metrik gem�a�g(f)(Q) = f(Q)�D g(1)(Q) (3.49)und ein zu (3.31) analoger Zusammenhang zwischen der Kontraktion �(f)��� (Q) undder Metrik g(f)��(Q) ergibt:�(f)��� (Q) = f(Q) �(1)��� (Q) + D � 22 @�f(Q)f(Q) g(f)��(Q) : (3.50)Damit erh�alt man f�ur die Bewegungsgleichung des betrachteten kausalen Propaga-tors G(2)c;E(i)(Q; s;Q0; 0) das Ergebnisi�h @@s G(2)c;E(i)(Q; s;Q0; 0) = (� �h22m "g(f)��(Q) @� @� + D � 22 @�f(Q)f(Q) g(f)��(Q) @���(f)��� (Q) @�i+ i�hm g(f)��(Q)A(f)� (Q) @� + 12m g(f)��(Q)A(f)� (Q)A(f)� (Q)+ i�h(D � 2)4m g(f)��(Q) @�f(Q)f(Q) A(f)� (Q) + f(Q) hV (1)(Q) � E(i)i+ i�h2m 1qg(f)(Q) @� �qg(f)(Q) g(f)��(Q)A(f)� (Q)�)G(2)c;E(i)(Q; s;Q0; 0)+ i�hf(Q0)�D2qg(f)(Q0) �(s) �(Q�Q0) ; (3.51)



3.1. Schr�odingersche Quantenmechanik 57das in insgesamt drei Termen von der �ublichen Standardform abweicht. Deshalbwird zus�atzlich eine lineare Transformation des kausalen Propagators gem�a�G(2)c;E(i)(Q; s;Q0; 0) = f(Q0)�D2 F (Q)F (Q0) G(f)c;E(i)(Q; s;Q0; 0) (3.52)durchgef�uhrt, wobei F (Q) eine noch geeignet festzulegende Funktion darstellt. Setztman (3.52) in (3.51) ein, so ergibt sich die Bewegungsgleichung des kausalen Pro-pagators G(f)c;E(i)(Q; s;Q0; 0) zui�h @@s G(f)c;E(i)(Q; s;Q0; 0) = (� �h22m "g(f)��(Q) @� @� � �(f)��� (Q) @�+2 g(f)��(Q)  @�F (Q)F (Q) � 2�D4 @�f(Q)f(Q) ! @�#+ i�hm g(f)��(Q)A(f)� (Q) @�+ 12m g(f)��(Q)A(f)� (Q)A(f)� (Q) + i�h2m 1qg(f)(Q) @� �qg(f)(Q) g(f)��(Q)A(f)� (Q)�+ i�hm g(f)��(Q)A(f)� (Q) "@�F (Q)F (Q) � 2 �D4 @�f(Q)f(Q) # + V (f)(Q)) G(f)c;E(i)(Q; s;Q0; 0)+ i�hqg(f)(Q0) �(s) �(Q�Q0) ; (3.53)und das skalare Potential V (f)(Q) ist gegeben durchV (f)(Q) = f(Q) nV (1)(Q) � E(i)o � �h22m (g(f)��(Q) @� @�F (Q)F (Q)� "�(f)��� (Q) + 2 �D2 @�f(Q)f(Q) g(f)��(Q)# @�F (Q)F (Q) ) : (3.54)Aus (3.53) ist abzulesen, da� f�ur den kausalen Propagator G(f)c;E(i)(Q; s;Q0; 0) dieBewegungsgleichungi�h @@s G(f)c;E(i)(Q; s;Q0; 0) = Ĥ(f)(Q)G(f)c;E(i)(Q; s;Q0; 0)+ i�hqg(f)(Q0) �(s) �(Q�Q0) (3.55)mit der Standardform des Hamilton-OperatorsĤ(f)(Q) = � �h22m ng(f)��(Q) @� @� � �(f)��� (Q) @�o+ i�hm g(f)��(Q)A(f)� (Q) @� + 12m g(f)��(Q)A(f)� (Q)A(f)� (Q)



58 Kapitel 3. Quantenmechanik+ i�h2m 1qg(f)(Q) @� �qg(f)(Q) g(f)��(Q)A(f)� (Q)� + V (f)(Q) (3.56)resultiert, wenn man die Funktion F (Q) durch die Bedingung@�F (Q)F (Q) = 2 �D4 @�f(Q)f(Q) (3.57)festlegt. Die Integration von (3.57) ergibt dannF (Q) = f(Q) 2�D4 ; (3.58)so da� sich die Transformation (3.54) des skalaren Potentials aufV (f)(Q) = f(Q) nV (1)(Q) � E(i)o + �h2m (2 �D8 �(f)��� (Q) @�f(Q)f(Q)+ g(f)��(Q) "(D � 2)(D � 6)32 @�f(Q)@�f(Q)f(Q)2 + D � 28 @�@�f(Q)f(Q) #) (3.59)reduziert. Aus (3.43){(3.45), (3.52) und (3.58) ergibt sich ferner insgesamt diefolgende Transformationsvorschrift f�ur den kausalen Propagator:G(1)c (Q; t;Q0; t0) = [f(Q) f(Q0)] 2�D4 +1Z0 ds +1Z�1 dE(i)2��h� exp�� i�h E(i) (t� t0)� G(f)c;E(i)(Q; s;Q0; 0) : (3.60)3.2 Feynmansche QuantenmechanikAusgehend von der Schr�odingerschen Quantenmechanik wird sukzessive die Feyn-mansche Quantenmechanik entwickelt, bei der sich der Propagator durch ein Pfad-integral darstellen l�a�t. Anschlie�end wird bewiesen, da� beide Formulierungender Quantenmechanik mathematisch �aquivalent sind. Dabei werden einige n�utzli-che Rechenmethoden f�ur Pfadintegrale vorgestellt, mit denen dann die Forminva-rianz der Feynmanschen Quantenmechanik unter den nichtintegrablen Raum-Zeit-Transformationen (1.19), (1.20) gezeigt werden kann.



3.2. Feynmansche Quantenmechanik 593.2.1 Pfadintegraldarstellung des PropagatorsBei der Feynmanschen Umformulierung der Schr�odingerschen Quantenmechanikgeht man von der Definition (3.33) des Propagators als Ortsdarstellung des Zeit-entwicklungsoperators (3.10) aus:G(i)(q; t; q0; t0) = hqj exp�� i�h Ĥ(i) (t� t0)� jq0i : (3.61)In einem ersten Schritt wird das vorgegebene Zeitintervall [t0; t] in N �aquidistanteTeilintervalle [tn; tn+1] f�ur n = 0; : : : ; N � 1 mit der Breite� = t� t0N (3.62)zerlegt, wobei die Identifikationen tn=0 = t0 und tn=N = t vorgenommen werden.Diese Intervallzerlegung erm�oglicht es, den Exponentialoperator in (3.61) in N iden-tische Faktoren aufzuspalten:G(i)(q; t; q0; t0) = hqj exp�� i�h Ĥ(i) �� � : : : � exp�� i�h Ĥ(i) �� jq0i : (3.63)Schiebt man in jeden der N � 1 Zwischenr�aume zwischen den N Exponentialopera-toren eine Vollst�andigkeitsrelation (3.18) ein und ber�ucksichtigt man erneut (3.61),so erh�alt man das ErgebnisG(i)(q; t; q0; t0) = (N�1Yn=1 Z dDqnqg(i)(qn)) (N�1Yn=0 G(i)(qn+1; �; qn; 0)) : (3.64)Demnach ergibt sich die Propagation eines quantenmechanischen Teilchens vomRaum-Zeit-Punkt (q0; t0) zum Raum-Zeit-Punkt (q; t) durch Summation �uber diePropagationen entlang aller diskreten Wege(q0; t0) ! (q1; t1) ! : : : ! (qN�1; tN�1) ! (qN ; tN) = (q; t) ; (3.65)die bei der �aquidistanten Zerlegung des Zeitintervalles [t0; t] m�oglich sind (vgl. Ab-bildung 3.1). In einem zweiten Schritt wird dann das Zeitintervall [t0; t] immerfeiner zerlegt, indem der Grenz�ubergang N ! 1 durchgef�uhrt wird. Nach (3.62)hat dies zur Folge, da� die Intervallbreite �! 0 geht, wobei aber die endliche L�anget � t0 = �N des vorgegebenen Zeitintervalles [t0; t] festgehalten wird. Dieser in �und N gekoppelte Grenzwertproze� wird mitlim� � = lim�!0N!1�N=t�t0 � (3.66)
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Abbildung 3.1: Zwei verschiedene diskrete Wege, auf denen sich ein quantenmecha-nisches Teilchen vom Raum-Zeit-Punkt (q0; t0) zum Raum-Zeit-Punkt (q; t) bewegt.abgek�urzt und auf (3.64) angewendet:G(i)(q; t; q0; t0) = lim� (N�1Yn=1 Z dDqnqg(i)(qn)) ( N�1Yn=0 G(i)(qn+1; �; qn; 0)) : (3.67)Durch diesen Grenzwertproze� resultiert die Propagation eines quantenmechani-schen Teilchens vom Raum-Zeit-Punkt (q0; t0) zum Raum-Zeit-Punkt (q; t) durchIntegration �uber die Propagationen entlang aller kontinuierlichen Wege(q(� ); � ) ; � 2 [t0; t] ; (3.68)die den Einschr�ankungen q(t0) = q0 und q(t) = q gen�ugen. Deshalb bezeichnet man(3.67) als die Weg- bzw. die Pfadintegraldarstellung des Propagators G(i)(q; t; q0; t0).Die praktische Bedeutung von (3.67) besteht darin, da� die Berechnung des Pro-pagators G(i)(q; t; q0; t0) auf die des Kurzzeitpropagators G(i)(qn+1; �; qn; 0) zur�uck-gef�uhrt wird. Die Bestimmung des Kurzzeitpropagators kann dabei mit Hilfe desfolgenden Satzes erfolgen [82, S. 432].Satz �uber Kurzzeitpropagatoren:Alle Kurzzeitpropagatoren G(i)(qn+1; �; qn; 0), die bis zur ersten Ordnung in � �uber-einstimmen, liefern durch den Grenz�ubergang � ! 0, N ! 1, �N = t � t0 imPfadintegral (3.67) ein- und denselben Propagator G(i)(q; t; q0; t0).



3.2. Feynmansche Quantenmechanik 61Mit Hilfe dieses Satzes l�a�t sich auf der Menge der Kurzzeitpropagatoren eine�Aquivalenzrelation einf�uhren. Zwei Kurzzeitpropagatoren G(i)1 (qn+1; �; qn; 0) undG(i)2 (qn+1; �; qn; 0) hei�en zueinander �aquivalent, kurzG(i)1 (qn+1; �; qn; 0) � G(i)2 (qn+1; �; qn; 0) ; (3.69)wenn sie bis zur ersten Ordnung in � �ubereinstimmen. Die grundlegende Strategieder Pfadintegrationstheorie beruht dann darauf, aus einer betrachteten �Aquivalenz-klasse von Kurzzeitpropagatoren einen solchen Repr�asentanten auszuw�ahlen, da�die Auswertung des Pfadintegrales (3.67) f�ur den Propagator vereinfacht wird.3.2.2 Berechnung des KurzzeitpropagatorsIm Falle des quantenmechanischen Systems einer Punktmasse m, die sich auf ei-ner D-dimensionalen Riemann-Mannigfaltigkeit unter dem Einflu� �au�erer Felderbewegt, erh�alt man den Kurzzeitpropagator nach (3.61) durch Auswertung der Ma-trixelemente G(i)(qn+1; �; qn; 0) = hqn+1j exp�� i�h Ĥ(i) �� jqni ; (3.70)wobei der Hamilton-Operator Ĥ(i) durch (3.5) gegeben ist. Die Anwendung desSatzes �uber Kurzzeitpropagatoren reduziert dieses Problem aufG(i)(qn+1; �; qn; 0) � hqn+1j 1 � i��h ( 12m g(i)(q̂)� 14 �p̂i � A(i)i (q̂)�� g(i)(q̂)+ 14 g(i) ij(q̂) g(i)(q̂)+ 14 �p̂j � A(i)j (q̂)� g(i)(q̂)� 14 + V (i)(q̂)) jqni : (3.71)Schiebt man zwischen die einzelnen Operatoren die Vollst�andigkeitsrelationen (3.18)und (3.24) ein, dann lassen sich die auftretenden Matrixelemente mit Hilfe der Ei-genwertprobleme (3.16) und (3.22) sowie der Ortsdarstellung (3.26) der Impuls-eigenvektoren berechnen. Eine nochmalige Anwendung des Satzes �uber Kurzzeit-propagatoren f�uhrt unter Beachtung von (3.31) auf die IntegraldarstellungG(i)(qn+1; �; qn; 0) � 1qg(i)(qn) +1Z�1 dDpn(2��h)D exp�� i�2m�h g(i) ij(qn+1) pi;n pj;n+ � i�h (q in+1 � q in) + i�m�h g(i) ij(qn+1)A(i)j (qn+1) + �2m �(i) jij (qn+1) � pi;n� i��h V (i)(qn+1) � i�2m�h g(i) ij(qn+1)A(i)i (qn+1)A(i)j (qn+1)



62 Kapitel 3. Quantenmechanik+ �2m h��(i) iji (qn+1)A(i)j (qn+1) + g(i) ij(qn+1) @iA(i)j (qn+1)i� : (3.72)Die verbleibenden Impulsintegrale lassen sich gem�a�+1Z�1 expn�~xTA~x + ~bT ~xo dDx = s �DDetA exp�14 ~bT A�1~b� (3.73)auswerten, da das Ergebnis der Gau�-Integrale [50, S. 408] mit reeller symmetrischerMatrix A auch auf die Fresnel-Integrale [120, S. 181] mit imagin�arer symmetrischerMatrix A �ubertragbar ist. Der Kurzzeitpropagator ergibt sich damit zuG(i)(qn+1; �; qn; 0) � vuutg(i)(qn+1)g(i)(qn) � m2�i�h��D2 exp� im2�h� g(i)ij (qn+1) (q in+1 � q in)� (q jn+1 � q jn) + � 12 g(i)ij (qn+1) �(i) kjk (qn+1) + i�hA(i)i (qn+1) � (q in+1 � q in) � i��h V (i)(qn+1)� i�h�8m g(i)ij (qn+1) �(i) kik (qn+1) �(i) ljl (qn+1) + �2m g(i) ij(qn+1) @iA(i)j (qn+1)) : (3.74)Setzt man (3.74) in (3.67) ein, so erh�alt man f�ur den Propagator das PfadintegralG(i)(q; t; q0; t0) = vuut g(i)(q)g(i)(q0) lim� (N�1Yn=1 Z dDqnqg(i)(qn))� m2�i�h��ND2 exp� i�h A(i)�h [ q in ]� : (3.75)Da die dabei auftretende komplexe Gr�o�eA(i)�h [ q in ] = � N�1Xn=0 (m2 g(i)ij (qn+1) q in+1 � q in� q jn+1 � q jn� � V (i)(qn+1)+ "A(i)i (qn+1) � i�h2 g(i)ij (qn+1) �(i)kjk (qn+1) # q in+1 � q in�� i�h2m g(i) ij(qn+1) @iA(i)j (qn+1) � �h28m g(i)ij (qn+1) �(i) kik (qn+1) �(i) ljl (qn+1)) (3.76)im klassischen Grenz�ubergang �h! 0 in die diskretisierte Form der Wirkung (2.22)und (2.23) aus der Lagrangeschen Mechanik �ubergeht, bezeichnet man (3.75) auchals das Lagrangesche Pfadintegral des Propagators. Es f�allt ferner auf, da� alleGr�o�en in (3.76) am Nachpunkt qn+1 ausgewertet werden. Deshalb ist bei einer ex-pliziten Berechnung des Lagrangeschen Pfadintegrales (3.75) zu beachten, da� dieeinzelnen Integrale �uber qn sukzessive von n = N�1 bis n = 1 durchgef�uhrt werden[82, S. 425]. Die hier verwendete Nachpunkt-Regel bei der Definition des Lagrange-schen Pfadintegrales besitzt gegen�uber der Mittelpunkt-Regel [53, S. 10] den Vorteil,da� sie einen direkten Zugang zur zeitlichen Entwicklung der Wellenfunktion erlaubt[82, S. 411]. Dies soll im n�achsten Abschnitt n�aher erl�autert werden.



3.2. Feynmansche Quantenmechanik 633.2.3 Herleitung der Schr�odinger-GleichungBisher wurde eingehend diskutiert, wie die Feynmansche Quantenmechanik aus derSchr�odingerschen Quantenmechanik hervorgeht. Um den Beweis abzuschlie�en, da�beide Formulierungen der Quantenmechanik mathematisch �aquivalent sind, soll nunder umgekehrte Weg beschritten werden. Hierzu sei das Lagrangesche Pfadintegral(3.67), (3.74) des Propagators G(i)(q; t; q0; t0) vorgegeben, der die Entwicklung (3.32)der Wellenfunktion  (i)(q; t) w�ahrend der endlichen Zeit t� t0 beschreibt. Zu zeigenist dann, da� die entsprechende Bewegungsgleichung der Wellenfunktion  (i)(q; t)mit der Schr�odinger-Gleichung (3.27){(3.29), (3.31) �ubereinstimmt. Deshalb wirdim folgenden die erste Zeitableitung der Wellenfunktion  (i)(q; t) als Grenzwert desDifferenzenquotienten bestimmt:@@t  (i)(q; t) = lim�!0  (i)(q; t+ �)�  (i)(q; t)� : (3.77)Um (3.77) auswerten zu k�onnen, mu� man die Entwicklung der Wellenfunktion (i)(q; t) w�ahrend der infinitesimalen Zeit � betrachten, die gem�a� (3.32) durch denKurzzeitpropagator G(i)(q; �; q0; 0) charakterisiert wird: (i)(q; t+ �) = Z qg(i)(q0)G(i)(q; �; q0; 0) (i)(q0; t) dDq0 : (3.78)Setzt man (3.74) in (3.78) ein, so hat man das verbleibende Integral wegen des in(3.77) durchzuf�uhrenden Grenzwertprozesses � ! 0 nur bis zur ersten Ordnung in� zu berechnen. Hierzu substituiert man die Integrationsvariablen q i0 bei festgehal-tenen Nachpunktkoordinaten q i gem�a��q i(q0) = q i � q i0 (3.79)und entwickelt bis auf den IntegralkernK(�q) = qg(i)(q) � m2�i�h��D2 exp�� m2i�h� g(i)ij (q)�q i�q j� (3.80)alle Terme in eine Potenzreihe nach �q i [82, S. 425]. Dabei treten die Erwartungs-werte hF (�q)i von Funktionen F (�q) bez�uglich dieses Integralkernes K(�q) auf:hF (�q)i = Z F (�q)K(�q) dD�q : (3.81)Die Erwartungswerte von Monomen lassen sich beispielsweise sukzessive durch Dif-ferentiationen von (3.73) nach den Komponenten des Vektors ~b bestimmen:h1i = 1 ; (3.82)



64 Kapitel 3. Quantenmechanikh�q ii = 0 ; (3.83)h�q i�q ji = i�h�m g(i) ij(q) ; (3.84)h�q i�q j�q ki = 0 ; (3.85)h�q i�q j�q k�q li =  i�h�m !2 g(i) ijkl(q) ; (3.86)h�q i�q j�q k�q l�qmi = 0 ; (3.87)h�q i�q j�q k�q l�qm�q ni =  i�h�m !3 g(i) ijklmn(q) ; (3.88)wobei die beiden Abk�urzungen [82, S. 429]g(i) ijkl(q) = g(i) ij(q) g(i)kl(q) + g(i) ik(q) g(i) jl(q) + g(i) il(q) g(i) jk(q) (3.89)und g(i) ijklmn(q) = g(i) ij(q) g(i)klmn(q) + g(i) ik(q) g(i) jlmn(q)+ g(i) il(q) g(i) jkmn(q) + g(i) im(q) g(i) jkln(q) + g(i) in(q) g(i) jklm(q) (3.90)Wick-Entwicklungen entsprechen [82, S. 177]. Aus (3.82){(3.88) liest man zweiGesetzm�a�igkeiten ab, die bei der Potentzreihenentwicklung nach �q i zu beachtensind:� Die Erwartungswerte von ungeraden Monomen liefern keinen Beitrag.� Bei geraden Monomen entspricht jeder Faktor �q i einem Faktor � 12 .Mit Hilfe dieser beiden Gesetzm�a�igkeiten erh�alt man insgesamt aus (3.74) und(3.78) bis zur ersten Ordnung in �: (i)(q; t+ �) =  (i)(q; t) �1 � i�8m g(i)ij (q) �(i)kik (q) �(i) ljl (q)+ �2m g(i) ij(q) @iA(i)j (q) � i��h V (i)(q)� h1i + �12 @i @j  (i)(q; t)� �12 g(i)ik (q) �(i) lkl (q) + i�h A(i)i (q)� @j  (i)(q; t) + 12 �12 g(i)ik (q) �(i) lkl (q) + i�h A(i)i (q)�� �12 g(i)jm(q) �(i)nmn (q) + i�h A(i)j (q)�� h�q i�q ji : (3.91)Setzt man (3.91) mit den beiden Erwartungswerten (3.82) und (3.84) in (3.77) einund f�uhrt man den Grenzwertproze� �! 0 durch, so reduziert sich die Bewegungs-gleichung der Wellenfunktion  (i)(q; t) wie erwartet auf die Schr�odinger-Gleichung(3.27){(3.29), (3.31).



3.2. Feynmansche Quantenmechanik 653.2.4 �Aquivalente KurzzeitpropagatorenDie �Uberlegungen des vorangegangenen Abschnittes erm�oglichen es, den auf Seite 60eingef�uhrten Begriff einer �Aquivalenzklasse von Kurzzeitpropagatoren zu pr�azisie-ren. Der Herleitung (3.77), (3.78) der Schr�odinger-Gleichung (3.27){(3.29), (3.31)aus dem Lagrangeschen Pfadintegral (3.67) ist n�amlich zu entnehmen, da� letzt-endlich nur drei Erwartungswerte des Kurzzeitpropagators G(i)(q; �; q0; 0) bis zurersten Ordnung in � relevant sind [82, S. 432]:Z qg(i)(q0)G(i)(q; �; q0; 0) dDq0 � 1 � i�2m�h g(i) ij(q)A(i)i (q)A(i)j (q)� i��h V (i)(q) + �2m 1qg(i)(q) @i �qg(i)(q) g(i) ij(q)A(i)j (q)� ; (3.92)Z qg(i)(q0)G(i)(q; �; q0; 0)�q i dDq0 � i�h�2m �(i) jij (q) � �m g(i) ij(q)A(i)j (q) ; (3.93)Z qg(i)(q0)G(i)(q; �; q0; 0)�q i�q j dDq0 � i�h�m g(i) ij(q) : (3.94)Hierbei ist zu beachten, da� die Integrationsvariablen q i0 bei festgehaltenen Nach-punktkoordinaten q i gem�a� (3.79) zu substituieren sind. Dieses Ergebnis besagt,da� alle Kurzzeitpropagatoren, die im Grenz�ubergang � ! 0 die Erwartungswerte(3.92){(3.94) aufweisen, eine �Aquivalenzklasse bilden. Aufgrund des Satzes �uberKurzzeitpropagatoren kann demnach die Auswertung eines Lagrangeschen Pfadin-tegrales (3.67) dadurch vereinfacht werden, da� man mit Hilfe der Kriterien (3.92){(3.94) aus einer vorgegebenen �Aquivalenzklasse von Kurzzeitpropagatoren einen ge-eigneten Repr�asentanten, wie zum Beispiel (3.74), ausw�ahlt. Diese n�utzliche Re-chenmethode f�ur Pfadintegrale wird in den beiden folgenden Abschnitten angewen-det, um die Forminvarianz der Feynmanschen Quantenmechanik unter den integra-blen Raumtransformationen (1.19) und den nichtintegrablen Zeittransformationen(1.20) nachzuweisen.3.2.5 Transformation der RaumkoordinatenZun�achst wird im Pfadintegral (3.67), (3.74) des kausalen PropagatorsG(i)c (q; t; q0; t0) = �(t� t0)G(i)(q; t; q0; t0) (3.95)ein Wechsel der krummlinigen Raumkoodinaten gem�a� (1.19) vorgenommen. F�uhrtman die Definitionen aus (3.36), (3.39){(3.42) ein, so besitzt der transformierte



66 Kapitel 3. Quantenmechanikkausale Propagator das PfadintegralG(1)c (Q; t;Q0; t0) = �(t� t0) lim� ( N�1Yn=1 Z dDQnqg(1)(Qn))� ( N�1Yn=0 G(1)c (Qn+1; �;Qn; 0)) ; (3.96)und der transformierte Kurzzeitpropagator lautetG(1)c (Qn+1; �;Qn; 0) � vuutg(1)(Qn+1)g(1)(Qn) � m2�i�h��D2 J(Qn)J(Qn+1) exp( im2�h� g(1)��� e �i e �j �q in�q jn + " 12 g(1)�� �(1)��� � 12 e �j @� e j� g(1)�� g(1)�� + i�h A(1)� # e �i �q in� i��h V (1) � i�h�8m " e �i e �j @� e i� @� e j� g(1)�� g(1)��g(1)�� � 2 e �i @� e i� g(1)�� g(1)�� �(1) ���+ g(1)�� �(1) ��� �(1) ��� # + �2m "g(1)�� @�A(1)� � e �i @� e i� g(1)��A(1)� #) : (3.97)Hierbei werden die redundanten Argumente Qn+1 weggelassen und die beiden Ab-k�urzungen J(Qn)J(Qn+1) = Det fe i�(Qn)gDet fe i�(Qn+1)g ; (3.98)�q in = q i(Qn+1) � q i(Qn) (3.99)verwendet. Um den Kurzzeitpropagator (3.97) nach dem in Abschnitt 3.2.4 darge-stellten Verfahren zu vereinfachen, mu� man (3.98) und (3.99) um den NachpunktQn+1 nach Potenzen von �Q�n = Q�n+1 � Q�n (3.100)entwickeln. Dabei geht aus (3.97) hervor, da� man die Entwicklung von (3.98) biszur zweiten OrdnungJ(Qn)J(Qn+1) � 1 � e �i @� e i��Q�n + 12 (e �i e �j @� e i� @� e j�+ @� e �i @� e i� + e �i @� @� e i�)�Q�n �Q�n (3.101)und die von (3.99) bis zur dritten Ordnung�q in � e i��Q�n � 12 @� e i��Q�n �Q �n + 16 @� @� e i��Q�n �Q �n �Q �n (3.102)



3.2. Feynmansche Quantenmechanik 67vorantreiben mu�. Setzt man die Entwicklungen (3.101) und (3.102) in (3.97) ein,dann f�uhrt eine langwierige, aber direkt ausf�uhrbare Rechnung bis zur ersten Ord-nung in � zu dem ZwischenergebnisG(1)c (Qn+1; �;Qn; 0) � vuutg(1)(Qn+1)g(1)(Qn) � m2�i�h��D2 exp( im2�h� g(1)���Q�n �Q�n)(� m28�h2�2� e %i e �j @�e i� @�e j� g(1)�% g(1)�� �Q�n �Q�n �Q �n �Q�n �Q �n �Q �n + im2�h� " 14 e �i e �j� @�e i� @�e j� g(1)�� + 13 e �i @�@�e i� g(1)�� + 12 e �i e �j @�e i� @%e j� g(1)�� g(1)�� g(1)%� � 12 e �i @�e i�� g(1)�� g(1)�� �(1) ��� � i�h e �i @�e i� g(1)�� A(1)� + e �i e �j @�e i� @�e j� g(1)�� #�Q�n �Q�n �Q �n �Q�n� im2�h� e �i @�e i� g(1)�� �Q�n �Q�n �Q �n + " 12 e �i e �j @�e i� @�e j� � 12 e �i e �j @�e i� @�e j�+ 12 e �i @�@�e i� � 14 e �i @�e i� g(1)�� �(1)��� + 18 e �i e �j @�e i� @�e j%g(1)�� g(1)�� g(1)�� g(1) �%+ 14 e �i e �j @�e i� @�e j� g(1)�� g(1)��� i2�h e �i @�e i� g(1)�� g(1)�� A(1)� + 18 g(1)�� g(1)�� �(1)��� �(1)���+ i2�h g(1)�� �(1)��� A(1)� � 14 e �i @�e i� g(1)�� g(1)�� g(1)�� �(1) ��� � 12 e �i @�e i� g(1)�� �(1) ���� i2�h e �i @�e i�A(1)� � 12�h2 A(1)� A(1)� + 12 e �i e �j @�e i� @�e j� g(1)�� g(1)�� � i�h e �i @�e i�A(1)� #��Q�n �Q�n + " 12 g(1)�� �(1) ��� � 12 e �i @�e i� g(1)�� g(1)�� � e �i @�e i� + i�h A(1)� #�Q�n+1 � i��h V (1) � i�h�8m " e �i e �j @�e i� @�e j� g(1)�� g(1)�� g(1) �� � 2e �i @�e i� g(1)�� g(1)�� �(1) ���+ g(1)�� �(1)��� �(1)��� # + �2m " g(1)�� @�A(1)� � e �i @� e i� g(1)��A(1)� #) : (3.103)Wertet man die relevanten Erwartungswerte (3.92){(3.94) des Kurzzeitpropagators(3.103) mit Hilfe von (3.80){(3.90) bis zur ersten Ordnung in � aus, so erh�alt manunter Verwendung der Integrabilit�atseigenschaft (1.18) der Koordinatentransforma-tion (1.19) das ErgebnisG(1)c (Qn+1; �;Qn; 0) � vuutg(1)(Qn+1)g(1)(Qn) � m2�i�h��D2 exp( im2�h� g(1)�� (Qn+1)�Q�n�Q�n+ " 12 g(1)�� (Qn+1) �(1) ��� (Qn+1)+ i�hA(1)� (Qn+1) #�Q�n + �2m g(1)��(Qn+1) @�A(1)� (Qn+1)



68 Kapitel 3. Quantenmechanik� i�h�8m g(1)�� (Qn+1) �(1) ��� (Qn+1) �(1)��� (Qn+1) � i��h V (1)(Qn+1)) : (3.104)Der Vergleich von (3.104) mit (3.74) zeigt, da� damit die Forminvarianz der Feyn-manschen Quantenmechanik unter den integrablen Raumtransformationen (1.19)bewiesen ist.3.2.6 Transformation der ZeitkoordinateUm die nichtintegrable Zeittransformation (1.20) in der Feynmanschen Quanten-mechanik durchf�uhren zu k�onnen, sind eine Reihe von �Uberlegungen notwendig [82,S. 445]. Hierzu geht man analog zu (3.15) und (3.34) davon aus, da� der kausalePropagator G(1)c (Q; t;Q0; t0) = hQjÛ (1)c (t; t0)jQ0i (3.105)�uber die Ortsdarstellung des kausalen ZeitentwicklungsoperatorsÛ (1)c (t; t0) = �(t� t0) exp�� i�h Ĥ(1) (t� t0)� (3.106)definiert ist. Durch eine FouriertransformationÛ (1)c (E(i)) = +1Zt0 Û (1)c (t; t0) exp�+ i�h E(i) (t� t0)� dt (3.107)dieses kausalen Zeitentwicklungsoperators (3.106) gewinnt man den Resolventen-operator Û (1)c (E(i)) = lim�#0 �i�hĤ(1) � E(i) � i� ; (3.108)wobei die positive, reelle Gr�o�e � die Kausalit�at bez�uglich der Zeitkoordinate tgarantiert. Es seien nun f̂l und f̂r zwei invertierbare, aber ansonsten beliebigeOperatoren. Dann erm�oglicht die Operatoridentit�at�Â B̂��1 = B̂�1 Â�1 ; (3.109)da� Gleichung (3.108) umgeschrieben werden kann:Û (1)c (E(i)) = f̂r Û (2)c;E(i)(0) f̂l : (3.110)Dabei bezeichnet Û (2)c;E(i)(E(f)) einen neuen ResolventenoperatorÛ (2)c;E(i)(E(f)) = lim�#0 �i�hĤ(2) �E(f) � i� (3.111)



3.2. Feynmansche Quantenmechanik 69mit dem Hamilton-Operator̂H(2) = f̂l nĤ(1) � E(i)o f̂r ; (3.112)der durch die FouriertransformationÛ (2)c;E(i)(E(f)) = +1Z0 Û (2)c;E(i)(s; 0) exp�+ i�h E(f) s� ds (3.113)aus dem kausalen ZeitentwicklungsoperatorÛ (2)c;E(i)(s; 0) = �(s) exp�� i�h Ĥ(2) s� (3.114)hervorgeht. Aus der R�ucktransformation zu (3.107), (3.110) und (3.113) resultiertinsgesamt eine Identit�at f�ur kausale Zeitentwicklungsoperatoren:Û (1)c (t; t0) = +1Z0 ds +1Z�1 dE(i)2��h exp�� i�h E(i) (t� t0)� f̂r Û (2)c;E(i)(s; 0) f̂l : (3.115)Nun werden f̂l und f̂r auf invertierbare Funktionen der Ortsoperatoren Q̂ speziali-siert: f̂l = fl(Q̂) ; f̂r = fr(Q̂) : (3.116)Mit Hilfe der Ortsdarstellungen (3.105) undG(2)c;E(i)(Q; s;Q0; 0) = hQjÛ (2)c;E(i)(s; 0)jQ0i (3.117)der kausalen Zeitentwicklungsoperatoren Û (1)c (t; t0) und Û (2)c;E(i)(s; 0) folgt dann aus(3.115) und (3.116) eine Identit�at f�ur kausale PropagatorenG(1)c (Q; t;Q0; t0) = fr(Q) fl(Q0) +1Z0 ds +1Z�1 dE(i)2��h� exp�� i�h E(i) (t� t0)� G(2)c;E(i)(Q; s;Q0; 0) : (3.118)Die Pfadintegraldarstellung des kausalen Propagators G(2)c;E(i)(Q; s;Q0; 0) l�a�t sichanalog zu Abschnitt 3.2.1 ableiten. Durch die Zerlegung des Zeitintervalles [0; s] inN �aquidistante Teilintervalle mit der Breite� = sN (3.119)



70 Kapitel 3. Quantenmechanikund durch den Grenzwertproze� N !1, � ! 0 bei festem s = �N wird die Berech-nung des kausalen Propagators G(2)c;E(i)(Q; s;Q0; 0) auf die des KurzzeitpropagatorsG(2)c;E(i)(Qn+1; �;Qn; 0) zur�uckgef�uhrt:G(2)c;E(i)(Q; s;Q0; 0) = �(s) lim� ( N�1Yn=1 Z dDQnqg(1)(Qn))� ( N�1Yn=0 G(2)c;E(i)(Qn+1; �;Qn; 0)) : (3.120)Nach (3.112), (3.114), (3.116) und (3.117) erh�alt man f�ur diesen KurzzeitpropagatorG(2)c;E(i)(Qn+1; �;Qn; 0) die MatrixelementehQn+1j exp�� i�h fl(Q̂) hĤ(1) � E(i)i fr(Q̂) �� jQni ; (3.121)die sich mit dem Satz �uber Kurzzeitpropagatoren auswerten lassen. Das ResultatG(2)c;E(i)(Qn+1; �;Qn; 0) � G(1)c (Qn+1; fl(Qn+1)fr(Qn)�;Qn; 0)� exp�+ i�h fl(Qn+1)fr(Qn)�E(i)� (3.122)besagt, da� die Kurzzeitpropagatoren G(1)c (Qn+1; �;Qn; 0) und G(2)c;E(i)(Qn+1; �;Qn; 0)bis auf einen zus�atzlichen Phasenfaktor und eine Umrechnung der infinitesimalenZeiten � und � � = fl(Qn+1) fr(Qn) � (3.123)zueinander �aquivalent sind. Im Grenz�ubergang unendlich vieler Teilintervalle gehtdiese Differenzengleichung (3.123) im Fallefr(Q) fl(Q) = f(Q) (3.124)gerade in die Differentialgleichung (1.20) �uber, die die Transformation zwischen denbeiden Zeitkoordinaten t und s definiert. Nimmt man schlie�lich noch im Sinne derNachpunkt-Regel eine Vereinfachung vorfl(Q) = f(Q) ; fr(Q) = 1 ; (3.125)so lautet die Pfadintegraldarstellung des kausalen Propagators G(2)c;E(i)(Q; s;Q0; 0)nach (3.120), (3.122) und (3.125):G(2)c;E(i)(Q; s;Q0; 0) = �(s) lim� (N�1Yn=1 Z dDQnqg(1)(Qn))8<:N�1Yn=0 vuutg(1)(Qn+1)g(1)(Qn)



3.2. Feynmansche Quantenmechanik 71�  m2�i�hf(Qn+1)�!D2 exp24 im2�h� g(1)�� (Qn+1)f(Qn+1) �Q�n�Q�n +  12 g(1)�� (Qn+1) �(1) ��� (Qn+1)+ i�h A(1)� (Qn+1)!�Q�n � i�h�8m f(Qn+1) g(1)�� (Qn+1) �(1) ��� (Qn+1) �(1) ��� (Qn+1)+�f(Qn+1)2m g(1)��(Qn+1)@�A(1)� (Qn+1)� i�f(Qn+1)�h �V (1)(Qn+1)� E(i)�#) : (3.126)Mit den Definitionen (3.47){(3.50) erh�alt man hieraus ein Pfadintegral, das in vierTermen von der �ublichen Standardform abweicht:G(2)c;E(i)(Q; s;Q0; ) = f(Q0)�D2 �(s) lim� ( N�1Yn=1 Z dDQnqg(f)(Qn))� 8<:N�1Yn=0 vuutg(f)(Qn+1)g(f)(Qn)  m2�i�h�!D2 exp " im2�h� g(f)��(Qn+1)�Q�n�Q�n+  12 g(f)��(Qn+1) �(f)��� (Qn+1) + i�h A(f)� (Qn+1) + 2 �D4 @�f(Qn+1)f(Qn+1) ! �Q�n� i�h�8m g(f)��(Qn+1) �(f)��� (Qn+1) �(f)��� (Qn+1) + �2m g(f)��(Qn+1) @�A(f)� (Qn+1)+ i�h(D � 2)�8m �(f)��� (Qn+1) @�f(Qn+1)f(Qn+1) � i�h(D � 2)2�32m g(f)��(Qn+1)� @�f(Qn+1)@�f(Qn+1)f(Qn+1)2 � i��h f(Qn+1) �V (1)(Qn+1) � E(i)� #) : (3.127)Deshalb soll eine weitere lineare Transformation des kausalen Propagators gem�a�(3.52) durchgef�uhrt werden, wobei die Funktion F (Q) noch geeignet festzulegen ist.Verwendet man die unmittelbar einsichtige Identit�atF (Q0)F (Q) = N�1Yn=0 F (Qn)F (Qn+1) ; (3.128)dann mu� man zur Vereinfachung des Pfadintegrales die Gr�o�e F (Qn) bis zur erstenOrdnung in � um den Nachpunkt Qn+1 entwickeln (vgl. Abschnitt 3.2.3):F (Qn)F (Qn+1) � 1 � @�F (Qn+1)F (Qn+1) �Q�n + @�@�F (Qn+1)2F (Qn+1) �Q�n�Q�n : (3.129)Ersetzt man au�erdem �Q�n�Q�n durch einen zu (3.84) analogen Erwartungswert,so erh�alt man bis zur ersten Ordnung in �F (Qn)F (Qn+1) � exp(� @�F (Qn+1)F (Qn+1) �Q�n + i�h�2m g(f)��(Qn+1)



72 Kapitel 3. Quantenmechanik� "@�@�F (Qn+1)F (Qn+1) � @�F (Qn+1)@�F (Qn+1)F (Qn+1)2 #) : (3.130)Aus (3.52), (3.127), (3.128) und (3.130) folgt dann das PfadintegralG(f)c;E(i)(Q; s;Q0; ) = �(s) lim� (N�1Yn=1 Z dDQnqg(f)(Qn))8<:N�1Yn=0 vuutg(f)(Qn+1)g(f)(Qn)�  m2�i�h�!D2 exp" im2�h� g(f)��(Qn+1)�Q�n�Q�n +  2 �D4 @�f(Qn+1)f(Qn+1) � @�F (Qn+1)F (Qn+1)+ i�hA(f)� (Qn+1) + 12 g(f)��(Qn+1) �(f)��� (Qn+1)��Q�n + �2mg(f)��(Qn+1)@�A(f)� (Qn+1)� i�h�8m g(f)��(Qn+1) �(f)��� (Qn+1) �(f)��� (Qn+1) � i��h V (f)(Qn+1)#) (3.131)mit dem PotentialV (f)(Q) = f(Q) nV (1)(Q) � E(i)o + �h2m (g(f)��(Q) " (D � 2)232 @�f(Q)@�f(Q)f(Q)2+ @�F (Q)@�F (Q)2F (Q)2 � @�@�F (Q)2F (Q) # + 2 �D8 �(f)��� (Q) @�f(Q)f(Q) ) : (3.132)Legt man die Funktion F (Q) durch (3.57) fest, geht (3.131) in die Standardform ei-nes Lagrangesche Pfadintegrales �uber und die Transformation des Potentials (3.132)reduziert sich auf (3.59). Au�erdem gewinnt man nach (3.52), (3.57), (3.118) und(3.125) das Resultat, da� sich die kausalen Propagatoren gem�a� (3.60) transformie-ren.3.3 Heisenbergsche QuantenmechanikIm vorliegenden Abschnitt wird die Forminvarianz der Heisenbergschen Quanten-mechanik unter den nichtintegrablen Raum-Zeit-Transformationen (1.19), (1.20)bewiesen. Um die resultierenden Transformationsvorschriften mit den fr�uheren Er-gebnissen in der Schr�odingerschen und in der Feynmanschen Quantenmechanik ver-gleichen zu k�onnen, werden nur die Konsequenzen f�ur den Hamilton-Operator undf�ur den kausalen Zeitentwicklungsoperator untersucht. Die entsprechenden Auswir-kungen f�ur die Heisenbergschen Operatoren lassen sich bei Bedarf unmittelbar ausder folgenden Einf�uhrung in das Heisenbergsche Anfangswertproblem ablesen.



3.3. Heisenbergsche Quantenmechanik 733.3.1 Heisenbergsches AnfangswertproblemIn der Schr�odingerschen Quantenmechanik wird die dynamische Entwicklung ei-nes physikalischen Systems durch zeitabh�angige Zustandsvektoren j (i)(t)i beschrie-ben. Au�erdem werden den klassischen Observablen O(i) = O(i)(q i; pi), die nichtexplizit von der Zeit abh�angen, zeitunabh�angige quantenmechanische OperatorenÔ(i) = O(i)(q̂ i; p̂i) zugeordnet. In der Heisenbergschen Quantenmechanik wird da-gegen genau der umgekehrte Weg beschritten. Die Zustandsvektoren j (i)i werdenals zeitunabh�angig angesehen, so da� die gesamte dynamische Entwicklung vonzeitabh�angigen Operatoren Ô(i)(t) getragen wird [23]. Die Verbindung zwischen derSchr�odingerschen und der Heisenbergschen Quantenmechanik wird durch die Forde-rung hergestellt, da� die jeweiligen Erwartungswerte von physikalischen Observablen�ubereinstimmen sollen:h (i)(t)jÔ(i)j (i)(t)i = h (i)jÔ(i)(t)j (i)i : (3.133)Es ist naheliegend, den Zustandsvektor j (i)i der Heisenbergschen Quantenmecha-nik mit dem Anfangszustand j (i)(t0)i der Schr�odingerschen Quantenmechanik zuidentifizieren: j (i)i = j (i)(t0)i : (3.134)Nach (3.133) und (3.134) f�uhrt dann die Zeitentwicklung (3.8) der Schr�odingerschenZustandsvektoren j (i)(t)i zu einer entsprechenden Zeitentwicklung der Heisenberg-schen Operatoren Ô(i)(t):̂O(i)(t) = Û (i) y(t; t0) Ô(i) Û (i)(t; t0) : (3.135)F�ur ein abgeschlossenes System mit dem Hamilton-Operator Ĥ(i) ist der unit�areZeitentwicklungsoperator Û (i)(t; t0) durch (3.10) gegeben, so da� sich (3.135) aufÔ(i)(t) = exp�+ i�h Ĥ(i)(t� t0)� Ô(i) exp�� i�h Ĥ(i)(t� t0)� (3.136)reduziert. Hieraus liest man zum einen ab, da� die Operatoren Ô(i)(t) dem Heisen-bergschen Anfangswertproblem gen�ugen:i�h ddt Ô(i)(t) = h Ô(i)(t) ; Ĥ(i) i� ; Ô(i)(t0) = Ô(i) : (3.137)Zum anderen gewinnt man durch Verwendung der Baker-Hausdorff-Reihe [91, S. 290]die explizite ReihendarstellungÔ(i)(t) = 1Xn=0 1n!  i(t� t0)�h !n h Ĥ(i) ; Ô(i) in� ; (3.138)



74 Kapitel 3. Quantenmechanikbei der der n-fache KommutatorhĤ(i) ; Ô(i) in� = " Ĥ(i) ; � Ĥ(i) ; h Ĥ(i) ; : : : Ô(i) i� �� #� : : : (3.139)zwischen den Operatoren Ĥ(i) = H(i)(q̂ i; p̂i) und Ô(i) = O(i)(q̂ i; p̂i) mit Hilfe derkanonischen Vertauschungsrelationen (3.2) auszuwerten ist.3.3.2 Transformation der RaumkoordinatenDer integrable Wechsel (1.19) der krummlinigen Raumkoordinaten f�uhrt durchQuantisierung unmittelbar zu einer Transformation der Ortsoperatoren:q̂ i = q i(Q̂) : (3.140)Eine entsprechende Transformation der Impulsoperatorenp̂j = pj(Q̂; P̂ ) (3.141)l�a�t sich so w�ahlen, da� insgesamt eine unit�are Transformation vorliegt. Fordertman n�amlich, da� die kanonischen Vertauschungsrelationen (3.2) durch (3.140) und(3.141) nicht ver�andert werdenh Q̂� ; Q̂� i� = h P̂� ; P̂� i� = 0 ; h Q̂� ; P̂� i� = i�h � �� ; (3.142)dann reduziert sich der allgemeine Ansatz (3.141) auf eine lineare Transformationzwischen den Impulsoperatoren p̂j und P̂�:p̂j = e �j (Q̂) P̂� + Fj(Q̂) : (3.143)Da die dabei auftretenden Funktionen Fj(Q̂) nicht n�aher festgelegt sind, kann manzus�atzlich noch fordern, da� die verallgemeinerte Jordan-Regel (3.25) auch f�ur dieOrtsdarstellung der neuen Impulsoperatoren P̂� gelten soll:hq(Q)j P̂� = �hi  @� + @� g(1)(Q)4 g(1)(Q) ! hq(Q)j : (3.144)Hierbei transformiert sich die Determinante der kovarianten Metrik gem�a�g(1)(Q) = J(Q)2 g(i)(q(Q)) (3.145)und J(Q) bezeichnet die Determinante des D-Beins e i�(Q):J(Q) = Det ne i�(Q)o : (3.146)



3.3. Heisenbergsche Quantenmechanik 75Durch (3.25) und (3.143){(3.146) ist die Transformation der Impulsoperatoren ein-deutig festgelegt: p̂j = e �j (Q̂) P̂� + i�h e �j (Q̂) @�J(Q̂)2J(Q̂) : (3.147)Demnach weicht das Transformationsverhalten der Impulsoperatoren wegen desOperatorordnungsproblems von dem eines Tensors erster Stufe ab und geht imGrenzfall �h ! 0 in das klassische Ergebnis (2.55) �uber. Ersetzt man die Orts-operatoren q̂ i und die Impulsoperatoren p̂i im urspr�unglichen Hamilton-OperatorĤ(i) = H(i)(q̂ i; p̂i) durch (3.140) und (3.147), so erh�alt man den transformiertenHamilton-Operator:Ĥ(1) = H(1) �Q̂�; P̂�� = H(i)  q i(Q̂); e �i (Q̂) P̂� + i�h e �i (Q̂) @�J(Q̂)2J(Q̂) ! : (3.148)Im Falle des abgeschlossenen Systems (3.5) zeigt sich mit der Integrabilit�atseigen-schaft (1.18) der Koordinatentransformation (1.19) und mit den Definitionen (3.39){(3.41), (3.145), da� diese unit�are Transformation die Form des Hamilton-Operatorsnicht ver�andert:Ĥ(1) = 12m g(1)(Q̂)� 14 �P̂� � A(1)� (Q̂)� g(1)(Q̂)+ 14 g(1)��(Q̂)� g(1)(Q̂)+ 14 �P̂� � A(1)� (Q̂)� g(1)(Q̂)� 14 + V (1)(Q̂) : (3.149)Au�erdem bewirkt (3.148), da� der kausale Zeitentwicklungsoperator Û (i)c (t; t0) von(3.15) in den entsprechenden kausalen ZeitentwicklungsoperatorÛ (1)c (t; t0) = �(t� t0) exp�� i�h Ĥ(1)(t� t0)� (3.150)�uberf�uhrt wird. Geht man zur Ortsdarstellung �uber, so transformieren sich dieEigenvektoren jqi der Ortsoperatoren q̂ i gem�a�jQ(1)i = jq(Q)i : (3.151)Dann ist gew�ahrleistet, da� das Eigenwertproblem (3.16), die Orthonormalit�ats-relation (3.17) und die Vollst�andigkeitsrelation (3.18) wegen (3.145) forminvariantbleiben: Q̂� jQ(1)i = Q� jQ(1)i ; (3.152)hQ(1)jQ0(1)i = 1qg(1)(Q0) �(Q�Q0) ; (3.153)Z qg(1)(Q) jQ(1)i hQ(1)j dDQ = Î : (3.154)



76 Kapitel 3. QuantenmechanikAus (3.15), (3.34), (3.148), (3.150){(3.152) undG(1)c (Q; t;Q0; t0) = hQ(1)jÛ (1)c (t; t0)jQ(1)i (3.155)folgt schlie�lich, da� sich der kausale Progator gem�a� (3.36) wie ein Tensor nullterStufe transformiert.3.3.3 Transformation der ZeitkoordinateBei der Einarbeitung der nichtintegrablen Zeittransformation (1.20) kann man aufdie �Uberlegungen von Abschnitt 3.2.6 zur�uckgreifen. In (3.112), (3.115) und (3.116)wurde gezeigt, da� der kausale Zeitentwicklungsoperator Û (1)c (t; t0) zum Hamilton-Operator Ĥ(1) gem�a�Û (1)c (t; t0) = +1Z0 ds +1Z�1 dE(i)2��h exp�� i�h E(i) (t� t0)�� fr(Q̂) Û (f)c;E(i)(s; 0) fl(Q̂) (3.156)auf den kausalen Zeitentwicklungsoperator Û (f)c;E(i)(s; 0) zum Hamilton-OperatorĤ(f) = fl(Q̂) nĤ(1) � E(i)o fr(Q̂) (3.157)reduzierbar ist. Hierbei bezeichnen fl(Q̂) und fr(Q̂) zwei geeignet festzulegendeFunktionen der Ortsoperatoren Q̂. Setzt man (3.149) in (3.157) ein und f�uhrtman mit (3.47){(3.49) eine weitere Funktion f(Q̂) ein, so erh�alt man mit Hilfe derkanonischen Vertauschungsrelationen (3.142):Ĥ(f) = 12m fl(Q̂)fr(Q̂)f(Q̂) g(f)(Q̂)� 14 nP̂� � A(f)� (Q̂)o g(f)(Q̂)+ 14 g(f)��(Q̂) g(f)(Q̂)+ 14� nP̂� � A(f)� (Q̂)o g(f)(Q̂)� 14 � i�hm fl(Q̂)fr(Q̂)f(Q̂) g(f)(Q̂)+ 14 g(f)��(Q̂)� (@�fr(Q̂)fr(Q̂) � @�f(Q̂)2f(Q̂) ) nP̂� � A(f)� (Q̂)o g(f)(Q̂)� 14 + V (f)(Q̂) : (3.158)Das Potential V (f)(Q̂) ist dabei gegeben durchV (f)(Q̂) = fl(Q̂)fr(Q̂) nV (1)(Q̂) � E(i)o � �h22m fl(Q̂)fr(Q̂)f(Q̂) (g(f)��(Q̂) " @�fr(Q̂)fr(Q̂)



3.3. Heisenbergsche Quantenmechanik 77+ D � 44 @�f(Q̂)f(Q̂) !  @�fr(Q̂)fr(Q̂) � D4 @�f(Q̂)f(Q̂) ! + @� @�fr(Q̂)fr(Q̂) � D4 @�f(Q̂)f(Q̂) !#+  @�fr(Q̂)fr(Q̂) � D4 @�f(Q̂)f(Q̂) !  @�g(f)(Q̂)2g(f)(Q̂) + @�g(f)��(Q̂)!) : (3.159)Damit der Hamilton-Operator (3.158) analog zu (3.5) die StandardformĤ(f) = 12m g(f)(Q̂)� 14 �P̂� � A(f)� (Q̂)� g(f)(Q̂)+ 14 g(f)��(Q̂)� g(f)(Q̂)+ 14 �P̂� � A(f)� (Q̂)� g(f)(Q̂)� 14 + V (f)(Q̂) (3.160)erh�alt, m�ussen die beiden Funktionen fl(Q̂) und fr(Q̂) den Bedingungen@�fr(Q̂)fr(Q̂) = @�f(Q̂)2f(Q̂) ; (3.161)fl(Q̂) fr(Q̂) = f(Q̂) (3.162)gen�ugen. Hieraus folgt unmittelbarfl(Q̂) = fr(Q̂) = qf(Q̂) ; (3.163)so da� die Transformation des Potentials (3.159) unter Beachtung von (3.31) dasfr�uhere Ergebnis (3.59) reproduziert.Geht man zur Ortsdarstellung �uber, so mu� man die Eigenvektoren jQ(1)i der Orts-operatoren Q̂� gem�a� jQi = f(Q)D4 jQ(1)i (3.164)transformieren (vgl. [82, (14.24)] im Falle D = 1), damit das Eigenwertproblem(3.152), die Orthonormalit�atsrelation (3.153) und die Vollst�andigkeitsrelation (3.154)wegen (3.48) forminvariant bleiben:Q̂� jQi = Q� jQi ; (3.165)hQjQ0i = 1qg(f)(Q0) �(Q�Q0) ; (3.166)Z qg(f)(Q) jQi hQj dDQ = Î : (3.167)Nach (3.155), (3.163){(3.165) und der DefinitionG(f)c;E(i)(Q; s;Q0; 0) = hQjÛ (f)c;E(i)(s; 0)jQ0i (3.168)reduziert sich dann die Identit�at (3.156) f�ur kausale Zeitentwicklungsoperatorenin der Ortsdarstellung auf die entsprechende Transformationvorschrift (3.60) f�urkausale Propagatoren.



78 Kapitel 3. Quantenmechanik3.4 Zusammenfassung der ErgebnisseBisher wurde im vorliegenden Kapitel nachgewiesen, da� die Schr�odingersche, dieFeynmansche und die Heisenbergsche Formulierung der Quantenmechanik unter dennichtintegrablen Raum-Zeit-Transformationen (1.19), (1.20) invariant sind. Die da-bei erzielten Ergebnisse werden nun in der Ortsdarstellung zusammengefa�t undmit den entsprechenden klassischen Resultaten des vorangegangenen Kapitels ver-glichen.Nach Feynman l�a�t sich das quantenmechanische System einer Punktmasse m, diesich auf einer D-dimsionalen Riemann-Mannigfaltigkeit mit der Metrik g(i) ij(q) un-ter dem Einflu� des skalaren Potentials V (i)(q) und des Vektorpotentials A(i)i (q)bewegt, durch den kausalen Propagator G(i)c (q; t; q0; t0) beschreiben. Gew�ohnlicher-weise wird diese komplexwertige �Ubergangwahrscheinlichkeitsamplitude dadurchbestimmt, da� man die Matrixelemente (3.34) explizit auswertet, die inhomogenepartielle Differentialgleichung (3.35) l�ost oder aber das Pfadintegral (3.67), (3.74)berechnet. Die nichtintegrablenRaum-Zeit-Transformationen (1.19), (1.20) erm�ogli-chen dar�uber hinaus eine weitere L�osungsmethode. Mit ihrer Hilfe kann der kau-sale Propagator G(i)c (q; t; q0; t0) des urspr�unglichen Systems auf den eines anderenSystems abgebildet werden. Der neue kausale Propagator G(f)c;E(i)(Q; s;Q0; 0) be-schreibt dabei eine Punktmasse m, die sich auf einer D-dimensionalen Riemann-Mannigfaltigkeit mit der Metrik g(f)��(Q) unter dem Einflu� des skalaren PotentialsV (f)(Q) und des Vektorpotentials A(f)� (Q) bewegt (vgl. Abbildung 3.2).Aus (3.40), (3.41), (3.47) und (3.48) ist abzulesen, da� die nichtintegrablen Raum-Zeit-Transformationen (1.19), (1.20) zu den folgenden Transformationen der Metrikund des Vektorpotentials f�uhren:g(f)��(Q) = f(Q) e �i (Q) e �j (Q) g(i) ij (q(Q)) ; (3.169)A(f)� (Q) = e i�(Q)A(i)i (q(Q)) : (3.170)Sie sind unabh�angig vom Planckschen Wirkungsquantum h = 2��h und stimmenmit den klassischen Ergebnissen (2.78) und (2.79) �uberein. Demgegen�uber erh�altman aus (3.39) und (3.59) eine Transformationsvorschrift zwischen den skalarenPotentialen V (i)(q) und V (f)(Q), die aus einer nullten und einer zweiten Ordnung



3.4. Zusammenfassung der Ergebnisse 79g(i) ij(q) ; A(i)i (q)V (i)(q) (3:169); (3:170)=)(3:171) g(f)��(Q) ; A(f)� (Q)V (f)(Q)+ +G(i)c (q; t; q0; t0) (3:172)(= G(f)c;E(i)(Q; s;Q0; 0)Abbildung 3.2: Eine nichtintegrable Raum-Zeit-Transformation f�uhrt zu einer Ab-bildung zwischen zwei Systemen der Quantenmechanik. Dabei transformieren sichdie Metrik, die �au�eren Felder und der kausale Propagator des einen Systems in dieentsprechenden Gr�o�en des anderen Systems.im Planckschen Wirkungsquantum h = 2��h besteht:V (f)(Q) = f(Q) nV (i)(q(Q)) � E(i)o + �h2m (2�D8 �(f)��� (Q) @�f(Q)f(Q)+ g(f)��(Q) "(D � 2)(D � 6)32 @�f(Q)@�f(Q)f(Q)2 + D � 28 @�@�f(Q)f(Q) #) : (3.171)W�ahrend die nullte Ordnung im Planckschen Wirkungsquantum h = 2��h mit demklassischen Resultat (2.81) identisch ist, h�angt die zweite Ordnung in komplizierterWeise von den differentialgeometrischen Eigenschaften der Riemann-Mannigfaltig-keit wie der Dimension D oder der Metrik g(f)��(Q) ab. Im Anhang B wird imRahmen der Riemann-Cartan-Differentialgeometrie gezeigt, da� dieser Term zwei-ter Ordnung mit derjenigen Kr�ummung und Torsion der Raum-Zeit-Struktur identi-fiziert werden kann, die durch die nichtintegrable Raum-Zeit-Transformation (1.19)und (1.20) hervorgerufen wird. In (3.171) ist das bemerkenswerte Resultat her-vorzuheben, da� die zweite Ordnung im PlanckschenWirkungsquantum h = 2��h imFalle einer zweidimensionalen Riemann-Mannigfaltigkeit verschwindet. Eine physi-kalische Interpretation dieses Resultates steht allerdings noch aus. Au�erdem wirdin Abschnitt 4.1 gezeigt, da� (3.171) im Spezialfall einer einzelnen Raumdimensionin das bekannte Resultat von Duru und Kleinert [82, Kap. 14] �ubergeht.



80 Kapitel 3. QuantenmechanikNach (3.36) und (3.60) beruht die Transformation des kausalen Propagators imwesentlichen auf zwei Integrationen:G(i)c (q; t; q0; t0) = [f (Q(q)) f (Q(q0))] 2�D4 +1Z0 ds +1Z�1 dE(i)2��h� exp�� i�h E(i) (t� t0)� G(f)c;E(i) (Q(q); s;Q(q0); 0) : (3.172)Die erste Integration entspricht einer Aufsummation �uber alle m�oglichen Werteder neuen Zeitkoordinate s und die zweite Integration stellt eine Fouriertransfor-mation bez�uglich des Energieparameters E(i) dar. Die Abh�angigkeit des kausalenPropagators G(f)c;E(i)(Q; s;Q0; 0) vom Energieparameter E(i) r�uhrt dabei daher, da�er in die Transformation (3.171) des skalaren Potentials eingeht. Demnach f�uhrteine genauere Untersuchung von (3.171) und (3.172) zu einer Pr�azisierung der bis-herigen Vorstellung, da� die nichtintegrablen Raum-Zeit-Transformationen (1.19)und (1.20) das urspr�ungliche quantenmechanische System auf ein zweites abbildet.Nach (3.172) wird n�amlich das urspr�ungliche System im Grunde genommen zu einerganzen Familie von Systemen in Beziehung gebracht, die nach (3.171) mit unter-schiedlichen Werten des Energieparameters E(i) parametrisiert ist. Im Hinblick aufkonkrete Anwendungen wird es deshalb im folgenden Kapitel notwendig sein, dieAbh�angigkeiten eines skalaren Potentials von Parametern explizit in der Notationzu ber�ucksichtigen.
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Kapitel 4Ein Beispiel
Jeder, der von der Quantentheorie nichtschockiert ist, hat sie nicht verstanden.N. Bohr (1885 { 1962)

Im theoretischen Teil der Arbeit wurde ausf�uhrlich dargestellt, da� nichtintegrableRaum-Zeit-Transformationen zu Abbildungen zwischen verschiedenen Systemen derklassischen Mechanik oder der Quantenmechanik f�uhren. Sie stellen damit neueMethoden zur Verf�ugung, mit denen sich sowohl klassische Trajektorien als auchquantenmechanische kausale Propagatoren berechnen lassen. Das Ziel des vorlie-genden Kapitels besteht darin, die Anwendbarkeit dieser Methoden anhand einesnichttrivialen eindimensionalen Beispieles zu demonstrieren.Im Hinblick auf das Beispiel werden zun�achst in Abschnitt 4.1 einige Vorbereitungengetroffen. Abschnitt 4.2 stellt dann das konkrete Problem vor, das Morse-Potentialdurch eine geeignete nichtintegrable Raum-Zeit-Transformation auf das Potentialdes harmonischen Oszillators mit Zentrifugalbarriere abzubilden (vgl. Abbildung4.3). Der klassische Fall wird in Abschnitt 4.3 behandelt, indem explizit gezeigtwird, da� sich die Trajektorien beider Systeme tats�achlich ineinander transformie-ren lassen. In Abschnitt 4.4 wird schlie�lich der entsprechende quantenmechanischeFall diskutiert. Dabei stellt sich heraus, da� dieselbe nichtintegrable Raum-Zeit-Transformation wie in der klassischen Mechanik nun auch in der Quantenmecha-nik den kausalen Propagator des harmonischen Oszillators mit Zentrifugalbarrierein den des Morse-Potentials transformiert. Anschlie�end wird anhand des Morse-Potentials demonstriert, wie sich sowohl die diskreten als auch die kontinuierli-chen Spektraldaten eines quantenmechanischen Systems aus der Fouriertransfor-mierten des kausalen Propagators, der Greenschen Funktion, rekonstruieren las-sen. Dies zeigt exemplarisch, da� die Methode der nichtintegrablen Raum-Zeit-Transformationen auch zur Berechnung quantenmechanischer Spektraldaten ange-wendet werden kann. 83



84 Kapitel 4. Ein Beispiel4.1 VorbereitungenZur Vorbereitung des angek�undigten Beispieles werden die bisherigen Ergebnissenichtintegrabler Raum-Zeit-Transformationen in der klassischen Mechanik und inder Quantenmechanik in zweierlei Hinsicht modifiziert. Zun�achst wird die Nota-tion durch eine Einf�uhrung der Potentialparameter erweitert und dann wird eineSpezialisierung auf eine einzelne Raumdimension vorgenommen.4.1.1 Einf�uhrung der PotentialparameterAus den Zusammenfassungen in den Abschnitten 2.4 und 3.4 geht hervor, da� sichdie nichtintegrablen Raum-Zeit-Transformationen in der klassischen Mechanik undin der Quantenmechanik grunds�atzlich in einem Punkt voneinander unterscheiden.In der klassischen Mechanik f�uhren sie zu einer direkten Abbildung zwischen zweieinzelnen Systemen. Demgegen�uber bewirken sie in der Quantenmechanik, da� dasurspr�ungliche System zu einer ganzen Familie von Systemen in Beziehung gebrachtwird, die eine spezielle Parametrisierung des skalaren Potentials aufweist. Um sol-che Konsequenzen nichtintegrabler Raum-Zeit-Transformationen besser studierenzu k�onnen, erweist es sich als n�utzlich, die Notation in der klassischen Mechanikund in der Quantenmechanik zu erweitern. In Anlehnung an die Arbeit [137] wird imfolgenden explizit ber�ucksichtigt, da� das Ausgangspotential V (i)(q) und das Endpo-tential V (f)(Q) nicht nur von den Raumkoordinaten q i und Q�, sondern zus�atzlichnoch von Parameters�atzen �(i) und �(f) abh�angen, die die jeweilige Potentialformfestlegen: V (i)(q) =) V (i) �q;�(i)� ; (4.1)V (f)(Q) =) V (f) �Q;�(f)� : (4.2)Dabei hat man zu beachten, da� auch andere Gr�o�en des Ausgangssystems unddes Endsystems wie das Vektorpotential, die Metrik, die klassische Trajektorie oderder quantenmechanische kausale Propagator von den Parameters�atzen �(i) und �(f)abh�angen k�onnen. Bildet man schlie�lich beide Systeme aufeinander ab, so kannman davon ausgehen, da� nur einer der beiden Parameters�atze { beispielsweise �(i) {in die nichtintegrable Raum-Zeit-Transformation (1.19) und (1.20) eingeht:q i = q i(Q) ) q i = q i �Q;�(i)� ; (4.3)dtds = f(Q) ) dtds = f �Q;�(i)� : (4.4)



4.1. Vorbereitungen 854.1.2 Spezialisierung auf eine RaumdimensionDie weiteren Untersuchungen lassen sich dadurch vereinfachen, da� man nur eineeinzelne Raumdimension betrachtet. Dann kann man zum einen von den Vektor-potentialen absehen und sich ganz auf die skalaren Potentiale konzentrieren. Zumanderen kann man die Diskussion darauf beschr�anken, da� die triviale Metrikg(i) 11 �q;�(i)� = 1 (4.5)durch die nichtintegrable Raum-Zeit-Transformation (4.3) und (4.4) nicht ver�andertwird: g(f)11 �Q;�(f)� = 1 : (4.6)Nach (2.78) und (3.169) hat dies sowohl in der klassischen Mechanik als auch inder Quantenmechanik zur Folge, da� zwischen der integrablen Raumtransformation(4.3) und der nichtintegrablen Zeittransformation (4.4) eine Bedingung besteht:f �Q;�(i)� = q 0 �Q;�(i)�2 : (4.7)Der Strich 0 bezeichnet hierbei die Ableitung nach der neuen Raumkoordinate Q. Esist anzumerken, da� die Bedingung (4.7) zur Forminvarianz der Wirkungsvariableunter nichtintegrablen Raum-Zeit-Transformationen f�uhrt [101]. Dieses Ergebniserinnnert damit sowohl an die klassischen adiabatischen Invarianten von Ehrenfestals auch an deren heuristische Quantisierung durch Planck, Einstein und Bohr [30,47].4.1.3 Klassische MechanikDurch die Einf�uhrung der Potentialparameter und durch die Spezialisierung auf eineRaumdimension wird es notwendig, die in Abschnitt 2.4 zusammengefa�ten Ergeb-nisse der nichtintegrablen Raum-Zeit-Transformationen in der klassischen Mecha-nik erneut darzustellen (vgl. Abbildung 4.1). Verwendet man im Unterschied zuAbschnitt 2.4 den Ort q0 und die Energie E(i) als Anfangsbedingungen, so transfor-mieren sich diese nach (2.20) und (4.3):Q0 = Q �q0;�(i)� ; (4.8)E(f) = 0 : (4.9)



86 Kapitel 4. Ein Beispielq0; E(i)V (i) �q;�(i)� (4:8); (4:9)=)(4:10); (4:11) Q0; E(f)V (f) �Q;�(f)�+ +q �t; q0; E(i);�(i)� (4:12); (4:13)(= Q �s;Q0; E(f);�(f)�Abbildung 4.1: In einer einzelnen Raumdimension f�uhrt eine nichtintegrable Raum-Zeit-Transformation zu einer Abbildung zwischen zwei klassischen Systemen, bei dersich die Anfangsbedingungen, die skalaren Potentiale und die Trajektorien ineinan-der transformieren.Ferner geht aus (2.81), (4.1){(4.4) und (4.7) hervor, da� sich die skalaren PotentialeV (i)(q;�(i)) und V (f)(Q;�(f)) klassisch gem�a�V (f) �Q;�(f)� = q 0 �Q;�(i)�2 nV (i) �q �Q;�(i)� ;�(i)� � E(i)o (4.10)transformieren. Vergleicht man in (4.10) die funktionalen Abh�angigkeiten in derneuen Raumkoordinate Q, dann gewinnt man eine Beziehung zwischen den Para-meters�atzen �(i) und �(f), die noch von der Energie E(i) abh�angt:�(f) = �(f) ��(i); E(i)� : (4.11)Der Zusammenhang s = s(t; q0; E(i);�(i)) zwischen den Zeitkoordinaten t und s l�a�tsich schlie�lich nach (2.83), (4.3), (4.4), (4.7){(4.9) und (4.11) aus einer implizi-ten Gleichung bestimmen, wenn die Trajektorie des Endsystems Q(s;Q0; E(f);�(f))bekannt ist:t = s(t;q0;E(i);�(i))Z0 q 0 �Q ��;Q �q0;�(i)� ; 0;�(f) ��(i); E(i)�� ;�(i)�2 d� : (4.12)Die Trajektorie des Ausgangssystems q(t; q0; E(i);�(i)) ist dann durch (2.82), (4.3),(4.8), (4.9) (4.11) und (4.12) festgelegt:q �t; q0; E(i);�(i)� =q �Q �s �t; q0; E(i);�(i)� ;Q �q0;�(i)� ; 0;�(f) ��(i); E(i)�� ;�(i)� : (4.13)



4.1. Vorbereitungen 874.1.4 QuantenmechanikAuch die in Abschnitt 3.4 zusammengefa�ten Ergebnisse der nichtintegrablen Raum-Zeit-Transformationen in der Quantenmechanik werden durch die Einf�uhrung derPotentialparameter und durch die Spezialisierung auf eine Raumdimension modifi-ziert: V (i) �q;�(i)� (4:14); (4:15)=) V (f) �Q;�(f)�+ +G(i)c �q; t; q0; t0;�(i)� (4:17)(= G(f)c �Q; s;Q0; 0;�(f)�Abbildung 4.2: In einer einzelnen Raumdimension f�uhrt eine nichtintegrable Raum--Zeit-Transformation zu einer Abbildung zwischen zwei quantenmechanischen Syste-men, bei der sich die skalaren Potentiale und die kausalen Propagatoren ineinandertransformieren lassen.Die quantenmechanische Transformation des Potentials geht nach (3.171), (4.1){(4.4) und (4.7) in das bekannte Resultat von Duru und Kleinert [82, Kap. 14] �uber:V (f) �Q;�(f)� = q 0 �Q;�(i)�2 nV (i) �q �Q;�(i)� ;�(i)� � E(i)o+ �h2m ( 38 q 00(Q;�(i))2q 0(Q;�(i))2 � 14 q 000(Q;�(i))q 0(Q;�(i)) ) : (4.14)Wie in der klassischen Mechanik f�uhrt ein Vergleich der funktionalen Abh�angig-keiten in der neuen Raumkoordinate Q zu einer Beziehung zwischen den Parame-ters�atzen �(i) und �(f), die diesmal aber neben der Energie E(i) noch das PlanckscheWirkungsquantum h = 2��h enth�alt:�(f) = �(f)�h ��(i); E(i)� : (4.15)Aus (4.10) und (4.14) ist abzulesen, da� diese quantenmechanische Beziehung (4.15)im Grenz�ubergang �h! 0 in die entsprechende klassische Beziehung (4.11) �uberge-hen mu�: lim�h!0 �(f)�h ��(i); E(i)� = �(f) ��(i); E(i)� : (4.16)



88 Kapitel 4. Ein BeispielSetzt man (4.3), (4.4), (4.7) und (4.15) in (3.172) ein, so erh�alt man die vonDuru und Kleinert [82, Kap. 14] abgeleitete Transformation zwischen dem kausa-len Propagator des Ausgangssystems G(i)c (q; t; q0; t0;�(i)) und dem des EndsystemsG(f)c (Q; s;Q0; 0;�(f)):G(i)c �q; t; q0; t0;�(i)� = qq 0 (Q (q;�(i)) ;�(i)) q 0 (Q (q0;�(i)) ;�(i)) +1Z0 ds +1Z�1 dE(i)2��h� exp�� i�hE(i)(t� t0)� G(f)c �Q �q;�(i)� ; s;Q �q0;�(i)� ; 0;�(f)�h ��(i); E(i)�� : (4.17)Eine Interpretation von (4.17) ergibt sich, indem man die Fouriertransformiertender kausalen Propagatoren G(i)c (q; t; q0; t0;�(i)) und G(f)c (Q; s;Q0; 0;�(f)) bez�uglichder Zeitkoordinaten t und s, die Greenschen Funktionen G(i)c (q; q0;E(i);�(i)) undG(f)c (Q;Q0;E(f);�(f)), einf�uhrt:G(i)c �q; t; q0; t0;�(i)� = +1Z�1 G(i)c �q; q0;E(i);�(i)� exp�� i�hE(i)(t� t0)� dE(i)2��h ; (4.18)G(f)c �Q;Q0;E(f);�(f)� = +1Z0 G(f)c �Q; s;Q0; 0;�(f)� exp�+ i�hE(f)s� ds : (4.19)Unter Ber�ucksichtigung von (4.18) und (4.19) geht die Transformationsformel f�urkausale Propagatoren (4.17) in eine entsprechende f�ur Greensche Funktionen �uber.Es zeigt sich, da� die Greensche Funktion des Ausgangssystems G(i)c (q; q0;E(i);�(i))direkt proportional zur Greenschen Funktion des Endsystems G(f)c (Q;Q0;E(f);�(f))mit dem Energieeigenwert E(f) = 0 ist, wenn die Raumkoordinaten Q, Q0 und derParametersatz �(f) gem�a� (4.3) und (4.15) substituiert werden:G(i)c �q; q0;E(i);�(i)� = qq 0 (Q (q;�(i)) ;�(i)) q 0 (Q (q0;�(i)) ;�(i))� G(f)c �Q �q;�(i)� ; Q �q0;�(i)� ; 0;�(f)�h ��(i); E(i)�� : (4.20)4.2 ProblemstellungIm folgenden wird ausf�uhrlich ein Beispiel untersucht, bei dem das Morse-PotentialV (i) �q;�(i)� = V0 e�4�q � 2  V0 e�2�q ; q 2 (�1 ; +1) (4.21)mit den Parametern �(i) = fV0 ; � ;  g (4.22)



4.3. Klassische Mechanik 89das Ausgangssystem darstellt (vgl. Abbildung 4.3). Im Spezialfall  = 1 geht (4.21)in ein Modellpotential �uber, das urspr�unglich von Morse [93] eingef�uhrt wurde, umdie Schwingungen eines zweiatomigen Molek�uls durch einen anharmonischen Oszil-lator zu beschreiben [60, S. 158]. Dabei wird die Raumkoordinate q mit der Differenzr � r0 zwischen dem Abstand r der beiden Atome und dem Gleichgewichtsabstandr0 identifiziert.Das Endsystem besteht aus dem Potential des harmonischen Oszillators mit Zen-trifugalbarriereV (f) �Q;�(f)� = m2 !2Q2 + gQ2 + C ; Q 2 (0 ; +1) ; (4.23)das die Parameter �(f) = f ! ; g ; C g (4.24)besitzt (vgl. Abbildung 4.3). Es tritt beispielsweise als Radialanteil des dreidimen-sionalen harmonischen Oszillators auf.In den n�achsten beiden Abschnitten wird gezeigt, da� die beiden Potentiale (4.21)und (4.23) sowohl in der klassischen Mechanik als auch in der Quantenmechanikdurch die nichtintegrable Raum-Zeit-Transformation (4.3) und (4.4) mit der Bedin-gung (4.7) ineinander abbildbar sind, wenn man die Langer-Transformation [89]q �Q;�(i)� = � 1� lnQ () Q �q;�(i)� = e��q (4.25)als Raumtransformation verwendet (vgl. Abbildung 4.3). Dar�uber hinaus wirdes gelingen, die entsprechenden klassischen Trajektorien und quantenmechanischenkausalen Propagatoren ineinander zu �uberf�uhren.4.3 Klassische MechanikZun�achst wird die Beziehung zwischen den Parametern (4.22) des Morse-Potentialsund den Parametern (4.24) des harmonischen Oszillators mit Zentrifugalbarriereberechnet. Hierzu setzt man (4.21), (4.23) und (4.25) in die klassische Transforma-tionsformel f�ur Potentiale (4.10) ein und erh�alt durch einen Koef�zientenvergleich! �V0; �; ;E(i)� = s 2V0m�2 ; (4.26)



90 Kapitel 4. Ein Beispiel
Abbildung 4.3: Eine nichtintegrable Raum-Zeit-Transformation vermittelt eine Ab-bildung zwischen dem Morse-Potential V (i)(q;�(i)) und dem Potential des harmoni-schen Oszillators mit Zentrifugalbarriere V (f)(Q;�(f)).g �V0; �; ;E(i)� = � E(i)�2 ; (4.27)C �V0; �; ;E(i)� = � 2V0�2 : (4.28)Anschlie�end wird das Newtonsche Anfangswertproblem f�ur das Potential des har-monischen Oszillators mit Zentrifugalbarriere (4.23) gel�ost. Hierzu nimmt man imEnergieerhaltungssatz eine Separation der Variablen vor, wertet die elementare Qua-dratur mit [48, (2.261)] aus und arbeitet die Anfangsbedingungen ein. Das Ergebnislautet Q �s;Q0; E(f);�(f)� = (E(f) � Cm!2 +  Q20 � E(f) � Cm!2 ! cos[2!s]�  2 E(f) � Cm!2 Q20 � Q40 � 2gm!2!12 sin[2!s]) 12 ; (4.29)wobei im Falle einer positiven (negativen) Geschwindigkeit zum Anfangszeitpunkts0 = 0 das Pluszeichen (Minuszeichen) zu verwenden ist. Es ist bemerkenswert, da�die Frequenz der zeitlich oszillierenden L�osung (4.29) nicht von der Anfangsauslen-kung Q0 abh�angt.Nach diesen Vorbereitungen kann der Zusammenhang zwischen den beiden Zeit-koordinaten t und s des Ausgangs- und des Endsystems aus der impliziten Glei-



4.4. Quantenmechanik 91chung (4.12) bestimmt werden, indem man (4.25){(4.29) einsetzt. Da die Langer-Transformation (4.25) monoton fallend ist, hat man sich dabei in (4.29) auf dasMinuszeichen zu beschr�anken. Beachtet man [48, (2.558.4)], so ergibt sich dieserZusammenhang zus �t; q0; E(i);�(i)� = sm�22V0 arcctg 8<:s�E(i)V0 e2�q0 ctg 24s�2�2E(i)m t35+ sE(i)V0 e4�q0 + 2  e2�q0 � 19=; : (4.30)Die L�osung des Newtonschen Anfangswertproblems f�ur das Morse-Potential (4.21)resultiert aus der Transformationsformel f�ur Trajektorien (4.13) und (4.25){(4.30).Nach einigen elementaren trigonometrischen Umformungen gewinnt man das Re-sultatq �t; q0; E(i);�(i)� = 12� ln8<:� V0E(i) + � V0E(i) + e2�q0� cos24s�8�2E(i)m t35+ s V0E(i) � 2V0E(i) e2�q0 � e4�q0 sin24s�8�2E(i)m t359=; ; (4.31)das auch durch Separation der Variablen im entsprechenden Energieerhaltungssatzund [48, (2.266)] erzielt werden kann.4.4 QuantenmechanikDieselbe nichtintegrable Raum-Zeit-Transformation wie in der klassischen Mecha-nik erm�oglicht nun in der Quantenmechanik, den kausalen Propagator des harmo-nischen Oszillators mit Zentrifugalbarriere in die Greensche Funktion des Morse-Potentials zu transformieren. Anschlie�end werden die diskreten und die kontinu-ierlichen Spektraldaten des Morse-Potentials mit Hilfe der Spektraldarstellung derGreenschen Funktion rekonstruiert.4.4.1 Greensche Funktion des Morse-PotentialsDer quantenmechanischen Transformationsformel f�ur Potentiale (4.14) ist zu ent-nehmen, da� das Morse-Potential (4.21) durch die Langer-Transformation (4.25)



92 Kapitel 4. Ein Beispielin das Potential des harmonischen Oszillators mit Zentrifugalbarriere (4.23) abge-bildet wird. Hierbei liefert der Koef�zientenvergleich eine Beziehung zwischen denParametern �(i) und �(f) der beiden quantenmechanischen Systeme!�h �V0; �; ;E(i)� = s 2V0m�2 ; (4.32)g�h �V0; �; ;E(i)� = � E(i)�2 � �h28m ; (4.33)C�h �V0; �; ;E(i)� = � 2V0�2 ; (4.34)die gem�a� (4.16) im Grenzfall �h ! 0 in das klassische Ergebnis (4.26){(4.28)�ubergeht. Um den kausalen Propagator des Endsystems zu berechnen, kann mansich beispielsweise der Methode der Pfadintegrale bedienen. Im Falle des harmo-nischen Oszillators mit Zentrifugalbarriere (4.23) erfordert dies unter anderem dieAnwendung des Spiegelungsprinzips [46, 71, 97], da der Definitionsbereich durchdie Zentrifugalbarriere auf die positive reelle Achse beschr�ankt ist. Die expliziteAuswertung des Pfadintegrales liefert [28, 96, 97]G(f)c �Q; s;Q0; 0;�(f)� = �(s) exp�� i�hCs� m!i�h sin[!s]qQQ0� I�  m!i�h sin[!s] QQ0! exp� im!2�h ctg[!s] �Q2 +Q20�� ; (4.35)wobei der Index � der modifizierten Besselfunktion 1. Gattung I� [8, S. 441] gegebenist durch � = 12 s1 + 8m�h2 g : (4.36)Setzt man (4.25) und (4.32){(4.36) in die Transformationsformel f�ur kausale Pro-pagatoren (4.17) ein, so gewinnt man einen Ausdruck f�ur den gesuchten kausalenPropagator G(i)c (q; t; q0; t0;�(i)) des Morse-Potentials (4.21). Es stellt sich heraus,da� dieser kausale Propagator nicht explizit analytisch angebbar ist, da die Inte-gration �uber den Energieparameter E(i) mit den zur Verf�ugung stehenden Integra-tionstafeln nicht durchf�uhrbar ist. Deshalb soll anstelle des kausalen PropagatorsG(i)c (q; t; q0; t0;�(i)) dessen Fouriertransformierte bez�uglich der Zeit, die GreenscheFunktion G(i)c (q; q0;E(i);�(i)), betrachtet werden. Die Transformationsformel f�urkausale Propagatoren (4.17) und die Definition (4.18) f�uhren dann zu einer Vor-schrift, wie sich die Greensche Funktion G(i)c (q; q0;E(i);�(i)) des Morse-Potentials(4.21) aus dem kausalen Propagator G(f)c (Q; s;Q0; 0;�(f)) zum Potential des harmo-nischen Oszillators mit Zentrifugalbarriere (4.23) bestimmen l�a�t:G(i)c �q; q0;E(i);�(i)� = qq 0 (Q (q;�(i)) ;�(i)) q 0 (Q (q0;�(i)) ;�(i))



4.4. Quantenmechanik 93+1Z0 G(f)c �Q �q;�(i)� ; s;Q �q0;�(i)� ; 0;�(f)�h ��(i); E(i)�� ds : (4.37)Mit Hilfe von (4.25) und (4.32){(4.36) erh�alt man aus (4.37)G(i)c �q; q0;E(i);�(i)� = +1Z0 exp�2iV0�h�2 s� Ik 0B@ �i sin hq 2V0m�2 si e��(q+q0)1CA� �i� sin hq 2V0m�2 si exp8<: i�2 ctg 24s 2V0m�2 s35 �e�2�q + e�2�q0�9=; ds ; (4.38)wobei � die eine dimensionslose Abk�urzung� = vuut2V0�h2�22m (4.39)bezeichnet und die Greensche Funktion G(i)c (q; q0;E(i);�(i)) nur �uber die andere di-mensionslose Abk�urzung k = vuut�E(i)�h2�22m (4.40)vom Energieparameter E(i) abh�angt. Um die verbleibende Integration in (4.38)ausf�uhren zu k�onnen, m�ussen noch zwei vorbereitende Nebenrechnungen vorgenom-men werden. Zun�achst wird eine Wick-Rotation [31, S. 212] durchgef�uhrt, das hei�t,da� die reelle Zeitkoordinate s durch die umskalierte imagin�are Variable u ersetztwird: u(s) = is 2V0m�2 s : (4.41)Dann substituiert man noch die Integrationsvariable u durch vu(v) = arsinh � 1sinhv � ; (4.42)so da� schlie�lich (4.38) �ubergeht inG(i)c �q; q0;E(i);�(i)� = mi�h� +1Z0 �coshv2�� Ik  � e��(q+q0) sinhv!� exp(� �2 �e�2�q + e�2�q0� coshv) dv : (4.43)



94 Kapitel 4. Ein BeispielDie Integrationsformel [48, (6.669.4)] erm�oglicht es nun, einen vollst�andigen analyti-schen Ausdruck f�ur die Greensche Funktion des Morse-Potentials (4.21) zu gewinnen[12, 27, 38, 51, 95]:G(i)c �q; q0;E(i);�(i)� = mi�h�� e�(q+q0) � � 1+k��2 �� (1 + k) "�(q � q0)M�2 ; k2  � e�2�q!� W�2 ; k2  � e�2�q0! + �(q0 � q)M�2 ; k2  � e�2�q0! W�2 ; k2  � e�2�q! # : (4.44)Hierbei bezeichnenM�;� und W�;� die Whittaker-Funktionen [10].4.4.2 Spektraldarstellung der Greenschen FunktionDie Greensche FunktionG(i)c (q; q0;E(i);�(i)) setzt sich gem�a� der Spektraldarstellung[82, S. 374], [116, S. 43] aus den Energieeigenwerten und den Energieeigenfunktionendes entsprechenden Hamiltonoperators Ĥ(i)(q;�(i)) zusammen (vgl. Abschnitt 5.1.3).F�ur den Fall eines quantenmechanischen Systems, das sowohl ein diskretes als auchein kontinuierliches Spektrum besitzt, lautet diese SpektraldarstellungG(i)c (q; q0;E(i);�(i)) = N (i)(�(i))Xn=1  (i)n (q;�(i)) i�hE(i) � E(i)n (�(i))  (i)�n (q0;�(i))+ +1ZE(i)(�(i))  (i)E (q;�(i)) i�hE(i) �E  (i)�E (q0;�(i)) dE : (4.45)Beachtet man die analytische Fortsetzung von (4.45) bez�uglich des Energieparame-ters E(i), dann gewinnt man ein Verfahren, mit dem sich die Spektraldaten aus einerbekannten Greenschen Funktion rekonstruieren lassen (vgl. Abbildung 4.4):1. Die einfachen Pole der Greenschen Funktion G(i)c (q; q0;E(i);�(i)) stimmen mitden diskreten Energieeigenwerten E(i)n (�(i)) �uberein. Die dazugeh�origen dis-kreten Energieeigenfunktionen  (i)n (q;�(i)) sind durch die Residuen dieser ein-fachen Pole gegeben: (i)n �q;�(i)�  (i)�n �q0;�(i)� = 1i�h ResE(i)=E(i)n (�(i)) G(i)c (q; q0;E(i);�(i)) : (4.46)Die Anzahl N (i)(�(i)) der diskreten Spektraldaten kann dabei mit den Para-metern �(i) des Potentials V (i)(q;�(i)) variieren.
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nAbbildung 4.4: Setzt man die Greensche Funktion G(i)c (q; q0;E(i);�(i)) bez�uglich desEnergieparameters E(i) analytisch fort, so lassen sich die diskreten und die konti-nuierlichen Spektraldaten des quantenmechanischen Systems rekonstruieren.2. Die kontinuierlichen EnergieeigenwerteE entsprechen der Definitionsl�ucke derGreenschen Funktion G(i)c (q; q0;E(i);�(i)) im Intervall [E(i)(�(i));+1). DerSprung der Greenschen FunktionG(i)c (q; q0;E(i);�(i)) an dieser Definitionsl�uckef�uhrt zu den kontinuierlichen Energieeigenfunktionen  (i)E (q;�(i)): (i)E �q;�(i)�  (i)�E �q0;�(i)� = 12��h� lim�#0 nG(i)c (q; q0;E + i�;�(i)) � G(i)c (q; q0;E � i�;�(i))o : (4.47)Im folgenden wird dieses Verfahren angewendet, um aus der Greenschen Funktion(4.44) des Morse-Potentials (4.21) sowohl die diskreten als auch die kontinuierlichenSpektraldaten zu rekonstruieren.4.4.3 Diskrete Spektraldaten des Morse-PotentialsDie Greensche Funktion (4.44) besitzt bez�uglich des Energieparameters E(i) einfa-che Pole, wenn das Argument der Gamma-Funktion im Z�ahler mit einer negativenganzen Zahl �ubereinstimmt [48, (8.310.2)]:12 f1 + k � �g = �n ; n = 0; 1; : : : : (4.48)



96 Kapitel 4. Ein BeispielHieraus erh�alt man mit den Definitionen (4.39) und (4.40) die diskreten Energieei-genwerte des Morse-Potentials (4.21):E(i)n (�(i)) = � �h2�22m 8<:vuut2V0�h2�22m � 1 � 2n9=;2 : (4.49)Da die dimensionslose Abk�urzung k nach (4.40) positiv ist, f�uhrt (4.48) ferner zueiner einschr�ankenden Bedingung f�ur die erlaubten Quantenzahlen n:vuut2V0�h2�22m � 1 � 2n � 0 : (4.50)Um die entsprechenden diskreten Energieeigenfunktionen zu bestimmen, mu� man(4.44) in (4.46) einsetzen. Die Auswertung des Residuums an den einfachen PolenE(i) = E(i)n (�(i)) erfolgt dabei nach der Vorschrift [8, (3.90)]Resz=z0 f(z) = limz!z0 (z � z0) f(z) (4.51)und unter Beachtung der Residuen der Gamma-Funktion [48, (8.310.2)]. Mit [48,(9.220.4)] lassen sich dann die Whittaker-FunktionenW�;� auf die Whittaker-Funk-tionen M�;� zur�uckf�uhren, wobei diese nach [48, (8.972.1)] und [48, (9.220.2)] mitden verallgemeinerten Laguerre-Polynomen L(�)n in Verbindung stehen. Nutzt mannoch die Eigenschaft [48, (8.331)] der Gamma-Funktion aus, so ergeben sich diediskreten Energieeigenfunktionen des Morse-Potentials (4.21) zu (i)n �q;�(i)� = vuut2� (� � 1� 2n) �(1 + n)�(� � n)  � e�2�q!��1�2n2� exp(� �2 e�2�q) L(��1�2n)n  � e�2�q! : (4.52)Mit Hilfe von [48, (7.414.3)] und [48, (8.974.3)] kann man sich davon �uberzeugen,da� diese diskreten Energieeigenfunktionen automatisch normiert sind:+1Z�1  (i)n �q;�(i)�  (i)�n0 �q;�(i)� dq = �n;n0 : (4.53)4.4.4 Kontinuierliche Spektraldaten des Morse-PotentialsDie Definitionsl�ucke der Greenschen Funktion (4.44) bez�uglich des Energiepara-meters E(i) besteht aufgrund der Wurzelfunktion (4.40) aus der positiven reellen



4.4. Quantenmechanik 97Achse [120, S. 56]. Demnach liegen die kontinuierlichen Energieeigenwerte E desMorse-Potentials (4.21) im Intervall [0;+1) vor. Die dazugeh�origen Energieeigen-funktionen ergeben sich, wenn man den Sprung der Greenschen Funktion (4.44)an dieser Definitionsl�ucke gem�a� (4.47) auswertet. Wegen (4.40) treten dabei dieGrenzwerte lim�#0 p�E � i � = � ipE (4.54)auf, so da� als neue dimensionslose Abk�urzung� = vuut E�h2�22m (4.55)eingef�uhrt wird. Beachtet man noch die Beziehung [48, (9.220.4)] zwischen denWhittaker-FunktionenM�;� und den Whittaker-Funktionen W�;�, dann erh�alt manf�ur die kontinuierlichen Energieeigenfunktionen des Morse-Potentials (4.21) das ex-plizite Ergebnis (i)E �q;�(i)� = vuut m2��h2��� � � 1��+i�2 �� � 1���i�2 �� (i�) � (�i�) e�qW�2 ; i�2  � e�2�q! : (4.56)Die Normiertheit dieser kontinuierlichenEnergieeigenfunktionen l�a�t sich durch einebesondere Integraldarstellung der Delta-Funktion [51] nachweisen:+1Z�1  (i)E �q;�(i)�  (i)�E0 �q;�(i)� dq = �(E � E0) : (4.57)





Kapitel 5Abbildungen von Spektraldaten
Mathematischer Rigorismus vongro�er Pr�azision ist in der Physiknicht unbedingt empfehlenswert.R.P. Feynman (1918 { 1988)

Das Beispiel des vorangegangenen Kapitels hat eindrucksvoll gezeigt, da� nichtinte-grable Raum-Zeit-Transformationen zwei quantenmechanische Systeme aufeinanderabbilden k�onnen, bei denen das eine sowohl ein diskretes als auch ein kontinuier-liches Spektrum besitzt, w�ahrend das andere lediglich ein diskretes Spektrum auf-weist (vgl. Abbildung 4.3). Deshalb soll im vorliegenden Kapitel n�aher untersuchtwerden, wie sich nichtintegrable Raum-Zeit-Transformationen auf die Abbildungquantenmechanischer Spektraldaten auswirken.Nachdem in Abschnitt 5.1 die abschnittsweise Darstellung und die Spektraldar-stellung der Greenschen Funktion unabh�angig voneinander eingef�uhrt worden sind,wird in Abschnitt 5.2 die Beziehung zwischen beiden behandelt. Durch Verallge-meinerung der Sommerfeld-Watson-Transformation [122, 127, 128] der Streutheorie[1, 7, 106] wird ein heuristisches Verfahren entwickelt, mit dem aus der Spektraldar-stellung der Greenschen Funktion die abschnittsweise Darstellung hergeleitet wer-den kann. Diese vorbereitenden �Uberlegungen werden dann in Abschnitt 5.3 inder Transformationsformel (4.20) f�ur Greensche Funktionen angewendet, um dieKonsequenzen nichtintegrabler Raum-Zeit-Transformationen f�ur die Abbildung vonSpektraldaten studieren zu k�onnen. Es zeigt sich, da� bei einer nichtintegrablenRaum-Zeit-Transformation zwischen zwei quantenmechanischen Systemen die un-tersten diskreten Energieeigenwerte und Energieeigenfunktionen eineindeutig auf-einander abgebildet werden. Au�erdem wird eine konkrete Vorschrift angegeben,wie diskrete in kontinuierliche Energieeigenfunktionen konvertiert werden k�onnen.Abschnitt 5.4 dient schlie�lich dazu, die gewonnenen Abbildungen von Spektralda-ten anhand des nichttrivialen Beispieles von Kapitel 4 zu diskutieren.99



100 Kapitel 5. Abbildungen von Spektraldaten5.1 Darstellungen der Greenschen FunktionIn diesem Abschnitt werden einige elementare Eigenschaften der Greenschen Funk-tion zusammengetragen. Nachdem die Greensche Funktion als eindeutige L�osungeines Randwertproblems definiert worden ist, werden zwei Darstellungen der Green-schen Funktion diskutiert. Zun�achst wird die abschnittsweise Darstellung betrach-tet, die einen geschlossenen Ausdruck f�ur die Greensche Funktion liefert. An-schlie�end wird unabh�angig davon die Spektraldarstellung der Greenschen Funktioneingef�uhrt, in der alle Spektraldaten des zugrunde liegenden Hamilton-Operatorseingehen.5.1.1 RandwertproblemF�ur die folgenden �Uberlegungen ist es ausreichend, ein einzelnes quantenmecha-nisches System zu betrachten. Deshalb werden bis auf weiteres in der Notationdie Indizes (i), (f) und die Abh�angigkeiten physikalischer Gr�o�en von den Parame-ters�atzen �(i), �(f) unterdr�uckt. Der Hamilton-Operator einer Punktmasse m, diesich entlang einer Raumkoordinate Q unter dem Einflu� des konservativen Poten-tials V (Q) bewegt, lautet dannĤ = � �h22m @2@Q2 + V (Q) : (5.1)Um die Notation noch weiter zu vereinfachen, soll nur der Fall ber�ucksichtigtwerden,da� das quantenmechanische System ein rein diskretes Energiespektrum besitzt.Dann kann man annehmen, da� das Potential V (Q) an den R�andern seines Defini-tionsbereiches I = (a; b) unbeschr�ankt anw�achst:limQ!a V (Q) = limQ!b V (Q) = +1 : (5.2)Die Greensche Funktion Gc(Q;Q0;E) eines solchen Systems ist eindeutig durch einRandwertproblem definiert [15, S. 142]:� Die Greensche Funktion Gc(Q;Q0;E) gen�ugt der inhomogenen Schr�odinger-Gleichung: n Ĥ � E o Gc(Q;Q0;E) = � i�h �(Q�Q0) : (5.3)� An den R�andern des Definitionsbereiches I = (a; b) erf�ullt die GreenscheFunktion Gc(Q;Q0;E) die Dirichletschen RandbedingungenGc(a;Q0;E) = Gc(b;Q0;E) = 0 : (5.4)



5.1. Darstellungen der Greenschen Funktion 1015.1.2 Abschnittsweise DarstellungEine Methode, das Randwertproblem (5.3), (5.4) zu l�osen, besteht darin, die beidenF�alle a � Q0 < Q � b und a � Q < Q0 � b getrennt zu untersuchen. Da dies denPunkt Q = Q0 ausschlie�t, reduziert sich die inhomogene Schr�odinger-Gleichung(5.3) auf den homogenen Teil:n Ĥ � E o Gc(Q;Q0;E) = 0 ; Q 6= Q0 : (5.5)Die dabei vernachl�assigte Delta-Funktion �(Q�Q0) bewirkt, da� die L�osungen derhomogenen Schr�odinger-Gleichung (5.5) f�ur a � Q0 < Q � b und a � Q < Q0 � bspezielle Anschlu�bedinungen an der Stelle Q = Q0 erf�ullen [15, S. 142]:� Die Greensche Funktion Gc(Q;Q0;E) ist stetig an der Stelle Q = Q0:lim�#0 �Gc(Q0 + �;Q0;E) � Gc(Q0 � �;Q0;E)� = 0 : (5.6)� Betrachtet man das Integral der inhomogenen Schr�odinger-Gleichung (5.3)bez�uglich der Raumkoordinate Q im Intervall [Q0��;Q0+�] f�ur kleine � > 0, sogewinnt man im Gren�ubergang � # 0 eine Sprungbedingung f�ur die Ableitungder Greenschen Funktion Gc(Q;Q0;E). Dabei stellt sich heraus, da� dieseSprungbedingung weder vom Potential V (Q) noch vom Energieparameter Eabh�angt:lim�#0 ( @Gc(Q;Q0;E)@Q �����Q=Q0+� � @Gc(Q;Q0;E)@Q �����Q=Q0�� ) = 2mi�h : (5.7)Mit diesen �Uberlegungen ist es gelungen, das urspr�ungliche Randwertproblem (5.3),(5.4) f�ur die Greensche Funktion Gc(Q;Q0;E) in ein dazu �aquivalentes (5.4) { (5.7)umzuschreiben. Es soll nun ein geschlossener Ausdruck f�ur die Greensche FunktionGc(Q;Q0;E) gewonnen werden. Der AnsatzGc(Q;Q0;E) = �(Q�Q0) c1(Q0;E) (1)(Q;E)+ �(Q0 �Q) c2(Q0;E) (2)(Q;E) (5.8)erf�ullt gleichzeitig (5.4) und (5.5), wenn beide Funktionen  (1)(Q;E) und  (2)(Q;E)L�osungen der homogenen Schr�odinger-Gleichung darstellen, die jeweils einer Rand-bedingung gen�ugen:n Ĥ � E o  (1)(Q;E) = 0 ;  (1)(b;E) = 0 ; (5.9)



102 Kapitel 5. Abbildungen von Spektraldatenn Ĥ � E o  (2)(Q;E) = 0 ;  (2)(a;E) = 0 : (5.10)Die beiden Entwicklungskoef�zienten c1(Q0;E) und c2(Q0;E) im Ansatz (5.8) lassensich dadurch festlegen, da� man noch die Anschlu�bedinungen (5.6), (5.7) f�ur dieGreensche Funktion Gc(Q;Q0;E) an der Stelle Q = Q0 einarbeitet:0BBB@  (1)(Q0;E) � (2)(Q0;E)@ (1)(Q0;E)@Q0 � @ (2)(Q0;E)@Q0 1CCCA 0B@ c1(Q0;E)c2(Q0;E) 1CA = 0BB@ 02mi�h 1CCA : (5.11)Bestimmt man c1(Q0; E) und c2(Q0; E) aus diesem inhomogenen Gleichungssystem,so f�uhrt (5.8) zu einer geschlossenen L�osung des urspr�unglichen Randwertproblems(5.3), (5.4) in Form der abschnittsweisen Darstellung der Greenschen Funktion:Gc(Q;Q0;E) = 2mi�h 1W (E) (�(Q�Q0) (1)(Q;E) (2)(Q0;E)+ �(Q0 �Q) (1)(Q0;E) (2)(Q;E)) : (5.12)Hierbei bezeichnetW (E) eine Abk�urzung f�ur die Wronski-Determinante der beidenFunktionen  (1)(Q;E) und  (2)(Q;E):W (E) =  (1)(Q;E) @ (2)(Q;E)@Q � @ (1)(Q;E)@Q  (2)(Q;E) : (5.13)Ber�ucksichtigt man die Definition des Hamilton-Operators (5.1) und die Bestim-mungsgleichungen (5.9), (5.10) der beiden Funktionen  (1)(Q;E),  (2)(Q;E), dannkann man nachpr�ufen, da� die Wronski-Determinante (5.13) nicht von der Raum-koordinate Q abh�angt: @W (E)@Q = 0 : (5.14)5.1.3 SpektraldarstellungEine andere Methode, das Randwertproblem (5.3), (5.4) zu l�osen, geht vom Eigen-wertproblem des Hamilton-Operators (5.1) aus. Dabei werden die �Uberlegungengem�a� (5.2) nur f�ur ein quantenmechanisches System durchgef�uhrt, das ausschlie�-lich diskrete Spektraldaten aufweist. Die diskreten Energieeigenwerte En und diediskreten Energieeigenfunktionen  n(Q) sind durch das Eigenwertproblemn Ĥ � En o  n(Q) = 0 ;  n(a) =  n(b) = 0 (5.15)



5.2. Beziehung zwischen den Darstellungen 103definiert. Aufgrund der Hermiteizit�at des Hamilton-Operators (5.1) bilden die dis-kreten Energieeigenfunktionen  n(Q) eine Orthonormalbasis im zugrunde liegendenHilbert-Raum. Dementsprechend gen�ugen sie der Orthonormalit�atsrelationbZa  n(Q) �m(Q) dQ = �nm (5.16)und der Vollst�andigkeitsrelation1Xn=1  n(Q) �n(Q0) = �(Q�Q0) : (5.17)Nach (5.17) ist es m�oglich, das Randwertproblem (5.3), (5.4) f�ur die GreenscheFunktion Gc(Q;Q0;E) durch den AnsatzGc(Q;Q0;E) = 1Xn=1 Cn(Q0;E) n(Q) (5.18)zu l�osen. Das Eigenwertproblem (5.15) f�ur die diskreten Energieeigenfunktionen n(Q) garantiert, da� die Dirichletschen Randbedingungen (5.4) der GreenschenFunktionGc(Q;Q0;E) erf�ullt sind. Setzt man (5.18) in die inhomogene Schr�odinger-Gleichung (5.3) ein, so lassen sich die Entwicklungskoef�zientenCn(Q0;E) mit Hilfevon (5.16) und (5.17) bestimmen:Cn(Q0;E) = i�hE �En  �n(Q0) : (5.19)Aus (5.18) und (5.19) ergibt sich die Spektraldarstellung der Greenschen Funk-tion Gc(Q;Q0;E), in der alle Spektraldaten des Hamilton-Operators (5.1) eingehen(vgl. Abschnitt 4.4.2):Gc(Q;Q0;E) = 1Xn=1  n(Q) i�hE � En  �n(Q0) : (5.20)5.2 Beziehung zwischen den DarstellungenNachdem bisher zwei Darstellungen der Greenschen Funktion unabh�angig vonein-ander diskutiert worden sind, soll im folgenden die Beziehung zwischen beiden un-tersucht werden. Zun�achst wird das Problem betrachtet, die diskreten Spektralda-ten aus der abschnittsweisen Darstellung der Greenschen Funktion zu rekonstruie-ren. Die dabei erzielten Ergebnisse erm�oglichen in Anlehnung an eine grundlegende



104 Kapitel 5. Abbildungen von SpektraldatenArbeit von Kleinert und Mustapic [81], die Sommerfeld-Watson-Transformation[122, 127, 128] der Streutheorie [1, 7, 106] zu verallgemeinern. Dadurch gelingtes, die Spektraldarstellung der Greenschen Funktion explizit aufzusummieren undeinen geschlossenen Ausdruck in Form der abschnittsweisen Darstellung herzuleiten.Abschlie�end wird dieses Verfahren exemplarisch auf den harmonischen Oszillatormit Zentrifugalbarriere angewendet.5.2.1 Rekonstruktion der diskreten SpektraldatenUm aus der abschnittsweisen Darstellung der Greenschen Funktion (5.12) die diskre-ten Energieeigenwerte En und die diskreten Energieeigenfunktionen  n(Q) rekon-struieren zu k�onnen, hat man zu beachten, da� sowohl die Funktionen  (1)(Q;E)und  (2)(Q;E) als auch deren Wronski-Determinante W (E) nicht eindeutig sind.Mit  (1)(Q;E) und  (2)(Q;E) sind auch die skalierten Funktionen~ (1)(Q;E) = A(1)(E) (1)(Q;E) ; ~ (2)(Q;E) = A(2)(E) (2)(Q;E) (5.21)L�osungen des Randwertproblems (5.9) und (5.10), wobei sich die Wronski-Determi-nante (5.13) gem�a� ~W (E) = A(1)(E)A(2)(E)W (E) (5.22)ver�andert. Aufgrund einer geeigneten Skalierung (5.21), (5.22) kann man ohneBeschr�ankung der Allgemeinheit davon ausgehen, da� die einfachen Pole in der ab-schnittsweisen Darstellung der Greenschen Funktion (5.12), das hei�t die diskretenEnergieeigenwerte En, mit den Nullstellen der Wronski-DeterminanteW (E) zusam-menfallen: W (En) = 0 : (5.23)Ber�ucksichtigt man die Definition (5.13) der Wronski-Determinante und (5.23),dann zeigt eine einfache Integration, da� die Funktionen  (1)(Q;En) und  (2)(Q;En)linear abh�angig sind:  (1)(Q;En) = Bn  (2)(Q;En) : (5.24)Hierbei bezeichnen Bn Integrationskonstanten. Die diskreten Energieeigenfunktio-nen  n(Q) ergeben sich nun �uber die Residuen (4.46) der abschnittsweisen Darstel-lung der Greenschen Funktion (5.12) mit Hilfe von (4.51) und (5.24): n(Q) = s� 2m�h2 BnW 0(En)  (2)(Q;En) : (5.25)



5.2. Beziehung zwischen den Darstellungen 105Da die Vorschrift (4.46) garantiert, da� die diskreten Energieeigenfunktionen  n(Q)gem�a� (5.16) orthonormiert sind, lassen sich die Integrationskonstanten Bn im nach-hinein berechnen: Bn = � �h22m W 0(En)bRa  (2)(Q;En)2 dQ : (5.26)F�uhrt man eine Skalierung der Funktionen  (1)(Q;E) und  (2)(Q;E) gem�a�~ (1)(Q;E) = � 2m bRa  (2)(Q;E)2 dQ�h2W 0(E)  (1)(Q;E) ; (5.27)~ (2)(Q;E) = 1s bRa  (2)(Q;E)2 dQ  (2)(Q;E) (5.28)durch, dann l�osen auch ~ (1)(Q;E) und ~ (2)(Q;E) das Randwertproblem (5.9), (5.10)und ihre Wronski-Determinante verschwindet analog zu (5.23) bei den diskretenEnergieeigenwerten En. Aus (5.24){(5.28) folgt aber zus�atzlich, da� die Funktionen~ (1)(Q;E) und ~ (2)(Q;E) im Falle E = En nicht nur linear abh�angig sind, sondernsogar mit den diskreten Energieeigenfunktionen  n(Q) zusammenfallen: n(Q) = ~ (1)(Q;En) = ~ (2)(Q;En) : (5.29)Dies bedeutet, da� zwei Funktionen ~ (1)(Q;E) und ~ (2)(Q;E) konstruiert wordensind, die bez�uglich des Energieparameters E zwischen den diskreten Energieeigen-funktionen  n(Q) interpolieren. Im folgenden wird dieser heuristische Grundge-danke der Interpolation weiterentwickelt.5.2.2 InterpolationsfunktionenEs wird nun die umgekehrte Situation betrachtet, da� die diskreten Spektralda-tes des quantenmechanischen Systems als L�osungen des Eigenwertproblems (5.15)vorgegeben sind. Dabei kann man ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit davonausgehen, da� die diskreten Energieeigenwerte En monoton mit der Quantenzahl nanwachsen. Es stellt sich die Frage, ob zwischen den diskreten EnergieeigenwertenEn interpoliert werden kann. Hierzu mu� man eine Funktion Ez suchen, die dendiskreten Energieeigenwert En reproduziert, falls die kontinuierliche Variable z mitder Quantenzahl n zusammenf�allt:Ez���z=n = En : (5.30)



106 Kapitel 5. Abbildungen von SpektraldatenEine solche Interpolationsfunktion Ez ist bei einem analytisch l�osbaren quanten-mechanischen System einfach zu konstruieren, da dann ein geschlossener Ausdruckangibt, wie die diskreten Energieeigenwerte En von der Quantenzahl n abh�angen.Man hat nur die Quantenzahl n in diesem Ausdruck durch die kontinuierliche Va-riable z zu ersetzen. Im allgemeinen Fall erm�oglichen verschiedene Interpolations-verfahren zumindest prinzipiell, die Interpolationsfunktion Ez als Laurent-Reihe inder kontinuierlichen Variablen z darzustellen.Als n�achstes betrachten wir das Problem, zwischen den diskreten Energieeigenfunk-tionen  n(Q) zu interpolieren. Im Hinblick auf sp�atere Anwendungen ist es sogarerforderlich, zwei verschiedene L�osungen  (1)z (Q) und  (2)z (Q) dieses Interpolations-problems einzuf�uhren. Dabei wird verlangt, da�  (1)z (Q) und  (2)z (Q) nicht nur dieInterpolationseigenschaft (1)z (Q)���z=n =  n(Q) (�1)n ;  (2)z (Q)���z=n =  n(Q) (5.31)besitzen, sondern auch einem Randwertproblem gen�ugen:n Ĥ � Ez o  (1)z (Q) = 0 ;  (1)z (b) = 0 ; (5.32)n Ĥ � Ez o  (2)z (Q) = 0 ;  (2)z (a) = 0 : (5.33)Die Existenz solcher Interpolationsfunktionen  (1)z (Q) und  (2)z (Q) l�a�t sich mitHilfe der Funktionen (5.27), (5.28) zeigen, die das Randwertproblem (5.9), (5.10)erf�ullen und die Interpolationseigenschaft (5.29) aufweisen: (1)z (Q) = ~ (1)(Q;Ez) cos �z ;  (2)z (Q) = ~ (2)(Q;Ez) : (5.34)In Abschnitt 5.2.4 wird anhand eines analytisch l�osbaren quantenmechanischen Sy-stems exemplarisch gezeigt, wie sich solche Interpolationsfunktionen  (1)z (Q) und (2)z (Q) konstruieren lassen.Es ist darauf hinzuweisen, da� die eingef�uhrten Interpolationsfunktionen Ez,  (1)z (Q)und  (2)z (Q) nicht eindeutig sind. Beispielsweise besitzt mit Ez auch~Ez = Ez + A sin�z (5.35)die Interpolationseigenschaft (5.30) und mit  (1)z (Q),  (2)z (Q) gen�ugen auch~ (1)z (Q) =  (1)z (Q) [cos �z]2m ; ~ (2)z (Q) =  (2)z (Q) f1 + B sin �zg (5.36)der Interpolationseigenschaft (5.31) und dem Randwertproblem (5.32), (5.33). Hier-bei bezeichnen A, B beliebige Konstanten und m stellt eine nat�urliche Zahl dar.



5.2. Beziehung zwischen den Darstellungen 1075.2.3 Aufsummation der SpektraldarstellungMit Hilfe der Interpolationsfunktionen Ez,  (1)z (Q) und  (2)z (Q) ist man nun in derLage, die Spektraldarstellung der Greenschen Funktion (5.20) explizit aufzusum-mieren und einen geschlossenen Ausdruck in Form der abschnittsweisen Darstellung(5.12) herzuleiten. Dabei kann man sich der Sommerfeld-Watson-Transformation[122, 127, 128] der Streutheorie [1, 7, 106] bedienen, die die Aufsummation vonReihen erm�oglicht, bei denen der Summationsindex durch die Drehimpulsquanten-zahl gegeben ist. In Anlehnung an die Arbeit von Kleinert und Mustapic [81] wirddie Sommerfeld-Watson-Transformation auf die Spektraldarstellung der GreenschenFunktion (5.20) �ubertragen, bei der der Summationsindex eine beliebige Quanten-zahl darstellt. Diese Verallgemeinerung ist insofern naheliegend, als sie sich einerelementaren Methode der Funktionentheorie bedient, eine Summe explizit auszu-werten [123, S. 188].Zun�achst mu� man annehmen, da� die Funktion Ez zumindest im Interpolationsge-biet, d.h. entlang der positivien reellen Achse, streng monoton wachsend ist. Wenndiese Bedingung (C1) erf�ullt ist, l�a�t sich die Umkehrfunktion z(E) gem�a�E = Ez(E) (5.37)einf�uhren. Nach (5.30) und (5.37) interpoliert dann z(E) zwischen den Quanten-zahlen n: z(En) = n : (5.38)Anschlie�end definiert man mit Hilfe der Interpolationsfunktionen Ez, z(E),  (1)z (Q)und  (2)z (Q) die Funktiong(Q;Q0;E) = i�h�@Ez@z sin�z (�(Q�Q0) (1)z (Q) (2)z (Q0)+ �(Q0 �Q) (1)z (Q0) (2)z (Q))�����z = z(E) (5.39)und untersucht das komplexe IntegralIN(Q;Q0;E) = 12�i ICN g(Q;Q0; �)�� E d� : (5.40)



108 Kapitel 5. Abbildungen von SpektraldatenDie Integrationskurve CN in der komplexen Ebene ist das Quadrat mit den Eck-punkten �N(1 + i), �N (1� i), �N (�1 + i), �N(�1 � i), wobei �N durchz(�N) = N + 12 (5.41)festgelegt wird:
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( - 1 - i )Abbildung 5.1: Definition der Integrationskurve CN in der komplexen Ebene.Wenn die Funktion (5.39) der im folgenden mit (C2) bezeichneten Absch�atzungjg(Q;Q0; �)j � Mj�jk (5.42)entlang der Integrationskurve CN gen�ugt und die Konstanten k > 0, M unabh�angigvon N sind, dann gilt f�ur das komplexe Integral (5.40):jIN(Q;Q0;E)j � 4MEN+1�(EN)k(EN � E) : (5.43)Da in Abschnitt 5.2.2 ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit angenommen wurde,da� die diskreten Energieeigenwerte En streng monoton mit der Quantenzahl nanwachsen, folgt aus der Absch�atzung (5.43), da� das komplexe Integral (5.40) imGrenz�ubergang N !1 verschwindet:limN!1 IN(Q;Q0;E) = 0 : (5.44)Andererseits besagt der Residuensatz [8, S. 528], da� das komplexe Integral (5.40)im Grenz�ubergang N ! 1 in die Summe �uber alle Residuen des Integranden



5.2. Beziehung zwischen den Darstellungen 109�ubergeht. W�ahrend ein einfacher Pol des Integranden an der Stelle � = E vorliegt,stammen die restlichen einfachen Pole von der Funktion (5.39). Die Ableitung@Ez=@z mit z = z(E) kann keine Nullstelle bez�uglich des Energieparameters Ebesitzen, da die Interpolationsfunktion Ez gem�a� Bedingung (C1) streng monotonwachsend ist. Au�erdem wird in Form einer zus�atzlichen Bedingung (C3) gefordert,da� das Produkt  (1)z (Q) (2)z (Q0) mit z = z(E) keine einfachen Pole bez�uglich desEnergieparameters E aufweist. Die einfachen Pole der Funktion (5.39) werden dannausschlie�lich von der Funktion sin�z(E) erzeugt und stimmen wegen (5.38) mit dendiskreten Energieeigenwerten En �uberein. Nach diesen Vorbereitungen kann manden Residuensatz [8, S. 528] auf das komplexe Integral (5.40) im Grenz�ubergangN !1 anwenden und die Residuen der jeweiligen einfachen Pole wegen (4.51) mitder Vorschrift Resz=z0 f(z) = 1ddz 1f(z) ���z=z0 (5.45)auswerten. Dabei hat man die Identit�at1 = @Ez@z �����z=z(E) z0(E) (5.46)zu beachten, die sich durch Differentiation von (5.37) nach dem EnergieparameterE ergibt. Verwendet man die Interpolationseigenschaften (5.31), (5.38) und dasZwischenergebnis (5.44), so folgt schlie�lichg(Q;Q0;E) = 1Xn=1  n(Q) i�hE � En  �n(Q0) : (5.47)Auf der rechten Seite von (5.47) tritt die Spektraldarstellung der Greenschen Funk-tion (5.20) auf, so da� die Funktion g(Q;Q0;E) mit der Greenschen FunktionGc(Q;Q0;E) �ubereinstimmen mu�. Da andererseits die Interpolationsfunktionen (1)z (Q),  (2)z (Q) das Randwertproblem (5.32), (5.33) l�osen, so da� die Funktionen (1)(Q;E) =  (1)z(E)(Q) ;  (2)(Q;E) =  (2)z(E)(Q) (5.48)wegen (5.37) dem Randwertproblem (5.9), (5.10) gen�ugen, ist g(Q;Q0;E) in (5.39)mit der abschnittsweisen Darstellung der Greenschen Funktion (5.12) identisch.Hieraus l�a�t sich unmittelbar ablesen, da� die Funktionen (5.48) die Wronski-Determinante W (E) = � 2m�h2 @Ez@z sin�z�����z=z(E) (5.49)besitzen.



110 Kapitel 5. Abbildungen von SpektraldatenDie �Uberlegungen des Abschnitts zeigen, da� eine Verallgemeinerung der Sommer-feld-Watson-Transformation nur dann erlaubt, die Spektraldarstellung der Green-schen Funktion (5.20) explizit aufzusummieren, wenn die InterpolationsfunktionenEz, z(E),  (1)z (Q),  (2)z (Q) die Bedingungen (C1){(C3) erf�ullen. Ein allgemeinerund praktikabler Algorithmus, der die Konstruktion solcher Interpolationsfunktio-nen erlaubt, konnte in der Literatur nicht gefunden werden. F�ur den Fall einesanalytisch l�osbaren Systems kann man aber ausgehend von den diskreten Spektral-daten En,  n(Q) auf heuristischem Wege versuchen, Interpolationsfunktionen Ez,z(E),  (1)z (Q),  (2)z (Q) zu konstruieren, so da� die Funktionen (5.48) gem�a� (5.13)die Wronski-Determinante (5.49) besitzen. Wenn das m�oglich ist, kann man die ab-schnittsweise Darstellung der Greenschen Funktion in Form von (5.12) unmittelbarangeben.5.2.4 BeispielDieses heuristische Verfahren soll im folgenden exemplarisch anhand des harmo-nischen Oszillators mit Zentrifugalbarriere (4.23) beschrieben werden (vgl. Abbil-dung 4.3). Nach [43, S. 119] f�uhrt das Eigenwertproblem (5.15) des dazugeh�origenHamilton-Operators (5.1) auf die diskreten EnergieeigenwerteEn = �h! (2n + 1 + �) + C (5.50)und auf die orthonormierten diskreten Energieeigenfunktionen n(Q) = vuut 2�(1 + n)�(1 + � + n) �m!�h ��+1Q�+ 12 L(�)n �m!�h Q2� exp�� m!2�h Q2� : (5.51)Hierbei stellt � die Abk�urzung (4.36) dar und L(�)n bezeichnen die verallgemeinertenLaguerre-Polynome. Da mit (5.50) ein geschlossener Ausdruck vorliegt, an demsich ablesen l�a�t, wie die diskreten Energieeigenwerte En von der Quantenzahl nabh�angen, kann die Interpolationsfunktion Ez unmittelbar angegeben werden. Manersetzt die Quantenzahl n in (5.50) durch die kontinuierliche Variable z:Ez = �h! (2z + 1 + �) + C : (5.52)Die entsprechende Umkehrfunktion z(E) lautet nach (5.37) und (5.52)z(E) = E � C2�h! � 12 � �2 ; (5.53)



5.2. Beziehung zwischen den Darstellungen 111so da� sich mit (5.49) die Wronski-DeterminanteW (E) = 4m!��h sin�� �12 + �2 � E � C2�h! �� (5.54)ergibt. Als n�achstes sind die Funktionen  (1)z (Q) und  (2)z (Q) zu bestimmen, diegem�a� (5.31) zwischen den diskreten Energieeigenfunktionen  n(Q) interpolieren.Dabei hat man nach (5.32), (5.33) zu garantieren, da� die Interpolationsfunktio-nen  (1)z (Q) und  (2)z (Q) an je einem Rand des Definitionsbereiches I = (0;+1)verschwinden. Aus dem Ausdruck (5.51) f�ur die diskreten Energieeigenfunktio-nen  n(Q) sind die Interpolationsfunktionen  (1)z (Q) und  (2)z (Q) nicht unmittelbarablesbar, da die verallgemeinerten Laguerre-Polynome L(�)n nur f�ur positive ganzeZahlen n definiert sind. Die verallgemeinerten Laguerre-Polynome L(�)n lassen sichaber nach [48, (8.972.1)] und [48, (9.220.2)] durch die Whittaker-Funktionen M�;�ausdr�ucken, so da� (5.51) �ubergeht in n(Q) = vuut 2�(1 + � + n)�(1 + n) �(1 + �)2 1pQ M 12+ �2+n; �2 �m!�h Q2� : (5.55)In (5.55) kann nun die Quantenzahl n durch die kontinuierliche Variable z ersetztwerden und man erh�alt f�ur eine Interpolationsfunktion (2)z (Q) = vuut 2�(1 + � + z)�(1 + z) �(1 + �)2 1pQ M 12+ �2+z; �2 �m!�h Q2� : (5.56)Das asymptotische Verhalten der Whittaker-Funktion [48, (9.210)], [48, (9.220.2)]M�;�(z) � z�+ 12 ; z! 0 (5.57)besagt, da� die Funktion (5.56) wie in (5.33) gefordert am linken Rand des Defi-nitionsbereiches I = (0;+1) verschwindet. Um auch die andere Funktion  (1)z (Q)angeben zu k�onnen, mu� man nach (5.31) einen Vorfaktor (�1)n von  n(Q) abspal-ten. Hierzu f�uhrt man in (5.55) die Whittaker-FunktionW�;� ein [48, (9.220.4)] undwendet eine Eigenschaft der Gamma-Funktion [48, (8.331)] an: n(Q) = (�1)ns 2�(1 + n) �(1 + � + n) 1pQ W 12+ �2+n; �2 �m!�h Q2� : (5.58)L�a�t man in (5.58) den Vorfaktor (�1)n weg und ersetzt man wieder die Quanten-zahl n durch die kontinuierliche Variable z, so gewinnt man die Interpolationsfunk-tion  (1)z (Q) = s 2�(1 + z) �(1 + � + z) 1pQ W 12+ �2+z; �2 �m!�h Q2� : (5.59)



112 Kapitel 5. Abbildungen von SpektraldatenDas asymptotische Verhalten der Whittaker-Funktion [48, (9.227)]W�;�(z) � z� exp�� z2� ; z ! +1 (5.60)zeigt, da� die Funktion (5.59) entsprechend (5.32) am rechten Rand des Definitions-bereiches I = (0;+1) verschwindet. Au�erdem kann man mit [10, S. 25] direktnachpr�ufen, da� die durch (5.53), (5.56), (5.59) definierten Funktionen (5.48) gem�a�(5.13) tats�achlich die Wronski-Determinante (5.54) besitzen. Mit Hilfe von (5.53),(5.54), (5.56), (5.59) kann dann die abschnittsweise Darstellung der GreenschenFunktion (5.12) auf den harmonischen Oszillator mit Zentrifugalbarriere (4.23) spe-zialisiert werden:Gc(Q;Q0;E) = 1i! � �12 + �2 � E�C2�h! ��(1 + �) 1pQQ0 "�(Q�Q0)WE�C2�h! ; �2 �m!�h Q2�� ME�C2�h! ; �2 �m!�h Q20� + �(Q0 �Q)WE�C2�h! ; �2 �m!�h Q20� ME�C2�h! ; �2 �m!�h Q2� # : (5.61)5.3 HerleitungIm vorangegangenen Abschnitt wurde die Beziehung zwischen zwei Darstellungender Greenschen Funktion betrachtet. Die erzielten Ergebnisse werden nun dazu ver-wendet, das Problem anzugehen, das schon am Anfang dieses Kapitels geschildertwurde. Es wird untersucht, wie sich eine nichtintegrable Raum-Zeit-Transformationzwischen zwei quantenmechanischen Systemen auf die jeweiligen Energieeigenwerteund Energieeigenfunktionen auswirkt. Dabei wird sich zeigen, da� eine eineindeu-tige Abbildung zwischen den untersten diskreten Spektraldaten vorliegt. Au�erdemwird eine konkrete Vorschrift angegeben, wie diskrete in kontinuierliche Energieei-genfunktionen konvertiert werden k�onnen.5.3.1 Greensche Funktion des EndsystemsDer Einfachheit halber wird nur der Fall betrachtet, da� das Endsystem ein diskre-tes Spektrum besitzt. Interpoliert man gem�a� Abschnitt 5.2 zwischen den diskretenEnergieeigenwertenE(f)n (�(f)) und den diskreten Energieeigenfunktionen (f)n (Q;�(f)),so f�uhrt dies auf die Funktionen E(f)z (�(f)),  (f;1)z (Q;�(f)) und  (f;2)z (Q;�(f)). Im fol-genden wird angenommen, da� sich die abschnittsweise Darstellung der Greenschen



5.3. Herleitung 113Funktion des Endsystems G(f)c (Q;Q0;E(f);�(f)) nach (5.39) aus diesen Interpolati-onsfunktionen zusammensetzt:G(f)c (Q;Q0;E(f);�(f)) = i�h�@E(f)z (�(f))@z sin�z (�(Q�Q0) (f;1)z (Q;�(f)) (f;2)z (Q0;�(f))+ �(Q0 �Q) (f;1)z (Q0;�(f)) (f;2)z (Q;�(f)))�����z = z(E(f);�(f)) : (5.62)Die Umkehrfunktion z(E(f);�(f)) der Interpolationsfunktion E(f)z (�(f)) ist dabei ent-sprechend (5.37) definiert durchE(f) = E(f)z (�(f))���z = z(E(f);�(f)) : (5.63)5.3.2 Greensche Funktion des AusgangssystemsKennt man die Greensche Funktion des Endsystems G(f)c (Q;Q0;E(f);�(f)), so ge-winnt man die des Ausgangssystems G(i)c (q; q0;E(i);�(i)) nach der Transformations-formel (4.20). Dementsprechend geht die abschnittsweise Darstellung der Green-schen Funktion des Endsystems (5.62) in die des Ausgangssystems �uber:G(i)c (q; q0;E(i);�(i)) = qq 0 (Q (q;�(i)) ;�(i)) q 0 (Q (q0;�(i)) ;�(i))� i�h�@E(f)z (�(f)�h (�(i); E(i)))@z sin�z (�(q � q0) (f;1)z �Q(q;�(i));�(f)�h (�(i); E(i))��  (f;2)z �Q(q0;�(i));�(f)�h (�(i); E(i))� + �(q0 � q) (f;1)z �Q(q0;�(i));�(f)�h (�(i); E(i))��  (f;2)z �Q(q;�(i));�(f)�h (�(i); E(i))�)�����z = z(0;�(f)�h (�(i); E(i))) : (5.64)Die Bestimmungsgleichung (5.63) der Umkehrfunktion z(E(f);�(f)) spezialisiert sichhierbei auf 0 = E(f)z ��(f)�h (�(i); E(i))� ���z = z(0;�(f)�h (�(i); E(i))) : (5.65)Betrachtet man die analytische Fortsetzung von (5.64) bez�uglich des Energiepara-meters E(i), so lassen sich die diskreten und die kontinuierlichen Spektraldaten desAusgangssystems rekonstruieren (vgl. Abschnitt 4.4.2).



114 Kapitel 5. Abbildungen von Spektraldaten5.3.3 Abbildung diskreter EnergieeigenwerteUm die diskreten Energieeigenwerte des Ausgangssystems E(i)n (�(i)) zu bestimmen,mu� man die einfachen Pole in der abschnittsweisen Darstellung der GreenschenFunktion (5.64) bez�uglich des Energieparameters E(i) identifizieren. Mit Hilfe �ahn-licher Annahmen wie in Abschnitt 5.2.3 k�onnen wir ablesen, da� diese einfachenPole mit den einfachen Nullstellen der Funktion sin�z(0;�(f)�h (�(i); E(i))) �uberein-stimmen. Dies bedeutet, da� die Funktion z(0;�(f)�h (�(i); E(i))) in eine Quantenzahln �ubergeht, wenn man den Energieparameter E(i) durch einen diskreten Energieei-genwert E(i)n (�(i)) ersetzt: z �0;�(f)�h (�(i); E(i)n (�(i)))� = n : (5.66)Nach (5.65) und (5.66) sind die diskreten Energieeigenwerte E(i)n (�(i)) mit den ein-fachen Nullstellen der Funktionen E(f)n (�(f)�h (�(i); E(i))) identisch. Da aber voraus-gesetzt wird, da� eine nichtintegrable Raum-Zeit-Transformation invertierbar ist,m�ussen die jeweiligen Rollen des Ausgangs- und des Endsystems prinzipiell aus-tauschbar sein. Hieraus folgt, da� die Funktionen E(f)n (�(f)�h (�(i); E(i))) h�ochstenseinfache Nullstellen besitzen. Demnach sind die diskreten Energieeigenwerte desAusgangssystems E(i)n (�(i)) f�ur jede Quantenzahl n als die eindeutigen L�osungender impliziten GleichungenE(f)n ��(f)�h ��(i); E(i)n (�(i))�� = 0 (5.67)festgelegt. Diese Vorschrift stellt eine eineindeutige Abbildung zwischen den diskre-ten Energieeigenwerten des Ausgangs- und des Endsystems dar.Es ist darauf hinzuweisen, da� dieses Resultat (5.67) in der Arbeit [137] durcheinen Vergleich von nichtintegrablen Raum-Zeit-Transformationen im klassischen,semiklassischen und quantenmechanischen Bereich abgeleitet wurde. Dabei wurdegezeigt, da� die Abbildung zwischen diskreten Energieeigenwerten (5.67) mit Hilfeeiner entsprechenden Abbildung zwischen klassischen Orbits anschaulich interpre-tiert werden kann.5.3.4 Abbildung diskreter EnergieeigenfunktionenDie Residuen der einfachen Pole in der abschnittsweisen Darstellung der GreenschenFunktion (5.64) f�uhren gem�a� (4.46) auf die diskreten Energieeigenfunktionen des



5.3. Herleitung 115Ausgangssystems  (i)n (q;�(i)). Wertet man diese Residuen mit Hilfe der Vorschrift(5.45) aus, so hat man die Identit�at (5.66) und die Interpolationseigenschaften (5.31)der Funktionen  (f;1)z (Q;�(f)),  (f;2)z (Q;�(f)) zu beachten. Es zeigt sich, da� die dis-kreten Energieeigenfunktionen des Ausgangssystems  (i)n (q;�(i)) direkt proportionalzu denen des Endsystems  (f)n (Q;�(f)) sind, wobei die Raumkoordinate Q und derParametersatz �(f) gem�a� (4.3) und (4.15) zu substituieren sind: (i)n (q;�(i)) = N (i)n (�(i))qq 0 (Q (q;�(i)) ;�(i))�  (f)n �Q(q;�(i));�(f)�h ��(i); E(i)n (�(i))�� : (5.68)Au�erdem erh�alt man f�ur die Normierungskonstanten N (i)n (�(i)) den AusdruckN (i)n (�(i)) = 1vuuut@E(f)z (�(f)�h (�(i); E(i)n (�(i))))@z �����z=n @z(0;�(f)�h (�(i); E(i)))@E(i) �����E(i)=E(i)n (�(i)) : (5.69)Differenziert man andererseits die Bestimmungsgleichung (5.65) der Umkehrfunk-tion z(0;�(f)�h (�(i); E(i))) bez�uglich des Energieparameters E(i), so ergibt sich@E(f)z (�(f)�h (�(i); E(i)))@z �����z = z(0;�(f)�h (�(i); E(i))) @z(0;�(f)�h (�(i); E(i)))@E(i)+ @E(f)z (�(f)�h (�(i); E(i)))@E(i) �����z = z(0;�(f)�h (�(i); E(i))) = 0 : (5.70)Wertet man diese Identit�at an den Stellen E(i) = E(i)n (�(i)) mit Hilfe von (5.66) aus,so l�a�t sich der Ausdruck (5.69) f�ur die Normierungskonstanten N (i)n (�(i)) verein-fachen. Man erh�alt das interessante Ergebnis, da� eine enge Beziehung zwischenden Normierungskonstanten N (i)n (�(i)) und der Abbildung diskreter Energieeigen-werte (5.67) besteht. Die Normierungskonstanten N (i)n (�(i)) h�angen n�amlich ex-plizit von der Ableitung der Funktionen E(f)n (�(f)�h (�(i); E(i))) an deren NullstellenE(i) = E(i)n (�(i)) ab:N (i)n (�(i)) = 1vuut� @E(f)n (�(f)�h (�(i); E(i)))@E(i) �����E(i)=E(i)n (�(i)) : (5.71)Die Transformationsformeln (5.68) und (5.71) stellen eine eineindeutige Abbildungzwischen den diskreten Energieeigenfunktionen des Ausgangs- und des Endsystemsdar. Sind die diskreten Energieeigenfunktionen des Endsystems  (f)n (Q;�(f)) bez�ug-lich der Raumkoordinate Q normiert, dann garantieren (5.68) und (5.71), da� auch



116 Kapitel 5. Abbildungen von Spektraldatendie diskreten Energieeigenfunktionen des Ausgangssystems  (i)n (q;�(i)) bez�uglich derRaumkoordinate q normiert sind.Es ist anzumerken, da� die Resultate (5.68) und (5.71) erstmals von Junker [73]durch Transformation der zeitunabh�angigen Schr�odinger-Gleichung abgeleitet wur-den. Sp�ater wurden sie von De, Dutt, Sukhatme [17] im Rahmen der supersymme-trischen Quantenmechanik [74, 135] auf forminvariante Potentiale angewandt. Eineandere Herleitung von (5.68) und (5.71), die ausschlie�lich auf der Spektraldarstel-lung der Greenschen Funktion beruht, wurde in [102, 103] angegeben.5.3.5 Abbildung kontinuierlicher SpektraldatenBeim Spektrum des Ausgangssystems hat man zwei F�alle zu unterscheiden. Wenndas Potential V (i)(q;�(i)) entsprechend (5.2) an den R�andern seines Definitionsbe-reiches I(i) = (a(i); b(i)) unbeschr�ankt anw�achst, besitzt das Ausgangssystem nurdiskrete Spektraldaten. In diesem Fall gewinnt man die diskreten Energieeigen-werte und die diskreten Energieeigenfunktionen des Ausgangssystems mit Hilfe dereineindeutigen Abbildungen (5.67), (5.68), (5.71) aus den jeweiligen diskreten Spek-traldaten des Endsystems. W�achst dagegen das Potential V (i)(q;�(i)) mindestensan einem seiner R�ander nicht unbeschr�ankt, so besitzt das Ausgangssystem nureine endliche Zahl N (i)(�(i)) diskreter Spektraldaten. Das hat zur Folge, da� nurdie untersten diskreten Spektraldaten des Endsystems gem�a� (5.67), (5.68), (5.71)auf das Ausgangssystem abgebildet werden k�onnen. In Abschnitt 5.4 wird anhandeines konkreten Beispieles gezeigt, wie die Abbildung diskreter Spektraldaten f�urQuantenzahlen n > N (i)(�(i)) zusammenbrechen kann.Neben der endlichen Zahl N (i)(�(i)) diskreter Spektraldaten weist das Ausgangs-system aber auch kontinuierliche Spektraldaten auf. Die kontinuierlichen Energie-eigenwerte existieren in einem Intervall [E(i)(�(i));+1), das die Definitionsl�uckeder Greenschen Funktion G(i)c (q; q0;E(i);�(i)) bez�uglich des Energieparameters E(i)darstellt. Die abschnittsweise Darstellung der Greenschen Funktion (5.64) besagt,da� die kontinuierlichen Energieeigenwerte des Ausgangssystems [E(i)(�(i));+1)mit der Definitionsl�ucke der Interpolationsfunktionen des Endsystems z(0;�(f)), (f;1)z (Q;�(f)),  (f;2)z (Q;�(f)) mit �(f) = �(f)�h (�(i); E(i)) �ubereinstimmen. Da beimEndsystem ein rein diskretes Spektrum vorliegen soll, besitzen die analytischen



5.3. Herleitung 117Fortsetzungen dieser Funktionen bei einem kontinuierlichen Energieeigenwert E 2[E(i)(�(i));+1) die Eigenschaften:z� �0;�(f)�h (�(i); E + i�)� = z �0;�(f)�h (�(i); E � i�)� ; (5.72) (f;1)�z �Q;�(f)�h (�(i); E + i�)� =  (f;1)z �Q;�(f)�h (�(i); E � i�)� ; (5.73) (f;2)�z �Q;�(f)�h (�(i); E + i�)� =  (f;2)z �Q;�(f)�h (�(i); E � i�)� : (5.74)Die kontinuierlichen Energieeigenfunktionen des Ausgangssystems  (i)E (q;�(i)) erge-ben sich dadurch, da� man die abschnittsweise Darstellung der Greenschen Funktion(5.64) unter Ber�ucksichtigung von (5.72){(5.74) in die Vorschrift (4.47) einsetzt. Da-bei kann man ausn�utzen, da� die linke Seite der entstehenden Gleichung unter demAustausch der Raumkoordinaten q und q0 invariant bleibt. Beschr�ankt man sich aufder rechten Seite beispielsweise auf den Fall q > q0, dann gewinnt man eine konkreteFormel, die die diskreten Energieeigenfunktionen des Endsystems  (f)n (Q;�(f)) in dieProjektoren des Ausgangssystems (i)E (q;�(i)) (i)�E (q0;�(i)) = qq 0 (Q (q;�(i)) ;�(i)) q 0 (Q (q0;�(i)) ;�(i))� (�1) Im lim�#0 (  (f;1)z �Q(q;�(i));�(f)�h (�(i);E + i�)�@E(f)z ��(f)�h (�(i); E + i�)�@z�  (f;2)z �Q(q0;�(i));�(f)�h (�(i); E + i�)�sin�z ������z = z(0;�(f)�h (�(i); E + i�)) ) (5.75)konvertiert. Die Bezeichnung Im besagt, da� vom restlichen Ausdruck der Ima-gin�arteil zu bilden ist.Die Transformationsformel (5.75) ist folgenderma�en zu verwenden. Wenn das Po-tential V (i)(q;�(i)) nur an einem Rand des Definitionsbereiches I(i) = (a(i); b(i))unbeschr�ankt anw�achst, ist der Eigenraum zum kontinuierlichen EnergieeigenwertE 2 [E(i)(�(i));+1) eindimensional. Die Auswertung von (5.75) f�uhrt dann di-rekt zu den kontinuierlichen Energieeigenfunktionen  (i)E (q;�(i)), die automatischanalog zu (4.57) normiert sind. Ein Beispiel hierzu wird in Abschnitt 5.4 vorge-stellt. W�achst dagegen das Potential V (i)(q;�(i)) an keinem der beiden R�anderdes Definitionsbereiches I(i) = (a(i); b(i)) unbeschr�ankt an, ist der Eigenraum zumkontinuierlichen Energieeigenwert E 2 [E(i)(�(i));+1) zweidimensional und da-her entartet. In diesem Fall erlaubt die Transformationsformel (5.75) lediglich,



118 Kapitel 5. Abbildungen von Spektraldatenden Projektor dieses entarteten Eigenraumes  (i)E (q;�(i)) (i)�E (q0;�(i)) zu bestim-men. Anschlie�end verbleibt die Aufgabe, in diesem zweidimensionalen EigenraumBasisfunktionen  (i;1)E (q;�(i)) und  (i;2)E (q;�(i)) mit der Zerlegung (i)E (q;�(i)) (i)�E (q0;�(i)) = 2Xj=1 (i;j)E (q;�(i)) (i;j)�E (q0;�(i)) (5.76)zu finden, die analog zu (4.57) orthonormiert sind. Ein Beispiel f�ur diesen Fall stelltdie nichtintegrableRaum-Zeit-Transformation zwischen dem Rosen-Morse- und demP�oschl-Teller-Potential dar [81].5.4 BeispielDie im vorangegangenen Abschnitt abgeleiteten Abbildungen von Spektraldatenwerden nun anhand des nichttrivialen Beispieles von Kapitel 4 diskutiert. Es wirdgezeigt, wie eine nichtintegrable Raum-Zeit-Transformation die diskreten Spektral-daten des harmonischen Oszillators mit Zentrifugalbarriere (4.23) sowohl auf die dis-kreten als auch auf die kontinuierlichen Spektraldaten des Morse-Potentials (4.21)abbildet (vgl. Abbildung 4.3). Dabei kann auf die vorbereitenden �Uberlegungen vonAbschnitt 5.2.4 zur�uckgegriffen werden.5.4.1 Diskrete Spektraldaten des Morse-PotentialsBei der Abbildung diskreter Energieeigenwerte wird davon ausgegangen, da� diediskreten Energieeigenwerte E(f)n (�(f)) des Endsystems, d.h. des harmonischen Os-zillators mit Zentrifugalbarriere (4.23), bekannt sind. Nach (4.36) und (5.50) lautensie explizit E(f)n (�(f)) = �h! 0@ 2n + 1 + 12 s1 + 8m�h2 g1A + C : (5.77)In Kapitel 4 wurde gezeigt, da� die nichtintegrable Raum-Zeit-Transformation (4.4),(4.7) und (4.25) zwischen dem harmonischen Oszillator mit Zentrifugalbarriere (4.23)und dem Morse-Potential (4.21) vermittelt, wobei die Beziehung zwischen den Pa-rameters�atzen (4.22) und (4.24) durch (4.32){(4.34) gegeben ist. Setzt man dieseBeziehung in (5.77) ein, so erh�alt man die FunktionE(f)n ��(f)�h (�(i); E(i))� = s2�h2V0m�2 0@ 2n + 1 + vuut� E(i)�h2�22m � vuut2V0�h2�22m 1A ; (5.78)



5.4. Beispiel 119die f�ur die Abbildung diskreter Spektraldaten von zentraler Bedeutung ist. Nach(5.67) f�uhren die Nullstellen von (5.78) auf eine implizite Bestimmungsgleichungf�ur die diskreten Energieeigenwerte E(i)n (�(i)) des Ausgangssystems, d.h. des Morse-Potentials (4.21):s2�h2V0m�2 0B@ 2n + 1 + vuuut� E(i)n (�(i))�h2�22m � vuut2V0�h2�22m 1CA = 0 : (5.79)L�ost man (5.79) nach E(i)n (�(i)) auf, dann ergibt sich tats�achlich das richtige Resul-tat (4.49). Da Wurzelfunktionen positiv sind, gewinnt man aus (5.79) aber auchdie einschr�ankende Bedingung (4.50) f�ur die Quantenzahl n. Es gibt demnach einegr�o�te Quantenzahl N (i)(�(i)), so da� die Abbildung diskreter Energieeigenwerte f�urdie Quantenzahlen n > N (i)(�(i)) zusammenbricht. Dies bedeutet, da� das Morse-Potential (4.21) nur endlich viele diskrete Energieeigenwerte besitzt.Auch bei der Abbildung diskreter Energieeigenfunktionen ist davon auszugehen,da� die diskreten Energieeigenfunktionen des Endsystems  (f)n (Q;�(f)) bekannt sind.Beim harmonischen Oszillator mit Zentrifugalbarriere (4.23) sind sie durch (4.36)und (5.51) gegeben. Die diskreten Energieeigenfunktionen des Ausgangssystems (i)n (q;�(i)) lassen sich dann mit Hilfe der Transformationsformeln (5.68) und (5.71)berechnen. Beachtet man die Langer-Transformation (4.25), die Beziehung (4.32){(4.34) zwischen den Parameters�atzen, die Funktion (5.78) und ihre Nullstellen (4.49),so ergeben sich wie erwartet die diskreten Energieeigenfunktionen (4.39), (4.52) desMorse-Potentials (4.21).5.4.2 Kontinuierliche Spektraldaten des Morse-PotentialsDa das Potential des Ausgangssystems, das Morse-Potential (4.21), am rechtenRand seines Definitionsbereiches I(i) = (�1;+1) nicht unbeschr�ankt anw�achst,besitzt es zus�atzlich zur endlichen Zahl N (i)(�(i)) diskreter Spektraldaten auch kon-tinuierliche Spektraldaten. Nach Abschnitt 5.3.5 lassen sie sich mit Hilfe der In-terpolationsfunktionen des Endsystems z(0;�(f)),  (f;1)z (Q;�(f)),  (f;2)z (Q;�(f)) undder Beziehung �(f) = �(f)�h (�(i); E(i)) zwischen den Parameters�atzen berechnen. ImFalle des harmonischen Oszillators mit Zentrifugalbarriere (4.23) erh�alt man mit(4.32){(4.34), (4.36), (4.39), (5.53) (5.56) und (5.59)z �0;�(f)�h ��(i); E(i)�� = �2 � 12 � k2 ; (5.80)



120 Kapitel 5. Abbildungen von Spektraldaten (f;1)z �Q;�(f)�h ��(i); E(i)�� = s 2�(1 + z)�(1 + k + z)QW 12+ k2+z; k2  �Q2! ; (5.81) (f;2)z �Q;�(f)�h ��(i); E(i)�� = vuut 2�(1 + k + z)�(1 + z) �(1 + k)2Q M 12+ k2+z; k2  � Q2! ; (5.82)wobei die Abh�angigkeit vom Energieparameter E(i) ausschlie�lich von der dimensi-onslosen Abk�urzung (4.40) herr�uhrt. Wegen der in (4.40) auftretenden Wurzelfunk-tion besitzen die Funktionen (5.80){(5.82) eine Definitionsl�ucke bez�uglich des Ener-gieparameters E(i) entlang der positiven reellen Achse, so da� das Morse-Potential(4.21) kontinuierliche Energieeigenwerte im Intervall [0;+1) besitzt. Au�erdemgen�ugen die analytischen Fortsetzungen der Funktionen (5.80){(5.82) bei einemkontinuierlichen EnergieeigenwertE 2 [0;+1) gem�a� (4.40), (4.54) den Eigenschaf-ten (5.72){(5.74). Deshalb lassen sich die kontinuierlichen Energieeigenfunktionen (i)E (q;�(i)) des Morse-Potentials (4.21) aus der Transformationsformel (5.75) be-rechnen, wobei die Langer-Transformation (4.25), die dimensionslosen Abk�urzungen(4.39) und (4.55) sowie die Interpolationsfunktion (5.52) mit (4.32) zu verwendensind. Beachtet man die beiden Eigenschaften [48, (8.331)] und [48, (8.334.3)] derGamma-Funktion, dann erh�alt man tats�achlich das richtige Ergebnis (4.56).



Kapitel 6Zeitunabh�angige St�orungstheorie
Bei der Berechnung von irgendwelchenGr�o�en als Energie, Frequenz usw. d�urfennur Beziehungen zwischen prinzipiellkontrollierbaren Gr�o�en vorkommen.W. Heisenberg (1901 { 1976)

Entwickelt man nichtintegrable Raum-Zeit-Transformationen um die Identit�at, soer�offnen sie einen neuen Zugang zur zeitunabh�angigen St�orungstheorie, indem siedas ungest�orte System auf das gest�orte System abbilden [138]. Im Unterschiedzur konventionellen St�orungstheorie stellt sich heraus, da� die gest�orten Energie-eigenwerte auch ohne Kenntnis der ungest�orten Energieeigenfunktionen berechnetwerden k�onnen.Abschnitt 6.1 f�uhrt zun�achst in die Problemstellung ein, diejenige nichtintegrableRaum-Zeit-Transformation zu bestimmen, die einen ungest�orten Energieeigenwertin den entsprechenden gest�orten Energieeigenwert abbildet. Entwickelt man diegesuchte nichtintegrable Raum-Zeit-Transformation in eine Potenzreihe nach demvorgegebenen Kleinheitsparameter, dann f�uhrt dies nach Abschnitt 6.2 in jederOrdnung der St�orungstheorie zu einer inhomogenen linearen gew�ohnlichen Dif-ferentialgleichung dritter Ordnung. In Abschnitt 6.3 wird mit Hilfe des Fredholm-schen Alternativsatzes aufgezeigt, welche Beziehung zwischen dem hier vorgestell-ten Zugang zur zeitunabh�angigen St�orungstheorie �uber nichtintegrable Raum-Zeit-Transformationen und der konventionellen St�orungstheorie besteht. In Abschnitt6.4 wird dann am Beispiel eines gest�orten harmonischen Oszillators ein systema-tisches Verfahren zur L�osung der Differentialgleichung vorgestellt, das auf einerzus�atzlichenEntwicklung der gesuchten nichtintegrablen Raum-Zeit-Transformationnach einem geeigneten Funktionensystem beruht. Eine Erweiterung dieses Verfah-rens f�uhrt in Abschnitt 6.5 zu einer explizit l�osbaren Rekursionsformel, die die Ener-gieverschiebungen des harmonischen Oszillators f�ur unterschiedliche St�orpotentialemiteinander verbindet. 121



122 Kapitel 6. Zeitunabh�angige St�orungstheorie6.1 ProblemstellungNach Kapitel 5 f�uhren nichtintegrable Raum-Zeit-Transformationen zu Abbildun-gen zwischen den diskreten Spektraldaten eindimensionaler quantenmechanischerSysteme. Dabei sind die Zeittransformationen durchdtds = qn0 (Q)2 (6.1)festgelegt und die Raumtransformationenq = qn(Q) (6.2)vermitteln zwischen dem Ausgangspotential V (i)(q) mit den EnergieeigenwertenE(i)nund dem Endpotential V (f)(Q) mit den Energieeigenwerten E(f)n :V (f)(Q) � E(f)n = qn0 (Q)2 nV (i) (qn(Q)) � E(i)n o+ �h2m ( 38 qn00(Q)2qn0 (Q)2 � 14 qn000(Q)qn0 (Q) ) : (6.3)Im Rahmen der zeitunabh�angigen St�orungstheorie [6, S. 256], [37, S. 394] stelltsich die grunds�atzliche Frage, wie diejenige nichtintegrable Raum-Zeit-Transforma-tion (6.1) und (6.2) bestimmt werden kann, die einen ungest�orten Energieeigen-wert in den entsprechenden gest�orten Energieeigenwert abbildet. Zur Untersuchungdieser Problemstellung wird im folgenden das Ausgangspotential V (i)(q) mit demungest�orten Potential V0(q) identifiziertV (i)(q) = V0(q) ; (6.4)so da� der Energieeigenwert E(i)n mit dem als bekannt vorausgesetzten ungest�ortenEnergieeigenwert E0;n �ubereinstimmt:E(i)n = E0;n : (6.5)Dann ist diejenige Raumtransformation (6.2) zu bestimmen, die das ungest�orteSystem (6.4) und (6.5) gem�a� (6.3) in das gest�orte PotentialV (f)(Q) = V0(Q) + �V1(Q) (6.6)mit dem gesuchten gest�orten EnergieeigenwertE(f)n = En (6.7)abbildet. Hierbei bezeichnet V1(Q) das St�orpotential und der Kleinheitsparameter �kontrolliert die Abweichung des gest�orten Potentials (6.6) vom ungest�orten Potential(6.4).



6.2. Potenzreihenentwicklung 1236.2 PotenzreihenentwicklungF�ur den Fall, da� der Kleinheitsparameter � verschwindet, folgt aus (6.3){(6.7), da�sich die Raumtransformation (6.2) auf die identische Transformationqn(Q) = Q (6.8)reduziert und da� sich der Energieeigenwert nicht ver�andert:En = E0;n : (6.9)Bei kleinen Werten von � ist zu erwarten, da� die gesuchten Gr�o�en qn(Q) und Ennur geringf�ugig von (6.8) und (6.9) abweichen. Deshalb werden qn(Q) und En wiefolgt nach Potenzen des vorgegebenen Kleinheitsparameters � entwickelt:qn(Q) = Q + � q1;n(Q) + �2 q2;n(Q) + : : : ; (6.10)En = E0;n + �E1;n + �2E2;n + : : : : (6.11)Setzt man (6.4){(6.7) und die beiden Ans�atze (6.10) und (6.11) in (6.3) ein, so lassensich die Entwicklungskoef�zienten qk;n(Q) und Ek;n mit der Methode der sukzessivenApproximation [6, S. 259] bestimmen. Hierbei erh�alt man in der kten Ordnung derSt�orungstheorie eine inhomogene lineare gew�ohnliche Differentialgleichung dritterOrdnung L̂n(Q) qk;n(Q) = Vk;n(Q) � Ek;n ; (6.12)wobei der lineare Differentialoperator L̂n(Q) unabh�angig von der Ordnung k gege-ben ist durchL̂n(Q) � = � �h24m d3dQ3 � +2 fV0(Q) � E0;ng ddQ � +V 00(Q) � : (6.13)Es zeigt sich, da� die Inhomogenit�at Vk;n(Q) in (6.12) durch die Entwicklungskoef-�zienten q1;n(Q); : : : ; qk�1;n(Q) der vorhergehenden Ordnungen, durch den unge-st�orten Energieeigenwert E0;n sowie durch das ungest�orte Potential V0(Q) und dasSt�orpotential V1(Q) festgelegt sind. Beispielsweise gewinnt man in der ersten Ord-nung V1;n(Q) = V1(Q) (6.14)und in der zweiten OrdnungV2;n(Q) = � q1;n0 (Q)2 fV0(Q) � E0;ng � 2q1;n0 (Q) q1;n(Q)V 00(Q)� 12 q1;n(Q)2 V 000 (Q) � 3�h28m q1;n00 (Q)2 � �h24m q1;n000 (Q) q1;n0 (Q) : (6.15)



124 Kapitel 6. Zeitunabh�angige St�orungstheorie6.3 Fredholmscher AlternativsatzUm den FredholmschenAlternativsatz [9, S. 46] zur L�osung der Differentialgleichung(6.12) heranziehen zu k�onnen, ist zu untersuchen, ob der Differentialoperator L̂n(Q)eine nichttriviale Eigenfunktion an(Q) zum Eigenwert �n = 0 besitzt:L̂n(Q) an(Q) = 0 : (6.16)Aufgrund der Definition (6.13) des Differentialoperators L̂n(Q) nimmt (6.16) diefolgende Form an:� �h24m an000 (Q) + 2 fV0(Q) � E0;ng an0 (Q) + V 00(Q) an(Q) = 0 : (6.17)Hieraus sieht man, da� eine nichttriviale Eigenfunktion an(Q) des Differentialope-rators L̂n(Q) zum Eigenwert �n = 0 durchan(Q) =  n(Q)2 (6.18)gegeben ist, wobei  n(Q) der zeitunabh�angigen Schr�odinger-Gleichung des ungest�or-ten Systems gen�ugt:� �h22m  00n(Q) + V0(Q) n(Q) = E0;n  n(Q) : (6.19)Der Fredholmsche Alternativsatz [9, S. 46] besagt nun, da� die Differentialgleichung(6.12) l�osbar ist, wenn das Skalarprodukt der Eigenfunktion ayn(Q) des adjungiertenDifferentialoperators L̂yn(Q) zum Eigenwert �yn = �n = 0L̂yn(Q) ayn(Q) = 0 (6.20)mit der Inhomogenit�at von (6.12) verschwindet. Das bedeutet, da� die Energiever-schiebung Ek;n in der kten Ordnung der St�orungstheorie durch den Erwartungswertder Inhomogenit�at Vk;n(Q) bez�uglich der Eigenfunktion ayn(Q) festgelegt ist:Ek;n = Z ayn(Q)Vk;n(Q) dQZ ayn(Q) dQ : (6.21)Dabei erstrecken sich beide Integrationen �uber den zugrunde liegenden Definitions-bereich. Aufgrund der Antihermiteizit�at des Differentialoperators L̂n(Q) in (6.13)L̂n(Q) + L̂yn(Q) = 0 (6.22)



6.4. Gest�orter harmonischer Oszillator 125kann man die Eigenfunktion ayn(Q) mit der Eigenfunktion an(Q) identifizieren:ayn(Q) = an(Q) : (6.23)Aus (6.14), (6.18), (6.19), (6.21) und (6.23) liest man ab, da� der hier vorgestellteZugang zur zeitunabh�angigen St�orungstheorie �uber die Methode der nichtintegra-blen Raum-Zeit-Transformationen in der ersten Ordnung mit dem bekannten Er-gebnis der konventionellen St�orungstheorie [6, S. 256], [37, S. 394] �ubereinstimmt.6.4 Gest�orter harmonischer OszillatorEin systematisches Verfahren, die Differentialgleichung (6.12) zu l�osen, bestehtdarin, sowohl die Inhomogenit�at Vk;n(Q) als auch die Raumtransformation qk;n(Q)nach einem geeigneten vollst�andigen Funktionensystem zu entwickeln. Die Dif-ferentialgleichung (6.12) f�uhrt dann aufgrund der Vollst�andigkeit dieses Funktionen-systems zu einem inhomogenen linearen Gleichungssystem, aus dem die Entwick-lungskoef�zienten der Raumtransformation qk;n(Q) und die gesuchte Energiever-schiebung Ek;n in Abh�angigkeit der Entwicklungskoef�zienten der Inhomogenit�atVk;n(Q) bestimmt werden k�onnen. Dieses Verfahren wird nun am illustrativen Bei-spiel eines gest�orten harmonischen Oszillators n�aher erl�autert. Hierzu wird unter-sucht, wie ein EnergieeigenwertE0;n = �h ! �n + 12� (6.24)des harmonischen Oszillators V0(Q) = m2 !2Q2 (6.25)durch das anharmonische St�orpotentialV1(Q) = Q4 (6.26)in erster Ordnung und in zweiter Ordnung des Kleinheitsparameters � verschobenwird.6.4.1 St�orungstheorie erster OrdnungNach (6.14) und (6.26) kann man in der ersten Ordnung der St�orungstheorie dasPotential V1;n(Q) als eine Potenzreihenentwicklung auffassen, bei der nur ein einziger



126 Kapitel 6. Zeitunabh�angige St�orungstheorieEntwicklungskoef�zient nicht verschwindet. Deshalb wird auch f�ur q1;n(Q) einePotenzreihenentwicklung durchgef�uhrt, wobei sich herausstellt, da� nur zwei Termerelevant sind: q1;n(Q) = q11;nQ + q31;nQ3 : (6.27)Aus (6.12){(6.14) und (6.25){(6.27) resultiert dann ein inhomogenes lineares Glei-chungssystem, das die Entwicklungskoef�zienten q11;n und q31;n sowie die gesuchteEnergie E1;n festlegt: q31;n = 14m!2 ; (6.28)q11;n = 34m2!4 E0;n ; (6.29)E1;n = 32m2!4 (E0;n)2 + 3�h28m2!2 : (6.30)Setzt man (6.24) in (6.30) ein, dann erh�alt man f�ur die Enenergieverschiebung desEnergieeigenwertesE0;n des harmonischen Oszillators (6.25) durch das St�orpotential(6.26) in St�orungstheorie erster Ordnung [43, S. 102]E1;n = 3�h24m2!2 �2n2 + 2n + 1� : (6.31)6.4.2 St�orungstheorie zweiter OrdnungMit den Ergebnissen (6.27){(6.29) in der ersten Ordnung der St�orungstheorie kannnun nach (6.15) die Gr�o�e V2;n(Q) berechnet werden, die in der zweiten Ordnungder St�orungstheorie als Inhomogenit�at der Differentialgleichung (6.12) auftritt. Eszeigt sich, da� man f�ur V2;n(Q) eine Potenzreihenentwicklung erh�alt, die nur ausden vier Termen V2;n(Q) = V 02;n + V 22;nQ2 + V 42;nQ4 + V 62;nQ6 (6.32)besteht. Die auftretenden Entwicklungskoef�zienten sind dabei gegeben durchV 62;n = � 1116m!2 ; (6.33)V 42;n = � 2716m2!4 E0;n ; (6.34)V 22;n = � 916m3!6 (E0;n)2 � 9�h28m3!4 ; (6.35)V 02;n = 916m4!8 (E0;n)3 � 9�h232m4!6 E0;n : (6.36)



6.5. Rekursionsformel 127Deshalb wird auch f�ur die L�osung q2;n(Q) der Differentialgleichung (6.12) eine Po-tenzreihenentwicklung durchgef�uhrt, wobei man sich auf die Termeq2;n(Q) = q12;nQ + q32;nQ3 + q52;nQ5 (6.37)beschr�anken kann. Aus (6.12), (6.13), (6.25), (6.32) und (6.37) ergibt sich dann eininhomogenes lineares Gleichungssystem, aus dem sowohl die drei Entwicklungskoef-�zienten von (6.37)q52;n = 16m!2 V 62;n ; (6.38)q32;n = 14m!2 V 42;n + 5E0;n12m2!4 V 62;n ; (6.39)q12;n = 12m!2 V 22;n + 3E0;n4m2!4 V 42;n + (5 (E0;n)24m3!6 + 5�h24m3!4) V 62;n ; (6.40)als auch die EnergieE2;n = V 02;n + E0;nm!2 V 22;n + (3 (E0;n)22m2!4 + 3�h28m2!2) V 42;n+ (5 (E0;n)32m3!6 + 25�h2E0;n8m3!4 ) V 62;n (6.41)in Abh�angigkeit der Entwicklungskoef�zienten von (6.32) bestimmt werden k�onnen.Aus (6.33){(6.36) und (6.41) gewinnt man ferner eine explizite Beziehung zwischenE2;n und E0;n: E2;n = � 174m4!8 (E0;n)3 � 67�h216m4!6 E0;n : (6.42)Demnach lautet die Energieverschiebung eines Energieeigenwertes (6.24) des har-monischen Oszillators (6.25) durch das St�orpotential (6.26) in der zweiten Ordnungder St�orungstheorie [43, S. 102]:E2;n = � �h38m4!5 �34n3 + 51n2 + 59n + 21� : (6.43)6.5 RekursionsformelIn diesem Abschnitt werden weitergehende n�utzliche Techniken vorgestellt, die manzur L�osung der Differentialgleichung (6.12) verwenden kann. Hierzu wird in Anleh-nung an das soeben diskutierte Beispiel des gest�orten harmonischen Oszillators un-tersucht, wie ein Energieeigenwert (6.24) des harmonischen Oszillators (6.25) durchdie St�orpotentiale V1(Q) = Q2N (6.44)



128 Kapitel 6. Zeitunabh�angige St�orungstheorieverschoben wird. Es zeigt sich, da� f�ur die jeweiligen EnergieverschiebungenE1;n = EN1;n (6.45)in der ersten Ordnung der St�orungstheorie eine RekursionsformelEN1;n = f �EN�11;n ; EN�21;n � ; N � 2 (6.46)ableitbar ist, die zusammen mit den Startwerten E01;n und E11;n explizit gel�ost werdenkann.6.5.1 GleichungssystemSetzt man in der ersten Ordnung der St�orungstheorie die Raumtransformation anals q1;n(Q) = NXl=1 qN;l1;n Q2l�1 ; (6.47)dann folgt aus (6.12){(6.14), (6.25), (6.44), (6.45) und (6.47) ein inhomogenes li-neares Gleichungssystem f�ur die Entwicklungskoef�zienten qN;l1;n . F�uhrt man einenVektor mit den KomponentenyNl = 8<: 0 ; l = 0; : : : ; N � 11 ; l = N (6.48)f�ur die vorgegebene Inhomogenit�at und einen Vektor mit den KomponentenxNl = 8<: EN1;n ; l = 0qN;l1;n ; l = 1; : : : ; N (6.49)f�ur die gesuchten Gr�o�en ein, dann lautet dieses GleichungsssystemyNl = NXl0=1 Al;l0 xNl0 ; l = 0; : : : ; N ; (6.50)wobei die nichtverschwindenden Elemente der Matrix gegeben sind durchA0;0 = 1 ; (6.51)Al;l = 2m!2 l ; l = 1; : : : ; N ; (6.52)Al;l+1 = � 2E0;n (2l + 1) ; l = 0; : : : ; N � 1 ; (6.53)Al;l+2 = � �h24m (2l + 1)(2l + 2)(2l + 3) ; l = 0; : : : ; N � 2 : (6.54)



6.5. Rekursionsformel 129Da es sich hierbei um eine Bandmatrix handelt, bei der nichtverschwindende Ein-tr�age nur in der Hauptdiagonalen und in den ersten beiden oberen Nebendiagonalenvorliegen, kann man das Gleichungssystem (6.50) gem�a�yNl = Al;l xNl + Al;l+1 xNl+1 + Al;l+2 xNl+2 ; l = 0; : : : ; N (6.55)iterativ von l = N bis l = 0 l�osen, wobei die StartwertexNN+1 = xNN+2 = 0 (6.56)zu verwenden sind. Hierdurch erh�alt man beispielsweisexNN = 1AN;N ; (6.57)xNN�1 = � AN�1;NAN�1;N�1AN;N ; N � 2 : (6.58)Die eigentlich interessierende Energieverschiebung EN1;n ergibt sich wegen (6.49) erstam Ende dieses Iterationsprozesses.6.5.2 Herleitung der RekursionsformelBisher wurde lediglich das Problem eines einzelnen St�orpotentials (6.44) mit ei-nem festen Index N betrachtet. Nun soll der Frage nachgegangen werden, ob dieProbleme verschiedener St�orpotentiale mit unterschiedlichen Indizes N zueinanderin Beziehung gesetzt werden k�onnen. Hierzu wird zun�achst untersucht, ob ausdem bekannten L�osungsvektor xN�1l des Gleichungssystems zum Index N � 1 derL�osungsvektor xNl des Gleichungssystems zum Index N in (6.55) konstruiert werdenkann. W�ahlt man beispielsweise den Ansatz~xNl = 8<: xN�1l ; l = 0; : : : ; N � 11 ; l = N ; (6.59)dann folgt aus (6.55){(6.59) als Inhomogenit�at~yNl = 8>>>>><>>>>>: 0 ; l = 0; : : : ; N � 3AN�2;N ; l = N � 2AN�1;N + 1 ; l = N � 1AN;N ; l = N : (6.60)Da (6.60) nicht mit (6.48) �ubereinstimmt, handelt es sich bei (6.59) noch nicht umden gesuchten L�osungsvektor xNl des Gleichungssystems zum Index N in (6.55).



130 Kapitel 6. Zeitunabh�angige St�orungstheorieAufgrund des Linearit�at des Gleichungssystems (6.55) l�a�t sich dessen L�osungsvek-tor xNl aus (6.59) und (6.60) unmittelbar ablesen. Man erh�alt unter Beachtung von(6.56)xNl = 1AN;N n~xNl � (AN�1;N + 1) xN�1l �AN�2;N xN�2l o ; l = 0; : : : ; N : (6.61)F�ur l = 0 folgt dann aus (6.61) unter Beachtung der Definitionen (6.49) und (6.59)eine Rekursionsformel f�ur die Energieverschiebungen EN1;nAN;N EN1;n + AN�1;N EN�11;n + AN�2;N EN�21;n = 0 ; N � 2 ; (6.62)die mit Hilfe der Matrixelemente (6.51){(6.54) �ubergeht inEN1;n = (2N � 1)E0;nNm!2 EN�11;n + (2N � 3)(2N � 2)(2N � 1)�h28Nm2!2 EN�21;n ; N � 2 : (6.63)Untersucht man das Gleichungssystem (6.55) mit den Matrixelementen (6.51){(6.54) speziell f�ur N = 0 und N = 1, dann erh�alt man au�erdem die Startwertedieser Rekursionsformel: E01;n = 1 ; E11;n = E0;nm!2 : (6.64)Die Bedeutung dieser Rekursionsformel besteht darin, da� sie einen direkten Zugangzu den interessierenden Energieverschiebungen EN1;n erlaubt und daher das langwie-rige L�osen der inhomogenen linearen Gleichungssysteme (6.55) �uberfl�ussig macht.Aus (6.63) und (6.64) l�a�t sich beispielsweise f�ur N = 2 unmittelbar das fr�uhereErgebnis (6.30) reproduzierenE21;n = 32m2!4 (E0;n)2 + 3�h28m2!2 (6.65)und f�ur N = 3 ergibt sich sofortE31;n = 52m3!6 (E0;n)3 + 25�h28m3!4 E0;n : (6.66)6.5.3 L�osung der RekursionsformelDurch den Ansatz EN1;n =  �h4m!!N (2N)!N ! UNn (6.67)



6.5. Rekursionsformel 131und die Energieeigenwerte (6.24) des harmonischen Oszillators gewinnt man ausder komplizierten Rekursionsformel (6.63) f�ur die Energieverschiebungen EN1;n einevereinfachte Rekursionsformel f�ur die dimensionslosen Gr�o�en UNnN UNn � (2n + 1)UN�1n � (N � 1)UN�2n = 0 ; N � 2 ; (6.68)und die Startwerte (6.64) gehen �uber inU0n = 1 ; U1n = 2n + 1 : (6.69)Eine Standardmethode, solche Rekursionsformeln explizit zu l�osen, beruht darauf,die erzeugende Funktion [8, S. 649]un(z) = 1XN=0 UNn zN (6.70)einzuf�uhren. Multipliziert man n�amlich die Rekursionsformel (6.68) mit zN�1 undsummiert man von N = 2 bis N = 1, dann erh�alt man unter Beachtung derStartwerte (6.69) und der Definition (6.70) eine homogene lineare gew�ohnliche Dif-ferentialgleichung erster Ordnung f�ur die erzeugende Funktion un(z):(1 � z2)u0n(z) � (z + 2n + 1)un(z) = 0 : (6.71)Deren L�osung und die aus (6.69) und (6.70) abzulesende Anfangsbedingungun(0) = 1 (6.72)bestimmen die erzeugende Funktion un(z) zuun(z) = (1 + z)n(1 � z)n+1 : (6.73)Aus der Kenntnis der erzeugenden Funktion un(z) lassen sich dann die gesuchtenGr�o�en UNn unmittelbar durch Differentiationen berechnen:UNn = 1N ! dNun(z)dzN �����z=0 : (6.74)Die Anwendung der Leibnizschen Produktregel [8, S. 269] f�uhrt auf eine Summe�uber Trinomialkoef�zienten [8, S. 105]:UNn = Min (N;n)Xl=0 0@ N + n � ll ; N � l ; n � l 1A : (6.75)



132 Kapitel 6. Zeitunabh�angige St�orungstheorieDamit stellt sich heraus, da� die durch den geschickten Ansatz (6.67) eingef�uhrtendimensionslosen Gr�o�en UNn bez�uglich beider Indizes N und n symmetrisch sind:UNn = UnN : (6.76)Die explizite Auswertung von (6.75) f�ur N = 0 und N = 1 f�uhrt auf die Startwerte(6.69). F�ur N = 2 und N = 3 erh�alt man entsprechendU2n = 2n2 + 2n + 1 ; (6.77)U3n = 13 �4n3 + 6n2 + 8n + 3� ; (6.78)so da� wegen (6.24) und (6.67) die obigen Ergebnisse (6.65) und (6.66) reproduziertwerden.



Kapitel 7Ausblick
Tats�achlich ist alles, was wir wissen,eine Approximation, weil wir wissen,da� uns noch nicht alle Gesetze bekannt sind.R.P. Feynman (1918 { 1988)

Das Ziel der vorliegenden Arbeit bestand darin, auf die physikalische Bedeutungnichtintegrabler Raum-Zeit-Transformationen aufmerksam zu machen, die sowohleine Kr�ummung als auch eine Torsion der Raum-Zeit-Struktur bewirken. Im theo-retischen Teil wurde gezeigt, da� nichtintegrable Raum-Zeit-Transformationen dieunterschiedlichen Standardformulierungen der klassischen Mechanik und der Quan-tenmechanik invariant lassen. Die resultierenden Transformationsvorschriften f�urdie jeweiligen physikalischen Gr�o�en wurden am Beispiel einer nichtrelativistischenPunktmasse abgeleitet, die sich auf einer Riemann-Mannigfaltigkeit unter dem Ein-flu� �au�erer Potentiale bewegt. Im anwendungsorientierten Teil wurden in einerRaumdimension die Eigenschaften der Abbildungen untersucht, die sich zwischenverschiedenen klassischen oder quantenmechanischen Systemen ergeben. Dabeiwurden neue Verfahren entwickelt, mit denen sich Trajektorien und kausale Propa-gatoren berechnen lassen. Au�erdem wurde gezeigt, da� nichtintegrable Raum-Zeit-Transformationen bei quantenmechanischen Spektraldaten sowohl zu einer einein-deutigen Abbildung zwischen diskreten Spektraldaten als auch zu einer Konvertie-rung von diskreten in kontinuierlichen Spektraldaten f�uhren k�onnen. Abschlie�endwurde eine Entwicklung nichtintegrabler Raum-Zeit-Transformationen um die Iden-tit�at durchgef�uhrt, die einen neuen Zugang zur zeitunabh�angigen St�orungstheorieer�offnet.Es sollte aber auch darauf hingewiesen werden, da� die vorliegende Arbeit der Ein-fachheit halber darauf beschr�ankt worden ist, eine eng umrissene Problemstellungzu behandeln. W�urde man versuchen, die zahlreichen Selbstbeschr�ankungen aufzu-heben, so w�urde dies zu einigen interessanten Fragestellungen f�ur k�unftige Studienf�uhren: 133



134 Kapitel 7. Ausblick� Mehrere Raumdimensionen:Die Anwendungen der nichtintegrablen Raum-Zeit-Transformationen wurdenin den Kapiteln 4 bis 6 nur in einer Raumdimension behandelt. Es steht des-halb noch aus, die in Kapitel 2 und 3 abgeleiteten Resultate anhand einesmehrdimensionalen Beispieles zu �uberpr�ufen. Erweitert man die �Uberlegun-gen zur Abbildung von Spektraldaten oder zur zeitunabh�angigen St�orungs-theorie auf mehrere Raumdimensionen, so hat man insbesondere zu untersu-chen, wie sich eine eventuelle Entartung des Spektrums auswirkt.� Verallgemeinerte unit�are Transformationen:Im Anhang A wird die Diracsche Formulierung der klassischen Mechanikentwickelt, bei der die Raum- und die Zeitkoordinaten formal gleichberech-tigt behandelt werden. Dies erm�oglicht unter anderem, die nichtintegrablenRaum-Zeit-Transformationen als verallgemeinerte kanonische Transformatio-nen zu identifizieren. In k�unftigen Arbeiten w�are zu untersuchen, inwie-weit entsprechende �Uberlegungen auch in der Quantenmechanik durchf�uhr-bar sind. Dabei stellt sich insbesondere die Frage, ob die nichtintegrablenRaum-Zeit-Transformationen als verallgemeinerte unit�are Transformationenaufgefa�t werden k�onnen.� Klassisches Chaos und Quantenchaos:W�ahrend eine chaotische Dynamik in der klassischen Mechanik durch diver-gierende Trajektorien charakterisiert werden kann [29, 117], ist zur Zeit nochumstritten, wie das Konzept einer chaotischen Dynamik auf die Quanten-mechanik �ubertragen werden kann [14, 55, 56]. Nach Gutzwiller [55] hatsich bei vielen chaotischen Systemen die semiklassische N�aherung des kau-salen Propagators bew�ahrt, die den Einflu� der klassischen periodischen Or-bits auf quantenmechanische Observablen quantitativ beschreibt [81, Kap. 4].Um die Konsequenzen nichtintegrabler Raum-Zeit-Transformationen f�ur dieAbbildung zwischen zwei klassisch oder zwei quantenmechanisch chaotischenSystemen zu untersuchen, m�u�te man zun�achst die semiklassische N�aherung�h ! 0 in der Transformation des kausalen Propagators (3.172) durchf�uhren.



Kapitel 7. Ausblick 135Anschlie�end k�onnte man das Ergebnis im Rahmen der Theorie der klassi-schen periodischen Orbits interpretieren und auf ein konkretes physikalischesSystem anwenden. Aufgrund der umfangreichen Arbeiten von Hasegawa, Rob-nik, Wunner [62] und Friedrich, Wintgen [44, 132] bietet es sich hierzu an,das dreidimensionale Wasserstoffatom im homogenen Magnetfeld zu untersu-chen. Durch eine Kustaanheimo-Stiefel-Transformation [88] oder durch eineDuru-Kleinert-Transformation [25, 26] kann dieses chaotische System auf viergekoppelte harmonische Oszillatoren abgebildet werden.� Gruppentheorie:Ein zentrales Anliegen der vorliegenden Arbeit bestand darin, den �ublichenKovarianzbegri� [42, S. 113], [70, S. 158], [129, S. 91], der nur integrable Raum-Zeit-Transformationen ber�ucksichtigt, systematisch auf nichtintegrable Raum-Zeit-Transformationen zu erweitern. Durch den Nachweis, da� die nichtrela-tivistischen Standardformulierungen der klassischen Mechanik und der Quan-tenmechanik unter den nichtintegrablen Raum-Zeit-Transformationen (1.19),(1.20) invariant sind, konnte gezeigt werden, da� beide physikalische Theorieneine tiefliegende Symmetrie besitzen. Es ist allerdings nicht gelungen, einepr�azise gruppentheoretische Charakterisierung dieser Symmetrie anzugeben.� Nichtintegrable Raumtransformationen:Da in der vorliegenden Arbeit nur integrable Raumtransformationen betrach-tet worden sind, lassen sich die erzielten Ergebnisse nicht auf die bekann-testen nichtintegrablen Raum-Zeit-Transformationen von Kustaanheimo undStiefel [88] oder von Duru und Kleinert [25, 26] anwenden. Um eine umfas-sende Theorie aller bekannten nichtintegrablen Raum-Zeit-Transformationenzu entwickeln, mu� man die vorliegenden Untersuchungen auch auf nichtin-tegrable Raumtransformationen ausdehnen. Dies erfordert unter anderem,da� man die bestehenden Formulierungen der klassischen Mechanik [5, 40,41, 61, 84, 109, 131] und der Quantenmechanik [79], [82, Kap. 10] f�ur R�aumemit Kr�ummung und Torsion weiter ausarbeitet. Es ist zu erwarten, da� sichhieraus auch neue Impulse f�ur die allgemein relativistische Einstein-Cartan-Theorie [63, 64, 65, 80, 115] und f�ur die Kontinuumstheorie der Defekte[80, 85, 86] ergeben.



136 Kapitel 7. Ausblick� Explizit zeitabh�angige nichtintegrable Raum-Zeit-Transformationen:Gem�a� [98, 99, 125] und der darauf aufbauenden Arbeit [52] lassen sich auchnichtintegrable Raum-Zeit-Transformationen durchf�uhren, die explizit von derZeit abh�angen. Diese Verallgemeinerung beinhaltet in einer Raumdimensionals Spezialfall die Abbildung des harmonischen Oszillators auf das freie Teil-chen, die zuvor schon auf anderem Wege gefunden wurde [11, 72]. Eine Unter-suchung explizit zeitabh�angiger nichtintegrabler Raum-Zeit-Transformationenin mehreren Raumdimensionen steht allerdings noch aus. Nach [25, 26, 88, 98,99] sollte es beispielsweise m�oglich sein, das dreidimensionale Wasserstoffatomdirekt auf das freie Teilchen in vier Raumdimensionen abzubilden.� Relativistische klassische Mechanik und relativistische Quantenmechanik:Die vorliegende Arbeit hat sich darauf beschr�ankt, die nichtrelativistische klas-sischen Mechanik und die nichtrelativistischeQuantenmechanik auf ihre Form-invarianz unter nichtintegrablen Raum-Zeit-Transformationen zu untersuchen.Deshalb weicht beispielsweise das Transformationsverhalten der r�aumlichenMetrik in (2.78) und (3.169) von der eines Tensors zweiter Stufe ab. Um ma-nifest kovariante Transformationsvorschriften f�ur alle physikalischen Gr�o�enzu erhalten, wird es notwendig sein, entsprechende Invarianzuntersuchungenauch in der relativistischen klassischen Mechanik und in der relativistischenQuantenmechanik anzustellen. Dabei kann man auf den Arbeiten von Kleinert[83] sowie Kayed und Inomata [75] aufbauen, die zur Regularisierung des drei-dimensionalen Wassersto�atoms in der relativistischen Quantenmechanik f�urSpin-0- und Spin-1/2-Teilchen die Kustaanheimo-Stiefel-Transformation [88]und die Biedenharn-Transformation [4] verwenden.� Homogene Markov-Prozesse:Grunds�atzlich stellt sich die Frage, ob auch andere physikalische Theorienunter nichtintegrablen Raum-Zeit-Transformationen forminvariant sind. In[97] wurde bei der Diskussion eines eindimensionalen Beispieles vermutet,da� nichtintegrable Raum-Zeit-Transformationen zu Abbildungen zwischenstochastischen Propagatoren von homogenen Markov-Prozessen [57, 58, 59,107] f�uhren. Die damaligen �Uberlegungen beruhten im wesentlichen darauf,



Kapitel 7. Ausblick 137da� stochastische und quantenmechanische Systeme in einer Raumdimensionmathematisch zueinander �aquivalent sind. Bisher ist es allerdings nicht gelun-gen, diese Vermutung in einer oder in mehreren Raumdimensionen zu bewei-sen.� Mathematisch rigorose Untersuchung:Es ist auch w�unschenswert, eine mathematisch rigorose Untersuchung nichtin-tegrabler Raum-Zeit-Transformationen vorzunehmen. Erste Ergebnisse wur-den dadurch erzielt [38, 39], da� die ma�theoretischen Methoden der stocha-stischen Analysis auf das Feynmansche Pfadintegral �ubertragen worden sind[108, 136]. Weitergehende Resultate w�urden sich aber ergeben, wenn mandas Feynmansche Pfadintegral als Wirkung einer Hida-Distribution auffa�t[13, 67, 94] und im Rahmen dieser ,,White Noise Analysis" nichtintegrableRaum-Zeit-Transformationen durchf�uhrt. Beispielsweise k�onnte man mit Hilfenichtintegrabler Raum-Zeit-Transformationen eine �Aquivalenzrelation auf derMenge aller quantenmechanischer Systeme einf�uhren und versuchen, die da-durch entstehenden �Aquivalenzklassen im mathematisch strengen Sinne zucharakterisieren.





Anhang ADiracsche Formulierung derklassischen Mechanik
Von Stund an sollen Raum f�ur sichund Zeit f�ur sich v�ollig zu Schattenherabsinken und nur noch eine Art Unionder beiden soll Selbst�andigkeit bewahren.H. Minkowski (1864 { 1909)

In der gew�ohnlichen Formulierung der klassischen Mechanik sieht man die Zeit imSinne Newtons als gleichf�ormig flie�ende, absolute physikalische Gr�o�e an (vgl. Zi-tat auf Seite 17), die zur Parametrisierung der Trajektorie im zugrunde liegendenKonfigurationsraum verwendet werden kann. Damit weist man der Zeitkoordinate tim Vergleich zu den anderen Raumkoordinaten q i mit i = 1; : : : ;D eine Sonderrollezu. In diesem Kapitel wird eine Umformulierung der klassischen Mechanik vorge-nommen, die auf einer gleichberechtigten Behandlung von Zeit- und Raumkoordi-naten beruht. Dadurch wird der urspr�unglich D-dimensionale Konfigurationsraumzu einem D + 1-dimensionalen Konfigurationsraum erweitert, der von der Zeitko-ordinate t und den D Raumkoordinaten q i aufgespannt wird. Die Systemdynamikwird dann durch eine Trajektorie in diesem D + 1-dimensionalen erweiterten Kon-figurationsraum beschrieben, wobei die Rolle der Zeit t als Trajektorienparametervon einem neu eingef�uhrten Parameter # �ubernommen wird.Im folgenden wird n�aher untersucht, wie sich eine solche Dimensionserweiterungsowohl auf die Lagrangesche Mechanik (Abschnitt A.1) als auch auf die Hamilton-sche Mechanik (Abschnitt A.2) auswirkt. Die Darstellung lehnt sich eng an die ur-spr�unglichenVer�offentlichungen von Dirac [19, 22], an die ausf�uhrliche Ausarbeitungvon Mittelstaedt [92, S. 216] und an die Hinweise von Goldstein [45] an. In AbschnittA.3 werden schlie�lich die nichtintegrablen Raum-Zeit-Transformationen im Rah-men dieser Diracschen Formulierung der klassischen Mechanik untersucht. Dabeigelingt es, die nichtintegrablen Raum-Zeit-Transformationen als verallgemeinertekanonische Transformationen zu identifizieren.139



140 Anhang A. Diracsche Formulierung der klassischen MechanikA.1 Lagrangesche MechanikIm Rahmen der Diracschen Formulierung der Lagrangeschen Mechanik stellt sichheraus, da� zwischen den D + 1 betrachteten Freiheitsgraden eine Abh�angigkeitbesteht. Diese �au�ert sich sowohl in den D + 1 Euler-Lagrange-Gleichungen alsauch in der Eigenschaft der erweiterten Lagrange-Funktion, da� sie homogen vonerster Ordnung in allen Geschwindigkeitskoordinaten ist.A.1.1 DimensionserweiterungZwei verschiedene physikalische Gr�unde sprechen daf�ur, eine Umformulierung derklassischen Mechanik so vorzunehmen, da� der Zeitkoordinate t rein formal dieselbeBedeutung zukommt wie den �ubrigen Raumkoordinaten q i:1. Eine gleichberechtigte Behandlung von Raum- und Zeitkoordinaten erm�oglichtes, verallgemeinerte kanonische Transformationen einzuf�uhren.2. Im Hinblick auf eine Erweiterung der nichtrelativistischen zur relativistischenMechanik ist es prinzipiell notwendig, Raum- und Zeitkoordinaten zu einerEinheit zusammenzufassen.Eine solche Umformulierung der Mechanik wird aber auch aus mathematischer Sichtmotiviert. Gew�ohnlich fordert man, da� die zu beschreibende Trajektorie die expli-zite Gestalt q i = q i(t) (A.1)besitzt. Eine allgemeinere Problemstellung entsteht dann, wenn man auch eine im-plizite Gestalt der Trajektorie zul�a�t und hierzu einen neuen Parameter # einf�uhrt:t = t(#) ; q i = q i (t(#)) : (A.2)Fa�t man die Zeitkoordinate t als eine zus�atzliche Koordinate q 0 auf, dann liegeninsgesamt D+1 Raum-Zeit-Koordinaten q a mit a = 0; 1; : : : ;D vor, die nach (A.2)vom neuen Trajektorienparameter # abh�angen:q a(#) = 8<: t(#) ; a = 0 ;q i (t(#)) ; a = i = 1; : : : ;D : (A.3)



A.1. Lagrangesche Mechanik 141Aus der Definition (A.3) der Raum-Zeit-Koordinaten q a lassen sich unmittelbar diedazugeh�origen Geschwindigkeitskoordinaten q 0 a ablesenq 0 a(#) = 8<: t0(#) ; a = 0 ;_q i (t(#)) t0(#) ; a = i = 1; : : : ;D ; (A.4)wobei der Strich 0 die Ableitung nach dem neuen Parameter # bezeichnet. Durch diein (A.3) und (A.4) vorgenommene Dimensionserweiterung wird die Wirkung (2.22),die ein Funktional der Trajektorie q i(t) im D-dimensionalen Konfigurationsraumdarstellt, zu einem Funktional der Trajektorie q a(#) im D+1-dimensionalen erwei-terten Konfigurationsraum:A (i)[q a(#)] = #2Z#1 L (i) �q a(#); q 0 a(#)� d# : (A.5)Dabei ergibt sich der Zusammenhang zwischen der urspr�unglichen Lagrange-FunktionL(i)(q i; _q i) und der erweiterten Lagrange-Funktion L (i)(q a; q 0 a) zuL (i) �q 0; q i; q 0 0; q 0 i� = q 0 0 L(i)  q i; q 0 iq 0 0! : (A.6)A.1.2 Hamiltonsches PrinzipEntsprechend �ubertr�agt sich das Hamiltonsche Prinzip (2.24) und (2.25) in dergew�ohnlichen Formulierung der Lagrangeschen Mechanik auf die Diracsche For-mulierung. Die im erweiterten Konfigurationsraum realisierte Trajektorie q a(#)annulliert die Variation der erweiterten Wirkung A (i)[q a(#)] gem�a��A (i)[q a(#)] = 0 ; (A.7)wobei die Variationen aller Raum-Zeit-Koordinaten q a an den beiden vorgegebenenEndpunkten 1 und 2 verschwinden:� q a1 = � q a2 = 0 : (A.8)Im Unterschied zur gew�ohnlichen Formulierung des Hamiltonschen Prinzips der La-grangeschen Mechanik werden aber bei der Diracschen Formulierung den Varia-tionen des Trajektorienparameters # an den Endpunkten 1 und 2 keinerlei Be-schr�ankungen auferlegt:



142 Anhang A. Diracsche Formulierung der klassischen Mechanik
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Abbildung A.1: Variationen der Trajektorie, die nach der Diracschen Formulierungdes Hamiltonschen Prinzips der Lagrangeschen Mechanik zugelassen sind. An denEndpunkten 1 und 2 der Trajektorien ist der Trajektorienparameter # unbestimmt(vgl. Abbildung 2.1).Nach den Standardmethoden der Variationsrechnung [121, S. 205] f�uhrt die Di-racsche Formulierung des Hamiltonschen Prinzips (A.7) und (A.8) zu den D + 1Euler-Lagrange-Gleichungen@L (i) (q a(#); q 0 a(#))@ q b(#) � dd# @L (i) (q a(#); q 0 a(#))@ q 0 b(#) = 0 (A.9)und f�ur # = #1 beziehungsweise # = #2 zur RandbedingungL (i) �q a(#); q 0 a(#)� � q 0 b(#) @L (i) (q a(#); q 0 a(#))@ q 0 b(#) = 0 : (A.10)Diese beiden Resultate lassen sich in den n�achsten beiden Abschnitten dadurch in-terpretieren, da� man den Zusammenhang (A.6) zwischen der erweiterten Lagrange-Funktion L (i)(q a; q 0 a) und der urspr�unglichen Lagrange-Funktion L(i)(q i; _q i) beach-tet.A.1.3 Euler-Lagrange-GleichungenHierzu wird in (A.9) eine Fallunterscheidung bez�uglich der zeitlichen und den r�aum-lichen Euler-Lagrange-Gleichungen vorgenommen. Im Falle b = 0 erh�alt man die



A.1. Lagrangesche Mechanik 143Aussage, da� die zur zyklischen Raum-Zeit-Koordinate q 0 kanonisch konjugierteImpulskoordinate p0 = @L (i) (q a; q 0 a)@ q 0 0 (A.11)eine Erhaltungsgr�o�e darstellt: dd# p0(#) = 0 : (A.12)Dabei nimmt diese Erhaltungsgr�o�e p0 die explizite Formp0 = L(i)  q i; q 0 iq 0 0! � q 0 jq 0 0 @L(i) q i; q 0 iq 0 0!@  q 0 jq 0 0! (A.13)an, so da� sie aufgrund der Definitionen (A.3) und (A.4) sowie (2.44), (2.46) und(2.48) mit der negativen Hamilton-Funktion H(i)(q i; pi) in der gew�ohnlichen For-mulierung der Lagrangeschen Mechanik identifiziert werden kann:p0 = �H(i) �q i; pi� : (A.14)Im Falle b = j reduzieren sich die Euler-Lagrange-Gleichungen (A.9) dagegen auf@L(i) q i(#); q 0 i(#)q 0 0(#)!@ q j(#) � 1q 0 0(#) dd# @L(i)  q i(#); q 0 i(#)q 0 0(#)!@  q 0 j(#)q 0 0(#)! = 0 : (A.15)Beachtet man die Definitionen (A.3) und (A.4), so stimmt (A.15) mit den D Euler-Lagrange-Gleichungen (2.26) in der gew�ohnlichen Formulierung der LagrangeschenMechanik �uberein.Die Fallunterscheidung f�uhrt somit zu dem Ergebnis, da� der Energieerhaltungssatzin (A.12) und (A.14) gerade das erste Integral der D Euler-Lagrange-Gleichungen(A.15) darstellt. Hieraus kann man schlie�en, da� die D + 1 Euler-Lagrange-Gleichungen (A.9) nicht voneinander unabh�angig sind.A.1.4 RandbedingungDie erweiterte Lagrange-Funktion L (i)(q a; q 0 a) besitzt nach (A.6) die fundamentaleEigenschaft, da� sie homogen von erster Ordnung in allen D + 1 Geschwindigkeits-



144 Anhang A. Diracsche Formulierung der klassischen Mechanikkoordinaten q 0 a ist: L (i) �q a;� q 0 a� = �L (i) �q a; q 0 a� : (A.16)Deshalb wird die Formulierung der klassischen Mechanik, die die Raum- und dieZeitkoordinaten gleichberechtigt behandelt, von Dirac [19, 22] und von Mittelstaedt[92, S. 216] als "homogener Formalismus\ bezeichnet. Differenziert man (A.16) nachdem Parameter � und wertet man die entstehende Gleichung an der Stelle � = 1aus, so erh�alt man den entsprechenden Eulerschen Satz:L (i) �q a; q 0 a� � q 0 b @L (i) (q a; q 0 a)@ q 0 b = 0 : (A.17)Er hat zur Folge, da� die Randbedingung (A.10) identisch erf�ullt ist. Die Trajek-torie q a(#) im erweiterten Konfigurationsraum wird demnach ausschlie�lich durchdie D + 1 Euler-Lagrange-Gleichungen (A.9) festgelegt.Eine andere Konsequenz des Eulerschen Satzes (A.17) besteht darin, da� die erwei-terte Wirkung (A.5) auch folgenderma�en umgeschrieben werden kann:A (i)[q a(#)] = DXb=0 qb2Zqb1 @L (i) (q a(#); q 0 a(#))@ q 0 b(#) d q b(#) : (A.18)Da @L (i)(q a; q 0 a)=@ q 0 b aufgrund von (A.16) homogen von nullter Ordnung in denGeschwindigkeitskoordinaten q 0 a ist und da q b1 , q b2 nach (A.8) fest vorgegebeneRandwerte sind, ist die erweiterte Wirkung (A.18) invariant gegen�uber allgemeinenTransformationen des Trajektorienparameters #. Demnach ist der Trajektorienpa-rameter # in der Diracschen Formulierung der Lagrangeschen Mechanik physikalischbedeutungslos und kann abh�angig von der jeweils vorliegenden Situation geeignetgew�ahlt werden.A.2 Hamiltonsche MechanikIm Rahmen der Diracschen Formulierung der Hamiltonschen Mechanik l�a�t sich derBegriff der kanonischen Transformationen dahingehend verallgemeinern, da� auchTransformationen der Zeitkoordinate und deren kanonisch konjugierter Impulsko-ordinate, der negativen Energie, m�oglich werden. Um eine geeignete Definition



A.2. Hamiltonsche Mechanik 145dieser verallgemeinerten kanonischen Transformationen angeben zu k�onnen, ist esallerdings erforderlich, zun�achst die Hamilton-Funktion und das modifizierte Ha-miltonsche Prinzip zu erweitern.A.2.1 Erweiterte Hamilton-FunktionF�uhrt man zu den Raum-Zeit-Koordinaten q a die kanonisch konjugierten Impulsko-ordinaten pb = @L (i) (q a; q 0 a)@ q 0 b (A.19)ein, so kann man eine Legendre-Transformation der erweiterten Lagrange-FunktionL (i)(q a; q 0 a) vornehmen und zur erweiterten Hamilton-Funktion H (i) �ubergehen.Diese h�angt dann zun�achst von den Raum-Zeit-Koordinaten q a, den Geschwindig-keitskoordinaten q 0 a und den Impulskoordinaten pa ab:H (i) �q a; pa; q 0 a� = q 0 a pa � L (i) �q a; q 0 a� : (A.20)Um die Legendre-Transformation abzuschlie�en, m�u�te man die durch (A.19) defi-nierte Beziehung pb = pb �q a; q 0 a� (A.21)zwischen den Impulskoordinaten pa und den Geschwindigkeitskoordinaten q 0 a in-vertieren: q 0 b = q 0 b (q a; pa) : (A.22)Dann w�are eine vollst�andige Elimination der Geschwindigkeitskoordinaten q 0 a in(A.20) gegeben und die erweiterte Hamilton-Funktion H (i) hinge nur noch von denRaum-Zeit-Koordinaten q a und den dazu kanonisch konjugierten Impulskoordinatenpa ab. Diese �ubliche Vorgehensweise ist aber hier nicht durchf�uhrbar. Aus derspeziellen Form (A.6) der erweiterten Lagrange-Funktion L (i)(q a; q 0 a), den Defi-nitionen (A.3) und (A.4) sowie (2.44) liest man ab, da� die Impulskoordinaten(A.19) durch (A.14) und pi = pi (A.23)gegeben sind. Demnach sind die Raum-Zeit-Koordinaten q a und die Impulsko-ordinaten pa der Diracschen Formulierung der Hamiltonschen Mechanik nicht un-abh�angig voneinander, sondern sie unterliegen der einschr�ankenden Nebenbedin-gung f (i) (q a; pa) = p0 + H(i) �q i; pi� = 0 : (A.24)



146 Anhang A. Diracsche Formulierung der klassischen MechanikIn diesem "ausgearteten Fall\ [92, S. 218] gelingt es lediglich, mit Hilfe von (A.3),(A.4), (2.46) und (2.48) dieD r�aumlichenGeschwindigkeitskoordinaten q 0 i in (A.20)zu eliminieren. Die erweiterte Hamilton-Funktion lautet damit:H (i) �q a; pa; q 0 0� = q 0 0 np0 + H(i) �q i; pi�o : (A.25)Au�erdem erkennt man aufgrund des Eulerschen Satzes (A.17), (A.19) und (A.20)oder der Nebenbedingung (A.24) und (A.25), da� die erweiterte Hamilton-Funktionidentisch verschwindet: H (i) �q a; pa; q 0 0� = 0 : (A.26)A.2.2 Modifiziertes Hamiltonsches PrinzipIn der Diracschen Formulierung der Hamiltonschen Mechanik wird die erweiterteWirkung (A.5) zu einem Funktional der Trajektorie q a(#), pa(#) im erweitertenPhasenraum, das aufgrund des Eulerschen Satzes (A.17) und (A.19) die folgendeexplizite Gestalt besitzt:A (i)[q a(#); pa(#)] = #2Z#1 q 0 a(#) pa(#) d# : (A.27)Das modifizierte Hamiltonsche Prinzip besteht dann in der Variationsaufgabe�A (i)[q a(#); pa(#)] = 0 ; (A.28)wobei die Variationen der Raum-Zeit-Koordinaten q a und der Impulskoordinaten padurch die Nebenbedingung (A.24) eingeschr�ankt sind. Um diese Nebenbedingung(A.24) zu ber�ucksichtigen, f�uhrt man den Lagrangeschen Multiplikator � (i)(#) einund untersucht statt (A.27) und (A.28) das Variationsproblem� #2Z#1 �q 0 a(#) pa(#) � � (i)(#) f (i) (q a(#); pa(#))� d# = 0 ; (A.29)bei dem die Raum-Zeit-Koordinaten q a und die Impulskoordinaten pa unabh�angigvoneinander variiert werden d�urfen. Dabei wirkt sich die Unbestimmtheit des Tra-jektorienparameters # an den Endpunkten 1 und 2 nach [121, S. 205] wieder nicht aufdie Bewegungsgleichungen aus, da die Trajektorie q a(#), pa(#) die Nebenbedingung(A.24) zu erf�ullen hat. Ferner f�uhrt das Verschwinden der Raum-Zeit-Koordinaten



A.2. Hamiltonsche Mechanik 147q a an den Endpunkten 1 und 2 gem�a� (A.8) dazu, da� das Variationsproblem (A.29)in die Bewegungsgleichungenq 0 b(#) = +� (i)(#) @f (i) (q a(#); pa(#))@ pb(#) ; (A.30)p 0b(#) = �� (i)(#) @f (i) (q a(#); pa(#))@ q b(#) (A.31)�ubergeht, die zusammen mit der Nebenbedingung (A.24) die 2D + 3 Funktionen� (i)(#), q a(#), pa(#) festlegen. Im Falle b = 0 reduzieren sich diese Bewegungsglei-chungen auf den Energieerhaltungssatz (A.12) und auf die Festlegung des Lagran-geschen Multiplikators � (i)(#) durch� (i)(#) = q 0 0(#) ; (A.32)w�ahrend man im Falle b = j unter Beachtung der Definitionen (A.3) und (A.4)die Hamilton-Gleichungen (2.50) und (2.51) zur�uckgewinnt. Eine symmetrischereForm der Bewegungsgleichungen (A.30) und (A.31) erh�alt man, wenn man denLagrangeschen Multiplikator � (i)(#) mit (A.32) eliminiert und die aus (A.25) und(A.26) ablesbare BeziehungH (i) �q a; pa; q 0 0� = q 0 0 f (i) (q a; pa) (A.33)beachtet. Die Bewegungsgleichungen lassen sich demnach formal auf die kanonischeForm bringen: q 0 b(#) = + @H (i) �q a(#); pa(#); q 0 0�@ pb(#) ; (A.34)p 0b(#) = � @H (i) �q a(#); pa(#); q 0 0�@ q b(#) : (A.35)A.2.3 Verallgemeinerte kanonische TransformationenIn der gew�ohnlichen Formulierung der Hamiltonschen Mechanik werden nur dieRaumkoordinaten und die dazu kanonisch konjugierten Impulskoordinaten als un-abh�angige Variablen aufgefa�t. Bei den entsprechenden kanonischen Transforma-tionen zwischen diesen unabh�angigen Variablen wird die Zeitkoordinate als Trajek-torienparameter nicht ver�andert. Demgegen�uber erm�oglicht es die Diracsche For-mulierung auf nat�urliche Weise, auch Transformationen der Zeitkoordinate durch-zuf�uhren, da die Raum- und die Zeitkoordinaten gleichberechtigt behandelt werden.



148 Anhang A. Diracsche Formulierung der klassischen MechanikDies f�uhrt zu einer Verallgemeinerung des Begriffes der kanonischen Transformatio-nen.Eine Transformation der 2D + 2 Koordinaten q a, pa mit a = 0; 1; : : : ;D zu neuen2D + 2 Koordinaten Q�, P � mit � = 0; 1; : : : ;D gem�a�q a = q a �Q�;P �� ; (A.36)pa = pa �Q�;P �� (A.37)wird als verallgemeinerte kanonische Transformation bezeichnet, wenn sie die Be-wegungsgleichungen (A.30) und (A.31) mit einer Nebenbedingungf (i) ( q a; pa) = 0 (A.38)in die BewegungsgleichungenQ 0 �(#) = +� (f)(#) @f (f) �Q�(#);P �(#)�@ P �(#) ; (A.39)P 0�(#) = �� (f)(#) @f (f) �Q�(#);P �(#)�@ Q�(#) (A.40)mit einer anderen Nebenbedingungf (f) �Q�;P �� = 0 (A.41)�uberf�uhrt. Die einfachste M�oglichkeit, die neue Nebenbedingung (A.41) aus deralten (A.38) zu gewinnen, besteht in der Setzungf (f) �Q�;P �� = f �Q�;P �� f (i) � q a �Q�;P �� ; pa �Q�;P ��� ; (A.42)wobei f (Q�;P �) eine willk�urliche Funktion darstellt. Analog zur Theorie der kano-nischen Transformationen [77, S. 112] l�a�t sich in diesem Fall zeigen, da� die Trans-formation (A.36) und (A.37) genau dann eine verallgemeinerte kanonische Transfor-mation darstellt, wenn sie die fundamentalen Poisson-Klammern nicht ver�andert:nq a �Q�;P �� ; pb �Q�;P ��oQ;P = � ab ; (A.43)nq a �Q�;P �� ; q b �Q�;P ��oQ;P = 0 ; (A.44)npa �Q�;P �� ; pb �Q�;P ��oQ;P = 0 : (A.45)



A.3. Nichtintegrable Raum-Zeit-Transformation 149Hierbei sind die Poisson-Klammern zweier Funktionen F (Q�;P �) und G(Q�;P �)wie �ublich definiert durchnF �Q�;P �� ; G �Q�;P ��oQ;P =@F �Q�;P ��@Q� @G �Q�;P ��@P � � @F �Q�;P ��@P � @G �Q�;P ��@Q� : (A.46)Ferner erh�alt man aus (A.42), da� sich die Lagrangeschen Multiplikatoren wie folgttransformieren: � (f)(#) = 1f �Q�(#);P�(#)� � (i)(#) : (A.47)Abschlie�end sei darauf hingewiesen, da� die hier angegebene Definition einer ver-allgemeinerten kanonischen Transformation von der Mittelstaedtschen [92, S. 235]abweicht. Mittelstaedt fordert n�amlich noch zus�atzlich die einschr�ankende Eigen-schaft, da� die spezielle Nebenbedingung (A.24) forminvariant ist. Diese Definitionist aber zu eng gefa�t, da sie eine Reihe von Transformationen nicht beinhaltet,die eigentlich als verallgemeinerte kanonische Transformationen angesehen werdensollten. Beispielsweise stellt die Vertauschung der Zeitkoordinaten q 0 mit ihrer ka-nonisch konjugierten Impulskoordinaten p0 gem�a�Q0 = + p0 ; P 0 = � q 0 ; (A.48)Q i = + q i; P i = + pi (A.49)im Mittelstaedtschen Sinne keine verallgemeinerte kanonische Transformation dar,w�ahrend sie in der hier angegebenen Definition mitenthalten ist.A.3 Nichtintegrable Raum-Zeit-TransformationDa die Diracsche Formulierung der klassischen Mechanik die Raum- und die Zeitko-ordinaten formal gleichberechtigt behandelt, bildet sie den nat�urlichen Rahmen, umdie nichtintegrablen Raum-Zeit-Transformationen einzuarbeiten. Dabei erm�oglichtdie Diracsche Formulierung der Lagrangeschen Mechanik, die integrable Raumtrans-formation (1.19) und die nichtintegrable Zeittransformation (1.20) in einem einzigenSchritt durchzuf�uhren. Mit Hilfe der Diracschen Formulierung der HamiltonschenMechanik gelingt es au�erdem, die nichtintegrablen Raum-Zeit-Transformationenals verallgemeinerte kanonische Transformationen zu identifizieren.



150 Anhang A. Diracsche Formulierung der klassischen MechanikA.3.1 Lagrangesche MechanikIn der Diracschen Formulierung der Lagrangeschen Mechanik fa�t man die Zeitko-ordinate t und die D Raumkoordinaten q i mit i = 1; : : : ;D gem�a� (A.3) zu D + 1Raum-Zeit-Koordinaten q a mit a = 0; 1; : : : ;D zusammen und definiert die dazu-geh�origen Geschwindigkeitskoordinaten q 0 a durch (A.4). F�uhrt man im Hinblick aufeine nichtintegrable Raum-Zeit-Transformation (1.19) und (1.20) eine neue Zeitko-ordinate s und D neue Raumkoordinaten Q� mit � = 1; : : : ;D ein, so lassen sichdiese analog zu (A.3) zu D + 1 Raum-Zeit-Koordinaten Q� mit � = 0; 1; : : : ;Dzusammenfassen: Q�(#) = 8<: s(#) ; � = 0 ;Q� (s(#)) ; � = � = 1; : : : ;D : (A.50)Die entsprechenden Geschwindigkeitskoordinaten ergeben sich wie in (A.4) zuQ 0 �(#) = 8<: s0(#) ; � = 0 ;�Q� (s(#)) s0(#) ; � = � = 1; : : : ;D : (A.51)Die Dimensionserweiterungen (A.3), (A.4) und (A.50), (A.51) erm�oglichen es dann,die nichtintegrablen Raum-Zeit-Transformationen auch auf die Diracsche Formulie-rung der Lagrangeschen Mechanik zu �ubertragen. F�ur die integrable Raumtrans-formation (1.19) erh�alt man unmittelbarq i = q i �Q � ; (A.52)w�ahrend die nichtintegrable Zeittransformation (1.20) zu einer linearen Beziehungzwischen den zeitlichen Geschwindigkeitskoordinaten f�uhrt:q 0 0 = f(Q ) Q 0 0 : (A.53)Arbeitet man (A.52) und (A.53) in die erweiterte Wirkung (A.5) des Ausgangssy-stems ein, so geht daraus die erweiterte WirkungA (f)[Q�(#) ] = #2Z#1 L (f) �Q�(#);Q 0 �(#)� d# (A.54)des Endsystems mit der erweiterten Lagrange-FunktionL (f)�Q0; Q�;Q 0 0; Q 0 �� = L (i) �q 0(Q0; Q); q i(Q); f(Q)Q 0 0; e i�(Q)Q 0 �� (A.55)



A.3. Nichtintegrable Raum-Zeit-Transformation 151hervor. Dabei ist der durch Integration von (A.53) festgelegte Zusammenhangq 0 = q 0(Q0; Q ) (A.56)redundant, wenn die erweiterte Lagrange-Funktion L (i)(q 0; q i; q 0 0; q 0 i) des Aus-gangssystems nicht explizit von der Raum-Zeit-Koordinate q 0 abh�angt.Dies trifft beispielsweise f�ur eine Punktmasse m zu, die sich auf einerD-dimensiona-len Riemann-Mannigfaltigkeit unter dem Einflu� �au�erer Felder bewegt und derenLagrange-Funktion durch (2.23) gegeben ist. Nach (A.3), (A.4) und (A.6) lautetn�amlich die erweiterte Lagrange-Funktion des AusgangssystemsL (i) �q 0; q i; q 0 0; q 0 i� = m2 g(i)ij (q) q 0 i q 0 jq 0 0 � q 0 0 V (i)(q) + q 0 iA(i)i (q) : (A.57)Die nichtintegrable Raum-Zeit-Transformation (A.52) und (A.53) f�uhrt dann gem�a�(A.55) zur folgenden transformierten erweiterten Lagrange-FunktionL (f)�Q0; Q�;Q 0 0; Q 0 �� = m2 g(f)��(Q ) Q 0 � Q 0 �Q 0 0� Q 0 0 V (f)(Q ) + Q 0 �A(f)� (Q ) ; (A.58)wobei die Transformationen der Metrik, des Vektorpotentials und des skalaren Po-tentials gem�a� (2.78){(2.80) gegeben sind. Damit stimmt das im Rahmen der Di-racschen Formulierung gewonnene Ergebnis (A.58) mit dem der gew�ohnlichen For-mulierung in (2.35) �uberein, wenn man die Dimensionserweiterung (A.50), (A.51)und den zu (A.6) analogen ZusammenhangL (f)�Q 0; Q�;Q 0 0; Q 0 �� = Q 0 0 L(f)0@Q�; Q 0 �Q 0 01A (A.59)beachtet.A.3.2 Hamiltonsche MechanikIn der Diracschen Formulierung der Hamiltonschen Mechanik wird die Dynamik desAusgangssystems in einem 2D+2-dimensionalen erweiterten Phasenraum beschrie-ben, der von den Raum-Zeit-Koordinaten q a mit a = 0; 1; : : : ;D aus (A.3) und dendazu kanonisch konjugierten Impulskoordinaten pa mit a = 0; 1; : : : ;D aus (A.14),



152 Anhang A. Diracsche Formulierung der klassischen Mechanik(A.23) aufgespannt wird. Die nichtintegrable Raum-Zeit-Transformation (A.52),(A.53) f�uhrt das Ausgangssystem in ein Endsystem �uber, das durch die Raum-Zeit-Koordinaten Q� mit � = 0; 1; : : : ;D aus (A.50) und durch die ImpulskoordinatenP � = @L (f) �Q�;Q 0 � �@Q 0 � (A.60)mit � = 0; 1; : : : ;D charakterisiert ist. Aufgrund der speziellen Form (A.59) dertransformierten erweiterte Lagrange-Funktion reduziert sich die Definition der Im-pulskoordinaten (A.60) analog zu (A.14), (A.23) aufP � = 8<: �H(f) �Q�;P�� ; � = 0 ;P� ; � = � = 1; : : : ;D : (A.61)Au�erdem ist aus der Transformation der erweiterten Lagrange-Funktion (A.55)eine entsprechende Transformation der Impulskoordinaten ablesbar:p0 = 1f(Q ) P 0 ; (A.62)pi = e �i (Q )P � : (A.63)Nach (A.52), (A.53), (A.62), (A.63) liegt insgesamt eine verallgemeinerte kanonischeTransformation vor, da die fundamentalen Poisson-Klammern (A.43){(A.45) mitder Definition (A.46) nicht ver�andert werden. Beachtet man (2.61), (2.69), (A.3),(A.52), (A.61){(A.63) und legt man die noch freie Funktion f(Q�;P �) in (A.42)durch f(Q�;P �) = 1f(Q ) (A.64)fest, dann bleibt die spezielle Nebenbedingung (A.24) forminvariant:f (f) �Q�;P �� = P 0 + H(f) �Q�;P �� = 0 : (A.65)Demnach handelt es sich bei den nichtintegrablen Raum-Zeit-Transformationen(1.19), (1.20) sogar um verallgemeinerte kanonische Transformationen im Sinnevon Mittelstaedt [92, S. 235]. Dieses fundamentale Ergebnis entspricht dem vonStiefel und Scheifele [124, Part II] gewonnenen Resultat, da� die Kustaanheimo-Stiefel-Transformation zwischen dem dreidimensionalen Kepler-Problem und demvierdimensionalen harmonischen Oszillator eine verallgemeinerte kanonische Trans-formation darstellt.



Anhang BDifferentialgeometrie
Andererseits ist es aber doch sicher, da�die Mathematik �uberhaupt und im speziellenauch die Geometrie ihre Entstehung demBed�urfnis verdankt, etwas zu erfahren�uber das Verhalten wirklicher Dinge.A. Einstein (1879 { 1957)

In Kapitel 3 f�uhrt die Forminvarianz der Quantenmechanik unter nichtintegrablenRaum-Zeit-Transformationen zu einer Transformationsvorschrift (3.171) zwischenden skalaren Potentialen des Ausgangs- und des Endsystems, die aus einer nulltenund einer zweiten Ordnung im Planckschen Wirkungsquantum besteht. W�ahrenddie nullte Ordnung mit dem entsprechenden klassischen Resultat (2.81) von Ka-pitel 2 �ubereinstimmt, ist eine Interpretation der zweiten Ordnung bisher offengeblieben. Deshalb wird im vorliegenden Kapitel angestrebt, eine anschauliche dif-ferentialgeometrische Interpretation dieser zweiten Ordnung zu entwickeln.Die dabei notwendigen Grundlagen der Riemann-Cartan-Differentialgeometrie wer-den ausf�uhrlich in Abschnitt B.1 zusammengefa�t. Die systematische Darstel-lung lehnt sich eng an die physikalischen Anwendungen der Riemann-Cartan-Dif-ferentialgeometrie im Rahmen der allgemein relativistischen Einstein-Cartan-Theo-rie [63, 64, 65, 80, 115] und der Kontinuumstheorie der Defekte [80, 85, 86] an.Eine weitergehende mathematische Einf�uhrung stellt die auch heute noch aktuelleMonographie von Schouten [111] bereit. In Abschnitt B.2 werden dann eingehenddie Konsequenzen nichtintegrabler Raum-Zeit-Transformationen im Rahmen derRiemann-Cartan-Differentialgeometrie untersucht. Danach kann in Abschnitt B.3die zweite Ordnung im Planckschen Wirkungsquantum in der Transformations-vorschrift (3.171) f�ur skalare Potentiale mit derjenigen Kr�ummung und Torsionder Raum-Zeit-Struktur identifiziert werden, die eine nichtintegrable Raum-Zeit-Transformation hervorruft. Dieses Ergebnis ist mit der physikalischen VorstellungFeynmans [32, 33, 34, 35] vertr�aglich, da� ein quantenmechanisches Teilchen imUnterschied zu einem klassischen Teilchen alle m�oglichen Wege in der Raum-Zeitdurchl�auft. 153



154 Anhang B. DifferentialgeometrieB.1 Riemann-Cartan-MannigfaltigkeitStattet man eine Mannigfaltigkeit mit einem af�nen Zusammenhang und mit einerMetrik aus, so lassen sich Tensoren kovariant ableiten und deren Indizes herauf-oder herunterziehen. Beide Operationen vertauschen nur dann miteinander, wennzwischen dem af�nen Zusammenhang und der Metrik eine bestimmte Kompati-bilit�atsbedingung besteht. In diesem Fall bezeichnet man die Mannigfaltigkeit alsRiemann-Cartan-Mannigfaltigkeit und charakterisiert ihre differentialgeometrischenEigenschaften durch den Cartanschen Torsionstensor und durch den CartanschenKr�ummungstensor. Es zeigt sich, da� eine Riemann-Cartan-Mannigfaltigkeit sowohldurch eine integrable als auch durch eine nichtintegrable Koordinatentransformationwieder in eine Riemann-Cartan-Mannigfaltigkeit �uberf�uhrt wird.B.1.1 MannigfaltigkeitEine D-dimensionale Mannigfaltigkeit stellt ein Kontinuum dar, dessen einzelnePunkte mit Koordinaten q i f�ur i = 1; : : : ;D versehen sind. Sie ver�andert sich nicht,wenn man eine Umbenennung der Koordinaten im Sinne einer passiven Koordina-tentransformation vornimmt. Geht man beispielsweise von den alten Koordinatenq i f�ur i = 1; : : : ;D lokal zu neuen Koordinaten Q� f�ur � = 1; : : : ;D �uberq i = q i(Q) ; Q� = Q�(q) ; (B.1)so transformieren sich die infinitesimalen Ver�anderungen gem�a�dq i = e i�(Q) dQ� ; dQ� = e �i (Q) dq i : (B.2)Hierbei erf�ullen das D-Bein e i�(Q) = @� q i(Q) (B.3)und das reziproke D-Bein e �i (Q) = @iQ� (q(Q)) (B.4)die Orthonormalit�ats- und die Vollst�andigkeitsrelatione i�(Q) e �i (Q) = � �� ; (B.5)e i�(Q) e �j (Q) = � ij : (B.6)



B.1. Riemann-Cartan-Mannigfaltigkeit 155Die Gradienten bez�uglich der alten und der neuen Koordinaten transformieren sichkontragredient zu (B.2):@i = e �i (Q) @� ; @� = e i�(Q) @i : (B.7)Die Koordinatentransformation nennt man integrabel, wenn die lokale Beziehung(B.1) zwischen den alten und den neuen Koordinaten auch global existiert. Nachdem Satz von Schwarz [8, S. 568], [66, S. 251] vertauschen dann die zweiten partiellenAbleitungen und das D-Bein e i�(Q) sowie das reziproke D-Bein e �i (Q) erf�ullen mit(B.3), (B.4) die Integrabilit�atseigenschaft@� e i�(Q) = @� e i�(Q) ; @j e �i (Q(q)) = @i e �j (Q(q)) : (B.8)Existiert (B.1) dagegen nur lokal, so liegt eine nichtintegrable Koordinatentransfor-mation vor, die die Integrabilit�atseigenschaft (B.8) nicht besitzt.Auf einer Mannigfaltigkeit lassen sich Tensoren unterschiedlicher Stufe einf�uhren,indemman ihr Transformationsverhalten bei einer Koordinatentransformation (B.1)festlegt. F�ur Skalare V (i)(q) giltV (i)(q) = V (f) (Q(q)) ; V (f)(Q) = V (i) (q(Q)) ; (B.9)w�ahrend sich kontravariante Vektoren A(i) i(q) und kovariante Vektoren A(i)i (q) ana-log zu (B.2) und (B.7) kontragredient transformieren:A(i) i(q) = e i� (Q(q)) A(f)� (Q(q)) ; A(f)�(Q) = e �i (Q)A(i) i (q(Q)) ; (B.10)A(i)i (q) = e �i (Q(q)) A(f)� (Q(q)) ; A(f)� (Q) = e i�(Q)A(i)i (q(Q)) : (B.11)Entsprechend werden Tensoren h�oherer Stufe eingef�uhrt, die mehrere ko- oder kon-travariante Indizes besitzen.B.1.2 Af�ner ZusammenhangDie kovariante Ableitung eines Tensors wird so definiert, da� ein Tensor mit einerum eins h�oheren Stufe entsteht. Bei einem Skalar V (i)(q) reicht es aus, dessenkovariante Ableitung D(i)i mit der partiellen Ableitung @i zu identifizierenD(i)i V (i)(q) = @i V (i)(q) ; (B.12)



156 Anhang B. Differentialgeometrieda dies wegen (B.7) zu einem kovarianten Vektor f�uhrt. Schon bei der kovarian-ten Ableitung D(i)j eines kontravianten Vektors A(i) i(q) ist man aber gezwungen,ein Strukturelement der Mannigfaltigkeit, den af�nen Zusammenhang �(i) ijk (q), ein-zuf�uhren: D(i)j A(i) i(q) = @j A(i) i(q) + �(i) ijk (q)A(i)k(q) : (B.13)Die Forderung, da� sich (B.13) wie ein Tensor zweiter Stufe transformiertD(f)� A(f)�(Q) = e �i (Q) e j�(Q)D(i)j A(i) i (q(Q)) (B.14)und dabei seine Bedeutung als kovariante Ableitung eines kontravarianten Vektorsbeibeh�alt D(f)� A(f)�(Q) = @�A(f)�(Q) + �(f)��� (Q)A(f)�(Q) ; (B.15)l�a�t sich dann unter Beachtung von (B.7) und (B.10) durch die folgende Transfor-mationsvorschrift f�ur den af�nen Zusammenhang erf�ullen:�(f)��� (Q) = e �i (Q) e j�(Q) e k�(Q) �(i) ijk (q(Q)) + e �i (Q) @� e i�(Q) : (B.16)Demnach stellt der af�ne Zusammenhang �(i) ijk (q) keinen Tensor dritter Stufe dar.Der antisymmetrische Anteil bez�uglich der beiden unteren IndizesS(i) ijk (q) = 12 n�(i) ijk (q) � �(i) ikj (q)o (B.17)charakterisiert eine differentialgeometrische Eigenschaft der Mannigfaltigkeit. Erbeschreibt, inwieweit infinitesimale Parallelogramme auf der Mannigfaltigkeit ge-schlossen sind. Man bezeichnet S(i) ijk (q) als Cartanschen Torsionstensor, obwohlsein Transformationsverhalten nach (B.16) und (B.17) von dem eines Tensors drit-ter Stufe abweicht: S(f)��� (Q) = e �i (Q) e j�(Q) e k�(Q)S(i) ijk (q(Q))+ 12 e �i (Q)n@� e i�(Q) � @� e i�(Q)o : (B.18)Nur bei integrablen Koordinatentransformationen transformiert sich S(i) ijk (q) auf-grund der Integrabilit�atseigenschaft (B.8) wie ein Tensor dritter Stufe. Entspre-chendes gilt f�ur die Kontraktion des Cartanschen Torsionstensors, den sogenanntenCartanschen Torsionsvektor S(i)j (q) = S(i) iji (q) : (B.19)



B.1. Riemann-Cartan-Mannigfaltigkeit 157Der Vollst�andigkeit halber sei noch erw�ahnt, da� auch die kovariante AbleitungD(i)ieines kovarianten VektorsA(i)j (q) gebildet werden kann, indem man die ProduktregelD(i)i nA(i)j (q)B(i)j(q)o = A(i)j (q)D(i)i B(i)j(q) + B(i)j(q)D(i)i A(i)j (q) (B.20)fordert. Aus (B.12), (B.13) und (B.20) erh�alt man hierf�urD(i)i A(i)j (q) = @iA(i)j (q) � �(i) kij (q)A(i)k (q) : (B.21)Die kovariante Ableitung eines Tensors h�oherer Stufe ist dadurch definiert, da� jederkontraviante und jeder kovariante Index zu einem Summanden mit einem af�nenZusammenhang wie in (B.13) und (B.21) f�uhrt.B.1.3 MetrikEine Mannigfaltigkeit l�a�t sich unabh�angig vom af�nen Zusammenhang �(i) ijk (q) miteinem weiteren Strukturelement versehen. F�uhrt man die kovariante Metrikg(i)ij (q) = g(i)ji (q) (B.22)und die dazu inverse kontravariante Metrikg(i) ij(q) = g(i) ji(q) (B.23)mit der Bedingung g(i)ij (q) g(i) jk(q) = � ki (B.24)ein, so kann man die ko- und kontravarianten Gr�o�en auf der Mannigfaltigkeitineinander umrechnen. Beispielsweise gilt f�ur die ko- und kontravarianten VektorenA(i)i (q) = g(i)ij (q)A(i)j(q) ; A(i) i(q) = g(i) ij(q)A(i)j (q) : (B.25)Bei der kontragredienten Transformation (B.10) und (B.11) bleibt diese BeziehungbestehenA(f)� (Q) = g(f)��(Q)A(f)�(Q) ; A(f)�(Q) = g(f)��(Q)A(f)� (Q) ; (B.26)wenn sich die beiden Metriken wie Tensoren zweiter Stufe transformieren:g(f)��(Q) = e i�(Q) e j�(Q) g(i)ij (q(Q)) ; (B.27)g(f)��(Q) = e �i (Q) e �j (Q) g(i) ij (q(Q)) : (B.28)Jeder einzelne Index eines Tensors h�oherer Stufe l�a�t sich analog zu (B.25) durchAnwendung der ko- oder kontravarianten Metrik herunter- oder heraufziehen.



158 Anhang B. DifferentialgeometrieB.1.4 Riemann-Cartan-MannigfaltigkeitEine Riemann-Cartan-Mannigfaltigkeit liegt vor, wenn zwischen den beiden Struk-turelementen einer Mannigfaltigkeit, dem af�nen Zusammenhang und den Metri-ken, eine bestimmte Kompatibilit�atsbedingung besteht. Es wird gefordert, da�die Bildung einer kovarianten Ableitung mit dem af�nen Zusammenhang und dasHerunter- oder Heraufziehen eines Index mit der ko- oder kontravarianten Metrikvertauschbar ist. Im Falle von Vektoren lautet diese Forderungg(i) ij(q)D(i)k A(i)j (q) = D(i)k ng(i) ij(q)A(i)j (q)o ; (B.29)g(i)ij (q)D(i)k A(i) j(q) = D(i)k ng(i)ij (q)A(i)j(q)o ; (B.30)so da� nach (B.13) und (B.21) die kovariante Ableitung D(i)i der ko- und der kon-travarianten Metrik verschwinden mu�:D(i)i g(i) jk(q) = @i g(i) jk(q) + �(i) jil (q) g(i) lk(q) + �(i) kil (q) g(i) jl(q) = 0 ; (B.31)D(i)i g(i)jk (q) = @i g(i)jk (q) � �(i) lij (q) g(i)lk (q) � �(i) lik (q) g(i)jl (q) = 0 : (B.32)Nach (B.7), (B.13), (B.21), (B.27) und (B.28) transformiert sich die kovarianteAbleitung der ko- und der kontravarianten Metrik wie ein Tensor dritter Stufe:D(f)� g(f)��(Q) = e i�(Q) e �j (Q) e �k (Q)D(i)i g(i) jk (q(Q)) ; (B.33)D(f)� g(f)�� (Q) = e i�(Q) e j�(Q) e k�(Q)D(i)i g(i)jk (q(Q)) : (B.34)Aus (B.31){(B.34) geht dann hervor, da� eine Riemann-Cartan-Mannigfaltigkeitsowohl durch eine integrable als auch durch eine nichtintegrable Koordinatentrans-formation (B.1) wieder in eine Riemann-Cartan-Mannigfaltigkeit �uberf�uhrt wird.Au�erdem zeigt die Bedingung (B.32) mit Hilfe einer zyklischen Vertauschung derdrei Indizes i, j, k, da� sich der af�ne Zusammenhang �(i) ijk (q) einer Riemann-Cartan-Mannigfaltigkeit wie folgt zerlegen l�a�t:�(i) ijk (q) = (i) ijk (q) + K(i) ijk (q) : (B.35)Hierbei ist das Christoffel-Symbol zweiter Art(i) ijk (q) = g(i) il(q) (i)jkl(q) (B.36)�uber das Christoffel-Symbol erster Art(i)jkl(q) = 12 n@j g(i)kl (q) + @k g(i)lj (q) � @l g(i)jk (q)o (B.37)



B.1. Riemann-Cartan-Mannigfaltigkeit 159durch die Metriken festgelegt und besitzt wegen (B.22) die Symmetrie(i) ijk (q) = (i) ikj (q) : (B.38)Demgegen�uber setzt sich der KontortionstensorK(i) ijk (q) = g(i) il(q)K(i)jkl(q) (B.39)aus dem Cartanschen Torsionstensor zusammenK(i)jkl(q) = S(i)jkl(q) � S(i)klj(q) + S(i)ljk(q) (B.40)und weist wegen (B.17) die SymmetrieK(i)jkl(q) = �K(i)jlk(q) (B.41)auf. Aus (B.35) und (B.41) liest man ab, da� zwischen den Kontraktionen des af-�nen Zusammenhanges �(i) ijk (q) und des Christoffel-Symbols zweiter Art (i) ijk (q) diefolgende allgemeine Beziehung besteht:�(i) iji (q) = (i) iji (q) : (B.42)B.1.5 Riemann-MannigfaltigkeitEine Riemann-Mannigfaltigkeit stellt eine Riemann-Cartan-Mannigfaltigkeit dar,bei der der af�ne Zusammenhang �(i) ijk (q) bez�uglich der beiden unteren Indizes sym-metrisch ist: �(i) ijk (q) = �(i) ikj (q) : (B.43)Nach (B.17), (B.39), (B.40) und (B.43) verschwinden dann der Cartansche Torsi-onstensor und der KontortionstensorS(i) ijk (q) = K(i) ijk (q) = 0 ; (B.44)so da� der af�ne Zusammenhang wegen (B.35) mit dem Christoffel-Symbol zweiterArt zusammenf�allt: �(i) ijk (q) = (i) ijk (q) : (B.45)Aus (B.8), (B.16) und (B.43) folgt, da� eine Riemann-Mannigfaltigkeit durch eineintegrable Koordinatentransformation (B.1) wieder in eine Riemann-Mannigfaltig-keit �ubergeht. Demgegen�uber bewirkt aber eine nichtintegrable Koordinatentrans-formation (B.1), da� eine Riemann-Mannigfaltigkeit in eine Riemann-Cartan-Man-nigfaltigkeit �uberf�uhrt wird.



160 Anhang B. DifferentialgeometrieB.1.6 Cartanscher Kr�ummungstensorDer Kommutator zweier kovarianter Ableitungen eines ko- oder kontravariantenVektors ergibt sich unmittelbar aus den beiden Definitionen (B.13) und (B.21):nD(i)i D(i)j �D(i)j D(i)i oA(i)k (q) = �R(i) lijk (q)A(i)l (q)� 2S(i) lij (q)D(i)l A(i)k (q) ; (B.46)nD(i)i D(i)j �D(i)j D(i)i oA(i)k(q) = +R(i) kijl (q)A(i) l(q)� 2S(i) lij (q)D(i)l A(i)k(q) : (B.47)Dabei tritt neben dem Cartanschen Torsionstensor S(i)kij (q) aus (B.17) die neueGr�o�eR(i) lijk (q) = @i �(i) ljk (q) � @j �(i) lik (q) + �(i)mjk (q) �(i) lim (q) � �(i)mik (q) �(i) ljm (q) (B.48)auf. Sie charakterisiert die differentialgeometrische Eigenschaft der Mannigfaltig-keit, da� ihre infinitesimalen Parallelogramme gekr�ummt sein k�onnen. Man be-zeichnet R(i) lijk (q) als Cartanschen Kr�ummungstensor, obwohl sein Transformations-verhalten nach (B.16) und (B.48) von dem eines Tensors vierter Stufe abweicht:R(f) ���� (Q) = e i�(Q) e j�(Q) e k�(Q) e �l (Q)R(i) lijk (q(Q)) + e �i (Q)n@�@�e i�(Q)� @�@�e i�(Q)o + n@� e j�(Q) � @� e j�(Q)o e k�(Q) e �i (Q) �(i) ijk (q(Q)) : (B.49)Nur bei integrablen Koordinatentransformationen transformiert sich R(i) lijk (q) auf-grund der Integrabilit�atseigenschaft (B.8) wie ein Tensor vierter Stufe. Entsprechen-des gilt f�ur die Kontraktion des Cartanschen Kr�ummungstensors, den sogenanntenRicci-Tensor R(i)jk(q) = R(i) iijk (q) (B.50)und den durch eine weitere Kontraktion abgeleiteten Cartanschen Kr�ummungsskalarR(i)(q) = g(i) jk(q)R(i)jk(q) : (B.51)Im Falle einer Riemann-Cartan-Mannigfaltigkeit f�uhrt die Zerlegung (B.35) des af-�nen Zusammenhanges �(i) ijk (q) in das Christoffel-Symbol zweiter Art (i) ijk (q) undden Kontortionstensor K(i) ijk (q) zu einer Zerlegung des Cartanschen Kr�ummungs-tensors (B.48): R(i)ijkl(q) = r(i)ijkl(q) + @iK(i)jkl(q) � @jK(i)ikl(q)+ g(i)mn(q)nK(i)ikm(q)K(i)jln(q)� K(i)ilm(q)K(i)jkn(q) + K(i)ikm(q) (i)jln(q)�K(i)ilm(q) (i)jkn(q) + (i)ikm(q)K(i)jln(q) � (i)ilm(q)K(i)jkn(q)o : (B.52)



B.1. Riemann-Cartan-Mannigfaltigkeit 161Hierbei stellt r(i)ijkl(q) den Riemannschen Kr�ummungstensor dar, der analog zu (B.48)aus dem Christoffel-Symbol zweiter Art (i) ijk (q) gebildet wird:r(i) lijk (q) = @i (i) ljk (q) � @j (i) lik (q) + (i)mjk (q) (i) lim (q) � (i)mik (q) (i) ljm (q) : (B.53)Wie in (B.50) und (B.51) f�uhrt dann die erste Kontraktion auf den Ricci-Tensorr(i)jk (q) = r(i) iijk (q) (B.54)und die zweite Kontraktion auf den Riemannschen Kr�ummungsskalarr(i)(q) = g(i) jk(q) r(i)jk (q) : (B.55)Verwendet man die Definition des Christoffel-Symbols zweiter Art aus (B.36) und(B.37), dann erh�alt man f�ur den Riemannschen Kr�ummungstensor (B.53) den Aus-druck r(i)ijkl(q) = 12 n@i @k g(i)jl (q) + @j @l g(i)ik (q) � @i @l g(i)jk (q) � @j @k g(i)il (q)o+ g(i)mn(q)n(i)ikm(q) (i)jln(q) � (i)ilm(q) (i)jkn(q)o : (B.56)Hieraus lassen sich unter Ber�ucksichtigung der Symmetrien (B.22), (B.23) und(B.38) unmittelbar die folgenden algebraischen Identit�aten des Riemannschen Kr�um-mungstensors ablesen:r(i)ijkl(q) = � r(i)jikl(q) = � r(i)ijlk(q) = + r(i)klij(q) ; (B.57)r(i)ijkl(q) + r(i)iklj(q) + r(i)iljk(q) = 0 : (B.58)Nach (B.23), (B.54) und (B.57) ist dann der Ricci-Tensor zum Riemannschen Kr�um-mungstensor symmetrisch: r(i)jk (q) = r(i)kj (q) : (B.59)Demgegen�uber besitzt der Cartansche Kr�ummungstensor nach (B.38), (B.41), (B.52)und (B.57) lediglich die beiden algebraischen Identit�atenR(i)ijkl(q) = �R(i)jikl(q) = �R(i)ijlk(q) ; (B.60)so da� dessen Ricci-Tensor R(i)jk(q) im allgemeinen nicht symmetrisch ist. Ab-schlie�end ist festzuhalten, da� bei einer Riemann-Mannigfaltigkeit beide Kr�um-mungstensoren wegen (B.44) und (B.52) zusammenfallen:R(i)ijkl(q) = r(i)ijkl(q) : (B.61)



162 Anhang B. DifferentialgeometrieB.2 Nichtintegrable Raum-Zeit-TransformationIn diesem Abschnitt werden eingehend die differentialgeometrischen Konsequen-zen nichtintegrabler Raum-Zeit-Transformationen untersucht. Geht man von dereinfachst m�oglichen Annahme aus, da� die Raum-Zeit vor der Transformation eineRiemann-Mannigfaltigkeit darstellt, so erh�alt die Raum-Zeit durch (1.19) und (1.20)die Struktur einer Riemann-Cartan-Mannigfaltigkeit. Dabei kann im einzelnen be-rechnet werden, welche Kr�ummung und welche Torsion durch die nichtintegrableRaum-Zeit-Transformation (1.19) und (1.20) erzeugt wird.B.2.1 EinbettungEine D-dimensionale r�aumliche Riemann-Mannigfaltigkeit l�a�t sich in eine D + 1-dimensionale Mannigfaltigkeit der Raum-Zeit einbetten (vgl. Anhang A). Hierzuwerden die D Raumkoordinaten q i mit i = 1; : : : ;D nach Dirac um die Zeitkoordi-nate t zu D + 1 Raum-Zeit-Koordinaten q a mit a = 0; 1; : : : ;D erg�anzt:q a = 8<: t ; a = 0 ;q i ; a = i = 1; : : : ;D : (B.62)Da die nichtrelativistischen Bewegungsgleichungen sowohl in der klassischen Me-chanik (vgl. Kapitel 2) als auch in der Quantenmechanik (vgl. Kapitel 3) nurvon den Metriken g(i)ij (q) und g(i) ij(q) der D-dimensionalen r�aumlichen Riemann-Mannigfaltigkeit abh�angen, liegt die differentialgeometrische Struktur der D + 1-dimensionalen Mannigfaltigkeit der Raum-Zeit a priori nicht fest. Im Rahmen einernichtrelativistischen Untersuchung soll deshalb von der einfachst m�oglichen An-nahme ausgegangen werden, da� die durch Einbettung entstehende Mannigfaltigkeitder Raum-Zeit eine Riemannsche Struktur besitzt und da� deren Metriken g (i)ab (q),g (i)ab(q) gegeben sind durch0@ g (i)00 (q) g (i)0j (q)g (i)i0 (q) g (i)ij (q) 1A = 0@ 1 00 g(i)ij (q) 1A ; (B.63)0@ g (i) 00(q) g (i) 0j(q)g (i) i0(q) g (i) ij(q) 1A = 0@ 1 00 g(i) ij(q) 1A : (B.64)



B.2. Nichtintegrable Raum-Zeit-Transformation 163Gem�a� (B.36), (B.37) und (B.45) ist dann der af�ne Zusammenhang � (i) cab (q) durchdie Metriken (B.63) und (B.64) festgelegt:0@ � (i) 000 (q) � (i) 00j (q)� (i)k00 (q) � (i)k0j (q) 1A = 0@ 0 00 0 1A ; (B.65)0@ � (i) 0i0 (q) � (i) 0ij (q)� (i)ki0 (q) � (i)kij (q) 1A = 0@ 0 00 �(i) kij (q) 1A : (B.66)Hieraus resultieren die differentialgeometrischen Eigenschaften der Raum-Zeit, da�der Cartansche Tosionstensor S (i) cab (q) nach (B.44) verschwindet und da� der Cartan-sche Kr�ummungstensor R (i)dabc (q) nach (B.61) mit dem Riemannschen Kr�ummungs-tensor r (i) dabc (q) �ubereinstimmt. Aus (B.48), (B.50), (B.57), (B.65) und (B.66) be-stimmt sich der Ricci-Tensor R (i)ab (q) unmittelbar zu0@ R (i)00(q) R (i)0j (q)R (i)i0 (q) R (i)ij (q) 1A = 0@ 0 00 R(i)ij (q) 1A ; (B.67)so da� der Cartansche Kr�ummungsskalar R (i)(q) der Raum-Zeit nach (B.51) mitdem r�aumlichen Cartanschen Kr�ummungsskalar R(i)(q) identisch ist:R (i)(q) = R(i)(q) : (B.68)B.2.2 D + 1-Bein und reziprokes D + 1-BeinF�uhrt man eine Raum-Zeit-Transformation durch, so lassen sich auch die neue Zeit-koordinate s und die D neuen Raumkoordinaten Q� mit � = 1; : : : ;D nach Diraczu D + 1 Raum-Zeit-KoordiantenQ� = 8<: s ; � = 0 ;Q� ; � = � = 1; : : : ;D (B.69)zusammenfassen. Dabei wird eine solche Raum-Zeit-Transformation analog zu (B.2)durch das D+1-Bein ea�(Q ) und das reziproke D+1-Bein e �a (Q ) charakterisiert:d q a = ea�(Q ) dQ� ; dQ � = e �a (Q ) d q a : (B.70)Im Falle der integrablen Raumtransformation (1.19) und der nichtintegrablen Zeit-transformation (1.20) erh�alt man unter Beachtung der Definitionen (B.62) und(B.69) f�ur das D + 1-Bein0@ e 00(Q ) e0�(Q )e i0(Q ) e i�(Q ) 1A = 0@ f(Q) 00 e i�(Q) 1A (B.71)



164 Anhang B. Differentialgeometrieund f�ur das reziproke D + 1-Bein0@ e 00 (Q ) e 0i (Q )e �0 (Q ) e �i (Q ) 1A = 0BB@ 1f(Q) 00 e �i (Q) 1CCA : (B.72)Insgesamt gesehen handelt es sich um eine nichtintegrable Raum-Zeit-Transforma-tion, da das D + 1-Bein e a�(Q ) f�ur a = 0 nicht der Schwarzschen Integrabilit�ats-bedingung [8, S. 568], [66, S. 385] gen�ugt:@� e00(Q ) � @0 e 0�(Q ) = @� f(Q) : (B.73)Nach Abschnittt B.1.5 hat eine solche nichtintegrable Raum-Zeit-Transformationzur Folge, da� die in Abschnitt B.2.1 eingef�uhrte Riemann-Mannigfaltigkeit derRaum-Zeit in eine Riemann-Cartan-Mannigfaltigkeit �ubergeht. Dies wird im fol-genden n�aher untersucht.B.2.3 Transformation der MetrikenDie beiden Metriken g (i)ab (q) und g (i)ab(q) transformieren sich nach (B.27) und (B.28)wie Tensoren zweiter Stufe. Aus (B.63), (B.64), (B.71) und (B.72) ergeben sichdemnach die transformierten Metriken g (f)�� (Q ) und g (f)��(Q ) zu0@ g (f)00 (Q ) g (f)0� (Q )g (f)�0 (Q ) g (f)�� (Q ) 1A = 0@ f(Q)2 00 g(1)�� (q) 1A ; (B.74)0@ g (f) 00(Q ) g (f) 0�(Q )g (f)�0(Q ) g (f)��(Q ) 1A = 0BB@ 1f(Q)2 00 g(1)��(Q) 1CCA ; (B.75)wobei g(1)�� (Q) = e i�(Q) e j�(Q) g(i)ij (q(Q)) ; (B.76)g(1)��(Q) = e �i (Q) e �j (Q) g(i) ij (q(Q)) (B.77)die beiden transformierten r�aumlichen Metriken darstellen. Hieraus bestimmt sichdas Christoffel-Symbol zweiter Art  (f)�� (Q ) gem�a� (B.36) und (B.37):0@  (f) 000 (Q )  (f)00� (Q ) (f)�00 (Q )  (f)�0� (Q ) 1A = 0B@ 0 @�f(Q)f(Q)�g(1)��(Q)f(Q)@�f(Q) 0 1CA ; (B.78)0@  (f)0�0 (Q )  (f)0�� (Q ) (f)��0 (Q )  (f)��� (Q ) 1A = 0B@ @�f(Q)f(Q) 00 �(1)��� (Q) 1CA : (B.79)



B.2. Nichtintegrable Raum-Zeit-Transformation 165Der Riemannsche Kr�ummungstensor r (f) ��� (Q ) l�a�t sich dann nach (B.53) unterAusnutzung der algebraischen Identit�aten (B.57) berechnen. Dabei lauten die nicht-verschwindenden Tensorelementer (f) �0�0 (Q ) = �r (f) ��00 (Q ) = g(1)��(Q)f(Q)@�@�f(Q)� �(1)��� (Q)f(Q)@�f(Q) ; (B.80)r (f) 00�� (Q ) = � r (f) 0�0� (Q ) = �(1) ��� (Q) @�f(Q)f(Q) � @�@�f(Q)f(Q) ; (B.81)r (f) ���� (Q ) = R(1) ���� (Q) : (B.82)Eine erste Kontraktion des Riemannschen Kr�ummungstensors r (f) ��� (Q ) analog zu(B.54) f�uhrt auf den Ricci-Tensorr (f)00 (Q ) = �(1)��� (Q) f(Q) @�f(Q) � g(1)��(Q) f(Q) @�@�f(Q) ; (B.83)r (f)0� (Q ) = r (f)�0 (Q ) = 0 ; (B.84)r (f)�� (Q ) = R(1)�� (Q) + �(1)��� (Q) @�f(Q)f(Q) � @�@�f(Q)f(Q) (B.85)und eine zweite Kontraktion entsprechend zu (B.55) auf den Riemannschen Kr�um-mungsskalarr (f)(Q ) = R(1)(Q) + 2�(1)��� (Q) @�f(Q)f(Q) � 2 g(1)��(Q) @�@�f(Q)f(Q) : (B.86)B.2.4 Transformation des af�nen ZusammenhangesTransformiert man den af�nen Zusammenhang (B.65), (B.66) mit dem D + 1-Bein(B.71) und dem reziproken D + 1-Bein (B.72) gem�a� (B.16), so erh�alt man0@ � (f)000 (Q ) � (f) 00� (Q )� (f)�00 (Q ) � (f)�0� (Q ) 1A = 0@ 0 00 0 1A ; (B.87)0@ � (f) 0�0 (Q ) � (f)0�� (Q )� (f)��0 (Q ) � (f)��� (Q ) 1A = 0BB@ @�f(Q)f(Q) 00 �(1) ��� (Q) 1CCA : (B.88)Dabei kann explizit nachgepr�uft werden, da� die Metriken (B.74), (B.75) und deraf�ne Zusammenhang (B.87), (B.88) tats�achlich die Kompatibilit�atsbedingungen(B.31), (B.32) einer Riemann-Cartan-Mannigfaltigkeit erf�ullen. Au�erdem bestehtzwischen dem Christoffel-Symbol zweiter Art (B.78), (B.79) und dem af�nen Zu-sammenhang (B.87), (B.88) eine zu (B.42) analoge Beziehung. Nach (B.17), (B.19),



166 Anhang B. Differentialgeometrie(B.87) und (B.88) ist der Cartansche Torsionsvektor S (f)� (Q ) gegeben durchS (f)0 (Q ) = 0 ; S (f)� (Q ) = @�f(Q)f(Q) ; (B.89)so da� man f�ur den Cartanschen TorsionsskalarS (f)(Q ) = g (f)��(Q )S (f)� (Q )S (f)� (Q ) (B.90)das folgende Ergebnis erh�alt:S (f)(Q ) = g(1)��(Q) @�@�f(Q)4f(Q)2 : (B.91)Andererseits ergibt sich aus (B.48), (B.50), (B.60), (B.87) und (B.88) der Ricci-Tensor des Cartanschen Kr�ummungstensors zu0@ R (f)00 (Q ) R (f)0�(Q )R (f)�0(Q ) R (f)��(Q ) 1A = 0@ 0 00 R(1)��(Q) 1A (B.92)und die Kontraktion (B.51) f�uhrt schlie�lich auf den Cartanschen Kr�ummungsskalarR (f)(Q ) = R(1)(Q) : (B.93)B.3 Differentialgeometrische InterpretationDie im vorangegangenen Abschnitt untersuchten differentialgeometrischen Konse-quenzen nichtintegrabler Raum-Zeit-Transformationen lassen sich in Anlehnung andie Arbeiten [100, 101] zur Interpretation eines fr�uheren Ergebnisses heranziehen. InKapitel 3 f�uhrt die Invarianz der Quantenmechanik unter (1.19) und (1.20) zu einerTransformationsvorschrift (3.171) zwischen dem skalaren Potential des Ausgangs-systems V (i)(q) und dem des Endsystems V (f)(Q), die aus einer nullten und einerzweiten Ordnung im PlanckschenWirkungsquantum h = 2��h besteht. W�ahrend dienullte Ordnung mit dem entsprechenden klassischen Resultat (2.81) von Kapitel 2�ubereinstimmt, blieb eine Interpretation der zweiten Ordnung bisher offen. Spaltetman nun die Metrik g(f)��(Q) und die Kontraktion des af�nen Zusammenhanges�(f)��� (Q) gem�a� (3.48) und (3.50) in die Auswirkungen der integrablen Raumtrans-formation (1.19) und der nichtintegrablen Zeittransformation (1.20) auf, so geht(3.171) �uber inV (f)(Q) = f(Q) (V (i) (q(Q)) � E(i) + �h2m "4�D232 g(1)��(Q) @�f(Q)@�f(Q)f(Q)2



B.3. Differentialgeometrische Interpretation 167+ D � 28  g(1)��(Q) @�@�f(Q)f(Q) � �(1)��� (Q) @�f(Q)f(Q) !#) : (B.94)Vergleicht man die quantenmechanischen Korrekturterme in (B.94) mit dem Rie-mannschen Kr�ummungsskalar (B.86), dem Cartanschen Torsionsskalar (B.91) unddem Cartanschen Kr�ummungsskalar (B.93), so liegt die folgende differentialgeome-trische Interpretation nahe:V (f)(Q) = f(Q)(V (i) (q(Q)) � E(i)+ �h2m "4�D28 S (f)(Q ) + D � 216 �R (f)(Q ) � r (f)(Q )�#) : (B.95)Ein klassisches Teilchen, das nur einen eindeutigenWeg in der Raum-Zeit durchl�auft,wird demnach nicht durch die differentialgeometrischen Eigenschaften der Raum-Zeit beeinflu�t. Demgegen�uber durchl�auft ein quantenmechanisches Teilchen nachFeynman [32, 33, 34, 35] alle m�oglichen Wege in der Raum-Zeit, so da� dessen Po-tential gem�a� (B.95) von der Kr�ummung und der Torsion der Raum-Zeit beeinflu�twird.
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