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Kapitel 1Einleitung
Das Ziel dieser Arbeit ist, die Wehselwirkungen zwishen Materie und neuartigen Feldern,die durh die Stringtheorie vorhergesagt werden und als Torsion der Raum-Zeit aufgefasstwerden k�onnen, zu untersuhen, damit die Existenz der neuen Felder experimentell veri�ziertwerden kann.Durh die Allgemeine Relativit�atstheorie [2{6℄ wird die Gravitationskraft als di�erentialgeo-metrishe Eigenshaft der Raum-Zeit, n�amlih als Kr�ummung beshrieben. Die Raum-Zeit istdabei eine vierdimensionale Pseudo-Riemann-Manigfaltigkeit. Durh Feldgleihungen wirdbeshrieben, wie sih die Materie in der Raum-Zeit und die Geometrie der Raum-Zeit weh-selseitig beeinussen.Durh die Einf�uhrung von Antisymmetrien im Paralelltransport von Vektoren in der Ma-nigfaltigkeit erzeugt man die di�erentialgeometrishe Eigenshaft Torsion und verallgemei-nert die bekannte Riemann-Di�erentialgeometrie zur Riemann-Cartan-Di�erentialgeometrie[1,11,15,18,20,21℄. Im zweiten Kapitel wird erl�autert, wie die formale Struktur einer Ma-nigfaltigkeit, die sowohl mit Kr�ummung, als auh mit Torsion ausgestattet ist, aufgebautwird und wie physikalishe Objekte auf der Manigfaltigkeit nun zu handhaben sind. Es wirdgezeigt, welhe Bedingungen an physikalishe Felder gestellt werden m�ussen, damit sie di�e-rentialgeometrish als Torsion der Raum-Zeit beshrieben werden k�onnen. Dabei wird auhdas neuartige anholonome Abbildungsprinzip von H. Kleinert und A. Pelster [7,29,30,27℄ vor-gestellt, das das Prinzip der allgemeinen Kovarianz auf Gravitationstheorien mit Torsion er-weitert, wodurh man in die Lage versetzt ist, auh in einer Riemann-Cartan-ManigfaltigkeitBewegungsgleihungen in gewohnter Weise aus Wirkungen herzuleiten.Im n�ahsten Kapitel mahen wir kurz deutlih, da� der Versuh, die elektromagnetisheWehselwirkung als Torsion der Raum-Zeit aufzufassen [32℄, niht erfolgreih sein kann, dadies unweigerlih zu Widerspr�uhen f�uhrt. Die di�erentialgeometrishe Interpretation desElektromagnetismus ist somit gesheitert, beziehungsweise niht mit dem Torsionsbegri�m�oglih.Aus dem niederenergetishen Limes der Stringtheorie [8,9℄ folgt eine Gravitationstheorie, beider neben der Metrik noh zus�atzlihe Felder auftreten, die als Kalb-Ramond- und Dilaton-5



6 KAPITEL 1. EINLEITUNGFeld bezeihnet werden. Wir zeigen im vierten Kapitel, da� die gesamte Wirkung dieser Gra-vitationstheorie durh den Kr�ummungsskalar der Riemann-Cartan-Di�erentialgeometrie ge-geben ist. Dabei werden das total antisymmetrishe Kalb-Ramond- und das skalare Dilaton-Feld mit der Torsion der Raum-Zeit identi�ziert. Es zeigt sih dabei, da� die N�aherung einerungekr�ummten Riemann-Cartan-Raum-Zeit mit Dilaton-Torsion der Newtonshen Gravita-tionstheorie entspriht. Au�erdem wird deutlih, da� es f�ur das Kalb-Ramond-Feld aufgrundseiner totalen Antisymmetrie im Rahmen der relativistishen Mehanik egal ist, ob es alsTorsion oder einfah als Hintergrundfeld, analog zum elektromagnetishen Feld, angesehenwird, da es die Bewegungsgleihungen strukturloser Testteilhen niht beeinusst. Erst imRahmen der quantenmehanishen Beshreibung von Spin-1/2-Teilhen durh die Dira-Gleihung [13,14,22,28℄ tritt eine Kopplung zwishen Kalb-Ramond-Torsion und Spin desTeilhens auf.Im f�unften Kapitel der Arbeit wird untersuht, welhe Auswirkungen das Kalb-Ramond-Feld auf eine quantenmehanishe Materie-Probeverteilung hat. Dabei wird die Tatsaheausgenutzt, da� die Bewegungsgleihungen in der Allgemeinen Relativit�atstheorie direkt ausder lokalen Energie-Impulserhaltung folgen. Am Beispiel einer punktf�ormigen elektrishenLadung im elektromagnetishen Feld, deren Bewegungsgleihung bekannt ist, wird zuvordeutlih gemaht, wie man nur durh die Kenntnis der Raum-Zeit-Wirkung eines Systemszu Bewegungsgleihungen gelangt.Als Nebenprodukt ergibt sih eine Feldgleihung f�ur Spin-1/2-Teilhen im Kalb-Ramond-Feld. Allerdings ist diese so aufgebaut, da� die Spin-1/2-Teilhen niht die Quellen eines imRaum propagierenden Feldes sein k�onnen. Daher behandeln wir auh die Bewegung einesklassishen, nihtquantisierten Strings im Kalb-Ramond-Feld und gelangen damit zu einerFeldgleihung mit Quellterm.Durh das Noether-Theorem wird ein Zusammenhang zwishen Symmetrien und Erhaltungs-gr�o�en in einer ahen Raum-Zeit hergestellt. Insbesonders stellt die Eihinvarianz eines Fel-des eine Symmetrie dar, die mit der Ladungserhaltung verkn�upft ist. Dies mahen wir unsim sehsten Kapitel zunutze und berehnen die erhaltene Ladung des Kalb-Ramond-Feldes,das ein 2-Form-Eihfeld ist, in der N�aherung einer ungekr�ummten Raum-Zeit.Um das Kalb-Ramond-Feld experimentell zu best�atigen, liegt es auf der Hand, Messungen amSpin eines quantenmehanishen Systems vorzunehmen, da das Feld an diesen koppelt. Be-shleunigerexperimente [35,36℄ mit Myonen, die dazu dienen, die Kopplungsst�arke zwishenSpin und elektromagnetishem Feld pr�azise nahzuweisen, ergeben eine Abweihung vomtheoretish berehneten Wert des Standardmodells der Elementarteilhen und sind Anla�zu Spekulationen �uber neue Physik jenseits des Standardmodells. Wir versuhen im siebtenKapitel die Abweihung durh ein eventuell auf der Erde vorhandenes Kalb-Ramond-Feld zuerkl�aren und k�onnen anhand der experimentellen Daten der Beshleunigerexperimente eineAbsh�atzung der Gr�o�enordnung geben. Dazu entwikeln wir aus den Bewegungsgleihungendes f�unften Kapitels eine Gleihung f�ur die Spin-Pr�azessionsfrequenz eines Spin-1/2-Teilhensim Kalb-Ramond-Feld.Zum Abshluss dieser Arbeit entwikeln wir den Energie-Operator f�ur Spin-1/2-Teilhen im



7elektromagnetishen Feld und im Kalb-Ramond-Feld im nihtrelativistishen Limes mit derPauli-N�aherungsmethode. Mit diesem Hamilton-Operator und der Heisenbergshen Bewe-gungsgleihung werden unsere Berehnungen in Bezug auf die Spin-Pr�azession im nihtrela-tivistishen Limes best�atigt.In dieser Arbeit sind die Einheiten so de�niert, da� alle Naturkonstanten (Plankshes Wir-kungsquantum, Lihtgeshwindigkeit, relativistishe Gravitationskonstante � = G=4�) gleiheins gesetzt werden (~ =  = � = 1), damit die Rehnungen von diesen befreit werdenk�onnen. In diesem System nat�urliher Einheiten ist die Geshwindigkeit dimensionslos. Au-�erdem verwenden wir f�ur die Metrik der ahen Minkowski-Raum-Zeit die Konvention(���) = diag(�1; 1; 1; 1).



8 KAPITEL 1. EINLEITUNG



Kapitel 2Riemann-Cartan-Di�erentialgeometrie
2.1 Koordinatenbasis-FormalismusIm folgenden betrahten wir ein 4-dimensionales Kontinuum von Punkten mit den Koor-dinaten x�, das mit einer Metrik sowie einem aÆnen Zusammenhang ausgestattet ist. MitHilfe der aÆnen Verbindung lassen sih Tensoren kovariant ableiten, mit der Metrik werdendie Indizes der Tensoren herauf- bzw. heruntergezogen. F�ur die Komponenten eines Vektorsbedeutet dies r�V � = ��V � + ����V �; (2.1)V� = g��V �: (2.2)Dabei ist die Metrik g�� symmetrish, also g�� = g��.Aus der allgemeinen Relativit�atstheorie [2{6℄ sind die Riemann-Mannigfaltigkeiten bekannt,bei denen die aÆne Verbindung durh das sogenannte Cristo�el-Symbol���� = f���g (2.3)repr�asentiert wird. Im weiteren Text wird es mit 0���� bezeihnet und ist durh0��� = 12(��g� � �g�� + ��g�) (2.4)gegeben. Dann kommutieren die beiden Operationen, also:r�(g��V �) = g��(r�V �): (2.5)Es folgt hieraus r�(g��V �) = V �(r�g��)| {z }=0 +g��(r�V �); (2.6)9



10 KAPITEL 2. RIEMANN-CARTAN-DIFFERENTIALGEOMETRIEd.h. es gilt die Metrizit�atsbedingung r�g�� = 0; (2.7)die besagt, da� die L�ange von Vektoren unter der Paralellvershiebung erhalten ist.Der Riemannshe Kr�ummungstensor ergibt sih aus dem Kommutator zweier kovarianterAbleitungen [r�;r�℄V � = 0R����V � (2.8)und beshreibt die Eigenshaft der Riemann-Manigfaltigkeit, dass in�nitesimale Parallelo-gramme gekr�ummt sein k�onnen.

uwv PuvPwv PwPuv PuPwv
Abbildung 2.1: Kr�ummungDie Abbildung 2.1 zeigt das di�erentialgeometrishe Konzept der Kr�ummung. Die Vektoren uund w spannen ein in�nitesimales Paralellogramm auf. Die Vershiebung des Vektors v l�angsw und anshliessend l�angs u (PuPwv) ergibt einen anderen Vektor als die Parallelvershiebungzuerst l�angs u und dann l�angs w (PwPuv). Die Di�erenz zwishen den Vektoren PwPuv undPuPwv ist die Kr�ummung.Mit Hilfe von Gleihung (2.8) l�asst sih der Kr�ummungstensor durh die aÆne Verbindungausdr�uken, wobei diese einzig und allein durh 0��� gegeben ist:0R���� = �� 0���� � �� 0���� + 0���� 0���� � 0���� 0����: (2.9)Die Tatsahe, dass die aÆne Verbindung in den beiden unteren Indizes symmetrish seinsoll, also durh das Christo�el-Symbol dargestellt wird, bedeutet eine grosse Einshr�ankungan die Freiheitsgrade der Mannigfaltigkeit. Das gleihe gilt auh f�ur die Symmetrieforderungan die Metrik.Im weiteren soll nun eine Riemann-Cartan-Mannigfaltigkeit [1℄ angenommen werden. Dannenth�alt die aÆne Verbindung einen antisymmetrishen Teil, die Forderung einer symme-trishen Metrik und die Metrizit�atsbedingung haben aber weiterhin Bestand.



2.1. KOORDINATENBASIS-FORMALISMUS 11Der antisymmetrishe Teil der aÆnen VerbindungS��� = 12(���� � ����) (2.10)harakterisiert die neue Eigenshaft, da� in�nitesimale Parallelogramme niht geshlossensein m�ussen. Diese Tatsahe wird als Torsion [11,15,18{21℄ bezeihnet und S��� heisst Riemann-Cartan-Torsionstensor.
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Abbildung 2.2: TorsionDie Abbildung 2.2 zeigt die di�erentialgeometrishe Vorstellung der Torsion. Vershiebt manden in�nitesimalen Vektor u l�angs w und den Vektor w l�angs u, so fallen die Endpunkte derVektoren Puw und Pwu niht zusammen, so da� das von u und w aufgespannte Paralello-gramm niht geshlossen ist.Wir de�nieren nun die kovariante Ableitung, die mit der erweiterten aÆnen Verbindungmit antisymmetrishem Anteil gebildet wird als r(K)� . Damit gilt auh in einem Raum mitTorsion die Metrizit�atsbedingung r(K)� g�� = 0: (2.11)Wenn man sie in ihren Bestandteilen ausshreibtr(K)� g�� = ��g�� � ����g�� � ����g�� = 0; (2.12)zeigt sih durh eine zyklishe Vertaushung der Indizes �; �; �, dass die aÆne Verbindungin zwei Teile zerlegt werden kann:0 = ��g�� � ����g�� � ����g�� + ��g�� � ����g�� � ����g��� ��g�� + ����g�� + ����g��= ��g�� + ��g�� � ��g�� + ���� � ���� + ���� � ���� + (����� � ����): (2.13)Unter Beahtung von (2.4) und (2.10) folgt dann���� = 0���� +K��� ; (2.14)



12 KAPITEL 2. RIEMANN-CARTAN-DIFFERENTIALGEOMETRIEwobei 0���� das Christo�el-Symbol ist und K��� als Kontortionstensor bezeihnet wird. Ersetzt sih zusammen aus K��� = S��� + S��� � S���: (2.15)Es gilt K��� = �K���: (2.16)Vektoren k�onnen nun kovariant mitr(K)� V � = ��V � + �0���� +K����V � = r�V � +K���V � (2.17)abgeleitet werden1, so da� sih in der Riemann-Cartan-Mannigfaltigkeit, die sowohl durheine Kr�ummung als auh durh eine Torsion harakterisiert ist, ein verallgemeinerter Kr�umm-ungstensor de�nieren l�asst: Ausgehend von (2.8) erh�alt man unter Ber�uksihtigung von(2.14) die Relation [r(K)� ;r(K)� ℄V � = R����V � � 2S���r�V �; (2.18)mit dem Kr�ummungstensorR���� = ������ � ������ + �������� � ��������: (2.19)Dabei nimmt (2.19) in Torsions- und Kr�ummungsanteile zerlegt die FormR��Æ = 0R��Æ + ��K�Æ � ��K�Æ + g��(K��K�Æ� �K�Æ�K��+K��0��Æ� �K�Æ�0��� +0 ���K�Æ� �0 ��Æ�K��) (2.20)an [1℄.Der verallgemeinerte Kr�ummungstensor hat nur die algebraishen AntisymmetrienR��Æ = �R��Æ = �R��Æ ; (2.21)im Gegensatz zu 0R��Æ, der zus�atzlih die Antisymmetrie0R��Æ = �0RÆ�� (2.22)besitzt.Da nun Vektoren in der Riemann-Cartan-Mannigfaltigkeit kovariant mit (2.17) abgeleitetwerden k�onnen, erh�alt man als Bewegungsgleihung f�ur ein punktf�ormiges strukturloses Test-teilhen: D(K)D� u� = 0: (2.23)1Im weiteren Text werden kovariante Ableitungen mit Torsion immer in der Form r(���) angegeben,w�ahrend Ableitungen, die nur das Christo�el-Symbol enthalten (2.1), witerhin durh r gekennzeihnetwerden.



2.2. VIERBEIN-FORMALISMUS 13Rein geometrish ausgedr�ukt bedeutet dies f�ur den Paralleltransport des Geshwindigkeits-vektors die Gleihung du�d� + �0���� + 2S���� u�u� = 0: (2.24)Sie wird als Autoparallelen-Gleihung bezeihnet [7℄ und untersheidet sih von der bekann-ten Geod�aten-Gleihung 0 = DD� u� = du�d� +0 ����u�u�: (2.25)um einen zus�atzlihen Torsionsterm. Es sei erw�ahnt, dass die Geod�ate die k�urzeste Verbin-dung und die Autoparallele die geradeste Verbindung in der Mannigfaltigkeit darstellt.Der Torsionsterm 2S���u�u� in der Autoparallelen-Gleihung (2.24) stellt eine zus�atzliheKraft zur Gravitation dar, die die Gravitationskraft verallgemeinert. Dies wirft die Frageauf, ob es sih dabei um eine physikalishe Bewegungsgleihung handelt, da die Geod�aten-Gleihung niht nur dem Ausshreiben der kovarianten Eigenzeitableitung entspringt, son-dern auh durh Variationsrehnung aus einer Wirkung hergeleitet werden kann. Deshalbist es wihtig zu kl�aren, ob auh die Autoparallelen-Gleihung aus einem Variationsprinzipgewonnen werden kann.2.2 Vierbein-FormalismusUm diese Frage so einfah wie m�oglih zu beantworten, ist es n�otig, als ersten Shritt denVierbein-Formalismus [2℄ einzuf�uhren, der die weiteren Shritte erst verst�andlih ershei-nen l�a�t. Dieser Formalismus erm�ogliht entsprehend dem Einsteinshen �Aquivalenzprinzip,an jedem Punkt einer Manigfaltigkeit lokale Lorentz-Transformationen durhzuf�uhren, wasgleihbedeutend mit der Verbindung von spezieller und allgemeiner Relativit�atstheorie ist.Auf diese Weise lassen sih auh quantenmehanishe Objekte wie beispielsweise Spinorenoder Dira-Matrizen in die Rieman-Cartan-Manigfaltigkeit einbinden.Im zuvor vorgestellten Koordinatenbasis-Formalismus existieren lokal an jedem Punkt P derRaum-Zeit Basisvektoren des Tangentenraums an P , die durhe(�) = �� (2.26)gegeben sind, sowie Basisvektoren des Kotangentenraums, die durh�̂(�) = dx� (2.27)bezeihnet werden. Kontravariante Vektoren shreiben sih also als V = V ���, kovarianteVektoren, also Eins-Formen, als ! = !�dx�. Am Punkt P kann nun eine beliebige Basis e(a)gew�ahlt werden. Die Tensorindizes in dieser neuen Basis werden durh lateinishe Buhstabengekennzeihnet. Die Koordinaten-Basisvektoren h�angen mit der neuen Basis durhe(�) = ea� e(a) (2.28)



14 KAPITEL 2. RIEMANN-CARTAN-DIFFERENTIALGEOMETRIEzusammen. Die Basis e(a) sollen nun so gew�ahlt werden, da� sie am Punkt P ein pseu-doeuklidishes Orthonormalsystem bilden. Aus dieser Forderung folgt, da� die Vierbeine dieRelation ea� eb� �ab = g�� (2.29)erf�ullen. Das reziproke Vierbein ea� = �ab g�� eb� (2.30)befriedigt entsprehend die Bedingungea� eb� g�� = �ab: (2.31)Somit kann die neue Basis als e(a) = ea� e(�) (2.32)dargestellt werden. Die Komponenten des Vierbeins ea� bilden also eine invertierbare n�n-Matrix und erf�ullen damit die Orthogonalit�ats- und Vollst�andigkeitsrelationenea� ea� = Æ�� (2.33)ea�eb� = Æab: (2.34)Am Punkt P wurde somit eine lokale Minkowski-Basis de�niert. Die Komponenten vonVektoren lauten in der neuen Basis V a = ea�V �: (2.35)Es sind gemishte Tensoren h�oherer Stufe mit lateinishen und griehishen Indizes m�oglih.Lateinishe Indizes werden mit der Minkowski-Metrik �ab herauf- und heruntergezogen. Jetztexistieren lokale Lorentz-TransformationenV b0 = �b0aV a (2.36)am Punkt P . Bei der kovarianten Ableitung von Tensoren wird die aÆnen Verbindung f�urlateinishe Indizes durh die Spin-Verbindung !�ab ersetzt. Die kovariante Ableitung einesVektors ist also durhr(K)V = �r(K)� V a� dx� 
 e(a) = ���V a + !�abV b� dx� 
 e(a) (2.37)gegeben. Um den Zusammenhang zwishen aÆner Verbindung und Spin-Verbindung zu be-rehnen, dr�ukt man nun die Gleihung (2.37) mit Hilfe der Vierbeine in der Koordinaten-basis aus [2℄ r(K)V = ��� (ea�V �) + !�ab eb�V �� dx� 
 (ea� ��)= ea� �ea� ��V � + (�� ea�)V � + !�ab eb�V �� dx� 
 ��= ���V � + ea� (�� ea�)V � + ea� eb� !�abV �� dx� 
 �� (2.38)



2.2. VIERBEIN-FORMALISMUS 15und vergleiht mit der bekannten Darstellungr(K)V = ���V � + ����V �� dx� 
 ��: (2.39)Es ist also ���� = ea� (�� ea�) + ea� eb� !�ab (2.40)und umgekehrt !�ab = ea� eb� ���� � eb� (�� ea�) : (2.41)Da die kovariante Ableitung die Metrizit�atsbedingung in der lokalenMinkowski-Basis erf�ullenmu�, �ndet sih durh r(K)� �ab = ���ab � !�a �b � !�b �a (2.42)die Antisymmetrie der Spin-Verbindung!�ab = �!�ba (2.43)in den lateinishen Indizes. In (2.10) ist nun (2.40) einzusetzen, so da� sih in der lokalenMinkowski-Basis S��� = 12 ea� ��� ea� � �� ea� + !�ab eb� � !�ab eb�� (2.44)als Ausdruk des Torsionstensors ergibt. Setzt man in Gleihung (2.41) die Zerlegung deraÆnen Verbindung in Christo�el- und Torsionsteil (2.14) ein, kann man eine solhe Zerlegungebenfalls f�ur die Spinverbindung angeben:!�ab = ea� eb� � 0���� +K����� eb� (�� ea�)= 0!�ab +K�ba: (2.45)Die kovariante Ableitung des Vierbeins selbst ist gegeben durhr(K)� ea� = �� ea� � ���� ea� + !�ab eb� : (2.46)Dr�ukt man nun die Spin-Verbindung wieder mit (2.45) aus, zeigt sih, da� die kovarianteAbleitung des Vierbeins vershwindetr(K)� ea� = �� ea� � ���� ea� + ea� eb� ���� eb� � eb� (�� ea�) eb� = 0; (2.47)so da� auh das Vierbein eine Art metrishe Kompatibilit�at besitzt.



16 KAPITEL 2. RIEMANN-CARTAN-DIFFERENTIALGEOMETRIE2.3 Kovariante Ableitung von SpinorenWir betrahten noh einmal die kovariante Ableitung eines Vektors im lokalen Vierbeinsys-tem r(K)� V a = ��V a + !�abV b: (2.48)Dabei beshreibt die Spin-Verbindung, wie die Komponenten des Vektors in ein benah-bartes Vierbeinsystem transformieren. Allen Vierbeinsystemen liegen lokale Lorentz-Basenzugrunde, so da� sie im pseudoeuklidishen Sinne gegeneinander verdreht sind. In Gleihung(2.48) kann dies zum Ausdruk gebraht werden, indem man sie alsr(K)� V a = ��V a � i2 !�d(Ld)abV b (2.49)shreibt, wobei (Ld)ab die Generatoren der Lorentz-Gruppe(Ld)ab = i ��a�db � �da�b� (2.50)sind. Die Spin-Verbindung kann also als in�nitesimaler Drehwinkel in der (; d)-Ebene beiin�nitesimaler Vershiebung des Vektors in �-Rihtung aufgefa�t werden.Die Generatoren der Lorentzgruppe (2.50) erf�ullen die Antikommutatorrelation��Lab; Ld��i j = (Lab)ik(Ld)kj � (Ld)ik(Lab)kj = iCabdlm(Llm)ij (2.51)mit den Strukturkonstanten der Lorentz-AlgebraCabdlm = �ad�bl�m + �b�al�dm � �a�bl�dm � �bd�al�m: (2.52)Die kovariante Ableitung (2.49) l�asst sih nun auf beliebige Tensoren oder Felder 	, die ineiner lokalen Minkowski-Basis de�niert sind, verallgemeinern:r(K)� 	A = ��	A � i2 !�d(N d)AB	B: (2.53)Die Indizierung mit lateinishen Gro�buhstaben ist als Multi-Indizierung	A = 	�(1):::: �(k) (2.54)zu verstehen. Die (N d)AB sind die Darstellungung der Generatoren der Lorentz-Gruppe imRaum der Felder 	. In ihrer jeweiligen Darstellung haben sie die Lorentz-Algebra (2.51) zuerf�ullen, damit (2.53) rihtig ist.Die Dira-Gleihung im Minkowski-Raum ist gegeben durhia�a �m = 0: (2.55)Sie wurde gesha�en, um mit dem Dira-Spinor   = 0BBB�  0 1 2 3
1CCCA ;  + = ( 0;  1;  2;  3)� ; � =  +0 (2.56)



2.3. KOVARIANTE ABLEITUNG VON SPINOREN 17relativistishe Spin-1=2-Teilhen, wie etwa Elektronen, zu beshreiben. m bezeihnet dieRuhemasse des Teilhens, a sind die Dira-Matrizen, die zum Beispiel mit Hilfe der Pauli-Spin-Matritzen�(1) = � 0 11 0 � ; �(2) = � 0 �ii 0 � ; �(3) = � 1 00 �1 � (2.57)gem�a� 0 = � 1I 00 �1I � ; j = � 0 �(j)��(j) 0 � ; j = 1; 2; 3 (2.58)konstruiert werden k�onnen. Sie erf�ullen die Cli�ord-Algebrafa; bg = ab + ba = �2�ab: (2.59)Als Dira-Operator bezeihnet man den AusdrukD = a�a: (2.60)Die Bewegungsgleihung f�ur masselose Spin-1=2-Teilhen lautet:D = 0: (2.61)Um den Dira-Operator in einer Riemann-Cartan-Raum-Zeit anzugeben, m�ussen neue Dira-Matritzen � = ea� a (2.62)mit der Algebra f�; �g = �� + �� = �2g�� (2.63)eingef�uhrt werden. Au�erdem mu� die partielle Ableitung durh die kovariante Ableitungersetzt werden, so da� man den neuen Dira-OperatorD(K) = �r(K)� (2.64)erh�alt. Die Darstellung der Generatoren der Lorentz-Algebra im Spinorraum ist gegebendurh den Kommutator Nab = i4 [a; b℄; (2.65)der auh der Spin-Operator2 der Dira-Teilhen ist:Nab = Sab: (2.66)2S�� darf niht mit dem Torsions-Tensor verwehselt werden, da dieser drei Indizes tr�agt.



18 KAPITEL 2. RIEMANN-CARTAN-DIFFERENTIALGEOMETRIEMit Gleihung (2.53) �ndet manr(K)�  = �� � i2 !�abNab = �� + 18 !�ab[a; b℄ = �� + 14 !�ab[ab℄ : (2.67)Der Dira-Operator (2.64) kann nun also explizit alsD(K) = �r(K)� = ���� + 14 !�ab[ab℄� = D � 14 K�ab�[ab℄ (2.68)angegeben werden [28℄. Es istD = �r� = ���� + 14 0!�ab[ab℄� (2.69)der Dira-Operator im gekr�ummten Raum, ohne Ber�uksihtigung der Torsion.2.4 Anholonomes AbbildungsprinzipDie Vierbein-Matritzen de�nieren an jedem Punkt P ein lokal ebenes Minkowski-Koordi-natensystem. Die Koordinatendi�erentiale dx� in der urspr�unglihen Basis h�angen mit denKoordinatendi�erentialen d�a in der lokalen Basis durhd�a = ea� dx� (2.70)zusammen. Durh die Spin-Verbindung (2.41) sind die einzelnen Systeme miteinander ver-kn�upft. Beim Paralleltransport eines Vektors in der Raum-Zeit werden sowohl seine Kompo-nenten, als auh die Vierbeine ge�andert. Die einzelnen Vierbeinsysteme sind gegeneinanderim pseudoeuklidishen Sinne verdreht, so da� wegen der De�nitionsgleihung f�ur Lorentz-Transformationen �a �db �ab = �d = �a �db ea� eb� g�� (2.71)und der Transformationsvorshrift f�ur Koordinatendi�erentialed�0a = �ab d�b = �ab eb� dx� = e0a� dx� (2.72)zwishen den Vierbeinen an den Punkten P und P 0 die Beziehunge0a� = �ab eb� (2.73)besteht.Wir wollen nun einen Punkt P der Mannigfaltigkeit ausw�ahlen und dort das spezielle Vier-beinsystem êa� einf�uhren. Die Punkte x in der Raum-Zeit sollen auf die Punkte � im durh



2.4. ANHOLONOMES ABBILDUNGSPRINZIP 19die Einheitsvektoren e(a) = êa�(P ) ��jx=P aufgespannten ahen Raum durh die globaleTransformation �� = ��(x) (2.74)abgebildet werden. Wegen der Tranformationsvorshrift der Koordinatendi�erentiale (2.70)stellt sih ein im ahen Raum mit � parametrisierter Pfad �(�) in der Raum-Zeit alsx�(�) = x�(�0) + �Z�0 d� 0 êa�(x(� 0)) _�a(� 0) (2.75)dar [29℄. Die Gleihung êa� êb� �ab = g�� (2.76)und die Orthogonalit�atsrelationen êa� êa� = Æ�� (2.77)êa�êb� = Æab (2.78)sollen ihre G�ultigkeit behalten. Vektoren transformieren sih so wie die Koordinatendi�eren-tiale V b = êb� V � (2.79)und die Basisvektoren h�angen �uber �a = êa� �� (2.80)zusammen, so da� man f�ur die Ableitung eines Vektors im ahen Raum die Relation�aV b = êa��� �êb� V �� = êa� ��� êb�� V � + êa� êb� �� V �: (2.81)erh�alt. Die partielle Ableitung in der ahen Raum-Zeit mu� die Transformation der kova-rianten Ableitung in der verallgemeinerten Raum-Zeit sein:�aV b = êa� êb�r(K)� V �: (2.82)Bevor Gleihung (2.81) auf diese Form gebraht werden kann, ist mit Hilfe der Orthogona-lit�atsrelation (2.34) die partielle Ableitung �� eb� umzushreiben. Leitet man (2.34) ab, soergibt sih 0 = �� Æab = �� �êa� êb�� = êb� �� êa� + êa� �� êb�: (2.83)Daraus liest man die Identit�aten�� êa� = �êb� êa� �� êb� (2.84)�� êb� = �êa� êb� �� êa� (2.85)



20 KAPITEL 2. RIEMANN-CARTAN-DIFFERENTIALGEOMETRIEab. Mit (2.85) wird (2.81) zu�aV b = êb� êa� �� V � � ê� êb� êa� (�� ê�) V �: (2.86)Der Vergleih mit (2.82) f�uhrt zur kovarianten Ableitung [29℄r(K)� V � = ��V � � ê� (�� ê�)V � = ��V � + ����V �: (2.87)Die aÆne Verbindung als Funktion der Transformationsmatritzen von der ahen Raum-Zeitin die Raum-Zeit mit verallgemeinerter Geometrie ist also gegeben durh���� = �ê� (�� ê�) (2.88)Unter Verwendung von (2.84) kann dies auh als���� = ê� (�� ê�) (2.89)geshrieben werden. Der Torsions-Tensor (2.10) besitzt in dieser Darstellung die FormS��� = 12 ê� (�� ê� � �� ê�) (2.90)und entspriht der Verletzung der Shwarzshen-Integrabilit�atsbedingung:�� ê� � �� ê� 6= 0: (2.91)Lokal am Punkt P lassen sih die Basisvektoren êa� als Jaobi-Matrixêa� = ��a(x)�x� = ���a(x) (2.92)shreiben. Dort gilt �� êa� � �� êa� = �����a(x)� �����a(x) = 0: (2.93)Im Allgemeinen sind die Transformationen �� = ��(x) aber niht mehr eindeutig bestimmt,da ihre zweiten Ableitungen niht kommutieren:(���� � ����) ��(x) 6= 0: (2.94)Der Kontortions-Tensor (2.15) hat die GestaltK��� = 12 [ê� (�� ê� � �� ê�) + ê� (�� ê� � �� ê�)� ê� (�� ê� � �� ê�)℄ : (2.95)Aus Gleihung (2.14) kann das Christo�el-Symbol bestimmt werden:0���� = ���� �K���= 12 [ê� (�� ê� + �� ê�) + ê� (�� ê� � �� ê�) + ê� (�� ê� � �� ê�)℄ : (2.96)



2.4. ANHOLONOMES ABBILDUNGSPRINZIP 21Dasselbe Ergebnis �ndet man nat�urlih auh, wenn man (2.76) in (2.4) einsetzt:0���� = 12 �ab ��� �êa� êb��� �� �êa� êb��+ �� �êa� êb���= 12 �ab �êa� ��� êb��+ êb� (�� êa�)� êa� ���êb��� êb� (��êa�) + êa� ���êb��+ êb� (��êa�)�= 12 [ê� (�� ê�) + ê� (�� ê�)� ê� (��ê�)� ê� (��ê�) + ê� (��ê�) + ê� (��ê�)℄= 12 [ê� (�� ê� + �� ê�) + ê� (�� ê� � �� ê�) + ê� (�� ê� � �� ê�)℄ : (2.97)Falls die Torsion vershwindet, ergibt sih aus K��� = 0 die Identit�atê� (�� ê� � �� ê�) = ê� (�� ê� � �� ê�) + ê� (�� ê� � �� ê�) ; (2.98)mit der man f�ur das Christo�el-Symbol im torsionsfreien Raum0���� = ê� (�� ê�) = ���� (2.99)erh�alt. Umgekehrt ergibt sih in einer Raum-Zeit ohne Kr�ummung, aber mit Torsion, aus0���� = 0 die Identit�atê� (�� ê� � �� ê�) = �ê� (�� ê� + �� ê�)� ê� (�� ê� � �� ê�) ; (2.100)womit in diesem Fall K��� = ê� (�� ê�) = ���� (2.101)gilt. Die Darstellungen (2.88) und (2.89) gelten also allgemein, unabh�angig davon, ob dieRaum-Zeit mit Kr�ummung, Torsion oder beidem ausgestattet ist.Der bisher vorgestellte Formalismus impliziert jedoh von vornherein aufgrund der Ortho-gonalit�atsrelationen (2.77) und (2.78) die Symmetrie der Metrik und wegenr(K)� êa� = �� êa� � ���� êa� = �� êa� � ê� (�� ê�) ea�| {z }�� êa� = 0 (2.102)die Metrizit�atsbedingung (2.7), denn mit (2.102) gilt auhr(K)� �êa� êb� �ab� = 0: (2.103)Wir wollen nun nah (2.19) den Riemann-Cartan-Kr�ummungstensor berehnen:R���� = �� (ê� �� ê�)� �� (ê� �� ê�) + ê� (�� ê�) êd� ��� êd��� ê� (�� ê�) êd� ��� êd��= (�� ê�) (�� ê�) + ê����� ê� � (�� ê�) (�� ê�)� ê����� ê�+ ê� (�� ê�) êd� ��� êd��� ê� (�� ê�) êd� ��� êd�� : (2.104)



22 KAPITEL 2. RIEMANN-CARTAN-DIFFERENTIALGEOMETRIEDurh die Verwendung der Identit�at (2.85) erreiht man, da� nur nohR���� = ê� (���� � ����) ê� (2.105)�ubrigbleibt [29℄. Das bedeutet, da� die ê� selbst, auh bei vershwindender Torsion, dieShwarzshe Integrabilit�atsbedingung verletzen:(���� � ����) ê� 6= 0: (2.106)Dies kommt daher, da� ein gekr�ummter und ein aher Raum niht eindeutig aufeinanderabgebildet werden k�onnen. Die ê� werden deshalb als anholonome Basis-Tetraden bezeih-net. Sie erweisen sih als �au�erst n�utzlihes Hilfsmittel, da sie das Prinzip der allgemeinenKovarianz der allgemeinen Relativit�atstheorie auf verallgemeinerte metrishe Raum-Zeitenmit Torsion erweitern.Das Prinzip der allgemeinen Kovarianz besagt, da� ein physikalishes Gesetz im Gravita-tionsfeld gilt, falls es bei Abwesenheit von Gravitationsfeldern gilt und wenn es kovariantgeshrieben werden kann. Unter kovarianter Shreibweise ist die Ersetzung der partiellen Ab-leitungen durh kovariante Ableitungen mit Christo�el-Symbol und der Minkowski-Metrikdurh die allgemeine Metrik zu verstehen.Nah dem neuen anholonomen Abbildungsprinzip gilt ein physikalishes Gesetz in der Rie-mann-Cartan-Raum-Zeit, falls seine anholonome Abbildung in eine ahe Raum-Zeit alsphysikalishes Gesetz gilt.Hierbei ist allerdings zu beahten, da� dieses Prinzip uneingeshr�ankt nur f�ur wirklihephysikalishe Ausdr�uke gilt, also solhe, die wirklih messbar sind. Als Beispiel betrahteman das elektromagnetishe Feld. Der Feldst�arke-Tensor transformiert sih nahFab = êa� êb� F�� : (2.107)Im ahen Raum kann er aus einem Vektorpotential hergeleitet werden:Fab = �aAb � �bAa: (2.108)Transformiert man diese Gleihung, ergibt sih unter Verwendung von (2.88)Fab = êa� ��êb� A� � êb� �� êa�A�= êa� êb� ��A� � êb� êa� ��A� + êa�(��êb�)A� � êb�(�� êa�)A�= êa� êb� �F�� + 2S���A�� : (2.109)Man erh�alt ein untershiedlihes Ergebnis. Gleihung (2.109) kann aber niht rihtig sein,denn das elektromagnetishe Feld ist als Eihfeld in der Raum-Zeit de�niert, also invariantunter der Transformation A0� = A� + ��f (2.110)mit der beliebigen skalaren Funktion f , denn es beshreibt masselose Photonen, die sih mitLihtgeshwindigkeit bewegen. Die rihtige Transformation ist (2.108) und (2.109) ist durhFab = êa� êb� ��A� � êb� êa� ��A� (2.111)



2.5. AUTOPARALLELEN-GLEICHUNG UND VARIATIONSPRINZIP 23zu ersetzen. Die tats�ahlihe physikalishe Gr�o�e ist der Feldst�arke-Tensor, denn er wird ausden messbaren elektrishen und magnetishen Feldern ~E und ~B konstruiert. Das Vektorpo-tential ist nur ein mathematishes Hilfsmittel. Aus Gleihung (2.109) mu� gefolgert werden,da� Ausdr�uke der Form S���A� immer vershwinden:S���A� = 0: (2.112)2.5 Autoparallelen-Gleihung und VariationsprinzipIm v�ollig feldfreien ahen Raum bewegen sih Testteilhen auf Geraden. Die Bewegungs-gleihung lautet dd� _�b = _�a�a _�b = 0: (2.113)Nah dem anholonomen Abbildungsprinzip mu� sih dies alsêa� _x� êa� �� êb� _x� = u� �� êb� u� = 0 (2.114)transformieren. Aus Gleihung (2.82) kann man entnehmen, da� man daf�ur auhu� êb�r(K)� u� = êb� D(K)D� u� = 0 (2.115)shreiben kann. Dies ist die Autoparallelen-Gleihung (2.24).Das anholonome Abbildungsprinzip erm�ogliht es uns jetzt, diese Gleihung durh Variationaus einer Wirkung herzuleiten, und damit zu beweisen, da� sie in einer Riemann-Cartan-Raum-Zeit tats�ahlih die korrekte physikalishe Bewegungsgleihung ist.Zun�ahst wollen wir aber betrahten, wie die Geod�atengleihung (2.25) gewonnen wird. Dieseerh�alt man durh die Forderung, da� das Wirkungsintegral S �uber eine Weltlinie minimalwerden mu�: ÆS = 0. Mit der totalen �Anderung der Bogenl�ange ds =p�g��dx�dx� lautetdie Wirkung [2{6℄S = BZA ds = BZA p�g��dx�dx� = �BZ�A d�p�g�� _x� _x� = �BZ�A d� L; (2.116)wobei die Koordinaten x� mit � parametrisiert sind und _x� = dx�=d� . Die Langrange-Funktion ist also durhL( _x(�); x(�)) = q�g��(x(�)) _x�(�) _x�(�) = 1 (2.117)gegeben. Sie ist auf eins normiert, da sie die invariante L�ange des Vierergeshwindigkeitsvek-tors darstellt, die gleih der Lihtgeshwindigkeit ist. Die Variation der Wirkung bez�uglihder Koordinaten x� liefertÆS = �BZ�A d� � �L� _x� Æ _x� + �L�x� Æx�� = 0: (2.118)



24 KAPITEL 2. RIEMANN-CARTAN-DIFFERENTIALGEOMETRIEEs kann angenommen werden, da� Zeitableitung und Variation vertaushen, denn es gilt jaÆ _x� = � _x��x� Æx� = � ��x� dx�d� � Æx� = � dd� �x��x�� Æx� = dd� Æx�; (2.119)da die partiellen Ableitungen nah den Koordinaten und die Ableitung nah dem Eigen-zeitparameter � miteinander vertaushen. Wir verwenden dies in (2.118) und f�uhren einepartielle Integration durh:0 = ÆS = �BZ�A d� � �L� _x� dd� Æx� + �L�x� Æx��= �BZ�A d� � dd� � �L� _x� Æx��� � dd� �L� _x�� Æx� + �L�x� Æx��= � �L� _x� Æx���B�A + �BZ�A d� �� dd� �L� _x� + �L�x�� Æx�: (2.120)Der erste Term vershwindet, weil der Anfangs- und Endpunkt der Weltlinie fest sind unddie Variation dort vershwindet. Also mu� das �ubrigbleibende Integral identish null sein. Daaber die Variationen auf der Weltlinie beliebig gew�ahlt werden k�onnen, mu� der Integrandvershwinden. Dadurh ergeben sih die Euler-Lagrange-Gleihungendd� �L� _x� � �L�x� = 0: (2.121)Mit (2.117) erh�alt man shliesslih die Geod�atengleihung:�x� + 0���� _x� _x� = 0: (2.122)Auh, wenn anstelle von (2.117) das Quadrat der L�ange des VierergeshwindigkeisvektorsL = �12 g��x�x� = �12 ( _x)2 (2.123)verwendet wird, kommt man zu diesem Ergebnis. Au�erdem liefern die Euler-Lagrange-Gleihungen (2.121) f�ur allgemeinere Lagrange-Funktionen, die zus�atzlihe Potentiale ent-halten L( _x(�); x(�); �) = �mq�g��(x(�)) _x�(�) _x�(�)� V ( _x(�); x(�); �) (2.124)die korrekten Bewegungsgleihungen im gekr�ummten Raum�x� + 0���� _x� _x� = f�: (2.125)Die Bewegungsgleihungen k�onnen nur f�ur gekr�ummte R�aume gelten, da die Lagrange-Funktion durh den metrishen Tensor g�� lediglih Informationen �uber die Kr�ummungenth�alt, aber niht andere di�erentialgeometrishe Eigenshaften beinhaltet.



2.5. AUTOPARALLELEN-GLEICHUNG UND VARIATIONSPRINZIP 25Wir stellen uns nun das Wegelement gem�a� dem anholonomen Abbildungsprinzip als Abbilddes Wegelementes in einer ahen Raum-Zeit vor [29℄. Es gilt:�g��dx�dx� = �êa� êb� �ab ê� d� êd� d�d= �Æa Æbd �ab d� d�d = ��ab d�a d�b: (2.126)Daher sind die Lagrange-Funktionen (2.117) und (2.123) in der Riemann-Cartan-Raum-Zeitweiterhin g�ultig. Da x�(�) aber durh die Integralgleihung (2.75) gegeben ist, ergibt dieVariation Æx�(�) = �Z�0 d� 0 Æfêa�(x(� 0)) _�a(� 0)g = �Z�0 d� 0f _�a Æêa� + êa� Æ _�ag (2.127)als Abbildung der Variation der ahen Koordinaten. Obwohl nun gefordert wird, da� dieVariationen in der ahen Raum-Zeit an gewissen Punkten �(�A) und �(�B) vershwinden,gilt dies nun niht mehr f�ur die Bildpunkte x(�A) und x(�B ). Trotzdem kommutieren aber Va-riationsableitung und Eigenzeitableitung. Die Vierergeshwindigkeit ist ein Vektor, deswegenist die Variation durh Æ _x� = Æfêa� �ag (2.128)gegeben. Leitet man (2.127) nah der Eigenzeit ab, erh�alt man dasselbe:dd� Æx� = Æfêa� �ag: (2.129)Es ist n�utzlih, die Hilfsvariationen Æx� = êa� Æ�a (2.130)einzuf�uhren, die im Gegensatz zu (2.127) an den Endpunkten vershwindet, daf�ur aber nihtmit der Eigenzeitableitung kommutiert, denn es istdd� (êa� Æ�a) 6= êa� dd� Æ�a: (2.131)Wir bezeihnen den Untershied zwishen anholonomer Variation (2.127) und Hilfsvariation(2.130) als Æb� = Æx� � Æx�: (2.132)Jetzt f�uhren wir die anholonome Variation der mit der Lagrange-Funktion (2.123) gebildeten



26 KAPITEL 2. RIEMANN-CARTAN-DIFFERENTIALGEOMETRIEWirkung durh: ÆS = �BZ�A d� �g�� _x� dd� Æx� + 12 (��g��) _x� _x�Æx��= �BZ�A d�ng�� _x� dd� Æx� + 12 (��g��) _x� _x�Æx�+ g�� _x� dd� Æb� + 12 (��g��) _x� _x�Æb�o= �BZ�A d�n� g��(�x� + 0���� _x� _x�)Æx�+ g�� _x� dd� Æb� + 12 (��g��) _x� _x�Æb�o: (2.133)Mit g�� = êa� êa� und (2.89) folgt ��g�� = ���� + ����, so da� wirÆS = �BZ�A d�n� g��(�x� + 0���� _x� _x�)Æx�+ g�� _x� dd� Æb� + ���� _x� _x�Æb�o (2.134)erhalten. Die Eigenzeitableitung der anholonomen Variation (2.127) stellt sih alsdd� Æx� = _�aÆêa� + êa� Æ _�a = _�aÆêa� + êa� dd� (êa� Æx�)= _�aÆêa� + êa� � dd� êa�� Æx� + dd� Æx� (2.135)dar. Jetzt setzen wirÆêa� = (��êa�)Æx� = êa� êa�(��êa�)Æx� = �êa�����Æx� (2.136)und dd� êa� = _x��� êa� = êa����� _x� (2.137)ein und erhalten dd� Æx� = ����� _x�(Æb� + Æx�) + ���� _x�Æx� + dd� Æx�= ����� _x�Æb� + 2S��� _x�Æx� + dd� Æx�: (2.138)Auf diese Weise ergibt sihdd� Æb� = dd� Æx� � dd� Æx� = ����� _x�Æb� + 2S��� _x�Æx� ; (2.139)



2.5. AUTOPARALLELEN-GLEICHUNG UND VARIATIONSPRINZIP 27so da� von (2.134) nurÆS = � �BZ�A d�g��(�x� + 0���� _x� _x� + 2S��� _x� _x�)Æx�= � �BZ�A d�g��(�x� + ���� _x� _x�)Æx� (2.140)�ubrigbleibt. Die Hilfvariationen Æx� vershwinden an den Endpunkten und mit ÆS = 0 ergibtsih die Autoparallelengleihung (2.24).Wir k�onnen jetzt dazu �ubergehen, die Euler-Lagrange-Gleihungen (2.124) zu verallgemei-nern, wenn wir die Wirkung direkt nah den Hilfsvariationen variieren. Dem HamiltonshenPrinzip ÆS = 0 wird man n�amlih shon dadurh gereht, da� man die Variationen als in�ni-tesimale Abweihungen von der tats�ahlihem Trajektorie ansieht. Wir erhalten in gewohnterWeise ÆS = Z d� � �L� _x� Æ dx�d� + �L�x� Æx�� = 0: (2.141)In einem Raum mit Torsion kommutieren Hilfsvariation und Zeitableitung niht, sondern esgilt [7,29℄ Æ dx�d� � dd� Æx� = 2S��� _x�Æx�: (2.142)Um dies einzusehen leiten wir (2.130) nah der Eigenzeit ab und erhaltendd� Æx� = (�� êa�) _x�Æ�a + êa� Æ�a: (2.143)Die Hilfsvariation der Geshwindigkeit ergibtÆ _x� = Æ(êa� _�a) = (�� êa�) _�aÆx� + êa� Æ _�a: (2.144)Die Bildung des Kommutators ergibt letztendlihÆ _x� � dd� Æx� = (�� êa�) _�a � (�� êa�) _x�Æxa = 2S��� _x�Æx�; (2.145)und f�uhrt damit auf (2.142). Damit erh�alt man shlie�lihÆS = Z d� � �L� _x� dd� Æx� + 2S��� �L� _x� _x�Æx� + �L�x� Æx�� = 0; (2.146)so da� �L�x� � dd� �L� _x� = 2S��� _x� �L� _x� (2.147)gilt. Durh Einsetzten von (2.117) in (2.147) folgt die Autoparallelen-Gleihung (2.24). BeiVerwendung von Lagrange-Funktionen, die geshwindigkeitsabh�angige Potentiale enthalten,sind �Uberlegungen analog zu (2.108) und (2.109) anzustellen, um keine falshen Ergebnissezu erhalten.



28 KAPITEL 2. RIEMANN-CARTAN-DIFFERENTIALGEOMETRIE2.6 Physikalishe Felder als TorsionDer bisher vorgestellte Formalismus soll nun mit physikalishem Gehalt gef�ullt werden. So wiedie Kr�ummung einer Mannigfaltigkeit dazu benutzt wird, Gravitationskr�afte zu beshreiben,soll die Torsion dazu dienen, weiteren Kraftfeldern eine geometrishe Interpretation zu geben.Wir betrahten dazu die Einstein-Hilbert-WirkungSEH = Z d4xp�g �0R + LT + LF� : (2.148)Durh den Kr�ummungs-Skalar 0R, der aus dem Rii-Tensor0R�� = 0R���� (2.149)durh 0R = g�� 0R�� (2.150)gebildet wird, werden die Gravitationskr�afte beshrieben, die Lagrange-Funktion LT be-shreibt massive Materieteilhen in der Raum-Zeit, LF enth�alt zus�atzlihe Kraftfelder. Mankann LT + LF = LMat zu einer Gesamtfunktion zusammenfassen, die das Verhalten der Ma-terie in der Raum-Zeit beshreibt. Durh Variation dieser Wirkung (2.148) erh�alt man dieEinstein-Feldgleihungen der Gravitation0R�� � 12 g�� 0R = �T�� ; (2.151)wobei der Energie-Impuls-Tensor durhT�� = 1p�g ÆSMatÆg�� (2.152)mit SMat = Z d4xp�gLMat (2.153)gegeben ist.Geht man aus von einem Raum mit Torsion, so ist (2.148) durh die Riemann-Cartan-Wirkung SRC = Z d4xp�g (R + LMat) (2.154)zu ersetzen, in der anstelle des Riemann-Kr�ummungs-Skalars der Riemann-Cartan-Kr�um-mungs-Skalar, der unter Verwendung des Riemann-Cartan-Kr�ummungs-Tensors (2.19) ausdem verallgemeinerten Rii-Tensor R�� = R���� (2.155)



2.6. PHYSIKALISCHE FELDER ALS TORSION 29durh R = g��R�� (2.156)gewonnen wird und explizit die Form [11℄R = 0R + 4(r�S� � S�S�) + S��S�� � 2S��S��: (2.157)besitzt. Hierbei nennt man S� = S��� den Torsionsvektor.Bei der Berehnung lassen sih die Koordinaten als Riemann-Normalkoordinaten w�ahlen.Dies ist lokal immer m�oglih. Wir haben es dann mit einem Koordinatensystem zu tun, indem die ersten partiellen Ableitungen der Metrik vershwinden. Somit gelangt man �uber(2.19) und (2.155) direkt zuR�� = 0R�� + ��K��� + 2��S� � 2S�K��� �K���K���; (2.158)mit K��� = �2S�. In allgemeinen Koordinaten werden die partiellen Ableitungen wieder zukovarianten Ableitungen:R�� = 0R�� +r�K��� + 2r�S� � 2S�K��� �K���K���: (2.159)Mit (2.156) und K��� = 2S� gelangt man zuR = 0R + 4(r�S� � S�S�)�K���K��� (2.160)und nah einer weiteren Vereinfahung des letzten Terms �ndet man letztlih den Ausdruk(2.157).Sollen nun physikalishe Felder durh Torsion der Raum-Zeit erkl�art werden, mu� der Tor-sions-Tensor von der Form sein, da� die Torsionsterme in (2.157) in der Wirkung (2.154) dierihtigen Ausdr�uke der Felder liefern. Au�erdem darf die Autoparallelen-Gleihung (2.24)niht einer bereits bekannten Bewegungsgleihung widersprehen.



30 KAPITEL 2. RIEMANN-CARTAN-DIFFERENTIALGEOMETRIE



Kapitel 3Torsion und Elektrodynamik
Da die Gravitation als Kr�ummung der Raum-Zeit beshrieben wird, ist es ein verloken-der Gedanke, die am zweitdeutlihsten die physikalishe Realit�at beeinussende Kraft, dieelektromagnetishe Wehselwirkung, geometrish zu beshreiben [33℄. Der Versuh, dies mitder Torsion zu bewerkstelligen [32℄, kann aber als gesheitert betrahtet werden, da dies zuwiderspr�uhlihen Ergebnissen f�uhrt.Wir zeigen nun kurz, warum die Torsion zu einer geometrishen Interpretation der Elektro-dynamik ungeeignet ist. Die Bewegungsgleihung eines geladenen Teilhens lautetDu�D� � qmF ��u� = 0: (3.1)Hierbei ist F �� der Feldst�arketensor, q die Ladung und m die Ruhemasse des Teilhens. Solldiese Gleihung aus der Autoparallelen-Gleihung (2.24) folgen, mu�S���u�u� = � qmF ��u� (3.2)gelten. Dies ist o�ensihtlih mit S��� = � q2mF��u� (3.3)der Fall, da u�u� = �1 gilt. Allergings ergibt sih hiermit und (2.157) die Riemann-Cartan-Wirkung SRC = Z d4xp�g�0R� q24m2 �F��F �� � F ��F�u�u�� : (3.4)St�orender noh als der Vorfaktor q2=m2 ist die Tatsahe, da� der letzte Term, der die Vie-rergeshwindigkeiten enth�alt, in einer korrekten elektromagnetishen Raum-Zeit-Wirkungnihts zu suhen hat.Alle Erweiterungen von (3.3), mit vershiedenen Permutationen der Indizes, die zur rihtigenLorentzkraft (3.1) f�uhren, enthalten ebenfalls solhe Terme.31



32 KAPITEL 3. TORSION UND ELEKTRODYNAMIKAuf der anderen Seite kann ein total antisymmetrisher Torsions-TensorS��� = K��� = F[��u�℄ (3.5)zwar die korrekte elektromagnetishe WirkungSRC = Sem = Z d4xp�g �0R� F ��F ��� (3.6)erzeugen, aber keine Bewegungsgleihung liefern, denn total antisymmetrishe Torsion f�alltaus der Autoparallelen-Gleihung (2.24) heraus.Diese Tatsahe an sih w�are noh niht weiter tragish, denn die Bewegungsgleihungenk�onnen nun unabh�angig zus�atzlih gefordert werden, wie im normalen Fall, wenn kein Ver-suh zur geometrishen Interpretation des Maxwell-Feldes unternommen wird. Aber es erge-ben sih unter der Annahme einer elektrodynamishen Torsion immer falshe quantenmeha-nishe Kopplungsterme in der Dira-Gleihung. Der Ansatz (3.5) f�uhrt zum Dira-OperatorD(H) = �r(H)� = ���� + 14 !�ab[ab℄�� F��u�[���℄; (3.7)mit dem unsinnigen Kopplungsterm�F��u�[���℄: (3.8)Es ist bekannt, da� ein Dira-Teilhen �uber den eihinvarianten Impulsp� ! p� + A� (3.9)an das elektromagnetishe Vektorpotential koppelt [14,22℄. Der rihtige Dira-Operator lau-tet D = �r(H)� = ���� � iA� + 14 !�ab[ab℄� : (3.10)Der Versuh, dem Maxwell-Feld �uber den Torsionsbegri� eine di�erentialgeometrishe Inter-pretation zu geben, kann somit als fehlgeshlagen bezeihnet werden.



Kapitel 4Kalb-Ramond- und Dilaton-Feld alsTorsion
Aus der Stringtheorie erh�alt man die Wirkung in einem n-dimensionalen Raum [8℄SSW = Z dnxp�G e�2� �0R� 112H��H�� + 4(���)(���)� (4.1)mit pseudo-Riemannsher Metrik G�� , Kr�ummungs-Skalar 0R und dem skalaren Feld �,sowie dem total antisymmetrishen TensorH�� = ��B� + ��B� + �B��: (4.2)Das eihinvariante H-Feld heisst Kalb-Ramond-Feld, � ist das Dilaton-Feld. Damit (4.2)wirklih total antisymmetrish ist, mu� f�ur das Matrix-Potential nat�urlihB�� = �B�� (4.3)gelten.Aufgrund des konformen Faktors e�2� in der String-Wirkung und der Abweihung von vierRaum-Zeit-Dimensionen darf niht von vornherein davon ausgegangen werden, da� es sihum eine Raum-Zeit im Sinne der Allgemeinen Relativit�atstheorie handelt. Wir kennzeihnendeshalb die Metrik mit dem Gro�buhstabenG und alle anderen Gr�ossen mit kalligraphishenBuhstaben, um sie von tats�ahlihen Raum-Zeit-Feldern zu untersheiden.4.1 String-Wirkung und TorsionWir zeigen nun, da� die zus�atzlihen Felder als Torsion aufgefasst werden k�onnen, wenn manvon der Riemann-Cartan-Wirkung im n-dimensionalen Riemann-Cartan-RaumSRC = Z dnxp�GR = Z dnxp�G � 0R� 4S�S� + S��S�� � 2S��S��� (4.4)33



34 KAPITEL 4. KALB-RAMOND- UND DILATON-FELD ALS TORSIONmit dem Torsionsansatz S�� = 1H�� + 2 ��[�!�G�℄ (4.5)ausgeht und eine konforme Transformation der Metrik~G�� = e2!G�� (4.6)mit der dazugeh�origen reziproken Metrik�G�� = e�2!G�� (4.7)durhf�uhrt, wobei ! proportional zum Dilaton � sein soll. Die Quadratwurzel der negativenDeterminante der Metrik transformiert sih zup� ~G = en!p�G; (4.8)und der konform transformierte Kr�ummungs-Skalar hat die Form0 �R = e�2! � 0R� 2(n� 1)r�r�! � (n� 2)(n� 1)(��!)(��!)� : (4.9)Das Herauf- und Herunterziehen der Tensorindizes erfolgt jetzt mit (4.6) und (4.6), so da�beispielsweise f�ur einen Vektor~G��V � = e2!G��V � = e2!V� = ~V� (4.10)und �G��V� = e�2!G��V� = e�2!V � = �V � (4.11)gilt. Das mit ~G�� gebildetet Christo�el-Symbol wird zu0����� = 12 �G� ��� ~G� � � ~G�� + �� ~G��= 0���� + (��!)Æ�� + (��!)Æ�� �G��(��!); (4.12)so da� sih auh eine transformierte kovariante Ableitung�r�V � = ��V � + 0�����V � (4.13)ergibt. Damit und dem Torsionsvektor�S� = �G�� �G�� ~S��� = e�4!G��G�� ~S��� = e�2!S�; (4.14)der mit Hilfe des transformierten Torsionstensors~S�� = e2! �1H�� + 2 ��[�!�G�℄� = e2!S�� (4.15)gebildet wird, kann nun der konform transformierte Riemann-Cartan-Kr�ummungsskalar an-gegeben werden:�R = 0 �R + 4( �r� e�2!S� � e�2!S�S�) + e�2! �S��S�� � 2S��S��� : (4.16)



4.1. STRING-WIRKUNG UND TORSION 35Mit dem Torsions-Vektor S� = 22 (n� 1)��!; (4.17)den Ausdr�ukenS��S�� � 2S��S�� = 22(n� 1)(��!)(��!)� 12H��H�� (4.18)und S�S� = 224 (n� 1)2 (��!)(��!); (4.19)sowie �r� e�2!S� = (�� e�2!)S� + e�2! �r�S�= e�2! h22 (n� 1)(n� 2)(��!)(��!) + 22 (n� 1)r���!i (4.20)wird (4.16) zu �R = 0 �R + e�2! �(22 � 22)(n� 2)(n� 1)(��!)(��!)+ 22(n� 1)r���! � 12H��H��� ; (4.21)wobei die Identit�at (n�1)2� (n�1) = (n�2)(n�1) verwendet wurde. Setzt man nun nohdie explizite Form (4.9) des tranformierten Riemann-Kr�ummungsskalars ein, erh�alt man�R = e�2! �0R + (22 � 22 � 1)(n� 2)(n� 1)(��!)(��!)+ 2(2 � 1)(n� 1)r���! � 12H��H��� ; (4.22)Wir setzen dies nun in die konform transformierte Riemann-Cartan-Wirkung�SRC = Z dnxp� ~G �R = Z dnxp�Gen! �R (4.23)ein und erhalten�SRC = Z dnxp�Ge(n�2)! �0R� (2 � 1)2 (n� 2)(n� 1)(��!)(��!)+ 2(2 � 1)(n� 1)r���! � 12H��H��� : (4.24)Jetzt behandeln wir den dritten Term mit partieller IntegrationZ dnxp�Ge(n�2)! 2(2 � 1)(n� 1)r���!= � Z dnxp�G(��e(n�2)!)2(2 � 1)(n� 1)��!= � Z dnxp�Ge(n�2)! 2(2 � 1)(n� 2)(n� 1)(��!)(��!); (4.25)



36 KAPITEL 4. KALB-RAMOND- UND DILATON-FELD ALS TORSIONwobei ausgenutzt wurde, da� aufgrund des Gau�shen-SatztesZ dnxp�Gr� �e(n�2)! 2(2 � 1)(n� 1)��!� = 0 (4.26)gilt, denn es handelt sih um einen Ober�ahenterm. (4.24) nimmt jetzt die einfahe Form�SRC = Z dnxp�Ge(n�2)! �0R + (1� 22)(n� 2)(n� 1)(��!)(��!)� 12H��H��� (4.27)an. Um den rihtigen konformen Faktor aus Wirkung (4.1) zu erhalten, mu�! = � 2n� 2� (4.28)gesetzt werden. Damit ver�andert sih (4.27) zu�SRC = Z dnxp�Ge�2� �0R + 4(1� 22)n� 1n� 2(���)(���)� 12H��H��� : (4.29)Die Konstante 1 kann sofort mit 1 = 1p12 (4.30)angegeben werden. Zur Bestimmung von 2 mu� die quadratishe Gleihung4(n� 1)n� 2 (1� 22) = 4 (4.31)mit 2 = � 1pn� 1 (4.32)gel�ost werden. Bedenkenlos kann man sih f�ur die positive L�osung entsheiden und erh�altdamit letztendlih die String-Wirkung (4.1)SSW = �SRC ; (4.33)wobei der Torsions-Tensor die Form~S�� = e� 4�n�2 � 112 H�� � 2(n� 2)pn� 1 ��[���G�℄� (4.34)besitzt. Man erkennt daran, da� die durh das Dilaton-Feld hervorgerufene Gradienten-Torsion erst ab n = 3 einen Sinn maht.



4.2. KALB-RAMOND- UND DILATON-FELD ALS TORSION IN DER RAUM-ZEIT 374.2 Kalb-Ramond- und Dilaton-Feld als Torsion in derRaum-ZeitEs ist bereits darauf hingewiesen worden, da� durh die String-Wirkung (4.1) keine Gra-vitationstheorie im Sinne der Allgemeinen Relativit�atstheorie de�niert wird, da vor allenFeldern der konforme Faktor e�2� steht, so da� sih f�ur jedes � eine neue Theorie ergibt. Inder String-Theorie wird die Metrik G�� auh als Sigma-Modell-Metrik oder String-Metrikbezeihnet. Es ist jetzt also n�otig, zuerst eine Transformationg�� = e2�G�� (4.35)durhzuf�uhren, mit der die Wirkung (4.1) auf Einstein-Hilbert-Form gebraht werden kann,so da� die Metrik g�� die vertraute Einstein-Metrik ist. Dabei ist zu beahten, da� alle Indizesmit der alten Metrik heraufgezogen werden. Wir shreiben deshalb zun�ahst (4.1) alsSSW = Z dnxp�G e�2� �0R� 112H��G��G��G�H��� + 4(���)G��(���)� :(4.36)Der Riemann-Kr�ummungsskalar wird nun analog zu (4.9) als0R = e�2� �0R� 2(n� 1)r����� (n� 1)(n� 2)(���)(���)�= e�2� �0R� 2(n� 1)r�G������ (n� 1)(n� 2)(���)G��(���)� (4.37)ausgedr�ukt. In der Wirkung (4.1) ist nunp�G = e�n�p�g (4.38)und 0R = e2� �0R + (n� 1)(n� 2)(���)(���)�+ 2(n� 1)r�e2���� (4.39)einzusetzten. Anhand des sih daraus ergebenden AusdrukesSSW = Z dnxp�g e�n��2� �e2� �0R + (n� 1)(n� 2)(���)(���)� e4� 112H��H�� + 4(���)(���)�+ 2(n� 1)r�e2����� (4.40)l�asst sih ablesen, da� � = 2�2� n (4.41)zu w�ahlen ist, damit die Einstein-Hilbert-FormS = Z dnxp�g �0R + 4 n� 12� n e�4�2�nr�e 4�2�n���+ 12� 8n2� n (���)(���)� e 8�2�n 112H��H��� (4.42)



38 KAPITEL 4. KALB-RAMOND- UND DILATON-FELD ALS TORSIONangenommen wird. Es ist zu beahten, da� die kovariante Ableitung mit der alten MetrikG�� gebildet wird und der Divergenzterm erst nah einer partiellen Integration als Ober-�ahenterm vershwindet:Z dnxp�g 4 n� 12� n e�4�2�nr�e 4�2�n���= Z dnxp�g 4 n� 12� n e�4�2�n 1p�G ��p�G e 4�2�n���= Z dnxp�g 4 n� 12� n e�2� 1p�g ��p�g e2����= Z dnxp�g 8 n� 12� n (���)(���) + Z dnxp�g 4 n� 12� n 1p�g ��p�g ���= Z dnxp�g 8 n� 12� n (���)(���): (4.43)Es ergibt sih shlie�lihS = Z dnxp�g �0R� 4(n� 2) (���)(���)� e 8�2�n 112H��H��� : (4.44)Dies l�asst sih nun ausgehend von der WirkungSRC = Z dnxp�GR = Z dnxp�G � 0R� 4S�S� + S��S�� � 2S��S��� (4.45)als Torsion in der Riemann-Cartan-Raum-Zeit interpretieren. Wir beginnen dazu mit demTorsionsansatz S�� = 1H�� + 2 ��[��� g�℄: (4.46)Hierbei haben wir zur weiteren Vereinfahung das reskalierte Kalb-Ramond-FeldH�� = e 4�2�n 1p12H�� (4.47)mit dem entsprehenden Tensor-PotentialH�� = ��B� + ��B� + �B�� (4.48)eingef�uhrt, so da� (4.44) die GestaltS = Z dnxp�g �0R � 4(n� 2) (���)(���)�H��H��� (4.49)annimmt. Die Riemann-Cartan-Wirkung (4.45) wird mit dem TorsionsvektorS� = 22 (n� 1) ��� (4.50)und dem AusdrukS��S�� � 2S��S�� = 22(n� 1)(���)(���)� 12H��H�� (4.51)



4.2. KALB-RAMOND- UND DILATON-FELD ALS TORSION IN DER RAUM-ZEIT 39zu SRC = Z dnxp�G � 0R � 22(n� 1)(n� 2)(���)(���)� 12H��H��� : (4.52)Durh die Wahl der Konstanten 1 = 1; (4.53)2 = 2(n� 2)pn� 1 (4.54)entspriht (4.52) der Wirkung (4.49), wobei die Torsion in der Raum-Zeit durhS�� = H�� + 2(n� 2)pn� 1 ��[��� g�℄ (4.55)gegeben ist. Setzt man dies in (2.24), erh�alt man als Bewegungsgleihung eines strukturlosenTestteilhens du�d� + 0���u�u = 2(n� 2)pn� 1 �u�u��� + ����= 2(n� 2)pn� 1 �u� _� + ���� : (4.56)Das Kalb-Ramond-Feld tr�agt aufgrund seiner totalen Antisymmetrie nihts dazu bei.Im lokalen Ruhesystem (u = (1; 0; 0; 0)) hebt sih die Nullkomponente der Beshleunigungweg. Somit entspriht die Physik in einem ahen Raum mit Dilaton-Torsion der Newton-shen Gravitationstheorie.Da die Gravitation aber besser durh die Raum-Zeit-Kr�umung beshrieben wird und keineexperimentellen Hinweise f�ur das Vorliegen einer zus�atzlihen Kraft auf strukturlose Testmas-sen vorliegen, wollen wir zun�ahst annehmen, da� das Dilaton konstant oder vershwindendist. Au�erdem dient es in der String-Theorie zur Beshreibung von Kopplungsst�arken [8,9℄,die wohl kaum als ver�anderlih angesehen werden sollten. Damit reduziert sih (4.55) aufS�� = H�� = K�� : (4.57)Die Tatsahe, da� die rihtige Bewegungsgleihung nunmehr die Autoparallelen-Gleihung(2.24) ist, f�uhrt zu der Erkenntnis, da� es f�ur klassishe Materie in der Raum-Zeit m�oglih ist,das Kalb-Ramond-Feld sowohl als Torsion, als auh als zus�atzlihes Eihfeld in der Raum-Zeit, analog zum elektromagnetishen Feld, zu betrahten. Allerdings erh�alt man, wenn manvom Begri� der Torsion ausgeht und quantenmehanishe Objekte beshreibt, aus (2.45)und (2.68) den Dira-OperatorD(H) = �r(H)� = ���� + 14 0!�ab[ab℄�� 14 H���[���℄; (4.58)der einen Kopplungsoperator zwishen Dira-Teilhen und Kalb-Ramond-Feld enth�alt.
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Kapitel 5Probemassen und Hintergrundfelder
In der allgemeinen Relativit�atstheorie sind die Bewegungsgleihungen von Testmaterie einedirekte Folge der Erhaltung von Energie und Impuls. Das bedeutet, die Vier-Divergenz desEnergie-Impuls-Tensors (2.152) vershwindet:r�T �� = 0: (5.1)Diese Gleihung gilt auh in einem Raum mit der Kalb-Ramond-Torsion (4.57), denn dieTorsionsterme heben sih wegen der totalen Antisymmetrie des Kalb-Ramond-Feldes in derVier-Divergenz weg.Im Falle von Testmaterie in Feldern setzt sih der Energie-Impuls-Tensor aus den Energie-Impuls-Tensoren der Probe (T ��P ) und der Hintergrundfelder (T ��HG) zusammen. Es gilt alsor�T ��P +r�T ��HG = 0: (5.2)Da es sih um Probeteilhen handelt, werden die Hintergrundfelder und die Metrik in derEinstein-Hilbert-Wirkung (2.148) als gegeben vorausgesetzt, denn unter dem Begri� Probesoll eine lokal konzentrierte, im Vergleih zur Feldquelle kleine Materieverteilung verstandenwerden, die die Felder und die Raumkr�ummung selbst niht nennenswert beeinussen kann.Fasst man die Divergenz des Engergie-Impuls-Tensors der Hintergrundfelder als Kraftddihteauf (r�T ��HG = �F �), ergibt sih die Bewegungsgleihung der Probeverteilungr�T ��P = F �; (5.3)die einzig und allein aus dem Energie-Impuls-Tensor (2.152) gefolgert werden kann.5.1 Beispiel PunktteilhenWir wollen nun zun�ahst als Beispiele die Bewegungsgleihungen einer strukturlosen Punkt-masse im Gravitationsfeld und einer Punktladung im elektrishen Feld auf diese Weise her-leiten um dann zur Kopplung des Kalb-Ramond-Feldes an Materie �uberzugehen.41



42 KAPITEL 5. PROBEMASSEN UND HINTERGRUNDFELDER5.1.1 Punktteilhen im GravitationsfeldDer Energieimpulstensor einer Materieverteilung aus niht miteinander wehselwirkendenTeilhen lautet T �� = �(x(�))u�u�; (5.4)mit der Dihte �(x) der Materieverteilung. Um zu einem einzigen Teilhen �uberzugehen,dr�uken wir die Dihte als Eigenzeitintegral �uber die Delta-Funktion aus und shreiben denEnergie-Impuls-Tensor alsT ��P (y) = mp�g(y) Z d� Æ4(y � x(�)) _x�(�) _x�(�); (5.5)wobei m die Ruhemasse des Teilhens darstellt und x(�) die Weltlinie des Teilhens ist.Zus�atzlihe Felder in der Raum-Zeit existieren niht und mitr�T ��P (y) = ��y� T ��P (y) + 0����(y)T ��P (y) + 0����(y)T ��P (y) = 0 (5.6)mu� sih die Bewegungsgleihung ergeben. Wir berehnen zuerst die partielle Ableitung:��y� mp�g(y) Z d� Æ4(y � x(�)) _x�(�) _x�(�)= m ��y� 1p�g(y)!Z d� Æ4(y � x(�)) _x�(�) _x�(�)+ mp�g(y) Z d� ��y� Æ4(y � x(�)) _x�(�) _x�(�)= � m2p�g(y) g(y) �g(y)�y� Z d� Æ4(y � x(�)) _x�(�) _x�(�)� mp�g(y) Z d� ��x� Æ4(y � x(�)) _x�(�) _x�(�)= � mp�g(y) 0����(y) Z d� Æ4(y � x(�)) _x�(�) _x�(�)+ mp�g(y) Z d� Æ4(y � x(�)) �x�(�)= � 0����(y)T ��P (y) + mp�g(y) Z d� Æ4(y � x(�)) �x�(�): (5.7)Hierbei wurden die Identit�aten 1g �� g = g����g�� (5.8)und 12 g����g�� = 0����; (5.9)



5.1. BEISPIEL PUNKTTEILCHEN 43sowie die Eigenshaft der Delta-FunktionZ dp dÆ(p)dp f(p) = � Z dp Æ(p) df(p)dp (5.10)benutzt. Jetzt ist das Ergebnis der Berehnung (5.7) in die Gleihung (5.6) einzusetzten undes ergibt sih mp�g(y) Z d� Æ4(y � x(�)) ��x�(�) +0 ����(y) _x�(�) _x�(�)� = 0: (5.11)Damit diese Gleihung immer erf�ullt ist, mu� gelten:�x�(�) + 0����(x(�)) _x�(�) _x�(�) = 0: (5.12)Das Teilhen bewegt sih also auf der Geod�aten (2.25).F�ur unser weiteres Vorgehen ist es noh n�otig, anzugeben, da� der Energie-Impuls-Tensor(5.5) mit Hilfe von Beziehung (2.152) aus der Einstein-Hilbert-WirkungSEH = Z d4yp�g(y)�0R(y) + mp�g Z d� Æ4(y � x(�)) g�� _x� _x�� (5.13)folgt, denn im allgemeinen sind die Ausgangsgr�ossen, die wir benutzten werden und die dasVerhalten zus�atzliher Kraftfelder und ihrer Kopplung an unsere Probemassen beinhalten,Raum-Zeit-Wirkungen und keine Energie-Impuls-Tensoren. Diese m�ussen aus den Wirkun-gen �uber (2.152) bestimmt werden.Die Wirkung (5.13) erh�alt man, indem man die Lagrangefunktion (2.123) mit Masse undmodi�zierter Delta-Funktion multipliziert und diese Lagrange-Dihte dann einer Einstein-Hilbert-Wirkung anf�ugt.5.1.2 Elektromagnetishes HintergrundfeldDie Raumzeitwirkung einer Probeladung q im elektromagnetishen Feld F�� = ��A� � ��A�lautet S = Z d4yp�g� 0R� 12 F ��F��+ 1p�g Z d� Æ4(y � x(�)) (m _x� _x� + q _x�A�)� : (5.14)Der Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetishen Hintergrundfeldes ergibt sih durh Va-riation von Sem = �12 Z d4yp�gF ��F�� (5.15)nah der Metrik zu T (HG)�� = 1p�g ÆSemÆg�� = F��F�� � 14g��F��F ��: (5.16)



44 KAPITEL 5. PROBEMASSEN UND HINTERGRUNDFELDERSeine Divergenz stellt nun eine Kraftdihte dar. Zur ihrer Berehnung k�onnen bedenkenlosRiemann-Normalkoordinaten benutzt werden, da die Gesetzte der Elektrodynamik in jedemKoordinatensystem g�ultig sein m�ussen. Man erh�alt:��T (HG)�� = (��F��)F�� + F�� (��F��)� 12 (��F��)F ��= (����A� � ����A�)F�� + F�� (��F��)� 12 (��F��)F ��= (����A�)F�� + F�� (��F��)� (����A�)F ��= F�� (��F��) : (5.17)Die Kraftdihte ist also F � = �F ��r�F�� (5.18)wenn (5.17) wieder in allgemeinen Koordinaten dargestellt wird. Die Divergenz r�F �� deselektromagnetishen Feldes ist nur an den Stellen des Raumes ungleih null, an denen sihelektrishe Ladungen be�nden. Am Ort unserer Probeladung mu� sie also mit deren Hilfeausgedr�ukt werden. Die Kopplung der Probeladung an das elektromagnetishe Feld erfolgtin der Wirkung durh das Vektorpotential A. Durh Variation von (5.14) nah A� gewinntman eine Maxwell-Gleihung mit der Probeladung als Quelle0 = ÆSÆA� = r�F �� + q Z d� Æ4(y � x(�)) _x�! r�F�� = � q Z d� Æ4(y � x(�)) _x�; (5.19)wobei der Term q R d�Æ4(y� x) _x� als Vier-Stromdihte der Probeladung zu deuten ist. Diesin Gleihung (5.18) eingesetzt ergibtF � = qF �� Z d� Æ4(y � x(�)) _x�: (5.20)Der Energie-Impuls-Tensor der Probe ergibt sih mitT (P)�� = 1p�g ÆSMÆg�� (5.21)aus der MateriewirkungSM = Z d4y Z d� Æ4(y � x(�)) (m _x� _x� + q _x�A�) : (5.22)Dabei ergibt sih wiederum der Energie-Impuls-Tensor (5.5), denn der Term _x�A� h�angt imGegensatz zu _x� _x� niht von der Metrik ab, da das Vektorpotential A kein kontravarianterVektor, sondern eine kovariante 1-Form ist.Mit (5.3) erh�alt man jetzt als Gleihung der Weltlinie die Bewegungsgleihung einer Punkt-ladung mit 4-Lorentz-Kraft: Du�D� = qF ��u�: (5.23)



5.2. DIRAC-TEILCHEN UND KALB-RAMOND-FELD 455.2 Dira-Teilhen und Kalb-Ramond-FeldAm elektromagnetishen Fall hat sih gezeigt, wie man nur aus Raum-Zeit-Wirkungen dieBewegungsgleihungen f�ur Probeteilhen in Hintergrundfeldern erh�alt. Nun sollen die Kr�afteeines Kalb-Ramond-Hintergrundfeldes auf Probeteilhen hergeleitet werden. Ein Kopplungs-term wie im elektromagnetishen Fall existiert allerdings nur f�ur Dira-Teilhen wegen desDira-Operators mit Torsion (4.58).Die Raum-Zeit-Wirkung eines Dira-Teilhens in diesem total antisymmetrishen Torsions-feld ist durh S = Z d4xp�g � 0R �H��H�� � i � D(H) +m �  � (5.24)gegeben. Die  -Felder sind die vierkomponentigen Dira-Spinoren. Die Wirkung des Hinter-grundfeldes ist hier SH = � Z d4xp�gH��H�� ; (5.25)und die Wirkung der Probe lautetSM = Z d4xp�g�m �  � i � D + i4 � H���[���℄ � : (5.26)Anders als im Fall einer rein klassish zu betrahtenden Punktladung enth�alt die Wirkungeines qunatenmehanishen Teilhens keine Delta-Funktion, und man kann somit keine ein-deutige Weltlinie festlegen. Trotzdem wollen wir uns die Probeverteilung als lokalisiert umihren Shwerpunkt vorstellen und aus der Kraftdihte des Hintergrundfeldes eine Kraft, dieauf diesen Shwerpunkt wirkt, ableiten. Dabei entf�allt die Aufgabe, den Energie-Impuls-Tensor der Probeverteilung und seine Vier-Divergenz explizit auszurehnen.Durh Variation von (5.25) nah der Metrik erh�alt man den Energie-Impuls-TensorT (HG)�� = 1p�g ÆSEMÆg�� = 3H���H��� � 12g��H��H�� : (5.27)Zur Berehnung der Kraftdihte sollen auh hier Normalkoordinaten verwendet werden, daman, wenn man dieH-Feld-Torsion als zus�atzlihes Feld auf einer Raum-Zeit mit Kr�ummungansieht, genau wie im elektromagnetishen Fall und f�ur alle Naturgesetze, die Allgemeing�ultig-keit seiner Gesetzm�a�igkeiten in beliebigen Koordinaten forden mu�. Die Rehnung liefert��T (HG)�� = 3 (��H���)H��� + 3H��� ���H����� (��H��)H��= 3 (����B��)H��� + 3H��� ���H����� 3 (����B�)H��= 3H��� ���H���� ; (5.28)und damit ist F � = �3H���r�H���: (5.29)



46 KAPITEL 5. PROBEMASSEN UND HINTERGRUNDFELDERDurh Variation der Wirkung (5.24) nah B�� ist jetzt die Divergenz des H-Feldes f�ur dieProbe zu bestimmen: 0 = ÆSÆB�� = r��H��� + i4 � [���℄ � : (5.30)Diese Gleihung ist die Feldgleihung der Torsion eines Dira-Teilhens. Es handelt sihhierbei jedoh niht um einen mit der Maxwell-Gleihung vergleihbaren Ausdruk, dennhier vershwindet die Divergenz der Summe des Feldes und seiner Quelle. Das bedeutet, da�das durh das Dira-Teilhen hervorgerufene Torsionsfeld au�erhalb der Quelle vershwindetund niht im Raum propagiert, wie etwa das Feld einer elektrishen Punktladung. Dira-Teilhen kommen als Quellen eines total asymmetrishen Torsionsfeldes, obwohl sie an einsolhes koppeln, niht in Frage. Ein ausgedehntes Feld, sofern es tats�ahlih existiert, mu�andere Ursahen haben.Mit Gleihung (5.30) nimmt (5.29) die FormF � = 3i4 H���r� � [���℄ (5.31)an.Im weiteren wollen wir das Dira-Probeteilhen als eine um einen Shwerpunk lokalisierteVerteilung ansehen. Auf der Weltlinie des Shwerpunktes des Wellenpaketes w�ahlen wir nunsogenannte zeitorthogonale synhrone Koordinaten [4℄, in denen das Wegelement die Formds2 = g00(x0)2 + gijdxidxj; (j = 1; 2; 3) (5.32)mit g00 = �1; g0j = 0 p�g = pg(3); dx0 = dt (5.33)annimmt. Hierbei ist pg(3) die Metrik des dreidimensinalen Raumes zum Zeitpunkt t. DieVier-Geshwindigkeit lautet genau wie in Normalkoordinaten u = (1; 0; 0; 0).Jetzt kann die Kraftdihte �uber das dreidimensionale Volumen der Probe integriert werdenund man erh�alt eine Kraft auf den Shwerpunkt des Dira-Probeteilhens:f� � 3i4 H��� Z d3xpg(3)r� � [���℄ : (5.34)Hierbei ist das H-Feld vor das Integral gezogen worden, da angenommen werden kann, da�es sih auf der Ausdehnung der Probe in f�uhrender Ordnung niht �andert. F�ur das Integralgilt mit dem Gau�shen-SatzZ d3xpg(3)r� � [���℄ = Z d3xpg(3)r0 � [0��℄ + Z d3xpg(3)rj � [j��℄ = Z d3xpg(3)r0 � [0��℄ : (5.35)



5.2. DIRAC-TEILCHEN UND KALB-RAMOND-FELD 47F�ur die Kraftdihte ergibt sih somitf� = 3i4 H��� Z d3xpg(3)r0 � [0��℄ : (5.36)In der Koordinatenwahl (5.32) gilt o�ensihtlih r0 � [0��℄ = �0 � [0��℄ , da die Me-trik partiell niht von der Zeit abh�angt. Aus diesem Grund kann die Zeitableitung auh vordas Integral geshrieben werden. Au�erdem gilt � 0 =  +f� = 3i4 H����0 Z d3xpg(3)  +[��℄ : (5.37)Dabei stellt das Integral nihts anderes dar, als den Spin-Erwartungswert1 in der (�; �)-Ebene: f� = 32H����0 hS��i : (5.38)Diese Gleihung gilt mit dem Prinzip der allgemeinen Kovarianz selbstverst�andlih in allenKoordinatensystemen:f� = 32H��� DD� hS��i = 32H���u�r� hS��i : (5.39)Es zeigt sih, da� noh eine zweite Gleihung n�otig ist, die die �Anderung des Spin-Erwartungs-wertes entlang der Weltlinie beshreibt. Dazu verwenden wir die Dira-Gleihungeni�r(H)�  �m = 0 (5.40)und setzen sie in den Ausdrukr0 � [0��℄ = (r0 )[0��℄ + � [0��℄r0 + � �r0[0��℄� (5.41)ein. Diese Gleihung wollen wir gleih in den Koordinaten (5.32) �uber den dreidimensionalenRaum integrieren. Es ist klar, da� dabei der letzte Term vershwindet, da die kovariantenAbleitungen der Vierbeine vershwinden, weil sie genau wie die Metrik, die aus ihnen nah(2.29) aufgebaut ist, niht partiell von der Zeit abh�angen.r0[0��℄ = �0[0��℄ = 0: (5.42)Im weiteren k�onnen deshalb bedenkenlos Normalkoordinaten verwendet werden.Aus (5.40) und der De�nition der kovarianten Ableitung von Spinoren mit Torsion (2.68)ergibt sih mit 00 = 1�0 = �0j�j + 14 H���0[���℄ + im0 = �0j�j + 14 H0ij[ij℄ + 14 H1235 + im0 ; (5.43)1Der Spin-Erwarungswert ist de�niert durh < S�� >= i=4 R d3xpg � [�; � ℄ = i=2 R d3xpg � [��℄ (Siehe Gleihung (2.65) und (2.66) f�ur den Spin-Operator).



48 KAPITEL 5. PROBEMASSEN UND HINTERGRUNDFELDERmit 5 = 0123. Dies setzten wir in�0 � [0��℄ = (�0 )[0��℄ + � [0��℄�0 (5.44)ein und erhalten�0 � [0��℄ = � ��j � � j0[0��℄ � � [0��℄0j�j �14 H0ij � ij[0��℄ + 14 � [0��℄ij H0ij= � ��j � � j[��℄ � � [��℄j�j +14 H0ij � 0 �[��℄; ij� = � �j � � j[��℄ �+ � �j; [��℄� �j �H0j� � 0�j �H0j� � 0j� = � �j � � j[��℄ �+ i � �p�; �� �H0j� � 0�j �H0j� � 0j� ; (5.45)wobei auh � und � r�aumlihe Indizes (�; � = 1; 2; 3) sind. Der Masseterm vershwindet,da er mit allen anderen Termen kommutiert und sih bei der Operation �0 ! �0 einVorzeihenwehsel ergibt. Zudem antikommutiert 5 mit allen anderen Gamma-Termen undes gilt �5 = 5 und �50�� = �0��5. Dar�uber hinaus wurden die n�utzlihen Kom-mutatorrelationen [a; b℄ = [a; b℄  + b [a; ℄ (5.46)und a [b; ℄ + [a; ℄ b = a fb; g � fa; g b (5.47)f�ur drei nihtkommutierende Ausdr�uke a, b und , sowie die Cli�ord-Algebra (2.63) und dieQuantisierungsvorshrift p� = �i�� verwendet.Wir arbeiten nun wieder mit den Koordinaten (5.32) und integrieren �uber den dreidimensio-nalen Raum i Z d3xpg(3)r0 � � [0��℄� = 2u0�0 
S���= i Z d3xpg(3)h�rj � � j[��℄ �� �H0j� � 0j� +H0j� � 0�j � i+2 Z d3xpg(3) � [�p�℄ | {z }=0= �2H0j�u0 
Sj��� 2H0j�u0 
S�j� ; (5.48)wobei wieder das als konstant angesehene H-Feld vor das Integral gezogen wurde. Au�erdemist davon auszugehen, da�Z d3xpg(3) � [�p�℄ = 0; �; � = 1; 2; 3 (5.49)



5.2. DIRAC-TEILCHEN UND KALB-RAMOND-FELD 49gilt, denn die Wellenfunktion eines Probeteilhens kann in den Koordinaten (5.32) zu jederZeit mit Hilfe einer Gau�-Verteilung exp(�x2=4d4) beshrieben werden: = N e�iEte� x24d4U(E): (5.50)Es ist N der Normierungsfaktor, E = mp1 + p2 die Energie des Teilhens und U(E) derPolarisationsanteil des Dira-Spinors  , der nur noh von der Energie abh�angt. Der Impuls-operator angewandt auf (5.50) ergibtp� / x� ; � = 1; 2; 3: (5.51)Alle hiermit gebildeten Erwartungswerte �uber die Gau�-Verteilung vershwinden.In allgemeinen Koordinaten k�onnen wir nunDD� 
S���+H���u� 
S���+H���u� 
S��� = 0 (5.52)als Bewegungsgleihung f�ur den Spin-Erwartungswert angeben. Das entspriht der kovarian-ten Ableitung mit Torsion D(H)D� 
S��� = 0: (5.53)F�ur die Bewegungsgleihung des Shwerpunktes (5.39) ergibt sih nunf� = �32 H��� �H��� 
S���+H��� 
S����u� = �3H���H��� 
S��� u�; (5.54)wobei die Torsion quadratish eingeht. Im lokalen Normalkoordinaten-Ruhesystem wird dieNullkomponente zu null, wie man an den dort m�oglihen Termen unter Beahtung der An-tisymmetrie des H-Feldes und des Spin-Erwartungswertes sofort ablesen kann:f 0R = �3 �H012H031 
S32�+H013H021 
S23�+H021H032 
S31�+ H023H012 
S13�+H031H023 
S21�+H032H013 
S12�� = 0: (5.55)Somit handelt es sih bei (5.54) tats�ahlih um eine vern�unftige Vier-Kraft, da diese imRuhesystem den Bedingungen f 0(R) = 0 (5.56)und damit f�f� = m2�d~vdt�2 (5.57)gen�ugt.Die Bedingung (5.56) mu� f�ur eine physikalish sinnvolle Vier-Kraft, beziehungsweise Vier-Beshleunigung gelten, da die Vier-Geshwindigkeit immer der Einheitsvektor in Zeitrihtungist, und dies auh im Ruhesystem bleiben mu�. Mathematish wird dies durhu�f� = 0 (5.58)zum Ausdruk gebraht.



50 KAPITEL 5. PROBEMASSEN UND HINTERGRUNDFELDER5.3 Klassishe Strings und Kalb-Ramond-FeldIn der Stringtheorie [8,9℄ wird versuht, das Verhalten der Materie niht durh punktf�ormigeTeilhen mit Koordinaten x�(�) zu beshreiben, sondern durh zweidimensionale Objekte inder Raum-Zeit, die durh Funktionen x�(�; �) beshrieben werden. Hierbei ist � weiterhinder Parameter der Eigenzeit, � hingegen parametrisiert die L�angenausdehnung der Strings.Ein klassisher String koppelt an Gravitation und B-Feld [9℄ und gen�ugt der WirkungS = Z d�d� fg�� (� _x� _x� + x0�x0�) +B�� ( _x�x0� � x0� _x�)g : (5.59)Dabei bedeutet _x� = dx�d� (5.60)und x0� = dx�d� : (5.61)Die Bewegungsgleihungen lassen sih in diesem Fall sofort durh Variation von (5.59) nahx� berehnen. Es ergibt sih eine inhomogene Wellengleihungx00� � �x� + 0���� x0�x0� � 0���� _x� _x� + 2H��� _x�x0� = 0; (5.62)die sih im Grenzfall, da� die L�ange des Strings vershwindet (und damit auh dx�=d� = 0),auf die Geod�aten-Gleihung (2.25) reduziert.Wir wollen nun trotzdem eine Raum-Zeit-Wirkung angeben, aus der die Bewegungsgleihun-gen nah unserer bisherigen Vorgehensweise (5.62) folgen, denn auf diese Weise ergibt sihauh eine Feldgleihung f�ur das Kalb-Ramond-Feld. Die Wirkung lautetS = Z d4yp�g n 0R�H��H��+ 1p�g Z d�d� Æ4(y � x(�; �) [g�� (� _x� _x� + x0�x0�)+ B�� ( _x�x0� � x0� _x�)℄o; (5.63)Durh eine Variation von (5.63) nah B�� erh�alt man die Feldgleihung f�ur das Torsionsfeld:r�H��� = 13 Z d�d� Æ4(y � x(�; �) ( _x�x0� � x0� _x�) : (5.64)Im Gegensatz zu (5.30) handelt es sih hierbei um eine rihtige Feldgleihung, analog zurMaxwell-Gleihung (5.19): r�H��� = j��; (5.65)mit der Stromdihte zweiter Stufej�� = 13 Z d�d� Æ4(y � x(�; �) ( _x�x0� � x0� _x�) (5.66)als Quelle eines ausgedehnten propagierenden Kalb-Ramond-Feldes.



Kapitel 6Feldtheorie
Wir haben gesehen, da� das Kalb-Ramond-Feld starke Analogien zum elektromagnetishenFeld aufweist. Beispielsweise gleiht der Energie-Impuls-Tensor (5.27) in seinem Aufbau demEnergie-Impuls-Tensor des Maxwell-Feldes (5.16), au�erdem ist es uns gelungen eine derMaxwell-Gleihung �ahnlihe Feldgleihung (5.65) zu �nden.Der Untershied besteht darin, da� es sih beim Kalb-Ramond-Feld niht um ein Spin-1-Feld, sondern ein Spin-2-Eihfeld handelt. Dadurh haben die Tensoren eine h�ohere Stufe alsim Maxwell-Fall.Weiterhin haben wir erkannt, da� das Kalb-Ramond-Feld, egal ob es als Torsion der Raum-Zeit verstanden wird, oder niht, immer den Charakter eines Eihfeldes tr�agt. Aus diesemGrund ist es eine interessante Frage, welhe Erhaltungsgr�o�en mit dem Kalb-Ramond-Feldverkn�upft sind. Im Maxwell-Fall ist bekannt, da� die Eihinvarianz des elektromagnetishenFeldes die Ladungserhaltung zur Konsequenz hat.Um unsere nun folgende Untersuhung auf ein siheres Fundament zu stellen, ben�otigenwir das Noether-Theorem [31℄, welhes einen Zusammenhang zwishen Symmetrien undErhaltungsgr�o�en herstellt.
6.1 Noether-TheoremWenn man die Gravitationskr�afte in der Raumzeit vernahl�assigen kann, also von der N�ahe-rung einer ahen Mannigfaltigkeit ausgeht (g�� = ���), l�asst sih aufgrund der jetzt vor-handenen Isotropie des Raumes das Noether-Theorem f�ur zus�atzlihe Felder anwenden, daseinen Zusammenhang zwishen Symmetrien und Erhaltungsgr�o�en herstellt. Wir de�nierenuns hierzu die Raum-Zeit-WirkungS = Z
 d4xL �	A(x�); ��	A(x�)� (6.1)51



52 KAPITEL 6. FELDTHEORIEals Funktional der Lagrange-Dihte L, die von den Feldern 	A(x�) und ihren ersten partiellenAbleitungen abh�angt. Die Indizierung mit lateinishen Gro�buhstaben ist auh hier alsMulti-Indizierung im Sinne von (2.54) zu verstehen. Die 	A(x�) k�onnen zum Beispiel dieKomponenten von Dira-Spinoren sein, oder elektromagnetishe Vektorpotentiale oder auhdas Kalb-Ramond-Feld.Die Transformationen der Raum-Zeit-Koordinatenx0� = x0�(x�) (6.2)und der Felder 	0A(x0�) = 	0A(	B(x�)); (6.3)die die Wirkung (6.1) in S 0 = Z
0 d4x0 L �	0A(x0�); � 0�	0A(x0�)� (6.4)�uberf�uhren und diese invariant lassen, S 0 = S; (6.5)sind Symmetrietransformationen.Wir betrahten nun die in�nitesimalen Ver�anderungen der Raum-Zeit-Koordinatenx0� = x� + Æx� (6.6)und die in�nitesimale Transformation	0A(x0�) = 	A(x�) + Æ	A(x�): (6.7)Man bezeihnet Æ	A(x�) als totale Variation der Felder 	A(x�), da sowohl die �Anderungender Felder von 	A nah 	0A, als auh die Ver�anderung der Raum-Zeit-Koordinaten ber�uk-sihtigt werden. Als lokale Variation ~Æ	A(x�) bezeihnet man die in�nitesimale Transforma-tion der Felder bei festgehaltenen Koordinaten:~Æ	A(x�) = 	0A(x�)�	A(x�): (6.8)Zwishen ~Æ	A(x�) und Æ	A(x�) besteht der Zusammenhang:~Æ	A(x�) = �	0A(x�)�	0A(x0�)	+ �	0A(x0�)� 	A(x�)	 ; (6.9)also ~Æ	A(x�) = Æ	A(x�)� �	0A(x0�)�	0A(x�)	 : (6.10)Ber�uksihtigt man nur die erste Ordnung in (6.10)~Æ	A(x�) � Æ	A(x�)� ��	0A(x�)Æx� � Æ	A(x�)� ��	A(x�)Æx�; (6.11)



6.1. NOETHER-THEOREM 53erkennt man, da� von der totalen Variation der Teil abzuziehen ist, der nur durh dieVer�anderung der Koordinaten zustandekommt, um die lokale Variation zu erhalten.Im Gegensatz zur totalen Variation vertausht die lokale Variation mit der Di�erentiation:���~Æ	A(x�)	 = ~Æ ���	A(x�)	 : (6.12)Da unsere Transformationen der Koordinaten und Felder als passive Transformationen in-terpretiert werden k�onnen, wird in Gleihung (6.1) und (6.4) �uber dasselbe vierdimensionaleVolumen 
 integriert, das jeweils mit vershiedenen Koordinaten beshrieben wird. Die dif-ferentiellen Volumina transformieren sih demnah mit der Jaobi-Determinante. In ersterOrdnung gen�ugt: �(x0�)�(x�) = ������� + �Æx��x� ���� � 1I + �Æx��x� : (6.13)F�ur die Lagrange-Dihte gilt dadurh L0 = L+ ÆL; (6.14)so da� man f�ur die totale Variation der Wirkung in erster OrdnungÆS = S 0 � S = Z
0 d4xL0 � Z
 d4xL = Z
 d4x ��L+ ÆL��1 + �Æx��x� �� L�= Z
 d4x �ÆL+ �Æx��x� L� (6.15)bekommt.Wie in Gleihung (6.11) besteht f�ur die Lagrange-Dihte ein Zusammenhang zwishen ihrertotalen Variation ÆL und ihrer lokalen Variation ~ÆL:~ÆL = ÆL� ��LÆx�: (6.16)Die lokale Variation kann als~ÆL = �L�	A(x�) ~Æ	A(x�) + �L�(��	A(x�)) ~Æ ���	A(x�)	 (6.17)ausgeshrieben werden. Durh die Verwendung der Eigenshaft der lokalen Variation, mitder partiellen Ableitung zu verstaushen, wird diese Gleihung zu~ÆL = �L�	A(x�) ~Æ	A(x�) + �L�(��	A(x�)) �� n~Æ	A(x�)o ; (6.18)was unter Verwendung unserer bisherigen Erkenntnisse auh als~ÆL = � �L�	A(x�) � �� �L�(��	A(x�))� ~Æ	A(x�) + ��� �L�(��	A(x�)) ~Æ	A(x�)� (6.19)



54 KAPITEL 6. FELDTHEORIEgeshrieben werden kann. Da die Felder 	A den Euler-Lagrange-Gleihungen�L�	A(x�) � �� �L�(��	A(x�)) = 0 (6.20)gen�ugen sollen, reduziert sih (6.19) zu~ÆL = ��� �L�(��	A(x�)) ~Æ	A(x�)� : (6.21)Jetzt setzt man (6.21) und (6.14) in (6.15) einÆS = Z
 d4x ��� �L�(��	A(x�)) ~Æ	A(x�) + LÆx�� (6.22)und erh�alt daraus mit Hilfe von (6.11) den AusdrukÆS = Z
 d4x ��� �L�(��	A(x�)) Æ	A(x�)� � �L�(��	A(x�)) ��	A(x�)� L Æ��� Æx��: (6.23)Aufgrund von Gleihung (6.5) vershwindet die totale Variation der WirkungÆS = 0: (6.24)Da aber das Integrationsvolumen beliebig gew�ahlt werden kann, mu� der Integrand ver-shwinden. Diesen de�niert man sih als Viererstromdihtej�(N)(x�) = �L�(��	A(x�)) Æ	A(x�)� � �L�(��	A(x�)) ��	A(x�)� LÆ��� Æx�; (6.25)die sih aus den Variationen der Felder und der Koordinaten zusammensetzt, und es gilt derdi�erentielle Erhaltungssatz ��j�(N)(x�) = 0: (6.26)Um zu einem globalen Erhaltungssatz zu gelangen, hat man diese Kontinuit�atsgleihung�uber das gesamte dreidimensionale Volumen zu integrieren0 = Z d3x ��j�(N)(x�) = Z d3x �j0(N)(~x; t)�t + Z d3x ~r �~j(N)(~x; t) (6.27)und zu beahten, da� die Felder und ihre �Anderungen im Unendlihen vershwinden. Mitdem Gau�shen-Satz vershwindet der zweite TermZ d3x ~r �~j(N)(~x; t) = I d~o �~j(N)(~x; t) � 0 (6.28)als Ober�ahenterm und die Erhaltungsgr�o�e des Noether-Theorems ist gegeben durhF (t) = Z d3x j0(N)(~x; t); ��tF (t) = 0: (6.29)



6.2. EICHINVARIANZ UND ERHALTUNGSGR�OSSEN 556.2 Eihinvarianz und Erhaltungsgr�o�enDas Kalb-Ramond-Feld ist ein Eihfeld. Das bedeutet, da� das durh die GleihungH�� = ��B[�℄ + ��B[�℄ + �B[��℄ (6.30)de�nierte Feld invariant ist unter der TransformationB0�� = B�� + �[���℄; (6.31)mit dem beliebigen Vektorfeld ��. Dies steht in Analogie zum elektromagnetishen FeldF�� = ��A� � ��A�; (6.32)welhes invariant ist unter der TransformationA0� = A� + ��f; (6.33)mit einer beliebigen skalaren Funktion f .Mit diesen Eihtransformationen m�ussen Erhaltungsgr�o�en verkn�upft sein, denn auh siegeh�oren zu den Symmetrietransformationen. Als Beispiel wollen wir zuerst das elektroma-gnetishe Feld behandeln, denn es ist bekannt, da� die Transformation (6.33) zur Ladungser-haltung f�uhrt. Daraufhin werden wir den Formalismus auf den Fall des Kalb-Ramond-Feldeserweitern.6.2.1 Beispiel Maxwell-FeldDie Lagrange-Dihte eines im ahen Raum propagierenden elektromagnetishen Feldes, dasan eine Viererstromdihte j� = (�;~j) koppelt, ist gegeben durhL = �14 F��F �� � j�A� (6.34)mit der dazugeh�origen Feldgleihung ��F �� = j�: (6.35)Hierbei ist � die elektrishe Ladungsdihte und ~j die dreidimensionale Stromdihte. DieEihtransformation (6.33) �andert die Lagrange-Dihte (6.34) inL0 = L� j���f = L� �� (j�f) + f��j�: (6.36)Der letzte Term ist null, wegen der Antisymmetrie von F ����j� = ����F �� = 0; (6.37)



56 KAPITEL 6. FELDTHEORIEder mittlere Term vershwindet, wenn man (6.36) in Gleihung (6.1) einsetzt, als Ober-�ahenterm, so da� die Wirkung niht ver�andert wird. Die Eihtransformation (6.33) ist alsoauh eine Symmetrietransformation mit der VariationÆA� = A0� � A� = ��f: (6.38)Verwendet man nun (6.23), kann man die Erhaltungsgr�o�e �nden. Da Eihtransformationendie Koordinaten unber�uhrt lassen, erh�alt manÆS = � Z d4x �� fF ����fg = � Z d4x (j���f + F ������| {z }=0 f)= � Z d4x ��(j�f)| {z }=0 + Z d4x (��j�)f = 0: (6.39)Die Eihfunktion ist beliebig, deswegen ist das Ergebnis einfah die shon wegen der Anti-symmetrie des Feldst�arke-Tensors bekannte Relation ��j� = 0. Obwohl das auf den erstenBlik reht trivial anmutet, ist es doh n�utzlih, denn durh diese Identi�kation der elek-trishen Stromdihte mit der Noether-Stromdihte ist eine Integration der Nullkomponente�uber den dreidimensionalen Raum gerehtfertigt. Aus der Kenntnis der Komponenten derStromdihte ist sofort ersihtlih, da� man dabei die Gesamtladung der durh die Strom-dihte beshriebenen Ladungsverteilung ermitteltF = Z d3x j0 = Z d3x � = 4� Q; (6.40)die hierdurh als erhalten erkannt wird.6.2.2 Kalb-Ramond-FeldWir nehmen an, da� das Kalb-Ramond-Feld analog zum elektromagnetishen Feld an einenStromdihte-Tensor zweiter Stufe koppelt:��H�� = j�: (6.41)Die Lagrange-Dihte lautet L = �H��H�� � j��B��: (6.42)Durh die Eihtranformation (6.31)ergibt sih die neue LagrangedihteL0 = L � j���[���℄ = L � ��j[��℄�� � �[���℄j��| {z }=0 : (6.43)Der hintere Term vershwindet wegen der Asymmetrie von H�����j�� = ����H��� = 0; (6.44)



6.2. EICHINVARIANZ UND ERHALTUNGSGR�OSSEN 57der andere zus�atlihen Terme ist auh hier in der Wirkung (6.1) ein Ober�ahenterm, soda� ganz analog zum elektromagnetishen Fall die Eihtransformation als Symmetrietrans-formation anzusehen ist. Mit der VariationÆB�� = �[���℄ (6.45)ergibt sih aus (6.23):ÆS = �6 Z d4x �� �H����[���℄	 = �6 Z d4x (j���[���℄ +H������[�| {z }=0 ��℄)= � Z d4x ��(j[��℄��)| {z }=0 + Z d4x (��j[��℄)�� = 0: (6.46)Als Erhaltungsgr�o�e dieser hypothetishen Stromverteilung �ndet manF � = Z d3x j0�: (6.47)6.2.2.1 Dira-TeilhenIm ahen Raum lautet die Wirkung des Kalb-Ramond-Feldes und seiner Ankopplung anDira-Teilhen S = Z d4x��H��H�� + i4 � [��℄ H��� ; (6.48)wobei nur das Hintergrundfeld und der Kopplungsterm ber�uksihtigt werden. Unter Ver-wendung von Gleihung (6.30) l�asst sih der hintere Term umshreiben zui4 � [��℄ H�� = i4 � [��℄ ���B� + �B�� + ��B��= i4 ��� � � [��℄ B��+ � � � [��℄ B���+ �� � � [��℄ B��� ��� � [��℄ �B�� �� � [��℄ �B�� � ��� � [��℄ �B��= 3i4 �� � � [��℄ B��� 3i4 ��� � [��℄ �B�; (6.49)so da� in (6.48) shlie�lih nur nohS = Z d4x ��H��H�� � 3 ��� � [��℄�B�� (6.50)�ubrigbleibt, da der Ober�ahenterm vershwindet.Dieselbe Rehnung haben wir im �ubrigen bereits shon einmal verwendet, um aus der Wir-kung (5.24) die Feldgleihung (5.30) durh Variation nah B�� zu bestimmen, ohne diesexplizit zu erw�ahnen.



58 KAPITEL 6. FELDTHEORIEMit der Identi�kation j�� = 3i4 �� � [���℄ (6.51)kann nun (6.29) angewandt werden, um hiervon eine globale Erhaltungsgr�osse zu �nden:F � = 3i4 Z d3x ���� � [�0�℄ = 3i4 Z d3x ���0 � [�00℄ + 3i4 Z d3x �j�� � [�j0℄ = 0: (6.52)Die vom Dira-Teilhen hervorgerufene Stromdihte, die an das Kalb-Ramond-Feld koppelt,besitzt keine globale Erhaltungsgr�osse, was die Tatsahe unterstreiht, da� Dira-Teilhenniht die Quellen eines ausgedehnten Torsions-Feldes sein k�onnen.6.2.2.2 Klassishe StringsBei klassishen Strings kann man nun nah Gleihung (5.66) f�ur die Stromdihtej�� = 13 Z d�d� Æ4(y � x(�; �) ( _x�x0� � x0� _x�) (6.53)einsetzen. Die Integration (6.47) liefertF 0 = 0; F i = 13 Z d�d� Æ(y0 � x0(�; �)) � _x0x0i � x00 _xi� : (6.54)Jetzt kann man das Koordinatensystem so w�ahlen, da� die x0-Komponente die Eigenzeit istx0(�; �) = x0(�) = �: (6.55)Dadurh vershwindet die Ableitung der x0-Komponente nah � und es bleibtF i = 13 Z d� x0i(�; �) (6.56)�ubrig. Die Integration �uber � ist sofort ausf�uhrbar, da � ein Parameter �uber die L�ange desStrings ist: F i(�) = 13 �xi(�;Anfangspunkt)� xi(�;Endpunkt)� : (6.57)Die erhaltene Ladung ist also die r�aumlihe Ausrihtung des klassishen Strings. Im Fallgeshlossener Strings, bei denen Anfangs- und Endpunkt zusammenfallen, vershwindet sie.Dieses Ergebnis kann nur f�ur den Fall kosmisher Strings, bei denen sih B-Feld und Stringwehselseitig beeinussen, sinnvoll interpretiert werden [37℄. Bei fundamentalen Strings, diequantisiert werden, wird n�amlih niht die Wirkung gleihzeitig nah Probe und Feld variiert,sondern das B-Feld wird als gegeben vorausgesetzt, beziehungsweise die Strings selbst sinddie Quanten des Feldes.



Kapitel 7Spin-Pr�azession undMyonen-Experimente
Mit den Gleihungen (5.52) und (5.54) haben wir gesehen, wie ein als Torsion der Raum-Zeit aufgefasstes Kalb-Ramond-Feld �uber den Dira-Operator mit Torsion (2.68) an denSpin von quantenmehanishen Spin-1/2-Teilhen koppelt. Dies er�o�net die M�oglihkeit, einvorhandenes, im Raum propagierendes Kalb-Ramond-Feld experimentell nahzuweisen, unddamit eine erste indirekte Best�atigung f�ur die Rihtigkeit der String-Theorie zu erhalten.F�ur derarige Versuhe sind Myonen besonders gut geeignet. Diese Spin-1/2-Elementarteilhenmit Elementarladung e und Ruhemasse m = 105; 6MeV besitzen eine mittlere Lebensdauervon T = 2; 2 � 10�6 s in ihrem lokalen Ruhesystem und zerfallen dann in Neutrinos und einElektron. Dabei wird das Elektron in die Rihtung emmitiert, in die der Spin im Momentdes Zerfalls polarisiert ist.Dieser E�ekt wird bereits experimentell dazu ausgenutzt, um das anomale magnetishe Mo-ment a = g=2� 1 der Myonen1 zu messen. Das anomale magnetishe Moment von Teilhenmit Spin kann beispielsweise �uber die nihtrelativistishe Larmor Pr�azessions-Frequenz immagnetishen Feld B
L = g e2m B = �1 + g � 22 � em B = (1 + a) em B (7.1)de�niert werden. In solhen N�aherungsrehnungen ist es ausreihend, den gyromagnetishenFaktor exakt als g = 2 anzunehmen, so da� a vershwindet. Genaue numerishe Berehnun-gen unter Ber�uksihtigung der Quantenelektrodynamik ergeben den Wertatheory = 0:0011659188 (7.2)f�ur Myonen im Standartmodell der Elementarteilhenphysik. Pr�azise Messungen mit Be-shleunigern [35℄ ergeben jedoh den Wertaexp = 0:0011659203: (7.3)1g ist der gyromagnetishe Faktor. 59



60 KAPITEL 7. SPIN-PR�AZESSION UND MYONEN-EXPERIMENTEDie Abweihung �a = atheory � aexp � �1; 5 � 10�9 (7.4)liegt ausserhalb des Messfehlers. Sie ist in etwa von allen bisherigen Experimenten best�atigtworden und gibt Anlass zu Spekulationen �uber neue Physik jenseits des Standardmodellsder Elementarteilhenphysik.
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Abbildung 7.1: Shematisher VersuhsaufbauDie Abbildung 7.1 zeigt den shematishen Versuhsaufbau zur experimentellen Bestim-mung des anomalen magnetishen Momentes. Myonen, deren Spin in die Bewegungsrihtungpolarisiert ist, werden durh ein magnetishes Feld innerhalb eines Speiherringes auf eineKreisbahn gelenkt. Zus�atzlih zum magnetishen Feld sind in realen Experimenten eventu-ell noh zus�atzlihe elektrishe F�uhrungsfelder vorhanden. Durh die Felder �andert sih diePolarisation des Spin und es �o�net sih der Winkel � zwishen Polarisationsrihtung ~s undGeshwindigkeit ~v. Nah einiger Zeit zerfallen die Myonen und die Rihtung des Zerfalls-elektrons kann mit Hilfe von Detektoren, die um den Beshleuniger herum angeordnet sind,



7.1. SPIN-PR�AZESSION IM ELEKTROMAGNETISCHEN FELD 61gemessen werden. Die Anzahl der messbaren Zerfallselektronen ist dabei durhN = N0 e�tT [1� A os (
t + ')℄ (7.5)gegeben. Die Anzahl aller Zerf�alle, der Phasenwinkel ' und der Asymmetrie-Parameter Asind von der Energie und der Anzahl der gespeiherten Myonen abh�angig. Die Pr�azessions-frequenz 
 ist die zeitlihe �Anderung des Winkels �
 = d�dt ; (7.6)ausserdem ist T die Zerfallszeit der Myonen im Laborsystem, wobei  der relativistisheLorentz-Faktor  = 1p1� v2 (7.7)ist2. Anhand der Rihtung der Zerfallselektronen kann nun die Pr�azessionsfrequenz des Myo-nenspins festgestellt werden3. Aus dem Zusammenhang [34℄
 = em (a� ~B � ~n� � ~v � �a� 12 � 1� ~n � ~Ev ) (7.8)zwishen den elektrishen und magnetishen Feldern und der Pr�azessionsfrequenz wird shlie�-lih auf das anomale magnetishe Moment der Myonen geshlossen. Der Vektor ~n ist dieSpin-Komponente, die senkreht auf der Myonengeshwindigkeit ~v steht.Dasselbe Experiment kann auh f�ur positiv geladene Anti-Myonen durhgef�uhrt werden,dabei ist allerdings das Magnetfeld umzukehren und anstelle von Elektronen entstehen Po-sitronen als Zerfallsprodukte.Die Abweihung (7.4) vom theoretish zu erwartenden Wert wollen wir im Folgenden durhdas Kalb-Ramond-Feld erkl�aren. Zuerst soll dazu die Gleihung (7.8) hergeleitet werden,und dann, dazu analog, eine Gleihung, die mit Hilfe von (5.52) die Pr�azessionsfrequenz imKalb-Ramond-Feld angibt.Gravitative Ein�usse k�onnen bei Experimenten der Teilhenphysik vernahl�assigt werden, dasie im Allgemeinen unterhalb der Messgenauigkeit liegen oder bereits vom Experimentator inseiner Auswertung mit ber�uksihtigt werden. Daher gen�ugt es, die folgenden Berehnungenspeziell relativistish im ahen Raum (g�� = ���) durhzuf�uhren.7.1 Spin-Pr�azession im elektromagnetishen FeldZur Herleitung der Gleihung der Spin-Pr�azession im elektromagnetishen Feld (7.8) wirdanstelle eines Spin-Tensors zweiter Stufe (5.52) ein Spin-Vektor4s = �s0 ; ~s� (7.9)2v ist der Betrag des dreidimensionalen Geshwindigkeits-Vektors ~v (v = j~vj).3Auf messtehnishe Details soll in dieser Arbeit verzihtet werden.4Es wird der Kleinbuhstabe s verwendet, um den Spin-Vektor vom Torsions-Vektor S zu untersheiden.



62 KAPITEL 7. SPIN-PR�AZESSION UND MYONEN-EXPERIMENTEverwendet. Es mu� davon ausgegangen werden, da� die zeitlihe Komponente des Spin-Vektors im momentanen Ruhesystem des Teilhens vershwindet und der Spin-Vektor nurdurh seine r�aumlihen Komponenten gegeben ist:sR = (0 ; ~sR) : (7.10)Diese Bedingung wird in allen Bezugsystemen durh die Bedingungu�s� = 0 (7.11)beshrieben.Im ahen Raum ist die Vier-Geshwindigkeit durhu = �u0 ; ~u� =  (1 ; ~v) (7.12)gegeben, mit dem Lorentz-Faktor (7.7) und dem dreidimensionalen Geshwindigkeitsvektor~v. Damit ergibt sih s0 = ~v � ~s (7.13)als Bewegungsgleihung der zeitlihen Komponente des Spin-Vektors.Durh zeitlihes Ableiten der Bedingung (7.11) stellt man fest, da�ds�d� u� = �s� du�d� (7.14)gilt. Im lokalen Ruhesystem des Teilhens �ndet sih daher die Bewegungsgleihung derzeitlihen Komponente ds0Rd� = d~vd� � ~sR: (7.15)Im �ausseren magnetishen Feld erf�ullt der r�aumlihe Anteil des Spin-Vektors die Bewegungs-gleihung [34,28℄ d~sRd� = ge2m ~sR� ~B: (7.16)Dabei ist ~B das magnetishe Feld und g der gyromagnetishe Faktor. Ausserdem ist e dieelektrishe Ladung und m die Masse des Teilhens. In Kapitel 8 werden wir diese Gleihungin nihtrelativistisher N�aherung best�atigen.In beliebigen Bezugssystemen verallgemeinern sih (7.16) und (7.15) zur Bewegungsgleihungdes Vierer-Spin-Vektors [34℄ds�d� = ge2m (F ��s� + F ��s�u�u�) + du�d� s�u�; (7.17)



7.1. SPIN-PR�AZESSION IM ELEKTROMAGNETISCHEN FELD 63wobei der elektromagnetishe Feldst�arketensor durh(F ��) = 0BBB� 0 E1 E2 E3�E1 0 B3 �B2�E2 �B3 0 B1�E3 B2 �B1 0 1CCCA (7.18)gegeben ist. Im lokalen Ruhesystem reduziert sih (7.17) wieder auf die beiden Gleihungen(7.15) und (7.16). F�ur die Vier-Beshleunigung kann man nun die Vier-Lorentzkraftdu�d� = emF ��u� = � emF ��u� (7.19)einsetzten. Dadurh shreibt sih (7.17) jetzt alsds�d� = em hg2 F ��s� + �g2 � 1�F ��s�u�u�i : (7.20)Um das Ziel zu erreihen, die Geshwindigkeit der Spin-Pr�azession zu berehnen, wird derSpin-Vektor im Laborsystem in einen zur Geshwindigkeit paralellen und senkrehten Teilzerlegt: sjsj = ek os � + e? sin�: (7.21)Die Vier-Einheitsvektoren werden dabei durhek =  �v ; ~vv � ; e? = (0 ; ~n) ; ~n � ~n = 1 (7.22)dargestellt und der Betrag des Spin-Vektors ist durhjsj = p�s�s� (7.23)gegeben. Der dreidimensionale Einheitsvektor ~n ist so gew�ahlt, da� er zu jedem Zeitpunktsenkreht auf der Geshwindigkeit steht:~n � ~v = 0: (7.24)Die zeitlihe �Anderung des Winkels � ist unsere gesuhte Gr�o�ed�dt = 
em: (7.25)Es gen�ugt im Folgenden, nur die Nullkomponente der Bewegungsgleihung (7.20) zu betrah-



64 KAPITEL 7. SPIN-PR�AZESSION UND MYONEN-EXPERIMENTEten. Mit den den Vektoren(7.12) und (7.21) und d=d� = d=dt ergibt sih4v~v � d~vdt os � + 2 ~vv � d~vdt os �� 2v d�dt sin�= em �g2 �~vv � ~E os � + ~n � ~E sin��+ �g2 � 1� �3v~v � ~E os �� 2~n � ~E sin�� 3~vv � ~E os �� 2�~vv � ~B� � ~v os �� 2 �~v � ~B� � ~n sin���= em �~vv � ~E os � + g2 ~n � ~E sin�+ �g2 � 1� 2 h�~n � ~E sin�� �~v � ~B� � ~n sin�io : (7.26)Es gilt nat�urlih (~v=v � ~B) � ~v = 0, da ~v=v � ~B senkreht auf ~v steht. Zudem k�urzt sih derBetrag des Spin-Vektors (7.23) heraus, da die Betr�age von Vier-Vektoren immer Konstantensind. Verwendet man nun die aus der Nullkomponente von (7.19) folgende Relationem ~v � ~E = 3~v � d~vdt ; (7.27)heben sih alle Cosinus-Terme heraus und es bleibt die Gleihung
em = d�dt = em (��g2 � 1�� g22� ~n � ~Ev + �g2 � 1�� ~B � ~n� � ~v) (7.28)�ubrig [34℄. Durh Umstellen kann man sie auh in die Form
em = em (a� ~B � ~n� � ~v � �a� 12 � 1� ~n � ~Ev ) ; (7.29)mit a = g=2�1, bringen. Die relativistishe Rehnung f�uhrt von alleine, auf nat�urlihemWegeund ohne Zusatzannahmen, auf das Vorhandensein des anomalen magnetishen Momentes.7.2 Spin-Pr�azession im Kalb-Ramond-FeldDie Gleihung der Spin-Pr�azession f�ur ein Teilhen im total antisymmetrishen Kalb-Ramond-Feld erhalten wir aus der Spin-Bewegungsgleihung (5.52), die im ahen Raumdd� 
S��� = � �H��� 
S��� +H��� 
S����u�: (7.30)lautet, und aus der Vier-Beshleunigung, die durh (5.54) und f� = m(du�=d�) festgelegtwird, und im ahen Raum die Formdu�d� = 3m H���H��� 
S��� u� (7.31)



7.2. SPIN-PR�AZESSION IM KALB-RAMOND-FELD 65besitzt. Zuerst mu� der Spin-Erwartungswert-Tensor auf den Spin-Vektor abgebildet werden.Auh f�ur diesen ist gilt wegen (5.36), da� er im Ruhesystem des Teilhens keine zeitartigenKomponenten besitzt 
S�0�R = 0; (7.32)sondern v�ollig durh die drei unabh�angigen Komponenten hS12iR , hS23iR und hS31iR be-shrieben wird. In allen Bezugssystemen wird daraus die Bedingung
S��� u� = 0; (7.33)die es gestattet, den Spin-Tensor mits� = 12 "Æ�� 
SÆ� u� (7.34)eindeutig auf den Spinvektor (7.9) abzubilden [4℄. Dabei ist "Æ�� der total antisymmetrishePseudo-Tensor mit "0123 = 1. Als Umkehrung von (7.34) wird der Spin-Tensor durh
S��� = "��ÆsuÆ (7.35)durh den Spin-Vektor dargestellt.Wir setzen nun (7.34) in (7.30) eindd� "��ÆsuÆ = � �H���"��ÆsuÆ +H���"��ÆsuÆ�u� (7.36)und multiplizieren diese Gleihung mit "����:dd� "����"��ÆsuÆ = � �H���"����"��ÆsuÆ +H���"����"��ÆsuÆ�u�: (7.37)Unter Verwendung der Identit�aten [4℄"����"��Æ = � �������Æ � ����Æ��� � ��Æ�����+ �����Æ�� + ��Æ����� + �������Æ (7.38)und "����"��Æ = �2 �����Æ � ��Æ��� (7.39)wird (7.37) zu� ds�d� u� � s� du�d� + ds�d� u� + s� du�d� = (H��su�u� +H��su�u�) : (7.40)Die Multiplikation dieser Gleihung mit u� liefert bei Beahtung von u�u� = �1, u�(du�=d�) =0, (7.11) und der Antisymmetrie von H�� die Bewegungsgleihungds�d� = H��su� � u� ds�d� u�: (7.41)



66 KAPITEL 7. SPIN-PR�AZESSION UND MYONEN-EXPERIMENTESetzt man (7.14) nun in die Gleihung (7.41) ein, reduziert sih diese im lokalen Ruhesy-stem auf (7.15), was sih in �Ubereinstimmung mit der zeitlihe Ableitung von (7.13) imRuhesystem be�ndet.Es ist besonders zwekm�a�ig, auh das Kalb-Ramond-Feld mit seinen unabh�angigen Kom-ponenten H123, H012, H023 und H031 durh einen Vektorh = �h0 ;~h�h0 = H123; ~h = 0� H023H031H012 1A (7.42)gem�a� H�� = "��ÆhÆ (7.43)darzustellen5. Damit lautet die Bewegungsgleihung (7.41) nunds�d� = "���h�su� + s� du�d� u�: (7.44)Wir betrahten auh hier nur die zeitlihe Komponente. Da der Index � den Wert null hat,sind �,  und � rein r�aumlihe Indizes, so da� man die Bewegungsgleihung der Nullkompo-nente mit den dreidimensionalen Vektoren aus (7.9),(7.12) und (7.42) ausdr�uken kann:ds0d� = �~h � (~u� ~s) + s� du�d� u0: (7.45)Da der Index 0 unten steht, also ein kovarianter Index ist, ergibt sih ein Vorzeihenwehsel: ddt v os � = ~h � (~v � ~n) sin� +  s� du�d�= 4v~v � d~vdt os � + 2 ~vv � d~vdt os �� 2v d�dt sin�: (7.46)Es bleibt jetzt noh die Aufgabe, die Vier-Beshleunigung und den daraus resultierendendreidimensionalen Beshleunigungsvektor zu berehnen. Aus Gleihung (7.31) wird mit un-seren Vektoren (7.9) und (7.42), sowie dem Epsilon-Pseudotensor, der Ausdrukdu�d� = 3m "����"����"��Æ���h�h�suÆu�; (7.47)der mit mit (7.38) vereinfaht wird. Dabei bleibtdu�d� = � 3m "��Æh�u�h�suÆ (7.48)�ubrig. Man sieht, da� der Ausdruk s�(du�=d�) vershwindet, da mit zwei Spin-Vektoren �uberKomponenten des antisymmetrishen Epsilon-Pseudotensor summiert wird. Somit entspriht(7.44) der kovarianten Ableitung des Spin-Vektors mit Torsion.5Die Umkehrung dieser Formel ist hÆ = (1=6)"Æ��H�� .



7.3. VERGLEICH MIT EXPERIMENTELLEN RESULTATEN 67Das Vektorprodukt ~v � (d~v=dt) ergibt sih aus der Nullkomponente von (7.48) durhdu0d� =  ddt = 3~v � d~vdt (7.49)und lautet ~v � d~vdt = 3m u�h� ~h � (~v � ~n) sin�: (7.50)Setzt man dies in Gleihung (7.45) ein, so ergibt sihd�dt = ~h � (~n� ~v)� 1v + 3mv2u�h� os �� (7.51)als Winkelgeshwindigkeit.Wir k�onnen uns jetzt den Vektor (7.42) als Gradient einer skalaren Funktionh� = ��H (7.52)vorstellen. Da das Kalb-Ramond-Feld als homogen und zeitunabh�angig betrahtet werdensoll, gilt u�h� = u���H = dd� H = 0: (7.53)Hierdurh wird (7.51) zu d�dt = 
H = 1v ~h � (~n� ~v) : (7.54)Die Komponente H123 des Kalb-Ramond-Feldes tr�agt niht zur Spin-Pr�azession bei, son-dern nur die Komponenten, die senkreht auf der Geshwindigkeit und der momentan zurGeshwindigkeit senkreht polarisierten Spin-Rihtung stehen.7.3 Vergleih mit experimentellen ResultatenDie gesammte Pr�azessionsfrequenz ergibt sih als Summe von (7.29) und (7.54):
 = 
em + 
H = em (a� ~B � ~n� � ~v � �a� 12 � 1� ~n � ~Ev )+ 1v ~h � (~n� ~v) : (7.55)Das moderne Myonenexperiment des amerikanishen Brookhaven National Laboratory [36℄ist so gebaut, da� die elektrishen Felder keinen Beitrag zur Pr�azessionsfrequenz liefern.Dadurh vereinfaht sih (7.55) zu
 = ema (~n� ~v) � ~B + 1 ~h � �~n� ~vv� : (7.56)



68 KAPITEL 7. SPIN-PR�AZESSION UND MYONEN-EXPERIMENTEAu�erdem steht das Magnetfeld immer senkreht auf dem Geshwindigkeitsvektor, wie ausder Abbildung (7.1) hervorgeht. Deshalb gen�ugt es dem Experimentator, der davon ausgeht,da� die Spin-Pr�azession lediglih durh das magnetishe Feld hervorgerufen wird, die De-tektoren f�ur die Zerfallselektronen in der Ebene der Geshwindigkeit anzuordnen. Dadurhkann das Experiment auh nur den Einuss der Komponente hk des Kalb-Ramond-Feldesmessen, die in parallel zu ~B ist. Damit ergibt sih, aufgel�ost nah aaexp = m
evB � mhkevB ; (7.57)und die durh das Kalb-Ramond-Feld erkl�arte Abweihung des experimentellen Wertes (7.4)ist gegeben durh �a = � mhkevB : (7.58)Indem man nah hk au�ost, kann man anhand der experimentellen Daten eine Absh�atzungder Gr�o�enordnung des Kalb-Ramond-Feldes angeben:hk = �evBm �a = �emr1� 12B�a: (7.59)



Kapitel 8Pauli-Gleihung mitKalb-Ramond-Feld
Das Pauli-N�aherungsverfahren gestattet es, in erster Ordnung den nihtrelativistishen Limesder Dira-Gleihung im ahen Raum zu berehnen. Betrahtet man ein freies Teilhen, oderein Teilhen im elektromagnetishen Feld, gelangt man so zur nihtrelativistishen Energie-Eigenwert-Gleihung H� = ��; (8.1)wobei H die Hamilton-Funktion f�ur ein Teilhen, E der Energie-Eigenwert und � ein zwei-komponentiger Spinor ist.Wir wollen nun die Pauli-N�aherung auf ein Teilhen im antisymmetrishen Kalb-Ramond-Feld anwenden. Der Vollst�andigkeit halber soll auh die Kopplung an das elektromagnetisheFeld mit ber�uksihtigt werden. Daf�ur lautet die Dira-Gleihung� �ir(H)� + eA�� �m = 0: (8.2)Daraus erh�alt man durh Multiplikation mit 0i�0 = 0j (�i�j � eAj) + i4 H0ij[ij℄ + i4 H1235 � eA0 +m0 : (8.3)Jetzt ist es zwekm�assig, zu einer niht-kovarianten Shreibweise mit den Matritzen� = 0; �(j) = 0j; j = 1; 2; 3 (8.4)�uberzugehen:E = �(j) (pj � eAj) + i4 H0ij[ij℄ + i4 H1235 � eA0 +m� : (8.5)Die Gesamtenergie ist dabei gegeben durhE = i�0 ; (8.6)69



70 KAPITEL 8. PAULI-GLEICHUNG MIT KALB-RAMOND-FELDwobei i�0 im nihtrelativistishen Fall strenggenommen niht als Operator angesehen werdendarf, da die Zeit hier lediglih ein Parameter ist.Im n�ahsten Shritt wird nun der vierkomponentige Spinor  aus zwei zweikomponentigenSpinoren  = � �� � (8.7)aufgebaut . Gleihung (8.5) kann nun mit den Pauli-Matritzen (2.57) aufgeshrieben werden:E � �� � = (pj � Aj)� 0 �(j)�(j) 0 �� �� �+ i8 H0ij � ��(i)�(j)� 00 ��(i)�(j)� �� �� �+ i4 H123 � 0 �(1)�(2)�(3)�(1)�(2)�(3) 0 �� �� �+eA0� �� �+m� 1I 00 �1I �� �� � : (8.8)Die Pauli-Matritzen erf�ullen die dreidimensionale Drehimpuls-Algebra��(i); �(j)� = 2i"ijk�(k); (8.9)mit dem dreidimensionalen total antisymmetrishen Tensor ("123 = 1). Bildet man nun dasH-Feld wieder mit (7.43) auf seinen dualen Vektor ab, kann (8.8) alsE � �� � = (pj + eAj)� 0 �(j)�(j) 0 �� �� �� 14 "ijl "ijk hl � �(k) 00 �(k) �� �� ��12 h0� 0 �(1)�(1)�(1)�(1) 0 �� �� � + eA0� �� �+m� 1I 00 �1I �� �� �= (pj + eAj)� 0 �(j)�(j) 0 �� �� �� 12 hk � �(k) 00 �(k) �� �� ��12 h0� 0 1I1I 0 �� �� � + eA0� �� �+m� 1I 00 �1I �� �� � (8.10)dargestellt werden. Dabei sind die Relationen"ijl "ijk = 2Æij (8.11)und �(j)�(j) = 1I (8.12)



71eingegangen. Multipliziert man die Matritzen aus, ergeben sih zwei gekoppelte Gleihungen:E� = �(j) (pj � eAj)�� 12 hj�(j)�� 12 h0�+ eA0�+m�; (8.13)E� = �(j) (pj � eAj)�� 12 hj�(j)�� 12 h0�+ eA0��m�: (8.14)In nihtrelativistisher N�aherung wird die Gesamtenergie von der Ruheenergie dominiert zuder eine kleine Abweihung hinzukommt:E = m + �: (8.15)Setzt man diese Zerlegung in (8.13) und (8.14) ein, stellt man fest, da� die erste Gleihungniht mehr von der Ruheenergie abh�angt:�� = �(j) (pj � eAj)�� 12 hj�(j)�� 12 h0� + eA0�; (8.16)(2m+ �)� = �(j) (pj � eAj)�� 12 hj�(j)�� 12 h0�+ eA0�: (8.17)Mit Gleihung (8.17) wird nun � bestimmt, um die Gleihungen zu entkoppeln:� = �(j) (pj � eAj)� 12 h02m+ �� eA0 + 12 hj�(j) �: (8.18)Es kann jetzt davon ausgegangen werden, da� m den Nenner des Bruhes derart dominiert,da� alle anderen Felder und Energien niht nennenswert beitragen. Damit kann nun� � �(j) (pj � eAj)� 12 h02m � (8.19)als gute N�aherung f�ur den nihtrelativistishen Fall angesehen werden. Gleihung (8.16) wirddamit zu �� = � 12m h~� � �~p� e ~A�i2 � 12 ~h � ~�� 14m ~� � �~p� e ~A� h0 + 18m h0 + eA0��= � 12m �~p� e ~A�2 � e2m ~� � ~B � 12 ~h � ~�� 14m ~� � �~p� e ~A� h0 + 18m h0 + eA0��: (8.20)Es ist die Identit�ath~� � �~p� e ~A�i2 = �~p� e ~A�2 � ~� � �~p� e ~A�� �~p� e ~A� (8.21)



72 KAPITEL 8. PAULI-GLEICHUNG MIT KALB-RAMOND-FELDeingeossen. Ausserdem wurde ~r� ~A = ~B beahtet. Verwendet man nun noh die De�nitiondes Spin-Operators in der nihtrelativistishen Quantenmehanik~s = ~�2 ; (8.22)ergibt sih der nihtrelativistishe Hamilton-OperatorH = 12m �~p� e ~A�2 � em ~s � ~B � ~s � ~h� 12m ~s � �~p� e ~A� h0 + 18m h0 + eA0: (8.23)Da h0 ein pseudo-Skalar ist, ist die Hamilton-Funktion niht invariant unter Raumspiegelung,die Parit�at ist niht erhalten. Bemerkenswert ist au�erden der Kopplungsterm zwisheneihinvariantem Impuls ~p � e ~A und h0 = H123. Da h0 wesentlih kleiner als ~p und ~A seind�urfte, kann man den Kopplungsterm vernahl�assigen:H � 12m �~p� e ~A�2 � em ~s � ~B � ~s � ~h+ 18m h0 + eA0: (8.24)Die zeitlihe �Anderung des Spin-Operators �ndet man mit der Heisenbergshen Bewegungs-gleihung d~sdt = �i [H;~s℄ = em ~s� ~B + ~s� ~h: (8.25)Diese Operatorgleihung entspriht den r�aumlihen Anteilen unserer Bewegungsgleihungen(7.17) und (7.44) des relativistishen Spin-Vektors (7.9) im lokalen Ruhesystem eines Spin-1/2-Teilhens im elektromagnetishen- und Kalb-Ramond-Feld.



Kapitel 9Ausblik
Es soll hier beshrieben werden, welhe weiteren Perspektiven sih aus dieser Arbeit ergeben.Durh die Identi�kation des Kalb-Ramond-Feldes mit Torsion in einer Riemann-Cartan-Raum-Zeit, ergibt sih eine Kopplung dieses Feldes an den Spin von Dira-Teilhen (4.58).Die sih daraus ergebende Gleihung f�ur die Pr�azessionsfrequenz des Spins im Kalb-Ramond-Feld (7.54) enth�alt den reziproken Lorentz-Faktor1 = p1� v2: (9.1)Dieser wird immer kleiner, je gr�o�er die Geshwindigkeit v des Teilhens ist. Der durh dasKalb-Ramond-Feld hervorgerufene Pr�azessionse�ekt wird daher immer gr�o�er, je langsamersih das Teilhen im Laborsystem bewegt. Somit k�onnten Experimente, die mit langsamenMyonen arbeiten, dazu dienen, die Existenz des Kalb-Ramond-Feldes zweifelsfrei zu beweisenoder zu widerlegen.Die nihtrelativistishe N�aherung (8.24) k�onnte sih eventuell dazu eignen, Versuhe �uberdas H-Feld niht nur im Rahmen gro�tehnisher Beshleunigeranlagen, sondern auh imnormalen Laborma�stab, etwa durh den Nahweis der Parit�atsverletzung, durhzuf�uhren.Die Gleihungen (5.52) und (5.54) sind die Bewegungsgleihungen f�ur den Spin eines quan-tenmehanishen Teilhens und seinen Shwerpunkt im Kalb-Ramond-Feld. Da der Spineines quantenmehanishen Teilhens durh die Drehimpuls-Algebra beshrieben wird, undteilweise als Eigendrehung des Teilhens verstanden werden kann [23℄, ist es eine interessanteFrage, ob die Kalb-Ramond-Torsion auh an die Eigendrehung klassisher Testteilhen kop-pelt. F�ur klassishe Testteilhen mit Eigendrehimpuls in einem Gravitationsfeld gilt anstelleder Geod�atengleihung die Papapetrou-Gleihung [24℄DD� �mu� + u� DS��D� � = 12 0R����u�S��: (9.2)Sie wird durh ein N�aherungsverfahren aus der lokalen Energie-Impulserhaltung (5.1) gewon-nen, ohne das der Energie-Impuls-Tensor dazu explizit bekannt ist. Gel�ange es, diese Glei-hung aus einer Einstein-Hilbert-Wirkung herzuleiten, k�onnte man diese dann f�ur Riemann-Cartan-Raum-Zeiten mit H-Feld-Torsion erweitern. Leider ist dies bis jetzt niht rihtig73



74 KAPITEL 9. AUSBLICKgelungen [25,26℄. Allerdings ist es fraglih, ob tats�ahlih eine Kopplung der Eigendrehungmit dem H-Feld auftritt, da man sih eine ausgedehnte klassishe Probe mit Eigendrehungauh als eine Wolke niht miteinander wehselwirkender Punktteilhen vorstellen kann, andie die Torsion niht koppelt.DanksagungIh danke Prof. Dr. Robert Graham, Dr. Axel Pelster und Urs Shreiber, sowie Prof. Dr.Stefan Thomae f�ur die Unterst�utzung.
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