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Kapitel 1

Einleitung

Die Frage, wie hochgeordnete komplexe Strukturen und Funktionen in der Natur
entstehen und aufrechterhalten werden, war immer wieder Gegenstand natur-
wissenschaftlicher Forschung. Insbesondere die beeindruckende Komplexitét, wie
sie sich in der belebten Natur in mannigfacher Weise zeigt, inspirierte zu dem
Versuch, solche Selbstorganisationsprozesse aus physikalischer Perspektive zu be-
schreiben. Es sei hier nur an Schrédingers mittlerweile zum Klassiker avancierte
Abhandlung Was ist Leben? erinnert, die unter anderem die Thermodynamik
lebender Systeme zum Gegenstand hat [1,2].

Lebewesen sind offene Systeme fern vom thermodynamischen Gleichgewicht. Das
Entropiekonzept der phdnomenologischen Thermodynamik erweist sich deshalb
als ungeeignet, da die entsprechenden Begriffsbildungen wie Entropie, Tempera-
tur usw. ausschlieflich fiir Gleichgewichtszustdnde definiert sind. Eine universelle
Theorie der Selbstorganisation solcher Nichtgleichgewichtssysteme wird durch die
1969 von H. Haken begriindete Synergetik gegeben [3-8]. Sie liefert den mathema-
tischen Rahmen, der es erlaubt, den makroskopischen Zustand komplexer Systeme
in der Umgebung von Instabilitdtspunkten durch nur wenige Ordnungsparameter
vollstéandig zu beschreiben, obgleich das System aus einer grofien Anzahl mit-
einander wechselwirkender Untersysteme aufgebaut ist. Die vorliegende Arbeit
widmet sich mit Hilfe der Methoden der Synergetik einem grundlegenden Pro-
blem biologischer Musterbildung.

Voraussetzung fiir eine korrekte Funktion des Nervensystems ist eine sinnvolle
Verschaltung zwischen den verschiedenen Zellschichten. Ein sowohl theoretisch
als auch experimentell gut untersuchtes Beispiel eines solchen neuronalen Ver-
schaltungsmusters ist das zwischen der Netzhaut des Auges (Retina) und dem
Mittelhirndach (Tectum). Betrachten wir hierzu Abbildung 1.1: In einer frithen
Phase der embryonalen Entwicklung von Wirbeltieren sind die von den retinalen
Ganglienzellen auf dem Tectum gekniipften synaptischen Kontakte noch ungeord-
net und zufillig verteilt. Im weiteren Verlauf der Ontogenese kommt es dann via
Selbstorganisation zu einem geordneten Zustand. Benachbarte Zellen der Retina
sind nun mit benachbarten Zellen des Tectums verbunden. Eine solche Erhaltung
von Nachbarschaftsbeziehungen im Sehsystem bezeichnet man als Retinotopie.

11



12 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Ontogenese

RETINA TECTUM RETINA TECTUM

Abbildung 1.1: Entstehung einer retinotopen Ordnung im Verlauf der Ontogenese
(schematisch). Durch Prozesse der Selbstorganisation werden die anfinglich zuféllig
verteilten synaptischen Kontakte derart verdndert, dass benachbarte Zellen der Retina
mit benachbarten Zellen des Tectums verbunden sind.

Wie ldsst sich die selbstorganisierte Entstehung einer solchen retinotopen Ord-
nung erklaren und modellieren?

Schon vor iiber zwanzig Jahren lieferten H&ussler und von der Malsburg eine de-
taillierte analytische Behandlung fiir den Modellfall, dass die beiden Zellschichten
als lineare Ketten mit jeweils derselben Anzahl von Zellen vorliegen [9]. Die Gene-
rierung einer retinotopen Ordnung wurde dabei — basierend auf experimentellen
Ergebnissen — als das Resultat des Wechselspiels aus Kooperation und Konkur-
renz zwischen den einzelnen synaptischen Kontakten betrachtet. Die Verdnderung
synaptischer Verbindungsgewichte durch solche Kooperations- und Konkurrenz-
prozesse wird durch die H&ussler-Gleichungen beschrieben. Eine entsprechende
Modifizierung dieser Gleichungen fiir den Fall, dass die Zellschichten von Retina
und Tectum als Kontinua mit homogener Zelldichte auf Kugeloberflichen be-
trachtet werden, wurde von Wagner und von der Malsburg vorgeschlagen [10].
Erste analytische Untersuchungen zeigten, dass auch fiir diesen Fall die Entste-
hung einer retinotopen Ordnung moglich ist.

Diese Ergebnisse motivieren die Frage, ob es nicht mdoglich ist, ein allgemeingiilti-
ges Modell zu entwickeln, mit welchem sich dieses Problem unabhéingig von
Geometrie und Dimension behandeln ldsst. Ein solch allgemeines Modell muss
natiirlich die obigen Fille (lineare Kette, Kugeloberfliche) enthalten. Insbeson-
dere aber soll dieses Modell das Allgemeingiiltige bzw. Generische des Problems
aufzeigen. Ein Vergleich der Ergebnisse bei Spezifizierung von Geometrie und
Dimension soll dann weiterhin kldren, welche Signaturen von dem jeweils gewéihl-
ten Fall abhéngig sind: Welche qualitativen und quantitativen Unterschiede treten
beispielsweise auf, wenn man von der Ebene (konstanter Kriimmung 0) zur Ku-
gel (konstanter Kriimmung +1) iibergeht? Welchen Einfluss hat die Wahl der
Dimension bei verschiedenen euklidischen Geometrien? Die Beantwortung dieser
Fragen ist das Ziel unserer analytischen Untersuchungen.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in drei Teile. In Teil I werden die biologischen
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und physikalischen Grundlagen erldutert, die zum Verstédndnis des vorliegenden
Problems notwendig sind. Dazu wird in Kapitel 2 die Bedeutung topographi-
scher Ordnungen in der Biologie beschrieben, die weit iiber die oben erwahnte
retino-tectale Ordnung hinausgeht. In Kapitel 3 werden dann die den Héaussler-
Gleichungen zugrundeliegenden Annahmen dargelegt, und Kapitel 4 gibt einen
Uberblick iiber die Methoden der Synergetik. In Teil IT werden die zugrundelie-
genden Modellgleichungen theoretisch analysiert. Hierzu werden in Kapitel 5 die
Héussler-Gleichungen auf Mannigfaltigkeiten beliebiger Geometrie verallgemei-
nert. Anschlieffend leiten wir in den Kapiteln 6 und 7 unter Verwendung synerge-
tischer Methoden die universelle Struktur der Ordnungsparametergleichungen ab.
Diese bilden den Ausgangspunkt zur Behandlung spezieller Geometrien in Teil
ITI. Als einfachstes Beispiel untersuchen wir in Kapitel 8 die Saite, die alle we-
sentlichen Eigenschaften der linearen Kette aufweist [9]. In Kapitel 9 betrachten
wir die Ebene, wobei wir feststellen werden, dass dieses System nicht in trivia-
ler Weise in zwei Dimensionen entkoppelt. Schliellich betrachten wir in Kapitel
10 als ein Beispiel nichteuklidischer zweidimensionaler Mannigfaltigkeiten sphéri-
sche Geometrien, wobei wir die vorldufigen Untersuchungen von Wagner und von
der Malsburg [10] erstmals um eine vollstdndige nichtlineare Analyse erweitern,
indem wir die Ordnungsparametergleichungen explizit berechnen und daraus die
Emergenz retinotoper Projektionen nachweisen.
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Kapitel 2

Biologische Grundlagen

Die topographische Ordnung zwischen Retina und Tectum stellt keinen aufler-
gewohnlichen Fall in der Bildung neuronaler Strukturen dar. Vielmehr manife-
stiert sich darin ein grundlegendes biologisches Organisationsprinzip des Nerven-
systems. Mit Ausnahme der chemischen Sinne, d. h. des Geschmacks- und Ge-
ruchssinnes, sind die sensorischen Bahnen anatomisch so organisiert, dass die
rdumlichen Beziehungen zwischen den Sinnesrezeptoren erhalten bleiben. Das
heiflt, dass die Axone von benachbarten priméren Sinneszellen Verbindungen mit
benachbarten Neuronen der Zielstruktur bilden. Diese Erhaltung von Nachbar-
schaftsbeziehungen bezeichnet man im somatosensorischen System als Somato-
topie, im visuellen System als Retinotopie und im auditorischen System als To-
notopie. Da die Topographie der Schicht aus Sinneszellen auf die Zielstruktur im
Nervensystem abgebildet wird, spricht man ganz allgemein auch von neuronalen
Karten [11]. Zur Verdeutlichung der enormen Bedeutung dieser neuronalen Kar-
ten werden im Folgenden Beispiele aus verschiedenen Sinnessystemen behandelt,
wobei naturgeméaf vor allem das visuelle System detaillierter betrachtet werden
soll [11-13].

2.1 Somatotopie

Die somatosensorischen Areale im Cortex empfangen Signale von der Haut und
dem {ibrigen Korper iiber Druck-, Beriihrungs- und Schmerzreize sowie iiber die
Temperatur. Die von den entsprechenden Korperoberflachen stammenden Fasern
enden dabei im Cortex in einer geordneten geometrischen Reihenfolge derart,
dass die Lagebeziehungen an der Koérperoberfliche auch im Cortex erhalten blei-
ben. Diese topographische Ordnung bezeichnet man, wie oben erwihnt, als So-
matotopie. Auch im Thalamus, der als Zwischenstation der somatosensorischen
Fasern auf dem Cortex fungiert, ist diese somatotope Ordnung vorhanden. Die
Korperoberflache ist auf dem Cortex stiickweise repréisentiert, sodass sich auf ihm
ein ,,Homunkulus®, ein kleiner Mensch, abbildet. Die relativen Dimensionen sind
allerdings im Vergleich zur tatséchlichen Grofle der entsprechenden Oberfliche

17



18 KAPITEL 2. BIOLOGISCHE GRUNDLAGEN

stark modifiziert. Dabei ist die Dichte der Rezeptoren in einer bestimmten Regi-
on der Koérperoberfliche der Gréfle des zugehorigen Bereichs des somatosensori-
schen Cortex proportional [14]. Die Rezeptordichte wiederum korreliert mit der
Einsatzhéufigkeit und Empfindlichkeit der betreffenden Region. Beim Menschen
sind die Bereiche fiir Gesicht, Lippen, Zunge und Hénde auffallend grofl. Beim
Klammeraffen nimmt unter anderem der Schwanz ein besonders grofies Gebiet im
Cortex ein, bei Nagetieren die Schnurrhaare.

2.2 Tonotopie

Bei der auditorischen Wahrnehmung treffen Schallwellen auf das Trommelfell am
Ende des duBeren Gehorganges und versetzen es in Schwingungen. Diese wer-
den dann an die Gehorknochelchen des Mittelohres, d. h. Hammer, Amboss und
Steigbiigel {ibertragen. Der Steigbiigel leitet die Schwingungen durch Druck auf
eine Membran weiter, die das owvale Fenster unter der Steigbiigelfufiplatte ab-
deckt. Dort sitzt die fliissigkeitsgefiillte schneckenformige Cochlea, die von der
Reifiner- und Basilarmembran in ihrer ganzen Lénge in drei Fliissigkeitsraume
aufgeteilt wird. Die Basilarmembran trégt das Cortische Organ mit den Haarzel-
len, die die eigentlichen Schallrezeptoren sind. Durch die Schwingungen wird das
Cortische Organ in eine Relativbewegung versetzt, sodass die Stereozilien (,,Sin-
neshérchen®) der Haarzellen abwechselnd in beide Richtungen ausgelenkt werden.
Dabei werden Neurotransmitter ausgeschiittet, was in den Fasern des Hornervs
Entladungen auslost.

Die Frequenzen der Schallwellen werden sowohl ortlich als auch zeitlich codiert.
Hier soll der Einfachheit halber nur die 6rtliche Codierung betrachtet werden. Da-
bei zeigt sich, dass die unterschiedlichen Frequenzen entlang der gesamten Lénge
der Cochlea regelméfig angeordnet sind. Tiefe Frequenzen stimulieren das Gebiet
nahe des Apex der Cochlea maximal, hohe Frequenzen die Basis am Steigbiigel.
Man erhélt also auf diese Weise eine tonotope Karte.

Diese rdaumliche Ordnung nach verschiedenen Frequenzen beruht auf den einzel-
nen Eigenschaften der Basilarmembran und der Haarzellen. Die Basilarmembran,
die die gesamte Cochlea durchzieht, hat fiir jede Frequenz an einem anderen Ort
ihr Schwingungsmaximum: das Maximum fiir tiefe Frequenzen liegt am Apex der
Basilarmembran, dasjenige hoher Frequenzen liegt nahe des Steigbiigels. Dadurch
werden zum Beispiel die Haarzellen am Apex durch tiefe Frequenzen stérker an-
geregt. Zum zweiten konnte gezeigt werden, dass die Haarzellen nur auf einen
sehr schmalen Frequenzbereich ansprechen. Beispielsweise sind die Haarzellen
am Apex nicht nur wegen der Eigenschaften der Basilarmembran besonders em-
pfindlich fiir tiefe Frequenzen, sondern auch, weil die Haarzellen dieses Bereichs
optimal auf tiefe Frequenzen abgestimmt sind.

Uber den Hornerv laufen die Signale von der Cochlea iiber mehrere Zwischenstu-
fen zum Corpus geniculatum mediale und von dort zum priméren auditorischen
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Cortez. Dabei bleibt die Ortsinformation durch die frequenzbezogenen bzw. tono-
topen Karten erhalten. In der Horrinde der Katze zum Beispiel sind die Neuronen
in folgender Weise angeordnet: Links befinden sich solche Neuronen, die optimal
auf hohe Frequenzen abgestimmt sind, nach rechts sinkt die Frequenz, auf welche
die Neuronen mit einer maximalen Entladungsrate reagieren. Solche tonotopen
Karten wiederholen sich auf allen Zwischenstationen, auf welchen die Information
von der Cochlea zum auditorischen Cortex hin weitergeleitet wird.

Eine weitere bemerkenswerte neuronale Karte des auditorischen Systems wurde
bei der Schleiereule entdeckt. In einer bestimmten Hirnstruktur, dem Nucleus me-
sencephalicus lateralis dorsalis (MLD), finden sich Neuronen, die nur dann aktiv
sind, wenn eine Schallquelle in einem bestimmten Raumgebiet relativ zum Kopf
des Tieres liegt [15-17]. Benachbarte Zellen des MLD reagieren auf benachbarte
Raumgebiete. Diese Neuronen bilden somit eine Karte des die Eule umgebenden
Raumes. So wie jeder Punkt der Cochlea durch einen kleinen Bereich des audito-
rischen Cortex repréasentiert wird, so wird jeder Punkt des Raumes durch einen
kleinen Bereich des MLD représentiert.

2.3 Sehsystem und Retinotopie

Die folgenden Abschnitte haben das Ziel, die grofle Bedeutung topographisch
korrekter Verbindungen im Sehsystem hervorzuheben. Damit soll die Wichtig-
keit der mathematischen Modellierung solcher Ordnungszustinde unterstrichen
werden, die weit iiber das retino-tectale System hinausgeht.

2.3.1 Retina

Die Retina (Netzhaut) ist eine Zellschicht, die die Riickseite des Augapfels aus-
kleidet und unter anderem die lichtempfindlichen Photorezeptoren enthélt. Diese
lassen sich schon aufgrund ihrer &ufleren Form in Stdbchen und Zapfen untertei-
len. In ihren Auflensegmenten enthalten sie die lichtempfindlichen Sehpigmente.
Eine bestimmte Struktur dieser Molekiile, ndmlich das an das Protein Opsin ge-
bundene Retinal, verdandert bei Lichtabsorption seine Konfiguration durch eine
cis-trans-Isomerisierung [18]. Dadurch wird eine chemische Kettenreaktion aus-
gelost, die schlielich ein elektrisches Signal in den Photorezeptoren auslést. Die-
ses Signal wird iiber ein Neuronennetzwerk aus Bipolarzellen, Horizontalzellen
und Amakrinzellen an die Ganglienzellen weitergeleitet. Die Axone der retina-
len Ganglienzellen ziehen als Sehnerv (Nervus opticus) zum Gehirn. Bei niederen
Wirbeltieren projiziert der Sehnerv vor allem in das Tectum. Bei Sdugetieren
hingegen ziehen zusétzlich Fasern in den Thalamus zum seitlichen Kniehocker
(Corpus geniculatum laterale; CGL) [12].

Um die Bedeutung topographischer Ordnungen im Sehsystem zu verdeutlichen,
sei im Folgenden die Verarbeitung visueller Information im Gehirn des Menschen
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Orte der rezeptiven Felder

Retina

Schicht 6 des CGL

Abbildung 2.1: Retinotope neuronale Karten im CGL. Die Neuronen des CGL bei
A, B, C und D der Schicht 6 besitzen rezeptive Felder bei A’, B/, C' und D’ auf der
Retina. Benachbarte Orte im CGL entsprechen also benachbarten Orten der Retina.
Auch die anderen fiinf Schichten zeigen diese retinotope Ordnung. Fiihrt man entlang
der gestrichelten Linie eine Elektrode in das CGL ein, so stofft man nur auf Neuronen,
deren rezeptive Felder am selben Ort der Retina liegen (aus [13]).

betrachtet, wobei insbesondere die strukturelle Organisation der am Sehen betei-
ligten Hirnstrukturen ausfiihrlicher diskutiert wird [13].

2.3.2 Thalamus

Das CGL ist eine bohnenférmige Struktur, die sich innerhalb des Thalamus
befindet, also rdumlich zwischen der Retina und dem visuellen Cortex. Es kommt
sowohl auf der linken als auch auf der rechten Seite des Gehirns vor. Das CGL
ist in sechs Schichten gegliedert, wobei jede Schicht nur Signale von jeweils einem
Auge erhilt: die Schichten 2, 3 und 5 vom ipsilateralen Auge, d. h. dem Auge
derselben Seite wie das betrachtete CGL, und die Schichten 1, 4 und 6 vom kon-
tralateralen Auge, also von demjenigen Auge, das auf der dem betrachteten CGL
gegeniiberliegenden Seite liegt. Jede Schicht ist mit der Retina derart verbunden,
dass benachbarte Orte im CGL von benachbarten Orten der Retina innerviert
werden. Das CGL besteht also aus sechs geschichteten retinotopen Karten (sie-
he Abbildung 2.1). Eine senkrecht in das CGL eingefiihrte Elektrode trifft somit
nur auf Neuronen, die alle Reize aus etwa derselben Region der Retina erhalten.
Diesen Bereich, aus dem ein Neuron Informationen erhélt, bezeichnet man als
rezeptives Feld.
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Abbildung 2.2: Sehbahn beim Menschen. Die Axone der Ganglienzellen verlassen die
Retina durch die Papille, von wo aus sie als Sehnerv gebiindelt unter anderem zum CGL
im Thalamus ziehen. Von dort ziehen Fasern zum priméren visuellen Cortex. Auflerdem
projizieren die retinalen Ganglienzellen noch zum Préitectum und zum Colliculus su-
perior. Diese Projektionen sind wichtig fiir Pupillenreflexe und die Vermittlung visuell
gesteuerter Augenbewegungen. Dabei bleibt die retinotope Ordnung bei allen Projek-
tionen zwischen den verschiedenen Zellschichten weitgehend erhalten (aus [11]).
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Das CGL reguliert offensichtlich den Informationsfluss von der Retina zum visu-
ellen Cortex. So werden beispielsweise fiir zehn Nervenimpulse, die das CGL von
der Retina erreichen, nur vier an den visuellen Cortex geleitet.

2.3.3 Visueller Cortex

Die visuelle Information aus dem CGL wird iiber ca. anderthalb Millionen Axone
weiter an den priméren visuellen Cortex im Hinterhauptlappen geleitet, der etwa
250 Millionen Neuronen umfasst (siche Abbildung 2.2). Der visuelle Cortex wird
auch als Area striata bezeichnet. Er ist in mehrere Schichten gegliedert, wobei
die Fasern des CGL zur Schicht 4C ziehen. Auch hier bleibt die topographische
Ordnung erhalten, d. h. es existiert eine retinotope Karte im visuellen Cortex.

In ihren Forschungsarbeiten iiber die rezeptiven Felder der corticalen Neuronen
Anfang der fiinfziger Jahre identifizierten Hubel und Wiesel drei Haupttypen von
Zellen des visuellen Cortex: einfache Zellen, komplexe Zellen und endinhibierte
Zellen [19].

Die rezeptiven Felder der einfachen Zellen sind wie diejenigen der retinalen Gan-
glienzellen und der Zellen des CGL in eine erregende und eine hemmende Zone
unterteilt. Allerdings sind diese Zonen nun parallel nebeneinander statt konzen-
trisch angeordnet. Eine einfache Zelle hat eine maximale Entladungsrate fiir einen
parallel zur Ausrichtung des rezeptiven Feldes orientierten Lichtstreifen. Mit zu-
nehmender Neigung des Streifens fillt sie ab, bis sie bei senkrechter Orientierung
iiberhaupt nicht mehr reagiert. Die Ausrichtung des rezeptiven Feldes kann ver-
schiedene Orientierungen annehmen. Hubel und Wiesel fanden sowohl Zellen, die
auf senkrechte als auch solche, die auf waagrechte oder diagonale Streifen am
besten reagierten.

Komplexe Zellen reagieren wie die einfachen Zellen bevorzugt auf eine bestimmte
Orientierung von Lichtstreifen, aber die meisten nur dann, wenn sich dieser iiber
das rezeptive Feld bewegt. Weiterhin sprechen viele komplexe Zellen vor allem auf
eine bestimmte Bewegungsrichtung an.

Endinhibierte Zellen reagieren auf bewegte Linien bestimmter Lénge oder auf
sich bewegende Ecken und Winkel. Im Gegensatz zu komplexen Zellen reagieren
endinhibierte Zellen nicht mehr, wenn eine bestimmte Reizdauer iiberschritten
wird.

Die Neuronen des visuellen Cortex sind in Positionssdulen organisiert. Damit ist
gemeint, dass die rezeptiven Felder der Neuronen innerhalb einer Saule senkrecht
zur Cortex-Oberfliche alle iibereinander oder sehr dicht beieinander liegen. Die
rezeptiven Felder von Neuronen, die von einer schrig in den Cortex eingefiihrten
Elektrode getroffen werden, verschieben sich systematisch, wobei benachbarte
Neuronen auch benachbarte rezeptive Felder auf der Retina haben. Ebenso wie
im Tectum und im CGL findet sich also auch im visuellen Cortex eine retinotope
Karte der Netzhaut.
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Hubel und Wiesel wiesen noch weitere Organisationsprinzipien des visuellen Cor-
tex nach. Eine senkrecht in den Cortex eingefiihrte Elektrode stoit auf alle drei
Zelltypen, die aber alle dhnliche Reizorientierungen bevorzugen. Zuséitzlich zur
Organisation in Positionssédulen ist der Cortex also auch in Orientierungsséulen
organisiert, wobei jede Sédule Zellen enthélt, die sowohl gleiche rezeptive Felder
besitzen als auch auf dhnliche Orientierungen optimal ansprechen. Benachbarte
Saulen haben #hnliche, aber leicht abweichende Orientierungspréferenzen. Die-
se bevorzugten Reizorientierungen éndern sich beim Fortschreiten von Séule zu
Saule regelméfig in der Weise, dass innerhalb eines Millimeters quer zur Cortex-
Oberflache alle Orientierungen von Null bis 180 Grad durchlaufen werden.

Auflerdem sind die corticalen Neuronen noch nach dem Auge, auf das sie reagie-
ren, in Augendominanzsiulen organisiert. Die meisten Neuronen reagieren zwar
auf die Reizung sowohl des linken als auch des rechten Auges, sprechen jedoch
optimal auf eines der beiden Augen an. Im Abstand von 0.25 bis 0.5 mm wechselt
diese okulare Dominanz.

Die bisher erwdhnten Sdulen bilden gemeinsam sogenannte Hypersdulen. Diese
etwa einen Millimeter breiten Verarbeitungsmodule bestehen aus je einer Augen-
dominanzsaule fiir das linke und das rechte Auge, die ihren Input vom selben
Ort auf der Retina erhalten. Jede Augendominanzsiule enthélt wiederum einen
vollstdndigen Satz von Orientierungsséulen. Der visuelle Cortex besteht aus Tau-
senden solcher Hypersdulen. Ein Lichtstreifen mit einer Neigung von 45 Grad
auf einem bestimmten Ort der Retina des linken Auges aktiviert die Neuronen
derjenigen Hypersdule, die diesem Ort der Retina zugeordnet ist, wobei in dieser
Saule wiederum die Neuronen in den Orientierungssidulen der linken Augendomi-
nanzsaule mit einer Orientierungspraferenz von etwa 45 Grad erregt werden.

2.3.4 Retino-Tectales System

Das Tectum opticum, meist einfach als Tectum bezeichnet, findet sich auf beiden
Seiten des Gehirns. Es ist bei allen Wirbeltieren (Vertebraten) vorhanden und
besitzt eine ovale Form. Bei Sdugetieren ist es lediglich eine von zwei Zwischen-
stationen visueller Informationsverarbeitung, wobei der gréflere Teil der Axone
der retinalen Ganglienzellen zum CGL fiihrt. Beim Menschen z. B. enden rund
neunzig Prozent der Sehnervenfasern im CGL [14]. Hingegen fungiert das Tectum
bei Fischen, Amphibien, Reptilien und Végeln als Hauptsehzentrum [20]. Es spielt
unter anderem die entscheidende Rolle bei der Steuerung des Beutefangverhaltens
von Amphibien [21].

2.3.5 Hypothesen und Modelle

Wie bereits in der Einleitung beschrieben, bildet sich im Verlauf der Ontoge-
nese zwischen der Retina und dem Tectum eine retinotope Ordnung aus (siehe
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Abbildung 2.3: Ungestorte (a) und manipulierte Entwicklungen: Rotation des Tectums
in einem frithen Entwicklungsstadium (b) und in einem spéteren Stadium (c) sowie bei
einer Rotation des Auges (d). Die relative Lage von Retina und Tectum ist durch die
Grobuchstaben angegeben: N = nasal (nasennah), T = temporal (schldfennah), R =
rostral (in Richtung Schnauze gelegen), C = caudal (in Richtung Schwanz gelegen).
(Nach [28].)

Abbildung 1.1). Die Vorstellungen dariiber, wie sich die Entstehung solcher hoch-
geordneten neuronalen Strukturen erklédren lasst, wurden nachdriicklich von den
Arbeiten von Sperry [22-24] beeinflusst, in denen die retino-tectalen Verbindun-
gen bei Amphibien untersucht werden. Im Gegensatz zu Sdugetieren, Vogeln und
Reptilien sind Fische und teilweise auch Amphibien in der Lage, verletzte oder
durchtrennte Sehnervenfasern zu regenerieren und so ihre Sehfdhigkeit zuriick-
zugewinnen [25,26]. In einer Serie von Experimenten durchtrennte Sperry den
Sehnerv narkotisierter Molche und drehte das Auge um 180 Grad zur optischen
Achse. Die Axone regenerierten sich und das Sehsystem blieb funktionsfiahig. In
Verhaltenstests zeigten sich aber Auffilligkeiten. Die Tiere verhielten sich nun
so, als sei ihre visuelle Welt umgekehrt. Ein dem Tier links oben dargebotener
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visueller Reiz z. B. fithrte zu einer motorischen Reaktion, die in das untere rechte
Sehfeld zielte. Sperry folgerte daraus, dass die Axone der durchtrennten Sehner-
ven wieder Kontakt mit ihrem urspriinglichen Zielort im Tectum aufgenommen
haben, was sich spéter auch durch anatomische Untersuchungen bestétigte. Auf-
bauend auf diesen Ergebnissen postulierte Sperry, dass die einzelnen retinalen
Axone und die entsprechenden Zielneuronen im Tectum durch molekulare Mar-
ker, also Erkennungsmolekiile, gekennzeichnet sind. Die Entstehung der richti-
gen Verkniipfungen wiirde demnach davon abhéngen, ob die Molekiile auf den
Oberflachen der pré- und postsynaptischen Neuronen zueinander passen. Diese
Chemoaffinitits- Hypothese erklart nach Sperry nicht nur die Wiederherstellung
gekappter optischer Verbindungen, sondern auch deren erstmalige Entstehung
withrend der Ontogenese [27].

2.3.6 Experimentelle Ergebnisse

Zahlreiche Experimente haben gezeigt, dass die Ideen von Sperry in der Tat eine
wichtige Rolle bei der Generierung der retinotopen Ordnung spielen. Allerdings
haben manche Ergebnisse auch deren Grenzen aufgezeigt und deutlich gemacht,
dass zusdtzliche Mechanismen erforderlich sind, um topographisch korrekte Ver-
bindungen zu ermoglichen [28]. Einige dieser Experimente, die immer in kiinst-
lichen Manipulationen der normalen, ungestérten Entwicklung bestehen, werden
im Folgenden kurz erléutert.

e Ungestorte Entwicklung:

Bei der normalen Entwicklung projizieren die retinalen Ganglienzellen der
nasalen Gebiete der Retina auf die caudalen Bereiche des Tectums, die
Zellen der temporalen Retina dagegen auf rostrale Tectum-Gebiete (siehe

Abbildung 2.3 a).

e Rotation des Tectums:

Dreht man das Tectum des Krallenfrosches (Xenopus) in einem sehr frithen
Entwicklungsstadium um 180 Grad, so entwickelt sich eine normale reti-
notope Karte (siehe Abbildung 2.3 b). Erfolgt die Rotation hingegen zu
einem spéteren Zeitpunkt, so ergibt sich eine entsprechend rotierte Projek-
tion (siche Abbildung 2.3 c).

e Rotation des Auges:

Bei der Rotation des Auges um 180 Grad ergibt sich, wie bereits oben
beschrieben, eine rotierte Projektion (siche Abbildung 2.3 d). Bemerkens-
werterweise dndert sich daran auch nichts, wenn man die Rotation in einem
sehr frithen Stadium ausfiihrt. Es gibt also nicht den zur Rotation des Tec-
tums analogen Fall einer normalen retinotopen Karte.
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2.3.7 Feineinstellung durch sensorische Erfahrung

Die Bildung synaptischer Kontakte zwischen der Retina und den betreffenden
Hirnstrukturen lassen sich in drei Schritte einteilen [11]. Im ersten Schritt wéhlt
das Axon der Ganglienzelle der Retina eine ganz bestimmte Bahn, entlang der es
wachst. Als zweites wéchst das Axon in das Zielgebiet des Gehirns ein, z. B. in
das Tectum oder das CGL. Der dritte Schritt besteht in einer Feinabstimmung
der Kontakte: Nun entsteht die exakte topographische Ordnung, die man als Re-
tinotopie bezeichnet. Fiir die ersten beiden Schritte sind molekulare Erkennungs-
mechanismen von entscheidender Bedeutung. So werden die Axone der retinalen
Ganglienzellen durch molekulare Signale von der Retina zum Sehnerv und von
dort zum CGL geleitet. Ist das Axon einmal in sein Zielgebiet hineingewachsen,
dann geschieht die Feinabstimmung durch aktivitdtsabhéngige Mechanismen. Bei
Stimulation von Retina-Zellen wird jedes Axon zu seinem spezifischen Zielneuron
innerhalb der entsprechenden Hirnstruktur geleitet und stellt so eine Punkt-zu-
Punkt-Ordnung in der Karte der Zielregion her.

Am Beispiel der bereits in Abschnitt 2.3.3 eingefiihrten Augendominanzsiulen
soll im Folgenden gezeigt werden, durch welche Mechanismen eine solche Feinein-
stellung bewirkt werden kann. Hierzu analysierte man zahlreiche Experimente, in
denen die normale Entwicklung dieser Sdulen durch Deprivation gestort wurde,
wie z. B. durch Verschlielen eines Auges nach der Geburt. Jede Faser, die vom
CGL aus den visuellen Cortex innerviert, verzweigt sich zunéchst in Gebiete,
in denen sich spater mehrere solcher Augendominanzsiulen beider Augen befin-
den. Mit der Zeit werden dann einige Verbindungen eingestellt, andere dagegen
verstiarkt. Am Ende bleiben fast nur noch Verbindungen an solchen Zellen {ibrig,
die ausschliefllich Eingangssignale von nur einem Auge erhalten. Man bezeichnet
diesen im Nervensystem weit verbreiteten Prozess als Synapsenretraktion.

Ursache fiir diese Neuordnung ist moglicherweise, dass bei der Geburt des Tieres
kleine Unterschiede in der Zahl der Kontakte von links- und rechtsseitigem Auge
an alternierenden Zellgruppen im visuellen Cortex bestehen. Diese Unterschiede
sind das Ergebnis genetischer und eventuell zufélliger Entwicklungsprozesse. Be-
nachbarte Axone, die vom selben Auge stammen, sind in der Regel gleichzeitig
aktiv und kooperieren dadurch bei der Erregung der Zielzelle. Hochstwahrschein-
lich haben die in einer Region etwas zahlreicheren Axone einen Vorteil, da durch
die kooperativen Effekte zusétzliche Verbindungen mit den Zellen dieser Region
entstehen, und zwar aufgrund von Konkurrenzprozessen auf Kosten der Axone,
die vom anderen Auge stammen. Im Ergebnis enstehen zwei Populationen von
Axonen, die ein gemeinsames Gebiet innervieren, ohne sich zu iiberschneiden.
Fiir die Ausbildung einer topographischen Ordnung sind also Kooperations- und
Konkurrenzprozesse notig.
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2.3.8 Kooperations- und Konkurrenzprozesse

Die Kooperation zwischen benachbarten Axonen desselben Auges und die Kon-
kurrenz zwischen Axonen von verschiedenen Augen scheint durch neuronale Ak-
tivitdt reguliert zu werden. Durch die Injektion von Tetrodotoxin (TTX), dem
Gift des Kugelfisches, in die retinalen Ganglienzellen junger Katzen kann de-
ren Aktivitdt unterbunden werden [29-31]. Es zeigt sich, dass dann die Bildung
von Augendominanzsidulen ausbleibt. Reizt man allerdings asynchron die beiden
Sehnerven, deren Aktivitdt durch TTX nicht blockiert wird, durch implantierte
Elektroden, so bilden sie sich aus, bei synchroner Reizung hingegen nicht. Neben
der synchronen Aktivitidt benachbarter Axone des einen Auges ist also auch ei-
ne asynchrone Aktivitit der Axone beider Sehnervenfasern zur Ausbildung der
Augendominanzséulen erforderlich.

Wie bereits in Abschnitt 2.3.2 erldutert, sind auch im CGL die Eingénge aus
den beiden Augen in verschiedenen Schichten angeordnet. Hier ist die Trennung
nach den einzelnen Augen bereits vor der Geburt abgeschlossen. Diese Trennung
kann irreversibel unterbrochen werden, wenn man TTX in das Chiasma opticum
(Sehnervenkreuzung) des Fetus injiziert. Dadurch wird die Generierung von Ak-
tionspotentialen zu einem Zeitpunkt verhindert, zu welchem sich die Axone im
CGL noch iiberlappen. Auch hier ist also die neuronale Aktivitat von entschei-
dender Bedeutung, damit sich eine topographische Ordnung etablieren kann. Da
diese Ordnung aber beim CGL bereits vorgeburtlich abgeschlossen ist, kann die
neuronale Aktivitit nicht durch visuelle Erfahrung ausgelost worden sein. Statt-
dessen hat sich herausgestellt, dass im Uterus die Axone des Sehnervs unabhéngig
von visueller Information spontan aktiv sind [29]. Benachbarte Zellen der fetalen
Retina feuern synchrone Impulsfolgen ab, die mehrere Sekunden andauern und
nur von ein- bis zweiminiitigen Ruhepausen unterbrochen werden. Die daraus
folgende synchrone Erregung der Zielzelle scheint die Synapsen der gleichzeitig
aktiven Axone zu verstiarken (Kooperation), diejenigen, deren zugehorigen Axone
inaktiv sind oder asynchron feuern, dagegen abzuschwichen (Konkurrenz). Dies
erinnert stark an das von Hebb eingefiihrte Konzept [32]: Gleichzeitige Aktivitit
in den préd- und postsynaptischen Elementen einer Synapse verstirkt die Ver-
bindung. Diese Idee spielt auch eine zentrale Rolle bei Lernprozessen und der
Gedéchtnisbildung [33].

Es ist noch nicht genau bekannt, welche molekularen Mechanismen dazu fiihren,
dass synchrone Aktivitéit kooperierende Synapsen verstarkt und konkurrierende
Fasern abschwicht. Eine mogliche Antwort besteht darin, dass die Neuronen in
Schicht 4C des visuellen Cortex einen Wachstumsfaktor freisetzen. Dieser Wachs-
tumsfaktor konnte in so geringer Konzentration vorhanden sein, dass sich die
iiberlappenden Fasern iiber die gesamte Zielstruktur ausbreiten miissen, wahrend
sie um den Faktor konkurrieren. Sind zwei Synapsen gleichzeitig aktiv und mit
demselben Zielneuron verbunden, steigern sie dadurch die Menge des freigesetzten
Wachstumsfaktors. Synchrone Aktivitét tritt besonders haufig zwischen solchen
Axonen auf, die Informationen aus benachbarten Bereichen der Retina desselben
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Auges iibertragen. Axone von verschiedenen Augen oder Axone desselben Au-
ges, aber aus entfernteren Gebieten der Retina, haben keine erhéhte Freisetzung
des Wachstumsfaktors zur Folge. Der Wachstumsfaktor wird also nur dann aus-
geschiittet, wenn synchron feuernde Axone die postsynaptische Zelle, d. h. das
Neuron des visuellen Cortex, in ausreichendem Mafle erregen. Ein entscheiden-
der Punkt besteht darin, dass der Wachstumsfaktor nur von den gerade aktiven
prasynaptischen Endigungen aufgenommen wird, und zwar dann, wenn diese so-
eben Neurotransmitter freigesetzt haben. Entsprechend nehmen die Endigungen
derjenigen Axone, die von entfernteren Regionen der Retina bzw. vom anderen
Auge Informationen iibermitteln, und damit im allgemeinen nicht synchron mit
diesen aktiv sind, zu diesem Zeitpunkt keinen Wachstumsfaktor auf. Folglich bil-
den die aktiven Axone zusitzliche Endigungen auf der Zielzelle aus. Der Speicher
an Wachstumsfaktor wird so auf Kosten der inaktiven Endigungen geleert. Da-
durch schrumpfen die inaktiven Endigungen und ziehen sich zuriick. Sind zwei
Axonenden zu verschiedenen Zeiten aktiv, konkurrieren sie um den begrenzten
Vorrat an Wachstumsfaktor. Grosse Endigungen nehmen mehr Wachstumsfak-
toren auf, wodurch sie noch grofler werden — auf Kosten kleinerer Endigungen.
Somit héngt das Ergebnis solcher Kooperations- und Konkurrenzprozesse von
geringen Groflenunterschieden dieser synaptischen Endigungen ab.



Kapitel 3

Modellierung

In diesem Kapitel werden wir die auf der Grundlage der Marker-Theorie von
Willshaw, Héussler und von der Malsburg entwickelten Vorstellungen darlegen.
Dabei werden wir zunéchst aufzeigen, wie sich durch Modellvorstellungen auf
zelluldrer und biochemischer Ebene die Generierung einer retinotopen Ordnung
durch Kooperations- und Konkurrenzprozesse verstehen ldasst. Danach folgt ein
kurzer Abriss iiber einfache Modelle aus der Populationsdynamik, da diese einige
auffillige formale Analogien zu unserem neuronalen System erkennen lassen. Im
letzten Abschnitt folgt eine Herleitung der Héussler-Gleichungen zur Ausbildung
einer retinotopen Ordnung, die auf experimentell begriindeten Modellvorstellun-
gen beruht.

3.1 Modell von Willshaw und von der Malsburg

Die von Sperry entwickelte Idee von Markern beruht darauf, dass es zwei Séitze
von Markern gibt, die den beiden Zellschichten zugeordnet sind. Innerhalb einer
Zellschicht unterscheiden die Marker die verschiedenen Zellen. Beide Sétze von
Markern korrespondieren in einer feststehenden Weise, was schliellich dazu fiihrt,
dass bestimmte Zellen der ersten Schicht, z. B. der Retina, mit bestimmten Zel-
len der zweiten Schicht, z. B. des Tectum, verbunden werden. Die Vorstellungen
von Sperry kann man als direkte Paarung bezeichnen [34]: Jede Zelle hat eine
charakteristische Affinitdt fiir jede der Zellen der Zielstruktur, wobei die hochste
Affinitat zwischen solchen Zellen besteht, deren Marker sich am dhnlichsten sind.

In den siebziger Jahren wurde die auf Sperry zuriickgehende Marker-Theorie von
Willshaw und von der Malsburg aufgenommen und weiterentwickelt [35]. Sie ge-
hen davon aus, dass die Marker auf den Zellen verinderlich sind. Zwischen den
Zellen findet ein stédndiger Informationsaustausch mittels Molekiilen statt. Diese
werden innerhalb der présynaptischen Schicht produziert und durch die synap-
tischen Kontakte zur postsynaptischen Schicht transportiert. Dabei gibt es ver-
schiedene Typen von Molekiilen, mindestens aber einen fiir jede Raumrichtung.
Jede Molekiilsorte wird mit einer konstanten Rate in einem einzelnen Gebiet der
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prasynaptischen Schicht synthetisiert. Die Molekiile haben eine begrenzte Lebens-
dauer und koénnen innerhalb der priasynaptischen Schicht diffundieren, d. h. sie
werden zwischen benachbarten Zellen ausgetauscht. Die Konzentration der ent-
sprechenden Molekiilsorte hat an der Quelle einen Maximalwert und fallt mit
zunehmender Distanz von dieser ab. Die Stiarke dieses Abfalls ist durch die Dif-
fusionsrate sowie die Zerfallskonstante des Molekiils gegeben.

Auf diese Art ist jede prasynaptische Zelle markiert. Jede der Zellen trigt mehrere
verschiedene Molekiile, deren Konzentrationen von einer zur néchsten Zelle leicht
variieren. Man kann dies veranschaulichen, indem man jeder Zelle einen Vektor zu-
ordnet, dessen Komponenten die einzelnen Molekiilkonzentrationen wiedergeben.
Diese Vektoren kénnen nicht die Position der Zelle codieren, wenn die Orte der
Quellen fiir die betreffenden Molekiile unbekannt sind. Sie sind jedoch im Prinzip
dazu geeignet, die prasynaptischen Endigungen, d. h. die Axonenden, nach ihren
Ursprungszellen zu ordnen. Die Vektoren kénnen also Nachbarschaftsbeziehungen
codieren.

Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass die Axone die postsynaptische Schicht
bereits erreicht haben und dort gewissermaflen versuchsweise zufillige, ungeord-
nete synaptische Verbindungen gekniipft haben. Durch diese synaptischen Kon-
takte werden nun kontinuierlich Molekiile der entsprechenden présynaptischen
Zelle in die durch sie innervierten postsynaptischen Zellen iibertragen. In welchen
Verhéltnissen die verschiedenen Molekiile dabei {ibertragen werden, ist durch den
Konzentrations-Vektor der préasynaptischen Zelle gegeben. Die Molekiile werden
dann auch innerhalb der postsynaptischen Schicht ausgetauscht, sodass auch sie
auf diese Weise markiert sind.

Jede Synapse ist durch zwei Groflen charakterisiert. Zum einen spielt die Stdrke
der synaptischen Verbindung, und zum anderen deren Fitness eine Rolle. Die
Stérke ist durch die Rate der iibertragenden Molekiile von der Faser auf die nach-
geschaltete Zelle gegeben. Die Fitness hingegen ist durch die Ahnlichkeit zwischen
den beiden beteiligten Zellen bestimmt. Diese Ahnlichkeit ist eine Funktion der
Konzentrationen der beiden Zellen gemeinsamen Molekiilsorten. Sie hat den Wert
1, wenn diese Anteile der entsprechenden Konzentrationen in beiden Zellen gleich
sind. Falls die Zellen keine gemeinsamen Molekiile besitzen, ist die Ahnlichkeit
Null.

Die stetige Modifizierung der synaptischen Verbindungsstérken verlduft dabei
nach folgenden Regeln:

1. Die Stérke jeder Synapse wéchst entsprechend ihrer Fitness. Je grofler diese
ist, desto grofler ist die zugehorige Wachstumsrate der Verbindungsstérke.

2. Die erste Regel wiirde fiir sich allein genommen zu unbeschrinktem Wachs-
tum der Verbindung fithren. Deshalb gilt zusétzlich noch eine Summenregel,
die die gesamten Verbindungsstérken aller Synapsen eines Axons auf einem
konstanten Wert hélt. Die Verstarkung einiger Synapsen fithrt entsprechend
zur Abschwéichung anderer.
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Prasynaptische Schicht: Retina-Zellen

A B

a b \b b

X Y

Postsynaptische Schicht: Tectum-Zellen

Abbildung 3.1: Wechselwirkung zwischen synaptischen Kontakten (nach [35]). In die-
ser schematischen Darstellung sind die Zellkérper der Neuronen mit A, B, X, Y und
die Synapsen mit a, b, t’, b bezeichnet.

3. Die Axone verzweigen sich und kniipfen in der Nachbarschaft der bereits
existierenden Synapse weitere Kontakte, wobei solche Synapsen abgebaut
werden, die unterhalb einer bestimmten Grenze geschrumpft sind.

Es soll nun gezeigt werden, wie diese Mechanismen zu einer Um- und Neuordnung
der synaptischen Kontakte fiihren kénnen. Dazu werden die Prozesse betrach-
tet, bei denen Synapsen miteinander wechselwirken. Die grundlegendste Form
einer solchen Wechselwirkung ist die einer Synapse mit sich selbst. Das Axon
der prisynaptischen Zelle A (vgl. Abbildung 3.1) iibertrigt durch die Synapse
a Molekiile in die Zelle X, wobei die Anteile der verschiedenen Molekiilsorten
gleich denen von A sind. Folglich ndhern sich die chemischen Markierungen der
beiden Zellen an, was geméf der ersten Regel eine Verstiarkung der Verbindung
zur Folge hat. Ob die Synapse dann auch tatséchlich verstarkt wird, hangt von
den Wechselwirkungen zwischen den Synapsen ab. Dabei gibt es drei Arten von
Wechselwirkungen. Zwischen den synaptischen Kontakten, die demselben Axon
und damit derselben prasynaptischen Zelle entspringen, herrscht Konkurrenz, was
eine direkte Konsequenz der obigen Summenregel ist: Synapsen hoher Fitness wer-
den auf Kosten der anderen Synapsen verstéirkt. In Abbildunbg 3.1 konkurrieren
die Synapsen b, ' und b” miteinander.

Die anderen beiden Arten von Wechselwirkungen werden durch postsynaptische
Konzentrationen vermittelt. Man betrachte die beiden Synapsen a und b in Ab-
bildung 3.1, die zwei benachbarte Zellen der postsynaptischen Seite innervieren.
Wenn A und B auf der prasynaptischen Seite Nachbarn sind, werden sie dhnliche
Mischungen von Molekiilen auf die Zellen X und Y iibertragen. Da die Molekiile
auch auf der postsynaptischen Seite ausgetauscht werden, wird die Wachstum-
stendenz der beiden Synapsen noch durch die Molekiile verstéarkt, die auf die be-
nachbarte Zelle der postsynaptischen Seite {ibertragen wurden. Man hat hier also
einen kooperativen Effekt vorliegen. Sind A und B weiter voneinander entfernt,
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so unterscheiden sich die Mischungen von iibertragenen Molekiilen an den beiden
Synapsen. Sie werden zwar gleicher Art sein, aber in verschiedenen Anteilen. Die
Molekiilkonzentrationen in dieser postsynaptischen Region konnen dann nicht
gleichzeitig denen in A und denen in B dhneln. Folglich wird entweder A oder B
begiinstigt, d. h. eine Synapse wird verstiarkt und die andere abgeschwicht. Man
hat eine Interferenz vorliegen. Wenn A und B sehr weit voneinander entfernt sind
und keine gemeinsamen Molekiile besitzen, wirken sie unabhéngig voneinander.
Der Grad dieser beiden Wechselwirkungen hiangt von der verwendeten Form der
weiter oben erwihnten Ahnlichkeitsfunktion ab. Ist diese vorgegeben, hingt die
Reichweite der Wechselwirkungen von den molekularen Gradienten ab.

Die Konsequenzen der drei Regeln kann man qualitativ wie folgt beschreiben:
Von den postsynaptischen Zellen, die durch eine prasynaptische Zelle innerviert
sind, werden diejenigen mit der geringsten Ahnlichkeit zu dieser Zelle eliminiert
(Konkurrenz). Da benachbarte Zellen &hnliche Konzentrations-Vektoren haben,
werden die Zellen hoher Ahnlichkeit zusammen angeordnet sein. Die prasynapti-
schen Zellen, die ein bestimmtes Gebiet in der postsynaptischen Zellschicht inner-
vieren, werden benachbart sein (Kooperation). Ferner werden die meisten post-
synaptischen Zellen Eingénge von genau einer prasynaptischen Region erhalten
(Interferenz).

3.2 Exkurs: Populationsdynamik

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, beruht die Ausbildung einer retino-
topen Ordnung wesentlich auf dem Wechselspiel von Kooperation und Konkur-
renz. Bevor wir uns der mathematischen Beschreibung der Retinotopie zuwenden,
wollen wir uns einfachen Modellen der Populationsdynamik zuwenden [36]. Es
zeigt sich namlich, dass zwischen der Wechselwirkung der Populationen verschie-
dener Spezies und derjenigen zwischen den retino-tectalen Verbindungen einige
Analogien bestehen.

3.2.1 Einfaches System

Wir betrachten ein Okosystem mit N verschiedenen Spezies, deren Populations-
grofen durch z; > 0,1 =1,2,..., N gegeben sind. Jeder Spezies wird eine Fitness
F; > 0 zugeordnet. Die Entwicklung des Okosystems werde durch

. 1
J

beschrieben. Der erste Term Fjx; reprisentiert die Wachstums- bzw. Geburten-
rate der Spezies 7. Die Summe in (3.1) beriicksichtigt zum einen die Konkurrenz
zwischen den verschiedenen Spezies, zum anderen die Konkurrenz innerhalb ei-
ner Spezies. Man beachte hierbei, dass die Summe iiber die Wachstumsraten aller
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Spezies j geht. Bei Anwachsen der anderen Spezies verstéirkt sich die Konkurrenz
um Nahrung, Lebensraum usw. Der Fall j = ¢ tragt der Tatsache Rechnung, dass
auch die Individuen der gleichen Spezies i untereinander konkurrieren. Wir sum-
mieren in Gleichung (3.1) iiber alle Spezies i auf und dividieren durch N. Das

fihrt auf
SIBI(EFS MY FS LS
i 7 J

Die zweite Summe in (3.2) ist mit Ausnahme des uninteressanten Sonderfalls,
dass sdmtliche Populationen z; = 0 sind, positiv. Daraus folgt

) 1
tlgknoo N Z i(t)=1. (3.3)
Die durchschnittliche Populationsgréfie konvergiert also gegen 1. Mit der durch-
schnittlichen Fitness

Flt) = % Y wk, (3.4)

konnen wir schreiben

i; = 2;(F, — F). (3.5)

Daraus folgt
o { >0, F,>F

<0; II<F. (3.6)

Diejenigen Spezies mit einer Fitness, die iiber der aktuellen durchschnittlichen
Fitness F'(t) liegt, wachsen also, wihrend die Populationsgrofien der anderen Spe-
zies abnehmen. Dadurch steigt F'(f) weiter an. Schliesslich sterben alle Spezies
mit Ausnahme derjenigen mit der groBten Fitness aus (survival of the fittest). Die
allgemeine Losung dieses Systems gekoppelter Differentialgleichungen lautet

z;(0)efit
z;(t) = - (3.7)
% Zj x;(0)e’s"
3.2.2 Verallgemeinerung
Eine allgemeinere Form der Gleichungen (3.1) ist durch
. 1
xlzxfﬂ—xZNZx?Fj (3.8)
j

mit einem variablen Exponenten p gegeben. In dieser Form finden wir somit

E T (BED 3H ES ot @9
i i J



34 KAPITEL 3. MODELLIERUNG

Im Langzeitverhalten folgt wiederum:

' 1
tEELnOONin(t) =1. (3.10)
Im letzten Abschnitt haben wir den Fall ;4 = 1 behandelt. Im Hinblick auf die in
den folgenden Abschnitten einzufithrenden Evolutionsgleichungen fiir die Verbin-
dungsgewichte synaptischer Kontakte betrachten wir noch den Fall ;1 = 2. Hier
erhalten wir

. 1
T; :foi—:piN Zx?Fj, (3.11)
was sich mit der Abkiirzung f; = x;F; auf die Form (3.1) bringen ldsst:

) 1
J

Dieses System zeigt eine starke Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen. Dieje-
nigen Spezies, die bereits am Beginn der Entwicklung eine hohe Populationsstérke
aufweisen, werden entsprechend stérker wachsen.

3.3 Evolutionsgleichungen der linearen Kette

Wie in Kapitel 2 erldutert, erfordert die Feinabstimmung der synaptischen Kon-
takte zwischen den retinalen Ganglienzellen und den Neuronen im Tectum Ak-
tivitdt in den Zellen der Netzhaut. Die Haussler-Gleichungen, die im Folgenden
abgeleitet werden sollen, beriicksichtigen diese Forderung. Dem Modell liegen die
folgenden Annahmen zugrunde [36]:

1. Spontane Aktivitdt in der Retina, d. h. eine lichtunabhéngige Aktivitét;

2. Exzitatorische Verbindungen zwischen den retinalen Ganglienzellen fithren
zu Korrelationen zwischen der Aktivitdt dieser Zellen;

3. Anregung der Zellen im Tectum durch die Ganglienzellen;

4. Hebb-Plastizitat: Korrelationen in der Aktivitdt zwischen zwei Zellen der
pré- und postsynaptischen Seite fiithren zu einer Verstirkung der betreffen-
den Synapse;

5. Konkurrenzprozesse zwischen Synapsen, die von derselben Ganglienzelle ge-
bildet werden und ebenso zwischen Synapsen, die mit demselben Neuron der
Tectum-Zelle Kontakte kniipfen.

Retina und Tectum werden im Modell von H&ussler und von der Malsburg als
eindimensionale Ketten mit periodischen Randbedingungen angenommen. Das
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heifit, man betrachtet Ringe aus jeweils NV Zellen. Das Verbindungsgewicht zwi-
schen einer retinalen Ganglienzelle  und einer Zelle des Tectum t wird mit w(¢, r)
bezeichnet, wobei t,7 =0,1,..., N — 1 gilt. Ziel ist nun eine mathematische Mo-
dellierung des Problems, die in der Lage ist, die Generierung einer retinotopen
Ordnung aus einem homogenen Anfangszustand heraus zu beschreiben (siehe
Abbildung 1.1). Die zeitliche Entwicklung der Verbindungsgewichte sei durch fol-
gende gewohnliche Differentialgleichung gegeben:

w(t,r) = a+ F(t,rw(t,r) —w(t,r)B(t,r,a+ Fuw). (3.13)

Die positive GroBle a steht fiir die homogene Neubildung von Synapsen der
retinalen Ganglienzellen auf dem Tectum. Die Groflen F'(t,r) bezeichnen die
Fitness der betreffenden Synapse. Die gesamte Wachstumsrate ist somit durch
o+ F(t,r)w(t,r) gegeben. Der Operator B fiir eine Funktion X (¢,r) ist durch

B(t,r, X) = ox (ZX )+ZX(t,r')> (3.14)

definiert. Man beachte die Analogie zur Populationsdynamik von Abschnitt 3.2.
Die beiden Gleichungen (3.1) und (3.13) wéren einander vollig dquivalent, wenn
man in letzterer nur eine der beiden Summen aus (3.14) beriicksichtigen wiirde.
Das Auftreten zweier Summen tréagt der oben erwihnten Tatsache Rechnung,
dass zwei Konkurrenzprozesse zwischen den synaptischen Kontakten existieren.

In Gleichung (3.13) sind noch die Groflen F(¢,r) zu bestimmen. Dies geschieht
durch die Betrachtung der neuronalen Aktivitdten der Zellen der Retina und des
Tectum.

3.3.1 Aktivitaten in Retina und Tectum

Die Aktivitdt og(r) einer Zelle r der Retina sei durch folgende Gleichung be-
schrieben:
or(r) = —aog(r) + ZR (r,r)or(r") +q(r, 7). (3.15)

Um Verwechslungen mit der Indlzlerung der Tectum-Zellen ¢ zu vermeiden, wurde
die Zeit hier mit 7 bezeichnet. Die Grofien RE(r,r’) geben die Verbindungsstirken
der synaptischen Kontakte innerhalb der Retina zwischen den beiden Zellen r und
r’ an. Die spontane Aktivitdt wird durch ¢(r,7) beschrieben, die eine Zufalls-
grofe darstellt. Wir nehmen an, dass ¢(r,7) verglichen mit der Zeitkonstanten
1/a langsam verdnderlich sein soll. Aulerdem sollen die spontanen Aktivitdten
zweier Ganglienzellen keinerlei Korrelation zeigen:
1, r=17r

A ) (3.16)

In Matrix-Schreibweise lautet (3.15) mit den Vektoren o und q sowie der Matrix
R der Verbindungsstirken

o = —aogr + Rfogr +q(7). (3.17)



36 KAPITEL 3. MODELLIERUNG
Fiir den stationdren Fall erhélt man daraus

(R —al)ogr +q=0. (3.18)
Die Losung von (3.18) ist durch

or = Cq(r) (3.19)

1 R 1 R ’ 1 R ’
1+ =R+ (=-R*) +(=R") +...
a a a

Die durch die synaptischen Kontakte auf der Tectum-Zelle ¢ induzierte neuronale
Aktivitat I(t) sei

mit

1
R
- 2
C , (3.20)

gegeben.

I(t) =) w(t,r)or(r’) = w(t, 7 )CH(r' 7" )q(r"). (3.21)

7-./ TIT‘N

Die gesamte Aktivitat or(t) der Zelle ¢ wird in Analogie zu (3.15) durch

or(t) = —aor(t) + Y R'(t,t)or(t) + I(t) (3.22)

beschrieben. Fiir den stationdren Fall 67(t) = 0 erhélt man dann in gleicher Weise

or = CTI(t) (3.23)

1 1oAY (1)
1+ -R"+ (—RT) + (—RT) +...
a a a
Mit (3.21) und der Notation cr(t,t") fir die Elemente der Matrix (3.24) lautet
(3.23) in Komponentenschreibweise

or_ !

- (3.24)

or(t) =Y _er(t,)I([) =Y er(t, )w(t',r)CH( 7" )q(r") . (3.25)

t/ t’r’r”

3.3.2 Hebb-Plastizitat

Nach der Hebbschen Lernregel wird eine synaptische Verbindung dann verstéarkt,
wenn die beiden Neuronen, d. h. pré- und postsynaptisches Neuron, gleichzeitig
aktiv sind [32]. Mathematisch lasst sich diese koinzidente Aktivitéit zweier Zellen
t und r durch die Korrelation

F(t,r) = (op(t),or(r)) (3.26)
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beschreiben. Mit Hilfe von (3.19) und (3.25) erhalten wir

F(t,r)= Z cr(t,w (', r\CEO YO (r, v q(r”, 7), q(r", 7)) . (3.27)

tl,r./,r.//,r.///

Mit (3.16) und der Definition

cr(r’,r) = Z CE(r' 7" OB (r,r") (3.28)

7-.//

ergibt sich
F(t,r) =Y cr(t,t)er(r.rw(t,r'). (3.29)
t'r!
Nach (3.29) ist die Fitness F'(t,r) somit eine Funktion sdmtlicher Verbindungs-
gewichte w(t, r).

3.3.3 Kooperationskoeffizienten

Die Grofen cg(r,r") und cr(t,t") werden als Kooperationskoeffizienten bezeich-
net. Sie sind iiber (3.20), (3.28) bzw. (3.24) durch RE(r,r’), RT(t,t') festgelegt.
Die Eigenschaften dieser Verbindungsstérken innerhalb der jeweiligen Zellschicht
iibertragen sich somit auf die Kooperationskoeffizienten. Da es sich um exzitato-
rische Verbindungen handelt, gilt

RE(r,ry >0, RY(t,t)>0. (3.30)

Weiterhin sind die Verbindungsstéirken nur vom Abstand zwischen den Zellen
abhéngig:

RE(r,7"y = RE(|lr —'|), RY(t,t)=RY(|t —1]). (3.31)
Somit gilt auch
cr(r,”) >0, cp(t,t') >0 (3.32)
und
cr(r,r’)y =cr(|r—7'), cr(t,t)=cr(lt —1]). (3.33)

Weiterhin liegt es nahe, die lateralen Verbindungsstirken zwischen zwei Zellen
mit zunehmendem Abstand als monoton fallend anzunehmen, sodass fiir die Ko-
operationskoeffizienten folgt

cr(ryr') > cr(r,r”) falls |r—7o'| <|r—1"], (3.34)
er(t,t') > cr(t, t") falls |t —t'| < |t —¢"]. (3.35)
SchlieBlich kénnen die GroBen cr(t,t') und cg(r,r") als normiert angenommen

werden:
ZCR(T, r') = ZCT(t, t)y=1. (3.36)

r! t’
Dies lésst sich durch geeignete Umskalierung der Verbindungsgewichte immer
erreichen.
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3.3.4 HaAussler-Gleichungen

Setzt man F(t,r) gemé$ (3.29) in die Gleichung (3.13) ein und beriicksichtigt man
(3.14), so erhélt man schlieBlich die Hdussler-Gleichungen [9] fiir den diskreten
Fall der linearen Kette:

w(tr) = atwt,r)Y Y et t)er(r,rw(t, 1)
w(t,r)
2N {tz
2

Diese Modellgleichungen werden in Ref. [9] mit Methoden der Synergetik unter-
sucht. Gleichzeitig bilden sie den Ausgangspunkt unserer Erweiterung der Analy-
se auf beliebige euklidische und nichteuklidische Geometrien héherer Dimension.
Der erste Schritt dazu besteht in der Verallgemeinerung der Haussler-Gleichungen
(3.37) auf beliebige Geometrien in Kapitel 5. Doch zuvor erfolgt im néchsten Ka-
pitel ein Uberblick iiber die Methoden der Synergetik.

a+w(t,r) Z Z cr(t', ") er(r, rw(t”, r')]

tll 7,./

atw(t, )Y Y er(t, t)er(r, " yw(t, r")] } . (3.37)

T




Kapitel 4
Synergetik

Zur Beschreibung und Analyse komplexer nichtlinearer Vielteilchensysteme ha-
ben sich synergetische Methoden bestens bewihrt. In diesem Kapitel geben wir
einen Uberblick iiber die physikalischen Grundideen und mathematischen Ver-
fahren der Synergetik.

4.1 Einfiihrung

Der Terminus Synergetik stammt aus dem Griechischen und bedeutet soviel wie
Lehre vom Zusammenwirken. Er wurde 1969 von Hermann Haken als Bezeichung
eines neuen Wissensgebietes eingefiihrt, das sich ein grundlegendes Versténdnis
der spontanen Entstehung raumlicher, zeitlicher, raumzeitlicher und funktionaler
Muster und Strukturen zum Ziel gesetzt hat [3-8]. Solche Selbstorganisations-
prozesse zeigen sich in mannigfaltiger Weise in Natur und Technik. Ein Beispiel
hierfiir bildet der Laser [37-39]. Ab einem bestimmten kritischen Wert der Lei-
stungszufuhr, der sogenannten Laserschwelle, kommt es zu einer charakteristi-
schen Anderung im makroskopischen Verhalten des Systems. Unterhalb dieser
Schwelle strahlen die lichtemittierenden Atome in unkorrelierter Weise Lichtwel-
lenziige ab. Bei Erreichen der Schwelle ordnen die Atome ihr Verhalten auf einem
makroskopischen Maflstab und erzeugen gemeinsam kohérentes Laserlicht. Der
Laser kann als Paradigma der Synergetik angesehen werden, da er als relativ
einfaches System, ausgehend von den mikroskopischen semiklassischen Grund-
gleichungen, eine detaillierte synergetische Analyse sowie den Vergleich der Er-
gebnisse mit dem Experiment ermoglicht. Weitere Beispiele fiir Selbstorganisati-
onsprozesse finden sich in der Hydrodynamik. Bei der Bénard-Instabilitdt wird
eine Fliissigkeit von unten her erwdrmt. Wird eine bestimmte Temperaturdiffe-
renz zwischen unterer und oberer Fliissigkeitsschicht iiberschritten, so setzt eine
makroskopische Wérmebewegung ein, z. B. in Form von Rollen [40]. Solche und
dghnliche Phdnomene haben unter anderem grofie Bedeutung in der Meteorolo-
gie [41]. Weitere physikalische Anwendungsgebiete der Synergetik finden sich in
der Plasmaphysik, der Festkorperphysik und der nichtlinearen Optik.

39
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Réumliche, zeitliche und raumzeitliche Muster kénnen auch bei chemischen Reak-
tionen auftreten. Das bekannteste Beispiel hierfiir ist die Belousov-Zhabotinsky-
Reaktion [42]. Nach Mischung der Reaktanten kann es dabei zu zeitlichen Os-
zillationen in Form von periodischen Farbwechseln kommen. Auch rdumliche
bzw. raumzeitliche Muster in Form von konzentrischen Kreisen und Spiralen sind
moglich [4,7].

Besonders zahlreiche und vielfiltige Beispiele selbstorganisierter hochgeordneter
Strukturen finden sich in der belebten Natur. Man denke nur an die Ontogenese,
wihrend der sich aus einer einzelnen Zelle nach und nach Gewebe und Orga-
ne bilden. Diese wiederum wirken in sinnvoller Weise zusammen, um komplexe
Lebensvorgénge wie Bewegung, Stoffwechsel usw. hervorzubringen. Auch die ein-
zelne Zelle selbst ist ein hochkomplexes System, bestehend aus einer Vielzahl
verschiedener Strukturen und Molekiile wie Zellkern, Mitochondrien, DNA, En-
zyme etc. Synergetische Konzepte haben auch bei biologischen Fragestellungen
neue Einsichten eroffnet. Als Beispiele seien hier nur Untersuchungen zur Morpho-
genese [4,43] sowie die Analyse von EEG- und MEG-Daten des Gehirns wihrend
epileptischer Anfille bzw. in Koordinationsexperimenten angefiihrt [44-51].

Auch in Gebieten auBerhalb der Naturwissenschaft wie Soziologie und Okonomie
wurden mit Erfolg synergetische Methoden angewandt, so z. B. in Modellen zur
Migration [52,53].

Die Synergetik hat den Anspruch, eine universelle Theorie der Selbstorganisation
komplexer Systeme zu sein. Wir werden deshalb im Folgenden die gemeinsamen
Kennzeichen der im Rahmen der Synergetik betrachteten Systeme herausstellen
und allgemeingiiltige Prinzipien und Aussagen formulieren.

Synergetische Systeme sind Vielteilchensysteme. Die betrachteten Systeme beste-
hen aus zahlreichen Untersystemen. Diese kénnen je nach System ganz unter-
schiedlicher Art sein: Atome beim Laser, Molekiile bei Systemen der Hydrody-
namik oder Chemie, Neuronen oder Neuronenpopulationen in biologischen Sy-
stemen, Tier- und Pflanzenpopulationen in der Okologie, Sterne in Galaxien,
Menschen in sozialen und 6konomischen Systemen. Weiterhin kénnen die Un-
tersysteme eines bestimmten Systems identisch oder verschieden sein. Ein Bei-
spiel fiir identische Untersysteme liegt bei den Chrom-Ionen eines Rubinlasers
vor, wahrend hingegen bei chemischen Reaktionen verschiedene Molekiilsorten
zu betrachten sind. Welche Bestandteile des Systems man im Rahmen der syner-
getischen Analyse als Untersysteme definiert, ist letztlich nicht vorgegeben. An-
dererseits ist deren Wahl aber auch nicht willkiirlich, da sie durch eine sinnvol-
le Beschreibungsebene wesentlich mitbestimmt wird. So konnen beispielsweise
bei Fragestellungen aus der Neurobiologie oder Neuroinformatik sowohl einzelne
(Modell-)Neuronen als auch Neuronenpopulationen als Untersysteme fungieren.
Hingegen macht es offensichtlich keinen Sinn, hier einzelne Atome als Untersy-
steme zu betrachten.

FEin synergetisches System ist offen. Es steht in engem Kontakt zu seiner Um-
welt durch den Austausch von Energie und/oder Materie und/oder Information.
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Dies bedeutet insbesondere, dass die selbstorganisierte Entstehung hochgeordne-
ter Strukturen nicht im Widerspruch zum zweiten Hauptsatz der Thermodyna-
mik steht, der bekanntermaflen fiir abgeschlossene Systeme gilt. Das System ist
in einem Zustand fern vom thermodynamischen Gleichgewicht. Den Einfluss der
Umwelt auf das System beschreibt man durch einen Satz von Kontrollparame-
tern {o;}. Durch eine Anderung dieser Kontrollparameter kann der Zustand des
Systems instabil werden und durch einen neuen stabilen Zustand ersetzt werden.
Man spricht von einem Nichtgleichgewichtsphaseniibergang. Beim Laser wére der
Kontrollparameter die durch die zugefiihrte Pumpleistung bewirkte Besetzungs-
inversion, beim Bénard-Problem die Temperaturdifferenz zwischen den beiden
Fliissigkeitsschichten. In biologischen Systemen konnen das z. B. die Konzentra-
tionen bestimmter Substanzen (Aktivatoren, Inhibitoren, Hormone, Neurotrans-
mitter, Drogen etc.), Wachstumsraten synaptischer Kontakte oder die Energie-
zufuhr in Form von Licht oder Wérme sein.

Synergetische Systeme sind nichtlinear. Die Féahigkeit zur spontanen Selbstorga-
nisation auf makroskopischem Mafistab setzt eine nichtlineare Dynamik voraus.
Das heifit, dass die Untersysteme und/oder die Wechselwirkungen der Untersy-
steme untereinander nichtlinear sind.

Wie ist nun die Vorgehensweise der Synergetik bei der Analyse eines komplexen
Systems? Ganz offensichtlich ist es nicht moglich, das Verhalten jedes Untersy-
stems mathematisch zu beschreiben. Dazu miisste man z. B. beim Festkorperlaser
ein System aus 10'® nichtlinearen gekoppelten Differentialgleichungen l6sen. Wie
wir jedoch in den folgenden Abschnitten darlegen werden, kann das System in der
Néhe von Instabilitdtspunkten durch nur wenige Ordnungsparameter beschrieben
werden. Diese legen den makroskopischen Zustand des Systems vollstindig fest.
Das Ziel einer synergetischen Analyse besteht somit letztlich in der Identifizierung
der Ordnungsparameter und dem Auffinden der Ordnungsparametergleichungen.

4.2 Evolutionsgleichung

Der erste Schritt besteht im Aufstellen der Evolutionsgleichungen fiir die Unter-
systeme. Man fasst die Variablen der Untersysteme zu einem n-dimensionalen
Zustandsvektor ¢ zusammen, der den Zustandsraum I' aufspannt. Die Evoluti-
onsgleichung lautet dann im allgemeinen Fall

%q(w, t) = N (q(z,t),z,t,V,{0;}) + F(q(z,1),1t). (4.1)
Die zeitliche Entwicklung des Zustandsvektors ¢ ist also zum einen durch einen
nichtlinearen Operator N gegeben, der von ¢ selbst sowie den Kontrollparametern
{o;} abhingt. Zum anderen kann N noch explizit von Ort und Zeit abhéingen.
Der Nabla-Operator V steht fiir die Abhéngigkeit von rdumlichen Inhomoge-
nititen wie z. B. Diffusionsterme V2¢(x,t). Desweiteren kann das System noch
von Zufallskréften I beeinflusst werden. Gleichung (4.1) stellt somit einen Satz
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von gekoppelten, nichtlinearen, partiellen stochastischen Differentialgleichungen
dar.

Um die Darstellung nicht zu iiberfrachten, werden wir uns im Folgenden auf
Gleichungen vom Typ der Héussler-Gleichungen (3.37) beschréinken. Hier haben
wir den Fall einer autonomen deterministischen Gleichung ohne explizite Orts-
abhéngigkeit vorliegen. Wir betrachten somit die Evolutionsgleichung

~

2 (1) = Nla(e. 1), (o)) (4.2

Zur synergetischen Analyse der allgemeineren Gleichung (4.1) verweisen wir den
Leser auf [4]. Eine Erweiterung der Synergetik auf Systeme mit zeitlicher Verzoge-
rung, die durch sogenannte Delay-Differentialgleichungen beschrieben werden, fin-
det sich in [54-57].

4.3 Stationarer Zustand

Eine vollstédndige globale Analyse des durch (4.2) beschriebenen Systems ist nur
in den seltensten Féllen moglich. Mit analytischen mathematischen Methoden
kommt man nur dann weiter, wenn man sich auf die lokale Umgebung eines sta-
tiondren Referenzzustandes gy beschrinkt. Dieser Zustand kann im Allgemeinen
zeitabhéngig sein. Dies ist z. B. bei Grenzzyklen der Fall, die zeitlich periodische
stationédre Zusténde darstellen. Daneben gibt es quasiperiodische Zusténde, bei
denen sich die Trajektorie im Phasenraum auf der Oberflédche eines Torus bewegt.
Wir beschrinken uns im Folgenden der Einfachheit halber auf zeitunabhéngige
stationédre Zusténde go(z), weisen aber darauf hin, dass der synergetische Forma-
lismus nicht auf diese beschréankt ist. Zeitunabhéngige Zusténde erhélt man aus
der impliziten Gleichung

N(Qo(ﬂf)a {oi}) =0. (4.3)

4.4 Lineare Stabilititsanalyse

Um Aussagen iiber die Stabilitdt der stationdren Losung machen zu koénnen,
untersucht man das Verhalten des Systems in der lokalen Umgebung von gp.
Dazu fithrt man kleine Auslenkungen v(x,t) geméfl

q(z,t) = qo(x) +v(x, ) (4.4)
ein. Man erhélt somit aus der Ausgangsgleichung (4.2) die Gleichung

A~

9 (1) = Nao(a) +v(a, 1), {0.}). (4.5)
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Entwickeln wir den nichtlinearen Term nach Potenzen in v, so erhalten wir unter
Verwendung von Gleichung (4.3)

%v(x, t) = L(v(z,t),{o;}) + Nyr(v(z, 1), {o:}) . (4.6)

Der erste Term in (4.6) beschreibt den linearen Anteil der rechten Seite mit
dem linearen Operator L. Der nichtlineare Anteil Ny beinhaltet alle hoheren
Potenzen in v, es ist also

Nyi(v(z,1), {o.}) = Qu(x, 1), {oi}) + K(v(@. t) {o:}) ..., (47)

mit dem quadratischen Beitrag Q, dem kubischen Beitrag K usw. In einer linearen
Stabilitdtsanalyse untersuchen wir die Gleichung

0 .
5% v(z,t) = L(v(z,t),{o:}) . (4.8)
Mit dem Ansatz
v(z,t) = vy(x) exp(Axt) (4.9)
erhalten wir das Eigenwertproblem
L(va(z), {o:}) = Aoa() . (4.10)

Die Indizes A nummerieren hierbei die Eigenfunktionen durch. Die Abhéngigkeit
von den Kontrollparametern {o;} ist in den Eigenwerten enthalten:

Ay = M({oi}) . (4.11)

Der Zustand ¢q ist stabil, wenn alle Stérungen v(z,t) im Laufe der Zeit wieder
abklingen. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Realteile sdmtlicher Eigenwerte
negativ sind:

Re[A({o;})] <0 VA (4.12)

4.5 Nichtlineare Bewegungsgleichungen

Es sollen nun die vollstdndigen nichtlinearen Bewegungsgleichungen in der Basis
aus Eigenfunktionen v, (x) abgeleitet werden. Wir setzen o. B. d. A. voraus, dass
diese ein vollstédndiges Orthonormalsystem bilden:

/dxvf\(:c)v,\/(x) = dw, (4.13)

T

D ua@)i(@) = oz —at), (4.14)

A

Dann lasst sich v(z,t) nach den Basisfunktionen vy (x) geméaf

v(z ) =Y Vat)ua() (4.15)
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ImA

Instabiler Punkt: ReA, =0

/

———e o oo - ® Re A
Eigenwerte der stabilen

Moden: ReA <0

Abbildung 4.1: Situation am Instabilitdtspunkt: Ausgehend von einem stabilen Zu-
stand (4.12) kann durch Variation der Kontrollparameter {o;} nach {o; }eit €in Eigen-
wert den Wert Null annehmen. Die zugehoérige Mode wird instabil, wéhrend die anderen
Moden weiterhin gedampft werden.

entwickeln. Einsetzen von (4.15) in (4.5) liefert zunéchst

> Wit)oa(z) =N (qo(x) +) Va()oa(@), {cri}> : (4.16)
A A

Dies ergibt weiter mit (4.6) und (4.10)

ZvA )N ZAWA Yua(z) + Nyz (Z V)\(t)m(:p),{ai}> o (417
A

Multiplikation mit v}(x) und Integration iiber z fithrt unter Ausnutzung der
Orthonormalitétsrelationen (4.13) auf

V)\(t) = A)\V)\(t) + G)\ (Z V)\/(t)’l})\/(l‘), {Uz}> s (418)

wobei der nichtlineare Anteil durch

G (Z vx(t)w(x),{ai}> = /dva( )Nnr (Z Vv (t)oa (z), {cri}>

= > G Vi) Vi () (4.19)

k=2

gegeben ist. Dabei reprisentieren G*) die Vorfaktoren zu den Termen k-ter Ord-
nung. Wir haben hier die Einsteinsche Summenkonvention verwendet, d. h. es ist
iiber alle doppelt auftretenden Indizes aufzusummieren, wobei j; jeweils tiber alle
moglichen Indizes A geméf (4.15) lduft. Gleichung (4.18) ist exakt und dquivalent
zur Ausgangsgleichung (4.2).

Wenden wir uns nun der Frage zu, wann ein urspriinglich stabiler station&rer
Zustand qo(z) instabil wird. Wir gehen aus von einem Satz von Kontrollpara-
metern, fiir den die Stabilitdtsbedingung (4.12) erfiillt ist. Durch eine Anderung



4.5. NICHTLINEARE BEWEGUNGSGLEICHUNGEN 45

o3 A

01

Abbildung 4.2: Kontrollparameterraum am Beispiel der Dimension n = 3. Bei Ande-
rung der Kontrollparameter lings einer eindimensionalen Mannigfaltigkeit wird eine
durch (4.20) bestimmte Flidche durchstofien. Sollen gleichzeitig zwei Eigenwerte insta-
bil werden, muss der Durchstopunkt auf der Schnittlinie der beiden Fléchen liegen.

der Kontrollparameter {o;} kann der Realteil eines oder mehrerer Eigenwerte ver-
schwinden. Die zugehorigen Moden koénnen infolgedessen exponentiell anwachsen,
d. h. die Losung wird instabil. Ein Instabilitdtspunkt ist also durch

Re[Aye({o:}a)] = 0, (4.20)
Re[AAS<{Ui}crit)] < 0, (421)

charakterisiert. In Abbildung 4.1 ist das fiir den Fall reeller Eigenwerte illustriert.
Dementsprechend kann man eine Einteilung geméaf

Uyu(t)
Vi(t) < (4.22)
Sy (1)
in instabile (v = wunstable) und stabile (s = stable) Modenamplituden vor-

nehmen. Dabei werden in aller Regel nur sehr wenige Eigenwerte instabil. Die-
se Erfahrungstatsache kann man sich wie folgt veranschaulichen (vgl. Abbil-
dung 4.2). Jede Bedingung (4.20) legt im Raum der Kontrollparameter {o;} =
(01,09,...,0,) eine Hyperfliche der Dimension n — 1 fest. Andern wir die Kon-
trollparameter lidngs einer eindimensionalen Mannigfaltigkeit, so bedeutet das
Erreichen des Instabilitdtspunktes das Durchstolen der entsprechenden Hyper-
fliche. Sollen gleichzeitig mehrere Moden instabil werden, so muss der gemeinsa-
me Schnitt all dieser durch (4.20) bestimmten Hyperflichen durchstofien werden.
Die Modenamplituden der instabilen Moden sind die in der Einfiihrung erwéhnten
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Ordnungsparameter. Die gesamten instabilen und stabilen Anteile lauten dann
Uz,t) = Z Uy ()0 ( (4.23)
S(z,t) = Z Sxe (B v (2) . (4.24)
e

Mit der Aufteilung (4.22) gehen die Gleichungen (4.18) in ein System gekoppelter
Modenamplitudengleichungen

Upe(t) = Ayulnu(t) + Gau(U, S, {0}), (4.25)
Sxe(t) = AxSas(t) + Gas (U, S, {o:}), (4.26)

iiber.

4.6 Versklavungsprinzip

In der Nihe des Instabilitédtspunktes gilt wegen (4.20), (4.21)

|Re (Aye)] < |Re (Axs)] -

(4.27)

Die Realteile der Eigenwerte lassen sich als Dampfungskonstanten der entspre-
chenden Moden interpretieren. Somit kann man die Kehrwerte als Relaxations-
zeiten 7,, T, einfiihren, und es gilt

(4.28)

’Tu: >>’TS:

|Re (Ayu)] IRe (Axs)|

Das System generiert in der Ndhe der Instabilitiat eine Zeitskalenhierarchie. Mit
anderen Worten, die Dynamik der stabilen Moden verlauft auf einer schnelleren
Zeitskala als die der instabilen Moden. Die instabilen Moden &ndern sich nur sehr
langsam, wihrend die stabilen Moden relativ rasch gedampft werden. Die stabilen
Moden werden somit nach einer kurzen Einschwingphase einen Gleichgewichts-
zustand erreicht haben, der durch die instabilen Moden vorgegeben wird. Die
stabilen Moden werden von den Ordnungsparametern gewissermaflen versklavt.
Mathematisch driickt sich dieses Versklavungsprinzip durch die Relation

S(z,t) = h(U(z,1)) (4.29)

aus. Eine Bestimmungsgleichung fiir die zentrale Mannigfaltigkeit h erhalten wir,
indem wir (4.29) in die Modenamplitudengleichung (4.26) einsetzen. Dies fiihrt
mit der Kettenregel und (4.25) auf

ah s ~ Ja
Z 8?])\ A)\uU)\u —|—G)\u(U, h(U),{O'Z})] :A)\sh)\s(U) —FG)\s(U, h(U),{O'Z})

(4.30)
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Wir bestimmen nun die zentrale Mannigfaltigkeit in niedrigster Ordnung mit Hilfe
einer adiabatischen Elimination der stabilen Moden [54]. Hierzu nehmen wir an,
dass der nichtlineare Anteil (4.19) in (4.30) mit Termen der Ordnung r beginnt.
Dann gilt ndherungsweise

Cru(Uh(U) {oi}) ~ G yu yuUsy o Ung (4.31)
G (U, h(U) {0:}) ~ Gy 3uUnp U (4.32)

Fiir die zentrale Mannigfaltigkeit setzen wir
has(U) & Hys ap auUny -+ - Uy . (4.33)

Die Koeffizienten Hys yu.x« erhélt man durch Einsetzen von (4.33) in (4.30) zu

T
> A — A
J
Jj=1

Wir wollen abschliefend den Fall untersuchen, dass nur reelle Eigenwerte auftre-
ten. Dann geht die Beziehung (4.20) in Ay = 0 iiber. Daraus folgt mit (4.34) fiir
die Komponenten der zentralen Mannigfaltigkeit (4.33)

-1

Hys xu e = G(Qxf.__w . (4.34)

has (U) ~ =AIG) ju auUni o Ung (4.35)

Dieses Ergebnis lasst sich auch auf eine pragmatischere Weise gewinnen, indem
man die linke Seite von (4.30) Null setzt und die rechte Seite nach h(U) auflost.
Man bestimmt die zentrale Mannigfaltigkeit also aus der Gleichung

S=0. (4.36)
Dann erhalt man
h=OU) = —ALLG (U, h(U), {0:}) . (4.37)

Berticksichtigt man gemé&f (4.32) nur die Beitrdge niedrigster Ordnung, so geht
dieses Ergebnis in das von (4.35) iiber.

4.7 Ordnungsparametergleichungen

Mit der Bestimmung der zentralen Mannigfaltigkeit ist es nun moglich, die Ampli-
tuden der stabilen Moden in den Gleichungen (4.25) zu eliminieren. Somit erhélt
man Gleichungen fiir die instabilen Moden alleine, also die Ordnungsparameter-
gleichungen

Ui (1) = AyeUna (t) + G (U, h(U), {0:}) . (4.38)

Fassen wir unser Vorgehen noch einmal zusammen. Die Transformation unserer
Ausgangsgleichung (4.2) auf die Eigenfunktionen bzw. Moden vy (x) des linearen
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Eigenwertproblems (4.10) fithrt zunéchst auf die Gleichungen (4.18). In der Nahe
der Instabilitdt kann man diese in instabile und stabile Moden einteilen und erhélt
so die Modenamplitudengleichungen (4.25), (4.26). Dabei werden nur sehr wenige
Moden instabil. Aufgrund des Versklavungsprinzips (4.29) bestimmen diese in-
stabilen Modenamplituden, die Ordnungsparameter, das Verhalten der stabilen
Modenamplituden. Im Instabilitdtsgebiet, d. h. bei einem Nichtgleichgewichts-
phaseniibergang, kommt es also zu einer drastischen Reduktion der Freiheitsgra-
de. Die wenigen Ordnungsparameter reichen nun aus, um das makroskopische
Verhalten des Systems vollstdndig zu beschreiben. Beim Einmodenlaser z. B. re-
duziert sich so am Instabilititspunkt die Zahl der Freiheitsgrade von etwa 10'®
auf einen einzigen Ordnungsparameter, ndmlich die Amplitude der instabil ge-
wordenen Lasermode.
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Kapitel 5

Modell

Neuronen einer Zellschicht bilden in aller Regel keine eindimensionalen Anord-
nungen, sondern zwei- oder dreidimensionale Netzwerke. Deshalb kann die in
Kapitel 3 betrachtete lineare Kette nur ein sehr idealisiertes Modellbeispiel dar-
stellen. Um zu einer allgemeineren Betrachtung zu gelangen, iibertragen wir die
Héussler-Gleichungen aus Abschnitt 3.3.4 auf kontinuierliche Mannigfaltigkeiten
hoherer Dimension und beliebiger Geometrie. Hierbei gehen wir in phdnomeno-
logischer Weise vor, d. h. wir verzichten auf eine mikroskopische Ableitung. Der
Ubergang auf Kontinua bedeutet, dass wir den diskreten Charakter der Neu-
ronen vernachliassigen und stattdessen eine homogene Zelldichte voraussetzen.
Dadurch wird insbesondere die Betrachtung von Mannigfaltigkeiten unterschied-
licher Grofle ermdoglicht.

5.1 Verallgemeinerte Hiussler-Gleichungen

Wir représentieren Retina (R) und Tectum (7") durch Mannigfaltigkeiten Mg
bzw. My [58]. Diese sollen jeweils im D-dimensionalen euklidischen Einbettungs-
raum RP liegen (vgl. Abbildung 5.1). Die Koordinaten der entsprechenden Zellen
sind durch

r=(ry,re,...,Tp), r e Mg, (5.1)

bzw.
t:(tl,tQ,...,tl)), tEMT (52)

gegeben. Man definiert eine Abbildung w, die jedem geordneten Paar (¢,r) eine
positive reelle Zahl w(¢,r) zuordnet:

w : MT X MR — RJr,
(t,r) — w(t,r). (5.3)

Diese Zahl identifizieren wir mit dem Verbindungsgewicht zwischen der Retina-
Zelle r und der Tectum-Zelle t. Zur Beschreibung der Méchtigkeit der Mannigfal-

51
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Mg Moy
w(t,r)

’LUZMTXMR—>R+

O O

Abbildung 5.1: Retina und Tectum als Mannigfaltigkeiten Mg und Mp. Jedem ge-
ordneten Paar (¢,7) wird ein Verbindungsgewicht w(t, r) zugeordnet.

tigkeiten definiert man ein Mafl My bzw. Mg, indem man iiber alle Punkte der
Mannigfaltigkeit integriert:

MT:/dt, MR:/d’/’. (54)
t T

Die zeitliche Entwicklung von w(t,r) sei — in Verallgemeinerung der Haussler-
Gleichungen (3.37) — durch den Ausdruck

w(t,r) = a+w(tr) dt'/dr' er(t, ) er(r,rw(t 1)

t

t
_wit,r) /dt’ a+w(t,r) /dt”/dr'cT(t’,t”)cR(r, rw(t”,r")
2Mr
t// ,r./

tl

_wit.r) /dfr" a+w(t,r’) /dtl/dr”CT(t,t/)CR(T/,T/I)w(t/7T/I) (5.5)
2Mp
v '

,,J

bestimmt. Mit der Definition der Wachstumsraten

ft,r,w)=a+w(t,r) /dt'/dr' er(t, t)eg(r, v w(t',r') (5.6)

lasst sich die Gleichung (5.5) auch schreiben als
t t
) = o) = S8 far g ) = 55D far ). 650

t! r!

Zum besseren Verstindnis soll diese Gleichung genauer betrachtet werden (vgl.
Abbildung 5.2). Der erste Term in (5.7) ist die Wachstumsrate fiir das Verbin-
dungsgewicht w(t, r), die durch (5.6) gegeben ist. Darin steht a > 0 fiir eine un-
differenzierte, homogene Neubildung von Synapsen auf dem Tectum. Der zweite
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Mp Mrp
w(t,r)

Mp w(t,r) My

. §

Mp w(t,r) My

Ty

c)

Abbildung 5.2: Kooperations- und Konkurrenzprozesse. Das Verbindungsgewicht
w(t,r) zwischen zwei Punkten t € My und r € Mp erfihrt geméf der Evolutions-
gleichung (5.5) bzw. (5.6), (5.7) sowohl verstérkende als auch abschwichende Einfliisse.
a) Jede Verbindung zwischen r’ und t’ verstirkt die Verbindung zwischen r und ¢. Wie
ausgeprigt dieser Effekt ist, wird durch die Kooperationsfunktionen ¢y und cg festge-
legt. b) Die vom Punkt r ausgehende Verbindung mit ¢ konkurriert mit allen anderen
vom selben Punkt r auf Mp gekniipften Kontakten. ¢) Ganz analog konkurrieren alle
von verschiedenen Punkten der Mannigfaltigkeit Mg zum selben Punkt ¢ ziechenden
Verbindungen miteinander.

Teil von (5.6) rithrt von kooperativen Prozessen her. Dabei bezeichnet das Pro-
dukt cp(t,t")cr(r, 7 )w(t’,r") des Integranden den kooperativen Beitrag der Ver-
bindung zwischen der Retina-Zelle ' und der Tectum-Zelle ¢’ zur entsprechenden
Verbindung zwischen r und ¢ (vgl. Abbildung 5.2 a). Die beiden weiteren Terme
in (5.7) stehen dagegen fiir die Konkurrenzprozesse (man beachte das negative
Vorzeichen). Im ersten dieser Konkurrenzterme wird iiber alle Wachstumsraten
der Verbindungsgewichte zwischen r und ¢’ integriert (r fest). Dies entspricht dem
folgenden Konkurrenzprozess: Die synaptischen Kontakte, die von einer bestimm-
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ten Retina-Zelle r ausgehen, konkurrieren miteinander (vgl. Abbildung 5.2 b). Im
zweiten Term wird iiber alle Wachstumsraten der Verbindungen zwischen 7’ und ¢
integriert (¢ fest): Auch sdmtliche synaptischen Kontakte, die auf einer bestimm-
ten Zelle t des Tectums liegen, konkurrieren miteinander (vgl. Abbildung 5.2 ¢).

Wir geben die Gleichung (5.5) noch in zwei weiteren Formen an, die sich bei der
spiateren Analyse der Haussler-Gleichungen als niitzlich erweisen werden. Fassen
wir die von « abhéngigen Terme zusammen, so ergibt sich

w(t,r) = —afw(t,r)—1]+w(t,r) /dt/drcTtt)cR(rr) ', r"

t
2(M; /dt’ /dt”/dr er( ") er(r, rw(t”, r")

/

t
it /d'r“w(t, ') /dt//dr/l er(t, t)er(r’,r")w (', r") . (5.8)
tl ,r.//

2Mp,

7-./

Daraus lédsst sich eine besonders {ibersichtliche Form der H&ussler-Gleichungen
gewinnen. Wir definieren zunéchst die linearen Operatoren

Clt,r,x) = /dt/d'r cr(t, ) eg(r,ra(t',r') (5.9)

~

B(t,r,x) = 5L /dt z(t 7’)—1—%/&/’ x(t,r'), (5.10)

fiir die offensichtlich gilt
C(t,r,1) = B(t,r,1) = 1. (5.11)

Damit ldsst sich (5.8) schreiben als

o

w(t,r) = —afw(t,r) — 1]+ w(t, r)Ct,r,w) —w(t,r)Bt,rw-Cw)). (5.12)

5.2 Kooperationsfunktionen

Im Folgenden werden stets Punkte der beiden Mannigfaltigkeiten betrachtet, es
gelte also t,t',t" € My und entsprechend r, 7', " € Mp. Wir tragen in Anlehnung
an Abschnitt 3.3.3 die Eigenschaften der Kooperationsfunktionen zusammen. Sie
sind reelle Grofien kooperativer Natur, d. h. sie sind positiv:

cr(t,t') >0, cr(r,r’) > 0. (5.13)
Weiterhin sind sie symmetrisch beziiglich ihrer Argumente:

cr(t, ') = cer(t',t), cr(r,r’) = cr(r',r). (5.14)
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Wir fordern zudem, dass die Kooperationsfunktionen normiert sind, d. h. bei
Integration iiber alle Punkte der jeweiligen Mannigfaltigkeit gilt

/dt’ er(t,t') =1, /d'r” cr(r,r’)=1. (5.15)

t! r!

Auflerdem nehmen wir zunéchst in Verallgemeinerung von (3.34), (3.35) an, dass
die Kooperation zwischen zwei Verbindungen r — ¢ und " — ¢ umso stérker
ist, je kleiner der Abstand zwischen den Punkten r und r’ auf Mg bzw. ¢t und ¢’
auf My ist. Zur Messung dieses Abstandes miissen die Mannigfaltigkeiten jeweils
mit einer Metrik g7, bzw. g[, ausgestattet sein, die nicht notwendig euklidisch
sein muss. Die Mannigfaltigkeiten seien durch die Parameterform r(u/;) und ¢(u4.)
gegeben. Dabei bezeichnen r,t gemé$ (5.1), (5.2) die Vektoren im euklidischen
Einbettungsraum R”. Die intrinsischen Koordinaten der d-dimensionalen Man-
nigfaltigkeiten Mz und My sind dagegen durch w/., ul, mit =1, ..., d gegeben.
Dabei gilt stets d < D. Dann lauten die Komponenten des jeweiligen metrischen

Tensors
or or ot ot
R _ T
T (81@) <8u”R) » I (8uﬁ}) <8u%) ' (5.16)

Die Abstandsquadrate auf den Mannigfaltigkeiten sind durch

(dr)* = gfydu’édu%, (dt)? = ggydu%du% (5.17)

bestimmt. Der geodétische Abstand zwischen zwei Punkten auf Mz bzw. My
ergibt sich zu

U (t)

up(r)
si, = / \/ 98, dulpdu’y, sk = / g%, dufpdu . (5.18)

up(r') up(t')

Wichtig ist dabei, dass der Abstand auf der Mannigfaltigkeit gemessen wird.
Damit stimmt er im Allgemeinen nicht mit der Norm ||t — /|| bzw. ||r — /||
iiberein, wie man sich bei gekriimmten Fléchen leicht klar machen kann (siehe
Abbildung 5.1). Diese Norm wird nicht auf der Mannigfaltigkeit gemessen, son-
dern im euklidischen Einbettungsraum RP”. Folglich ist der geoditische Abstand
(5.18) nur im Fall euklidischer Mannigfaltigkeiten mit der Norm identisch. Die
Bedingung monoton fallender Kooperationsfunktionen schreibt sich somit als

cp(t,t') > cp(t,t”)  falls  (sh)? < (shi)?, (5.19)
cr(r,r') > cp(r, ") falls  (s2,)? < (sf.,)?. (5.20)

rr! rr!’

Diese letzte Forderung werden wir jedoch bei komplizierteren Mannigfaltigkeiten
zum Teil fallen lassen (vgl. Kapitel 9).
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5.3 Untere Schranke

Wir beweisen die folgende Aussage: Liegen die Verbindungsgewichte im Anfangs-
zustand samtlich zwischen Null und einem beliebigen positiven Wert W,

0<w(tr) <W Vte My, r e Mg, (5.21)

so bleiben die Verbindungsgewichte im positiven Bereich. Somit sind die Haussler-
Gleichungen konsistent mit der Voraussetzung w(t,r) > 0 aus (5.3). Dazu werde
zunéchst gezeigt, dass unter obiger Voraussetzung (5.21)

0<C(t,r,w) <W (5.22)

gilt, wobei C(t,r,w) durch (5.9) gegeben ist. Da die Kooperationsfunktionen
geméf (5.13) positive GroBlen sind, und ebenso w(t, r) nach (5.21), ist sicher

~

C(t,r,w) >0 (5.23)
erfiillt. Da andererseits w(t, ) < W nach (5.21) gilt, folgt weiter
C(t,r,w) < W/dt'/dr' er(t, t)eg(r,r) =W. (5.24)
14 r’

Dabei wurde im letzten Schritt die Normierung der Kooperationsfunktionen (5.15)
verwendet. Somit ist (5.22) gezeigt.

Mit diesem Ergebnis lidsst sich eine untere Schranke fiir w(t,r) auffinden. Dazu
wahlt man in der Ausgangsgleichung (5.7) die Wachstumsrate

~

f(t,r,w) =a+w(t,r)C(t,r,w) (5.25)
minimal, d. h. man setzt C’(t,r,w) =0:
ft 7 W) min = o (5.26)
Die Konkurrenzterme in (5.7) wihlt man hingegen maximal:
FE r W) max = fE, 7, W) max = @ + W2, (5.27)
Dann erhélt man als untere Schranke fiir w(t,r):
W(t, T )min = @ — w(t,r)(a+ W?). (5.28)

Somit ist fiir hinreichend kleine aber positive Verbindungsgewichte w(t,r) die
zeitliche Anderung positiv. Infolgedessen bleibt w(t,r) fiir alle Zeiten positiv.
Insbesondere gilt dann auch fiir alle Zeiten

Ct,r,w) >0, f(t,r,w)>0. (5.29)
Es bleibt noch anzumerken, dass im diskreten Fall [9] auch eine obere Schranke
fiir w(t,r) gefunden werden kann. Im Fall kontinuierlicher Mannigfaltigkeiten
existiert hingegen keine obere Schranke. Das zeigt sich spéter auch darin, dass
das Verbindungsgewicht die Form einer Delta-Funktion annehmen kann, wenn
sich eine perfekte retinotope Ordnung ausgebildet hat (vgl. Kapitel 8 und Kapitel
10).
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5.4 Summenregeln

Wir wollen nun ein tieferes Verstédndnis der Einfliisse der Konkurrenzterme in
den Héussler-Gleichungen (5.7) entwickeln. Dazu beriicksichtigen wir nur jeweils
einen der beiden Konkurrenzterme. Wir betrachten zunéchst die Gleichung

i) = f(trw) — 2T /dt’ £t w). (5.30)
Mr
t/
Definiert man
Wh .= /dt'w(t',r) (5.31)

tl
als die Summe aller Verbindungsgewichte, die von einer bestimmten Retina-Zelle
r ausgehen, so erhélt man durch Integration von (5.30) tiber ¢/

. 1
W~ /dt’ £ w) — /dt’ () /dt” @ rw).  (5.32)
T
t/ t/ t//

Das ergibt schliefilich

T

Wh=_— /dt’ f(t, rw)| (WE—My). (5.33)

Startet das System innerhalb der Schranken (5.21), so ist geméafl (5.29)

/dt'f(t',r,w) >0.

tl
Somit konvergiert W2 gegen den Sittigungswert My:

lim W(r) = My, (5.34)

T—+00

Dies etabliert eine Summenregel: Die Summe aller Verbindungsgewichte, die von
der Retina-Zelle r ausgehen, ist fiir hinreichend grofie Zeiten 7 gleich dem Maf
M.

Ganz analog fiihrt die Betrachtung der Gleichung

w(t,r)
Mk

w(t,r) = f(t,r,w) —

/dr' Fltrw) (5.35)

zusammen mit der Definition

Wl .= /dr'w(t, ') (5.36)
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zu

Wr=—-— /dr'f(t, v w) | (W — Mg). (5.37)

Also konvergiert in diesem Fall W/ gegen Mp:

lim Wl(r) = Mg, (5.38)
und die zugehorige Summenregel lautet: Die Summe aller Verbindungsgewichte,

die auf der Tectum-Zelle t liegen, ist fiir hinreichend grofle Zeiten 7 gleich dem
Maf} MR.

Die reale Situation, d. h. die Beriicksichtigung beider Konkurrenzterme, lésst sich
nicht mehr durch Summenregeln beschreiben. Vielmehr stellt diese Situation eine
Uberlagerung der beiden Zustiande dar, die jeweils nur einen Konkurrenzterm
beriicksichtigen.



Kapitel 6

Lineare Stabilitdtsanalyse

In den folgenden beiden Kapiteln werden wir die in Kapitel 4 erlduterten Metho-
den der Synergetik auf die verallgemeinerten Héussler-Gleichungen (5.5) anwen-
den. Dazu fithren wir zunéchst in Kapitel 6 eine lineare Stabilitdtsanalyse um den
stationdren homogenen Ausgangszustand durch. Das Spektrum der Eigenwerte
gibt dann Aufschluss dariiber, wann dieser Ausgangszustand instabil wird. Die
dariiber hinausgehende nichtlineare Analyse erfolgt in Kapitel 7.

6.1 Stationire Losung

Eine stationédre Losung der verallgemeinerten Héussler-Gleichungen (5.5) ist der
homogene Zustand

wo(t,T) =1 \V/(t,’f’) € Mpr x Mg, (61)

was im Folgenden verifiziert wird. Zunéchst ergeben sich die Wachstumsraten
(5.6) zu

f(t,rw) = a+ /dt'/dr' er(t, t)eg(r,r'), (6.2)
t r!

was sich mit der Normierung der Kooperationsfunktionen (5.15) auf
flt,rwe) =a+1 (6.3)

reduziert. Setzt man diesen Ausdruck in (5.7) ein, erhdlt man mit der Definition

der Mafle (5.4)

. 1 1
wo(t,r)=a+1—m(QMT+MT)—m(QMR+MR)=0- (6.4)

Die Losung (6.1) entspricht der Situation, dass die von den Ganglienzellen der
Retina ausgehenden Axone in zunéchst zufélliger und ungeordneter Weise syn-
aptische Kontakte auf dem Tectum kniipfen. Jede Zelle der Retina am Ort r ist

59
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mit jeder Zelle des Tectums am Ort ¢ verbunden, und zwar mit dem gleichen Ver-
bindungsgewicht 1. Erst im Verlauf der weiteren Ontogenese wird dieser Zustand
instabil, und das neuronale Verkniipfungsmuster zwischen den beiden Zellschich-
ten differenziert sich zu einem geordneten, retinotopen Zustand, wird also durch
einen neuen stationédren Zustand ersetzt. Die Bedingungen, unter denen der sta-
tiondre homogene Zustand (6.1) instabil wird, wollen wir nun untersuchen.

6.2 Abweichung von der stationiren Lésung

Wir fiihren als neue Variable die Abweichung vom stationédren homogenen Zu-
stand (6.1) ein:
v(t,r) =w(t,r)—1. (6.5)

Dadurch gehen die verallgemeinerten Haussler-Gleichungen (5.12) iiber in
o(t,r) = L(t,r,v) + Q(tm,v) + K (8,7, 0) (6.6)

mit den linearen, quadratischen und kubischen Termen

L(t,r,v) = —av+C(t,r,v)— B(t,r,v) — B(t,r,C(t,r,v)),  (6.7)
Qt,r,v) = v-[Ct,r,v)— B(t,r,v)— Bt,r,Ct,r,v))]

—B(t, T, - C’(t, r,v)), (6.8)
K(t,r,v) = —v-B(t,r,v-C(t,rv)). (6.9)

Um die Stabilitdt des stationdren homogenen Zustandes (6.1) zu untersuchen,
betrachtet man das lineare Problem

o(t,r) = L(t,r,v). (6.10)

Die Aufgabe besteht nun in der Bestimmung der Eigenwerte und Eigenfunktionen
des Operators L(t,r,v). Dazu sind aber zuerst einige Vorbereitungen notwendig,
die im néchsten Abschnitt ausgefiihrt werden.

6.3 Vollstindiges Orthonormalsystem

Auf den beiden mit ihren jeweiligen Metriken ausgestatteten Mannigfaltigkei-
ten wird zunéchst der Laplace-Beltrami-Operator definiert. Die entsprechenden
Metriken wurden bereits auf Seite 55 diskutiert. Mit den kontravarianten Kom-
ponenten der Metrik g%“ , g;\%“ lautet der Laplace-Beltrami-Operator jeweils

1 1
\Var VIR

Dabei sind gr, gr die Determinanten der kovarianten Komponenten gz ., grau
der Metrik.

Ap = —— 0, (g%“\/g_T8“>  Ap=——0, (gl)%“\/g_Rﬁu) . (6.11)
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Die Eigenfunktionen dieser Operatoren geniigen den Gleichungen

Ar () = a3, (1), (6.12)
ArYyr(r) = xan¥ig (1) (6.13)
Die Indizes my, mp beschreiben die Entartung der Eigenrdume. Es wird voraus-

gesetzt, dass die Eigenfunktionen ein wvollstindiges und orthonormales Funktio-
nensystem bilden. Also gelten die Orthonormalitdtsrelationen

/d“/’TTT(tW;n/TT*(t) = Oy N Omgpms, 5 (6.14)

t

Jar e = Sy, (6.15)

T
sowie die Vollstéandigkeitsrelationen

SN el urrt) = ot —t), (6.16)

A mr

DO vy = 6 —1'). (6.17)

AR MR

Es ist zu beachten, dass jede konstante Funktion eine Eigenfunktion des Laplace-
Beltrami-Operators zum Eigenwert x,, = 0 bzw. x,, = 0 ist. Man kann also

zunachst setzen
0 (t) =, Yg(r) = (6.18)

Aus der Normierungsbedingung (6.14), (6.15) folgt dann

/dt cey =1, /dr cocy =1. (6.19)

t r

Mit der Definition der MaBe (5.4) ergibt sich daraus unmittelbar

1
My’

1
P=— 6.2
|C2‘ A[R’ ( 0)

je1|* =
sodass die Eigenfunktionen zum Eigenwert Null die Form

1 Mo 1
an =g

o (1) = (6.21)

annehmen.

Aufgrund der Vollsténdigkeitsrelationen (6.16), (6.17) lassen sich die Kooperati-
onsfunktionen geméfl

= >0 >0 BT (e (1), (6.22)

)\T )\ mr, mT
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= > D B () (6.23)

)\R)\ mR, mR

in der Basis der Eigenfunktionen entwickeln. Im Folgenden nehmen wir stets an,
dass die Entwicklungskoeffizienten beziiglich der Eigenwerte diagonal sind:

F;Y;I;;LT = f:;ﬂTékTA}éme%u (624)
FQIXZR = [0, Ompms, - (6.25)

Diese Einschrinkung ist eine wesentliche Erleichterung fiir die weitere Analyse
und ist allein dadurch gerechtfertigt, dass sie in allen betrachteten Anwendungen
erfiillt ist. Es folgt dann

er(tt) = YO>SR (et (t) (6.26)

Ar mr

cgr(r,r’) = ZZf)\ JUNE(r) . (6.27)

AR MR

Die Normierungsbedingung der Kooperationsfunktionen fiithrt in Verbindung mit
den Orthonormalitétsrelationen der Eigenfunktionen zu einer Aussage iiber die
GroBen fi"° und f""°. Mit (6.21) erhalten wir aus (6.26)

/dtcTtt FZ /dmp;"g(t) ST, (6.28)

sodass mit (6.14) und (6.21) folgt

/ dt cp(t,t)) = fo . (6.29)

t

Aus der Normierung (5.15) folgt dann f)""° = 1. Ganz analog zeigt man dies fiir
o und erhalt
fo' = fye =1. (6.30)

Die Entwicklungskoeffizienten f{'" bzw. f\"* sind eindeutig durch die Kooperati-
onsfunktionen cr(t,t") bzw. cg(r,r") bestimmt. Um dies einzusehen, multipliziert
man (6.26) mit )" ()Y (#') und integriert iiber ¢ und ¢'. Anschliefend nutzt
man die Orthonormalitiitsrelationen (6.14) und erhalt

/ dt / 0t e (6, 8T (T (1) (6.31)

Ganz analog ergibt sich

= /d'r’/d'r” cr(r, r')wﬁf*('r’)wﬁé (r'). (6.32)
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6.4 Eigenfunktionen und Eigenwerte

Die Eigenfunktionen des linearen Problems (6.10) mit (6.7) sind durch Produkte
aus Orthonormalbasisfunktionen geméfl

Uaeag (6 7) = 93, (DU (r) (6.33)

gegeben. Hierzu zeigen wir, dass die Funktionen (6.33) Eigenfunktionen zu den
linearen Operatoren (5.9), (5.10) sind. Einsetzen von (6.33) in die Definition des
linearen Operators (5.9) ergibt zunéchst

C(t,r, N /dt/d'r’ cr(t, t)er(r, r )T () () . (6.34)

Die Entwicklung der Kooperationsfunktionen nach den jeweiligen Eigenfunk-
tionen geméf (6.26), (6.27) und Ausnutzung deren Orthonormalitéitsrelationen
(6.14), (6.15) fithrt auf

Ot r, vRie®) = frul Frl i (£ (r) (6.35)

Die Eigenwerte des Operators C'(t,r, vy sind also durch f"" " gegeben.

Als néchstes betrachtet man den linearen Operator (5.10):

1

Bl v = gpp [t oRr @) + 2M dr' i (PR, () - (6.36)

t’ r!

Mit (6.14), (6.15) und (6.21) ergeben sich die Beziehungen

\/_ dtw () = dxo0, (6.37)

¢M—R A UsE () = Oago (6.38)

die wir im Folgenden noch hiufiger verwenden werden. Damit geht (6.36) in

1 1
mpg 5
2 /MT ,l/})\R (T) >\T0 _'_ 2 /MR

iiber. Das fiithrt auf die Fallunterscheidung

B(t,r, VR = Yyl (£)0x k0 (6.39)

UTTT)\TZR ) )\T = >\R = 0
B(t,r, vy 8Ty = ¢ 2ol Ap =0, g #0;Ag =0, A7 # 0 (6.40)

0; sonst .



64 KAPITEL 6. LINEARE STABILITATSANALYSE

Schlieflich ist noch der lineare Operator B(t,r,C (V5 ARF)) zu betrachten. Mit
den Resultaten (6.35), (6.40) erhalten wir

f;\”;T )T\Y;RUTTTAZR : Ar=Ap =0
B(t,r, C(vhir)) = %f;\? ol A =0, AR # 0;AR =0, A7 # 0
0; sonst .

(6.41)
Somit erhélt man fiir den linearen Operator (6.7) unter Verwendung der Ergeb-
nisse (6.35), (6.40) und (6.41)

mrmpR\ __ mrmpg, MTMR
L(t,r, AN ) = AN FOTTI R (6.42)

wobei die Eigenwerte durch

AR = ¢ —a+ sl =15 Ar =0, A #0Ag =0,Ar #0  (6.43)
—a+ for f sonst

gegeben sind. Es stellt sich die Frage, welche Moden bei einer Anderung des
Kontrollparameters « als erste instabil werden. Gesucht sind also nach (4.20),
(4.21) die Eigenwerte mit maximalem Realteil. Wir werden in den spateren An-
wendungen immer den Fall reeller Entwicklungskoeffizienten vorliegen haben, die
auflerdem die Relation

e [ I <1 (6.44)

erfiillen. Dann folgt wegen a > 0, dass nur diejenigen Eigenwerte positive Werte
annehmen konnen, fiir die Ay # 0 und Ag # 0 gilt, also nur Zustédnde, die der
letzten Zeile in (6.43) entsprechen. Da die zum maximalen Eigenwert gehorigen
Moden gerade die instablien Moden sind, versehen wir sie mit dem Index u fiir
unstable. Der maximale Eigenwert bzw. die maximalen Eigenwerte lauten also

mim'% mY. m%
Apax = A)\%T)\}L%R =—a+ f)\%Tf }L%R . (645)
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Nichtlineare Analyse

Die lineare Analyse des vorigen Kapitels liefert unter anderem die Eigenfunk-
tionen (6.33) des Systems, die man auch als Figenmoden oder kollektive Moden
bezeichnet. In diesem Kapitel werden nun die gesamten nichtlinearen Bewegungs-
gleichungen auf diese Eigenmoden transformiert. Man erhélt so in den Abschnit-
ten 7.1 bis 7.3 die Bewegungsgleichungen fiir die instabilen und stabilen Moden-
amplituden. Letztere werden aufgrund des Versklavungsprinzips in Abschnitt 7.4
eliminiert, wodurch sich in Abschnitt 7.5 die Ordnungsparametergleichungen des
Systems ergeben.

Wir werden im Folgenden stets die Finsteinsche Summenkonvention verwenden,
d.h. iiber alle mehrfach auftretenden Indizes ist aufzusummieren. Allerdings ver-
binden wir das mit der Einschrinkung, dass nur {iber solche doppelt auftretenden
Indizes aufzusummieren ist, die einen Strich aufweisen. Dann konnen wir z.B. die
Vollsténdigkeitsrelationen (6.16), (6.17) in der folgenden Form schreiben:

U O (¢) = 8t —t), (7.1)
U () = ). (72)

7.1 Zerlegung in stabile und instabile Moden

Da die Eigenfunktionen ¢\'" (¢) und ¢y""(r) gem&8} (6.16), (6.17) vollstindig sind,

lasst sich die Abweichung v(t,r) aus (6.5) in der Eigenfunktionsbasis entwickeln:
_ MMy, M my

v(t,r) = V/\,T/\,R 1/1)\,T (t)w/\,R (r). (7.3)

Durch geeignete Wahl des Kontrollparameters o kann man erreichen, dass samtli-

che Eigenwerte mit Ausnahme bestimmter Eigenwerte Ay« (6.45) negative Werte

annehmen. Daher kann man in der Néhe der Instabilitdt die Modenamplituden
V;K?R in solche fiir die stabilen Moden STTT)\”;R und solche fiir die instabilen

mim¥
Moden U, . * aufspalten:
TR

v(t,r)=U(t,r)+ S(t,r), (7.4)

65
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mit
Ut,r) = U/\%/T/\%RQ/JA; (t)z/J/\g(r), (7.5)
S(tr) = SEATUE (U r). (7.6

Dann gilt aufgrund von (6.6)
o(t,r) = Lt,r, U+ S)+Q(t,r,U+S)+ K(t,r,U+S). (7.7)

Um die Gleichungen getrennt nach stabilen und instabilen Modenamplituden auf-
zuspalten, definieren wir die folgenden Projektionsoperatoren :

PLivke = /dt/dm;”f*(t) i (r) e, (7.8)
t T

f);;T)\’:R. = /dt/drz/}TTT*(t)z/);nRR*(r) o (7.9)
t r

Durch (7.8) erhélt man eine Projektion der Gleichungen auf den U-Raum, und
durch (7.9) entsprechend auf den S-Raum. So ergibt die Anwendung der Projek-
tionsoperatoren auf ©(t,r) mit (7.4)—(7.6) gerade die gewiinschte Aufspaltung:

~

Puti®i(t,r) = Uniu™,  PRiimo(t,r) = Suqne. (7.10)
Mit (7.7) folgt weiter
Uuie® = PLALR(L(tr,U + 8) + Q(t,r, U+ ) + K(t,r, U+ 8)],  (T.11)
Symne = PURIL(E U+ S) + Q(t,r, U+ 8) + K(t,r, U +5)].  (7.12)

Wir wollen nun in der Umgebung der Instabilitdt eine Naherungslosung der ge-
koppelten Gleichungen (7.11), (7.12) konstruieren. Die Aufgabe besteht darin, die
Terme in (7.11), (7.12) bis einschlieBlich zur dritten Ordnung in den instabilen
Moden U auszuwerten. Als erstes betrachten wir die Wirkung der Projektions-
operatoren auf den linearen Term. Zunéchst gilt aufgrund der Linearitéit von L
unter Beriicksichtigung von (7.4)—(7.6) und (6.42)

i
A

ul ul ul ’u,/ ul u / /! / /! / /
L(t,r,v) = U:;,TAZ,R AZ?;;’R @z);”; (t)@b:;f (r) + Sy AL YT (£ (1)
(7.13)

Wendet man darauf die Projektionsoperatoren (7.8) und (7.9) an, so ergibt sich
unter Ausnutzung der Orthonormalitétsrelationen (6.14), (6.15)

Smgmp 7 . mim%g rrmipmp
Pyl L(t,r,v) = A)\%A% Ui ™ 5 (7.14)
PMTMR T _ mrmg QMTMR
PO L(E, rv) = ALTRSTITR (7.15)

Es sei an dieser Stelle noch einmal ausdriicklich darauf hingewiesen, dass wir die
Einsteinsche Summenkonvention ausschliellich auf gestrichene Indizes anwenden.
Somit ist in (7.14), (7.15) keine Summation durchzufiihren.
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Weiterhin sind die Beitrage p)@%\z}‘?@(t’ r, U+ S) und ﬁfﬁgﬁk (t,r,U + S) aus-
zuwerten, d. h. nach (6.8), (6.9)

PLEA{(U + 8)[C(t,r, U+ S) = B(t,r,U + )

—B(t,r,C(U+8))] — B(t,r,(U+S)-C(U + 8))} (7.16)
und
PLATR{—(U +S) - B(t,r, (U+S)-C(U +8))}. (7.17)

Es werden im néchsten Abschnitt diejenigen Terme berechnet, die nur von U
abhéngen. In Abschnitt 7.3 werden dann die S-abhéngigen Terme bestimmt.

7.2 Beitriage der instabilen Moden

Zunéchst geben wir die folgenden Teilausdriicke an:

/!

Cltr,U) = UL pint o (), (7.18)
U r)CrnU) = U g
<t (O QU ) (). (119)
Dann definieren wir Integrale, die im weiteren Verlauf mehrfach auftreten werden:
Ly = /dwa*<x> e @ () - (x),  (7.20)
x
TS = [l @ @) v @), (7.21)

T

Hiermit erhalten wir beispielsweise:

= /d:mp;”*(a:), (7.22)

py = faert ey @), (7.23)
= [l @ @ @), (7.24)
I = e @ @ @ @), (7.25)

T

By = i@ @. (7.26)

xT
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Die ersten beiden Integrale ergeben sich unter Verwendung der Orthonormalitéts-
relationen (6.14), (6.15) und (6.21) zu

vV My, (7.27)
I;:%j,n/ = OO - (728)

Fiir den ersten Term in (7.16) folgt mit (7.19) und (7.20)

//
Smgmp . mT mR mT mR mT mR mi, meT mkp, mRmR
P)\%)\}‘z [U C( )] f}\u f R U)\u )\u U)\u )\u I)\u )\u )\u I)\u )\u )\u ° (729)

Da mit (6.43), (6.45) fiir die instabilen Moden auf jeden Fall A} # 0 und A}, # 0
gilt, ist stets mit (7.5) und (6.40)

B(U) = U/\%,TA%R B(v/\;)\%’*) =0. (7.30)
Dann ist o A o o
PA‘TLI;\}%R[U -B(U)] = PA‘TLQ;\}%R[U -B(C(U))] =0. (7.31)

Mit (6.37), (6.38) gilt ebenso

N

P;’ZQTR [B(U-C(U))] =0. (7.32)

Als néchstes berechnen wir die Terme von (7.17), die nur von U abhédngen. Wir
erhalten

Pt [U - B(U - Cww / dt / drw A K (r )U;ZTATR w:jf (t)@/);? (1)
1 m m /// // u/// m mu// mu/// mu///
X MT /dt U ?; lﬁ U lll lll )\u/” lll ’l/} ( )’l/})\uR <T> 1/})\%7;” (t/)’l/})\%}l?ll <T>
t/
1 /// /// / /// // 7J{/// u///
mT mR IAWWALL:§ mp /
MR /d?‘ U // u!! U /// R/// )\u/// /// 'l/} ( )'l/})\u (T )’lpA%/// (t)'l/})\%/// (T ) )

r!

was sich mit Hilfe von (7.20) und (7.21) auf
Au/ xu! A

iU BU-C))) = S f v v o
T R

1 // /// ull ulll
% [mR,mRmR m S S /JmT my,

MT )\u )\u’)\u” )\u/” )\,112)\,112 m%m,}ﬂ )\%” )\’112///
1 S N
Mips mT mT mip Mmp Mg
+ m )\u )\u )\u )\u/// 5}\11, )\%5 1;2 J)\“ )\u/// (733)

reduziert. Damit sind sdmtliche Terme aus (7.16) und (7.17), die nur von U
abhingen, bestimmt.
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7.3 Beitriage der zentralen Mannigfaltigkeit

Der néchste Schritt besteht in der Berechnung der S-abhéngigen Terme in (7.16).
Sie sollen nacheinander bestimmt werden, wobei zuerst die nicht verschwindenden
Terme angegeben werden. Die ersten beiden Terme sind durch

~ u!

P -C) = fanfaruiou vt ook o)
t T
X /dt’/dr’cT(t,t’)cR(r, St r") (7.34)
t/ 7’/
sowie durch
PGS - C) = fanfar il @ 05 77 17
t r
X U:;,TAZ,R @zﬂ;;? (t)@b;;f (r) (7.35)

gegeben. Der dritte Term lautet

/
A

PR BS)) = [arfarol o U o ouk o)
t T

X

/dt'S(t',rHL /dr’S(t,r’) (7.36)

2Mr 2Mp
t r’
wahrend sich der vierte Term zu
~Amimy A A 1 mih* m* m“/m“/ m“/ m“/
PO B = 5 [atfarosif @u (U ot oo o
t r

1
X ﬁ/dt'/dt”/dr”cT(t',t”)cR(T, rS(t" ")
T
tl t" 7,.//

1
+ V/d’f‘//dt”/d’f‘”CT(t,t”)CR(T,,T”)S(t”,T”) (7.37)
R
,r/ t// T‘II

ergibt. Die weiteren S-abhéngigen Terme werden wegen (6.37), (6.38) sdmtlich
zu Null:

PRS- BU)] = 0, (7.38)
PLATRU - B(C(S))) = 0, (7.39)
PUAsR[S - B(C(U)] = 0, (7.40)

)] 0. (7.41)

7.41
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Setzt man (7.6) in (7.34) ein, so folgt

ul

PR - C(s /dt/d U O U (e ()
« /dt//dr/cT(t,t/)cR(r,r) Sy ()0 (1) (7.42)

was sich mit (6.35) und (7.20) reduziert auf
! !
meR meR mbimly pmlp pmy cmiomiml, omY m mh
Bt (U - C(S)) = U e s e ookt e ik e (7.43)

Entsprechend gehen wir bei den anderen Termen vor, fiir die hier nur die Ergeb-
nisse angegeben werden:

AMEmMe A . mT mR mT mR meR mT,mT m/, mR,mRmR
P)\%)\}‘% [S ' C<U)] - )\u )\u f u f S / )\’ [)\u )\u )\/ [)\u )\u )\/ (744>
1 meR SmTomRImR,mR m/,
\/— )\u)\u (])\/ )\u )\u )\/

1 m mY% ~mi-mpg ym&,m 'm
\/— )\uT)\uRS TTO I)\uTAuT;\/ T:| ) (745)
A mimi A A 1
BT BOS)) = [ o

f;LT UmT mRSmeRO mT,mT mT ) (746)
\/_

)\'lL )\u )\'lL )\u )\/

~Amitmt, ~ 1
P,\gaqi\%R[U -B(9)] = {

ml meR mTOmR[mR,mRmR
f)\’ U)\u )\u SO )\u )\u )\/

7.4 Bestimmung der zentralen Mannigfaltigkeit

Wie in Abschnitt 4.6 erldutert, generiert ein synergetisches System in der Néhe
einer Instabilitidt eine Zeitskalenhierarchie. Das fiihrt auf das Versklavungsprin-
zip: Die Dynamik der stabilen Moden wird vollstdndig durch die Dynamik der
instabilen Moden bestimmt. Es wird also

S(t,r) = h(U(t, 7). (7.47)

Die nichtlinearen Terme starten mit quadratischen Beitrdgen. Somit verwenden
wir fiir die zentrale Mannigfaltigkeit analog zu (4.33) den Ansatz

ll 7J(ll

mrTmpg ~ meR,mT mRmT mR mT mR mT mR"

h)\T)\R (U) H)\T)\R)\u )\u )\u )\u U)\u )\u U)\u )\u : (748>
Die nichtlinearen Terme G konnen nach (4.31), (4.32) in zweiter Ordnung appro-
ximiert werden:

/

//
mHmYy ~mim'% mHymth mk, m m m my m my mY%
T"°R ~ T"°"R __ T ""R""T R T R T R T R
G)\,Tlﬂ)\}‘z ~ )\,TJZ)\}% - Q}\u )\u )\u )\u )\u )\u U)\u )\u U)\u )\u ? (749)
/ " "
MTMR  ~, ()YMTMR _ meRva mR mT mR mT mR mi mR
G)\T)\R ~ Q)\T)\R - QATARJ\H )\u )\u )\u U)\u )\u U)\u )\u (750)
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MTMmER ,mk m m m
Die Koeffizienten H, T)\ R)\u ;u )\’i,, /\Z " sind dann mit (4.34) durch
TAR>

-1
’ ’ ’ ’ ”
u' u ~ uu u
mrmpg,my mY mi ml mT mR mT mR mrmeg QmeR,mT mY, m ml
Wyl yul! \ul! = |A w ! 1& 1&)\ A Wyl yul! \ul!
ATAR’)‘T)‘RAT >\R )\ )\ TAR )‘T)‘R’)‘T)‘R)‘T >\R

(7.51)
gegeben, wobei ausnahmsweise keine Einsteinsche Summenkonvention anzuwen-
den ist. Wir berechnen nun den quadratischen Anteil fiir die stabilen Moden-
amplituden, indem wir auf der rechten Seite in (7.12) nur die Beitrige zweiter
Ordnung betrachten. Dies ergibt mit (6.8), (6.9)

Qe = PYATR(U - C(U) - U - B(U) = U - B(C(U)) — B(U - C(U))]. (7.52)

Fiir den ersten Term erhalten wir

B - O /dt/drw* VR (U (507 (r)
x /dt'/dr'cT<t,t'>cR<r,r> U O 0, (18)
t/ !

was sich mit (7.20) reduziert auf

By - O] = £ 8 v e i il (7.50)

Wegen (7.30) ergibt sich unmittelbar
Py (U - B(U)] = PR (U - B(C(U))] = 0. (7.55)

Der Term Pgﬁ’;}? [B(U - C(U))] ist dagegen von Null verschieden. Mit (7.19)
erhalten wir

P B - G(U))] = /dt/drw* U (U R U

1" / 1"
u u

1 m m# / m m
< | /dt GG A

t

was sich mit (7.20) und (7.21) ergibt zu

mrm A 1 mY m% m#, m
Prsn [ B(U -C(U))ngUMTMRU ,Rf f

/ " / " / "
mY mi, rmp,mY m 1 mY% mY¥  rmp,mi mi
pm gl s g L gmmi preminils L (7.57)

1
Aw z\u’ A )\u )\u Au p\u’ A w2
VMT T T R VMR R”™R THAT AT

X
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Damit lautet der quadratische Anteil insgesamt

! " ! 7

Smrmp UmT mR UmT mR [mT,m’jﬁ my, [mR,m}% mp
Q)\ A f f u u’ u! u’ yu'’! w! yu!!
TAR R A% A% A7 A AT ARAE AR

1 me mz m ,m’ " m me m’ m ,mu ! mu
(2\/— J)\uT)\u’T [)\RI?)\U ];u R 5>\T0 t o= 2\/— J-)\UR)\U/{2 [)\T’I:)\u iu g 5)\R0):| . (758>

Der Vergleich von (7.58) mit (7.50) liefert dann

/ / " / " / "
~ u u u u u u u
mrmg,mn mems mR f f mT,meT mg,mp% mp
/ / " " ! "
ATARAE AR AL A )\T )\“ )\“ ARAE AR

1 mm¥ m u/

T T R,mRmR mRmR mT7meT

- (2 M J)\%/)\%// I)‘R )\u )\u 5>\T0 )\u )\u” I)\T )\u )\u 5)\R0 . (759)
Vv T ? \/ )

Dabei ist keine Einsteinsche Summenkonvention anzuwenden. Somit folgt schlief3-
lich fiir die Koeffizienten der zentralen Mannigfaltigkeit in (7.48) gemé8 den Glei-
chungen (7.51) und (7.59)

/
HmeR,m% m}‘g/m%”m?z” _ <AmT mR + AmT mR _ AmeR> f f

)\T)\R,)\Ifl)\%)\%” )\%/ NS4 )\u )\u ATAR
. |:ImT,m%/m%N mR,m’}‘{m%I 1 m%,m% ImR,mR le5
- Ar0
Ar A T N A 2/ M7 AL TR AN T
) } T T N\ )
1 o

J"h i I’”T””T mi g 7.60

" ARO . ( . )

2 / )\u )\U AT ,)\u )\u L

7.5 Ordnungsparametergleichungen

In der Gleichung fiir die Amplituden Ui une " lassen sich die stabilen Modenampli-
tuden Sy gemdB (7.47), (7.48) durch die zentrale Mannigfaltigkeit ersetzen.
Das liefert dann die vollstdndigen Ordnungsparametergleichungen

mAmY my-m% mY miypmt
UA%T;‘I}L{R — L}\%T)\I}%R + Q)\uTAuR K)\uq;\uR . (761)

Um diese anzugeben, miissen wir ausgehend von Gleichung (7.11) noch einmal
alle Terme bis einschlieflich dritter Ordnung betrachten. Der lineare Term ist
gemédf (7.14) durch
mimt mitm  rmibmb
L,\;TN;{R = A,\f,\}f.‘RU ;T,\}%R (7.62)
gegeben. Der einzige nichtverschwindende Term zweiter Ordnung lautet mit (7.29)
mymyp mR mT mR mT le mT,meT m’é,m%m}‘zﬂ
)\u )\u f f UAu )\U U )\U [)\u )\u )\u )\}L%7A}L%/>\}L%N (7.63>

Insgesamt erhalten wir fiir den kubischen Anteil

mpmy __ pomrmy m%mR meR
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wobei die einzelnen Terme wie folgt definiert sind:

Kl = —Pyhe*[U- BU-CO))], (7.65)
Kyihe = PLATRU-C(S)+ S - C(U))], (7.66)
Kyis = —PgﬁaTR[U - B(S)+U - B(C(9))]. (7.67)
Der erste Term (7.65) schreibt sich mit (7.33) zu
KUGsE =~y e v o i o,

1 "o N
mY¥ . mY m m mY mk
X ) L I} wm J T
( 7‘ [T )\u )\u )\u )\u”’ )\T)\T/ )\u )\u "

1 m 7m m m /// m /m "
T §umT Ot Ot T ) . (7.68)
Die weiteren Beitrige (7.66) und (7.67) ergeben sich aus (7.43), (7.44) bzw. (7.45),
(7.46) unter Verwendung von (7.47), (7.48) z

! "
u u u
FymeR o UmeR UmT mR UmT mR ( mT —|—fmT me>
200 A% T )\u )\u )\u )\u/”)\u”’ )\/
WM
XHmeR,mT mR mT mp [mT,mT mT m‘é,m}%mR
1 yu! yu! yu! u yul \/ u yu/ )/ )
Ap AR AT )\ )\ A% A A A AR AR AR

(7.69)

u lll " 1" 1 u/// u///

l
w / / u u
meR _ __UmT mR UmT mR UmT mR meR,mT mR mT R
]<3 )\u)\u — w yu! AT u/// w! 7 \/ ! yu!! yu N
i 9 T auaw T au \w N X A A \u!” \u
1+ for

/
R mY,mY mhy
X | ——=ZL-0» 00’ 0010 s’ O i
/My AP OPmp 0% \u \u! O AL AN

ml
1+ f ’TT m, m%/m’T
+W5)\/}205m/1%05>\%>\% 5m”§m% I)\%’)\%/)\,T . (770)

Der erste kubische Term (7.68) beschreibt den Einfluss der Ordnungsparameter
selbst, wahrend die beiden anderen kubischen Beitrige (7.69) und (7.70) den
Einfluss der zentralen Mannigfaltigkeit représentieren. Die Koeffizienten der zen-
tralen Mannigfaltigkeit sind dabei durch (7.60) gegeben.

Somit haben wir die generische Form der Ordnungsparametergleichungen fiir die
Verbindungsgewichte zwischen zwei Mannigfaltigkeiten beliebiger Geometrie und
Dimension abgeleitet. Diese Gleichungen stellen ein zentrales neues Ergebnis un-
serer synergetischen Analyse dar. Sie bilden ferner den Ausgangspunkt fiir die Un-
tersuchung ein- und zweidimensionaler euklidischer sowie nichteuklidischer Man-
nigfaltigkeiten in Teil II dieser Arbeit. Hierbei zeigt sich einer der wesentlichen
Vorteile gegeniiber der speziellen Vorgehensweise in Ref. [9]. Statt den synergeti-
schen Formalismus auf jede Mannigfaltigkeit jeweils neu anzuwenden, lassen sich
in unserem Fall die Ordnungsparametergleichungen vergleichsweise schnell durch
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die Spezifizierung der betrachteten Geometrie angeben. Das Vorgehen dabei wol-
len wir hier kurz skizzieren. Zunéchst sind die Metriken der Mannigfaltigkeiten zu
bestimmen. Daraus ergibt sich dann mit (6.11) der Laplace-Beltrami-Operator.
Mit den orthonormalen Eigenfunktionen, die sich aus den Eigenwertproblemen
(6.12) und (6.13) ergeben, sind dann die in (7.60), (7.63) und (7.68)—(7.70) auftre-
tenden Integrale der Form (7.20), (7.21) zu berechnen. Damit ist die Ordnungspa-
rametergleichung fiir die betreffende Geometrie festgelegt. Ausgehend von diesen
Gleichungen ist dann die Emergenz retinotoper Ordnungen zu untersuchen.
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Kapitel 8

Saite

Im vorausgegangenen Kapitel wurden die Ordnungsparametergleichungen der
verallgemeinerten Héussler-Gleichungen (5.5) fiir beliebige Geometrien und Di-
mensionen der beiden Mannigfaltigkeiten berechnet. Als erstes Anwendungsbei-
spiel betrachten wir hier zunéchst eindimensionale Mannigfaltigkeiten mit eu-
klidischer Metrik. Der Vergleich der Ergebnisse mit der Literaturarbeit [9] wird
dabei als Beweis fiir die Richtigkeit unserer allgemeinen Uberlegung dienen.

8.1 Eigenfunktionen

Die Saite stellt ein wichtiges Beispiel fiir eine eindimensionale Mannigfaltigkeit in
der Theoretischen Physik dar. Im Folgenden modellieren wir Retina und Tectum
als Saiten der Lénge Lg bzw. Ly [59]. Die Mafie von M7 und Mg sind dann nach
(5.4) durch Mg = Lr und My = Ly gegeben. Um Probleme an den Randpunkten
zu vermeiden, nehmen wir an, dass die Endpunkte der Saiten benachbart sind.
Wir betrachten somit Ringe mit dem Umfang Lg bzw. Ly. Das Eigenwertproblem
des hier zutreffenden Laplace-Beltrami-Operators

92

o Ua, (25) = X, U, (25) (8.1)

mit der Randbedingung v, (7;) = ¥, (z; + L;) wird offensichtlich gelost durch
die Eigenfunktionen

27
Uy, (z;) = ajexp <Zf)\ﬂfa‘) : (8.2)
J
mit den Eigenwerten
4r*
XN =T A (8.3)

Dabei ist z; € [0, L;) und A\; = 0,£1,42,.... Jeder Eigenwert x, mit Ausnahme
von xo = 0 ist also zweifach entartet. Der Index j dient dabei der Unterschei-
dung zwischen Retina (5 = R) und Tectum (j = 7). Mit der Festlegung der

77
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Normierungskonstanten

oy = L (84)

VL

bilden die Eigenfunktionen ein orthonormales Funktionensystem:

L;

Jaain, i a) = 6 (8.5)

0

Die Eigenfunktionen sind auch vollsténdig,
Z W, ()05, (25) = 6(z; — x5) (8.6)
Aj=—00
was man z. B. unter Anwendung der Poisson-Formel [60]
> =3 [ sty 1)
A=—00 n=—00
beweisen kann. Mit der Identifikation
1 27
PO = e |20 ) (53)
folgt dann namlich mit (8.7)

Z O, ()05 () = Li Z/ exp{ﬂﬂy(x;x —n)}dy

Aj=—00 n=-—00

(e 9]

_ Li 3 5(% —n) . (8.9)

J n=—c0

Da z; und 2 im Intervall [0, L;) liegen, und damit |z; — 2| < L; gilt, kann nur
der Summand mit n = 0 einen Beitrag leisten. Damit ist (8.6) bewiesen.

Die Kooperationsfunktionen sollen nur vom Abstand abhéngen, wobei dieser hier
durch den euklidischen Abstand |z; — 2| gegeben ist. Es gilt also

¢j(xj,af) = ¢j(x; — ) . (8.10)
Dann lassen sich diese aber in eine Fourier-Reihe der Form
cj(w; —al) = — Z fl ex )\x ex —i2—7r>\-:c' (8.11)
’ B ] Aj=—00 . b ’ P Lj 7 .

entwickeln, die ¢;’s nehmen also die in (6.26) und (6.27) geforderte Produkt-
form an. Weiterhin soll gezeigt werden, dass die Entwicklungskoeffizienten fij
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unabhingig vom Vorzeichen der Eigenwerte \; sind. Dazu benutzen wir die Sym-
metrie der Kooperationsfunktionen beziiglich der Argumente (5.14), die hier auch
unmittelbar aus der Abstandsabhéngigkeit folgt. Es gilt

¢j(x; — f) = ¢j(2f — ;) | (8.12)
also mit (8.11)
_ZoofA eXp{ } _Zoofﬁ eXp{ Xj(x; ;)] . (8.13)

Da die Eigenfunktionen linear unabhéngig sind, folgt unmittelbar

B=1, (8.14)

8.2 Lineare Analyse

Die Eigenwerte des linearen Problems (6.10) wurden fiir den allgemeinen Fall
bereits in Abschnitt 6.4 berechnet und sind durch (6.43) gegeben. Wir wollen
dieses Ergebnis hier fiir den Fall der Saite verifizieren, um uns damit auch von
der Richtigkeit der allgemeinen Betrachtungen in Kapitel 6 zu iiberzeugen. Die
Eigenfunktionen lauten geméfl (6.33) sowie (8.2), (8.4)

1 2m 2m
t,r)= — Apt — A . 8.15
Unprr (£57) TrLz exXp (’LLT T ) exp (ZLR RT) ( )
Eingesetzt in den Operator (6.34) erhélt man
Ly Lg
. 1
C(t, 7, Uaprg) Niry /dt’/d'r”cT(t —t)eg(r —1")
0o 0
2 2
X exp Pallip WY exp i—w)\Rr' : (8.16)
Ly Lg

Mit der Entwicklung (8.11) ergibt sich

Clt, 7, 0apn,) = W Z f;TfR/R exp <zi—7;)\'Tt) exp (ii—ﬂ)\}zr)
Lt
X /dt' exp (—ii—:XTt') exp <ii—7;)\Tt')
Ly
X /dr’ exp <—i2—ﬁ)\'Rr') exp (ZQ—WART‘) : (8.17)
/ Lg Lp
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Ausnutzen der Orthonormalitét (8.5) fithrt auf (6.35):

é(tv Ty U)\T)\R) = f;Tf){%RwAT (W/AR <T> : (818>

Fiir den Operator (6.36) ergibt sich entsprechend

. 2T
B(t, 7, Uzprg) = 2@ {exp ( )\Rr) Irp0 + €xp (ZL—)\Tt) 5/\30] . (8.19)

Also gelangt man zur Fallunterscheidung

) UATAR(t,T) )\T—)\R—O
B(t,T, U)\T)\R) = %'U)\T)\R(t,T) )\T = 0 >\R 7& 0 >\R 0 )\T 7& 0 (820)
0 sonst.
Weiter gilt mit (8.18)
B(t’ T, O(UATAR)) f)\Tf)\R (t T, 'U)\TAR) : (821)

Somit erhilt man schlieBlich die Eigenwerte zum Operator (6.7) in Ubereinstim-
mung mit (6.43) zu

- — ]_ )\T = >\R = 0
Mgrn =1 —a+3(fEfE —=1) Ap =0, g #0; g =0,Ap #0 (8.22)
—a+ fL sonst.

Die weitere nichtlineare Analyse beschriankt sich bei Haussler und von der Mals-
burg [9] auf monoton fallende Kooperationskoeffizienten cr(t,t") bzw. cg(r,r’).
Dies impliziert, wie wir in Abschnitt 8.6 zeigen werden, dass der Fall (A}, A\};) =
(£1,+£1) vorliegt. Da wir aber eine mdoglichst allgemeine Beschreibung geben
wollen, d. h. insbesondere auch den Fall nichtmonotoner Kooperationsfunktionen
zulassen wollen, betrachten wir beliebige instabil werdende Moden, die wir mit
(A%, A%) bezeichnen, wobei geméf den Erlauterungen von Seite 64 Ay # 0 und
A% # 0 gilt. Mogliche instabile Moden sind dann beispielsweise durch (A}, A}) =
(£1,£1), (£1, £2), (£2, £2), (£2, £3), ... gegeben.

8.3 Nichtlineare Analyse

Zur Bestimmung der Ordnungsparametergleichungen (7.61) sind zunéchst die
dort auftretenden Integrale (7.20) und (7.21) {iiber die Produkte von Eigenfunk-
tionen zu berechnen. Da das Produkt aus Exponentialfunktionen wieder auf eine
Exponentialfunktion fiihrt, lassen sich diese recht einfach unter Verwendung von
(8.2) und (8.4) angeben. Vernachléssigen wir der Einfachheit halber den Index j
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und beriicksichtigen wir, dass die Entartungsindizes in den Parametern A enthal-
ten sind, dann wird

L

[iu)w)__, OB dz P (2) Y0 (2) Yo () - - yon ()

[e=]

1 n—1
= (ﬁ) 5)\(1)+>\(2)+,..+>\(n),)\7 (8'23>

L
Hwr@ . am = /dﬂfilixn(w)%@)(ﬂf)"'i/wn)(x)
0

1 n—2
= (ﬁ) 5)\(1)+>\(2)+,,,+>\(n),0 . (8-24)

Aus dieser allgemeinen Beziehung ergeben sich unmittelbar die Spezialfiille

1
]i\/ N ﬁ 5)\/4_)\//7)\ y (825)
1
[){\/ N\ — E 5)\/+)\//+)\///7)\ . (826)

Im quadratischen Term (7.63) tritt (8.25) mit instabilen \-Werten auf. Da sich
diese aber nur durch ihr Vorzeichen unterscheiden kénnen, folgt

N+ NN (8.27)
Also ist
[){\/ = 0 5 (828)
d. h. der quadratische Term (7.63) in (7.61) verschwindet:
Qxuxe = 0. (8.29)

Das Integral Jy \» ergibt sich mit (8.24) zu
J}\/ A\ = 5)\/’_>\// . (830)

Mit (8.29) ergeben sich die Ordnungsparametergleichungen (7.61) mit (7.62),
(7.64) im Fall der Saite zu

U)\%A}é‘ = Nuw Unuw + K yuaw + Ko yuaw + K3 (8.31)
Die kubischen Terme (7.68)—(7.70) erhélt man mit (8.25), (8.26) und (8.30). Der
erste kubische Beitrag ist durch

7k
"

_ _ R
KL)\%)\% — 72LTLR U)\%/ )\% U)\?}”A%’ UA%///)\%// (5)\% +)\1}%//4»)\}%/// ’)\1}% 5)\%,)\%/ 5>\’11£// ,7>\’11L1

"

o o ap O ) (8.32)
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gegeben, was sich unmittelbar reduziert auf

fu £
K = 2% g U U 5
LR — m )\%)\% )\%//)\%// _)\%//A%// )\%4_)\%/_’_)\%//7)\%
+UA5’;’ A}{% UA;’;” )\}L%// UA?}{”*)\}%N 5>\%/+>\,11L_‘//+A17’;/” 7)\’11& . (8.33)

Fiir den zweiten Anteil erhialt man

1515 + £k

lS 2 A\U N\ = U ’\ U 1"\ ! U e
d R PSS APV IR P DY
T T ‘R T ‘R T R R /LTLR
XH)\%XR,)\%’/)\}‘{” )\%///)\Ié/// 5)\%/+>\,T7>\% 5)\%+>\,R7>\}% (834)

und fiir den dritten
1

Ks,A%A}% = —mUA%/)\%/ U)\%”)\"ﬁ” U)\%///A,,}Jél/// H‘)\%)\%,)\%”)\%”)\%’”)\%”’

X [(1 + f)}\;)(sA%JFXRA}%d)\%()(sA%/A% + (1 + f;T)5)‘%/+>‘/7“7>‘%5>\/305>‘%)‘1}L2i| . (835)
Sowohl (8.34) als auch (8.35) beschreiben den Einfluss der zentralen Mannigfal-
tigkeit (7.60), fiir die sich mit (8.25) und (8.30) ergibt:

1 S /\T; f ,@%

H W Nu \u! ! — |:5 ul! ull! 5 !’ w
ATARAE AR AL AR \/TLRQAX;X;% _ AATAR AL XD AT AR AR AR

1
_5(5%',%’;’” Oxg 4" A Oxe0 - Ontr Oyt x5, 0rm0) | - (8.36)

8.4 Ordnungsparametergleichungen

In Ref. [9] ist allein zur Bestimmung einer der vier Ordnungsparametergleichun-
gen, die zur Mode (A%, \%;,) gehoren, ein enormer Rechenaufwand erforderlich. Es
dréngt sich die Frage auf, ob sich die Gleichungen fiir die Saite nicht auch ganz
allgemein bestimmen lassen. Dies ist, wie im Folgenden gezeigt wird, in der Tat
moglich. Somit lassen sich die urspriinglich vier Ordnungsparametergleichungen
auf die Berechnung einer Gleichung reduzieren. Dieser analytische Erkenntnisge-
winn gegeniiber [9] ist insbesondere im Hinblick auf den spéter zu behandelnden
Fall der Ebene wesentlich.

8.4.1 Berechnung von K y:)u

Es sei zunéchst nur die erste der beiden Summen von (8.33) betrachtet. Ganz
offensichtlich treten nur solche kubischen Terme auf, fiir welche die Summe der
Entartungsindizes gerade A% ergibt:

AL AL L = Y (8.37)
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Ebenso ist das fiir die entsprechenden T-Indizes der Fall:
R (8.38)

Die Bedingung (8.37) erlaubt nur die folgenden Kombinationen:

"

Fiir (8.38) ergibt sich entsprechend:

1

Das liefert die folgenden sechs Terme dritter Ordnung:

T ¢R
f)\%fA}%

KL,\%,\«}%(l.Teil) = — oL
TR

[Ui%A’éU—A%—)\ﬁ +2U>\%)\%UA%_N§U_)\%>\%} . (841)

Fiir die zweite Summe in K7, A gelangt man zum analogen Ergebnis, und somit
ergibt sich fiir den gesamten Ausdruck

T rR
f)\%fX}‘%

LrLp

Ky = — [QUAQ;X;%U*A%*/\% + 4UA%/\%U/\%*>"§U*>"%>"§] ' (8.42)

Damit ist es uns gelungen, den ersten kubischen Term ohne Spezifizierung der
instabilen Moden A} und A% in allgemeiner Form anzugeben.

Wir zeigen nun, dass sich auch die beiden anderen Beitrage K5 yuye und Kj3 yuyu
. . ’ ATAR ATAR
in allgemeiner Form angeben lassen.

8.4.2 Berechnung von Ky yuu

Setzt man den Ausdruck fiir die zentrale Mannigfaltigkeit (8.36) in (8.34) ein,
erhdlt man

T rR T rR T
fAL‘FfXR‘i‘fA;fX;% f)\%fﬁé
LrLr 28y — Ay,

5 ’ 7 "

3+ Ol g g | Ong e O

1
_5(5)\11‘«”,*)\%/”5>\%/+>\%N,XR§XTO -+ (5>\%/77)\%// 5A%//+A%///,A/7~5>‘IJQO) (843)

K27)\%>\7§ = U)\%/)\’}‘z/ UA%// )\%/ UA%/// )\%//

X0

Auch in diesem Fall treten nur Terme auf, die — jeweils fiir 7" und R — die Bedin-
gung

A EAT N =\ (8.44)
erfiillen. Dies lasst sich zeigen, wenn man die drei Beitrdge einzeln betrachtet.
Der erste Beitrag ist proportional zu 5/\%/ . /\%5/\% +/\R,>\§5>\%" o, /\T(S/\%/ IS

R K
Fiir nichtverschwindende Beitrdge muss also gelten

A==\ =\ N (8.45)
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und damit folgt (8.44). Beim zweiten Beitrag tritt das folgende Produkt von
Kronecker-Symbolen auf: § A AR AL ) A AR AL 0 R 0 A >\R5 Ap0- Fiir die R-
Indizes erkennt man sofort, dass wie im ersten Beitrag die Bezichung (8.44) erfiillt
ist. Beziiglich der T-Indizes muss fiir nichtverschwindende Terme Ay = 0 gelten
und damit auch

AL = NS (8.46)

Mit M = —\%" folgt dann unmittelbar auch fiir die 7-Indizes die Beziehung
(8.44). Fiir den dritten Beitrag schliefllich zeigt man dies auf ganz analoge Weise.
Die Bedingung (8.44) wird nur von den beiden kubischen Termen

2
(Uniaw )“Uxu oy, Unune U_yuxu Use \u

erfiillt. Berechnen wir zunéchst den K,-Anteil von (U AL )2U_ Al Dann sind
die folgenden Moglichkeiten fiir U, yu U,u yurr Uy oz beriicksichtigen:
T "R T 7R T R

Unixe Unpxw U_ye—xu,  UnexeU_yu_yuUnuu,  U_yu_xuUsuyu Usuyu .

Fiir die erste Moglichkeit erhdlt man aus (8.43), dass der Vorfaktor verschwindet:

1
070020 = 5 20x7,00350 = 0. (8.47)

Auch der zweite mogliche Beitrag ergibt sich zu Null. Fiir den dritten ist der Vor-
faktor proportional zu d2xu ap02x% np- Dann muss fiir nichtverschwindende Bei-
trage A = 2\" gelten. Dies liefert den K,-Beitrag

Pl Py Py + T35 (Unexw)*U (8.48)
LTLR 2A>"11L“)‘1}L2 — A2)\%72>\}% >‘T>‘R 7>\T7)‘R . .

Fiir den zweiten kubischen Term sind in U/\%/ X! UA%H % U/\%m N die folgenden

Kombinationen zu beriicksichtigen:
Unxe U—xuxw Une—xu U xuxuw Unwoxw Uy xu . Unsxu U—yuxu Unayu

Diese miissen alle doppelt gezéhlt werden, da jeweils noch eine Vertauschung der
Indizes der letzten beiden U’s zu beriicksichtigen ist. Die Vorfaktoren zu diesen
Beitragen sind aber identisch, da diese nach (8.43) invariant gegeniiber einer Ver-
tauschung \*" < \*" sind. Der erste Beitrag ergibt sich wieder mit (8.47) zu Null.
Der Vorfaktor des zweiten Beitrags ist proportional zu d, A Ag Irp.0/2. Daraus folgt
Ar = 2M}, Agr = 0. Der dritte Beitrag ergibt sich véllig analog als proportional
zZu 52)\%)\35/\%0/2’ mit der Bedingung Ay = 0, Ag = 2)\}. Zusammengefasst ergibt
das den zweiten K,-Beitrag

T (R T T (R T T ¢R
Pafye | foxe + Fafou Jors + Faa e

LyLp | 2Azs — Aoxno - 2w — Agaxy

Unsne U yuxu Uye xu . (8.49)
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Den gesamten Ks-Term erhalten wir aus der Summe von (8.48) und (8.49) zu

T R T R T rR
f)\;&f)\’}‘z f2)\%f2)\’§ + fA%fA’}‘z

2
Unixg )" U—xs—xy,

2,250 —
LTLR QAA%)\% AQ)\%,Z)\’}‘?I
T ¢R T T R 5 LrE
Pafye | Faxe + Frufou Faxg, + Pl Usera U U (8.50)
AL U AU Y UAYE Y . :
LTLR 2A)\%>\7}‘? _AQ)\%,O 2A)\%)\7}‘? —A072)\% TR TR T R

8.4.3 Berechnung von Kju)u

Fiir den K3-Term (8.35) ergibt sich mit (8.36)

T rR

1 Saw Sy
—*U ! u/U w!! u//U W\ r ik
2LrLp AP AR AT AR AT AR

Ky =
o 20y — My,

1
X 5A%//+>\’11L—‘///,A/TvéAy%//Jr)\}%///’)\/I% —_ 5 (5)\11’;”7—)\11’;”/ 5A1;2//+A1;2///7>\/1%5>\{I‘0

R
—+ 5>‘7}L?,N77>‘7}L?,W5>‘%‘N+>‘%{N7>‘IT5XRO)] X [(1 + fA;ra)é)\%JF)\ﬁy)\qﬁd)‘/TOd)\%)\%

1+ fg:T)5)\%'+>\’T,>\%5)\§05>\%>\§] : (8.51)

Die Berechnung des K3-Terms geschieht auf ganz analoge Weise wie die von Kj,
sodass hier nur das Resultat angegeben sei. Man zeigt zuerst die Giiltigkeit von
(8.44) und rechnet dann die Vorfaktoren der auftretenden kubischen Terme aus.
Das fiihrt auf

Fau flh [ 1+ fiu L+ fo

3ALAL = Unixe U_xuxw Uys v .

- 2LrLg

2N — Noaxy,  2Axuw — Agyu o
(8.52)

8.4.4 Ordnungsparametergleichungen der Saite
Die Ordnungsparametergleichung (8.31) lautet mit den in den vorangegangenen

Abschnitten berechneten kubischen Termen (8.42), (8.50) und (8.52)

3 _ 2
Unzaw = Myuow Unuw, + AA%AEUA%A%U—A%—A% + Biuaw Unsaw Uy xu Uyu _u
(8.53)

N oy 22N )
A U \u == _— 2 - 5 854
X LrLg < 2N — Aoy 2xu (8.54)

0 <4_7+%(72W)—1) 7+ -1

mit

By

L ) . (8.55)

2N — Aaxe o 2Amaw — Aoane
Dabei sind die GroBen v bzw. v*T*% wie folgt definiert:
Yrieo= fLRE (8.56)

Y=y = A (8.57)
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8.4.5 Einfithren reeller Moden

Aus den Eigenfunktionen (8.15) zum Operator L lassen sich reelle Moden kon-
struieren:

1

CarAg (t’ T) = 5 [ AT AR (ta T) + V-_Ar—Ar (ta T)]
1 2T 2T
= . —Art + — A\ , 8.58
1. cos <LT T . Rr) ( )

S)\T)\R(t’r) = 5

. 2 2
= sin (L—T)\Tt + L—R)\RT) : (8.59)

Diese beiden Moden spannen einen reellen Unterraum auf. Setzen wir
a=peost, b=psing; p>0, e (-ml, (8.60)

so gilt offenbar die folgende Beziehung;:
2m 2m
@ Caprg (6,7) F 0 SAag (6, 7) = peos | —Apt + —Agr — 1 | . (8.61)
Ly Lg

Der Unterraum besteht also aus allen Funktionen, die aus der Phasenverschie-
bung von pca,a,(t, r) hervorgehen. Die zum instabilen Eigenwert gehorigen Mo-
den (A%, A\%) sind dann gerade durch die Moden cyuxu (t,7) und cxu yu (¢, 7) sowie
aus allen daraus durch Phasenverschiebung hervorgehenden Funktionen gegeben.

Schreibt man den instabilen Anteil (7.5)

Ut,r) = Unsawvreae (6,7) + Uxu xuv_zu_yu(t,7)
+U)\%,)\1§U)\%,)\1§(t,7“) + U,A%A%U,A%Alé(t, 7’) (862)

auf die reellen Moden (8.58), (8.59) um, so erhélt man

U(t,r) = wicyman (t,7) + uasxuw (t,7)
‘|—U3C)\%,)\7§ (t, T) + U4S)\%,)\% (t, 7’) (863)

mit den reellen Variablen u;:

up = Uyexy +Uxeny , ug = i(Unsow —U_xuu), (8.64)
us = U,\g;f,\;g—i-Uf,\%x,g , U4 = Z(U,\%f,\g—Uf,\%,\%)-

Die inversen Transformationsformeln lauten

Oy, = (ur—iug)/2 , Uyeyy = (w1 +iug)/2,

, , 8.65
U)\%_)\}% = (U3—ZU4)/2 s U—A%XI‘% = (U3—|—ZU4)/2. ( )
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8.5 Potentialdynamik

Wir wenden uns nun der Frage zu, ob die reellen Ordnungsparametergleichun-
gen durch eine Potentialdynamik dargestellt werden kénnen. Ausgehend von den
komplexen Gleichungen (8.66) formulieren wir eine hinreichende Bedingung, die
es erlaubt, bereits anhand der komplexen Gleichungen Aussagen iiber die Existenz
eines reellen Potentials zu machen. Ist diese Bedingung erfiillt, so lasst sich direkt
aus den komplexen Gleichungen das Potential in komplexen Variablen angeben.
Das gesuchte reelle Potential ergibt sich dann durch Einsetzen der entsprechen-
den Transformationsformeln, die im Fall der Saite durch (8.65) gegeben sind. Der
Vorteil dieser Methode liegt darin, dass man die reellen Gleichungen dann direkt
aus dem Potential ableiten kann. Dies ist in der Regel einfacher, als sie {iber die
Transformation der komplexen Ordnungsparametergleichungen zu berechnen und
erst danach das reelle Potential zu bestimmen.

8.5.1 Potentialbedingungen im Komplexen

Im Folgenden untersuchen wir die Konsequenzen, die sich aus der Existenz ei-
nes reellen Potentials fiir komplexe Variablen ergeben. Dazu betrachten wir ein
Gleichungssystem

2; = hj(2k, 21,) (8.66)

in den komplexen Variablen
zi=x;+iy;, j=12,...,n. (8.67)

Der Ausdruck h;(zy, 2;) ist so zu verstehen, dass die Funktionen h; von allen kom-
plexen Variablen z; und z; mit £ = 1,2,...,n abhéngen konnen. Die Funktionen
h; werden nun in Real- und Imaginérteil zerlegt:

hi(zk, 21) = fi(@e, y) + 19 (Tr, Yi) - (8.68)
Also gilt
und damit

Ty = fi(xr, k), U5 = 95Tk, yn) - (8.70)

Wir fordern nun, dass im Fall der reellen Variablen z; und y; ein Potential exi-
stiert:

) 0 . 0
T = —8—%‘/(3%,%) . Y= —8—V(xk,yk) ) (8.71)

Wenn wir das Potential durch komplexe Gréfien ausdriicken, d. h. wenn wir von
V(zk, yx) nach V(zy, z5) iibergehen, erhalten wir

J

oV dz; OV Oz VO OV Oz

A 0z Ov; 0z} O, Z@zj Jy; Z@z}* 8—y]

(8.72)
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Die Ableitungen der komplexen Variablen nach den reellen Groflen ergeben sich
sofort aus (8.67). Damit erhdlt man

(zk, 2p) . (8.73)

zj = 8 *
Somit léasst sich das Potential in komplexen Variablen durch Integration iiber
h;(zk, z;) gewinnen. Das reelle Potential ergibt sich dann einfach, indem man die
komplexen Variablen gemaf (8.67) durch die reellen ausdriickt. Da die Integration
aber sehr aufwendig sein kann, interessiert uns zunéchst die Frage, ob ein reelles
Potential iiberhaupt existiert.

Ist V stetig und existieren die partiellen ersten und zweiten Ableitungen und sind
ebenfalls stetig, so folgt nach dem Satz von Schwarz

0? 02
ayla V(xkayk) = 8.77]6 Ui (xkayk) 3 (874)

o 02
al'[a (xkayk) - 8%6 ; (xkayk) ) (875)

o D2
V(g = S Uk) - 8.76

Diese Gleichheit der zweiten Ableitungen von V(xk,yk) fithrt zu den folgenden
drei Bedingungen:

0fi _ 09 0fi _0h  9g; _ 09

= = = . 7
dy,  Ox;’  0Ox, Ox;’ Oy Oy (8.77)

Diese Bedingungen, deren Uberpriifung die Kenntnis der reellen Gleichungen vor-
aussetzt, sollen nun auf Bedingungen fiir die komplexen Gleichungen umgeschrie-
ben werden. Dann wire es moglich, bereits aus der Kenntnis der Gleichungen
fiir die komplexen Variablen eine Aussage dariiber zu treffen, ob fiir die reellen
Variablen ein Potential existiert.

Als erstes driicken wir dazu die reellen Funktionen f;(zy, yx) und g;(z, yx) durch
die komplexen Funktionen h;(zy, ;) geméB (8.68) und den dazu komplex konju-
gierten Funktionen hj(z, z;) aus:

1
Filawy) = Slhy(zes 2) + R (e, 2] (8.78)
i * * *
e ) = —olhyCen =) — (e ). (8.79)
Dann folgt fiir die erste der drei Bedingungen aus (8.77)
01 d i . . .
2 [h (26, 21) + P (2e, 21)] = —a—%ﬁ[hl(zk,zk) — by (zi, ;)] -

Die Anwendung der Kettenregel fithrt auf

Oh;  Oh}\ 0z Oh; ~ ORT\ 0z
L4 + b
0z 821 ayl 0z 8zl o
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(O Oh Oz Oy Oh;\ 0z}
B Z{(@zj 8zj)0xj+(8zj 0zy ) Oxj| (8.80)

Daher lautet die erste Bedingung:

8hj+8hj_ 8hj+8hj _ (O Ohr\ (O Ohy . (8.81)
0z 0z 0z 0 0z; Oz 0z; 0z

J

Die zweite und dritte Bedingung aus (8.77) fiihren ganz entsprechend auf

oh, Okt oh, Ok Oh ok oh Okl

= — + = 8.82
0z * 0z * oz} * 0z 0z, * 0z, * 0z5 * ozy’ (8.82)
oh, Oh: Oh, Oh  oh Oby O Ok

ou  0u 0m om0y 05 oz oz O

Die Addition bzw. Subtraktion von (8.81), (8.82) sowie die Addition von (8.82),
(8.83) fithrt auf die dquivalenten und iibersichtlicheren Potentialbedingungen

oh, O ohi ok
— = 8.84
0z + 0z 0z; + 075 ’ (8.:84)

Oh; ~Oh;  Oh Ol
o5 Tom = oz to (8.85)
Oh;  Oh} Oh; ~ Oh}

— = — . 8.86
0z + 0zf 0z; + 0z ( )

J

Besonders einfach wird es, falls fiir das komplexe Gleichungssystem (8.66) die
Bedingung
Ohj(zk, z;) _ Ohy (2, %)

82’1 N 82’; ’
gilt. Dann sind alle drei Potentialbedingungen (8.84)—(8.86) erfiillt. Die Bezie-
hung (8.87) ist also eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines reellen
Potentials. Fiir die Uberpriifung dieser Bedingung geniigt es, die komplexen Aus-
gangsgleichungen (8.66) zu kennen. Eine Transformation auf reelle Variable ist
dazu nicht notig.

(8.87)

8.5.2 Anwendung auf die Saite

Die Ordnungsparametergleichungen (8.53) sind von der Form (8.66), wenn man
setzt

Py, (U, U) = Mg Ungxg, + sy Uy xn U-xg—xg, + Bagag Ungag U-sxg Un -y, -
(8.88)
Die zu erfiillende Bedingung (8.87) lautet dann

* h* '\ *
Ohyuxu (U, U*) _ 0 A 0,U7) ' (3.89)
Oy g O
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Weiterhin ist U;f% an = U_xu-xe und h,\% Ny = h_,\%_ xu. Damit vereinfacht sich
(8.89) zu
Ohyune (U U™) ah—A;’—xg(Ua U®)

= (8.90)
9 UA;’ AW 8U*/\%*>\}‘z
Die linke Seite ergibt
E3
ah)\%xé(U, U ) .
aU)\%/A%/
(A,\;;,\% + 214,\%»;2 U,\I;,\}g Uf,\%f,\;g‘ + B,\%,\}g‘Uf,\;,\}gU,\;;f,\té)ﬁ%gw@\%,)\%
2
+Axp U A%A%‘SA#,A%%%,*A% + Bauag Ungan U fA%A%‘sA#,A%(SA%ﬁA}g
+ By, UA’%N&U/\%*/\@,\;&/,f,\gaé,\%,xé : (8.91)

Die rechte Seite lautet
8h7/\%/7/\%(U,U ) B
OU-—x;-xy

<AA’%A}% +2Anxy U—x;’a% UA;’X;{ + By, fo;’x;{’ U AW ! >5A’fl,>\’;5>\}é‘/,)\’§
2
+A}\%)\%U,)\%’,)\11%’5)\%',7)\%5)\%,7)\7& + B)\%)\%Uf)\%’,)\% UA%’*)\’}‘?I/(;)\%I,)\%(SN}‘{,f)\}‘?‘
+BA’%A}%U—A;’—A§’ U_A;’Ag%;’,_x;%g% : (8.92)

Nun kann man aber bei diesem Term wegen der Kronecker-Symbole die Ent-
artungsindizes A%, )\% durch M}, £A% ersetzen. Die Kronecker-Symbole selbst
werden dadurch natiirlich nicht verdndert. Dann sieht man, dass (8.92) mit (8.91)
tibereinstimmt. Die Bedingung (8.90) ist also fiir die Saite erfiillt.

8.5.3 Komplexes Potential

Nachdem nun gezeigt ist, dass tatsdchlich ein Potential existiert, soll dieses expli-
zit berechnet werden. Dazu schreibt man Gleichung (8.73) von z; auf Uyuyu um,
und erhélt

: 10V (U, U*)
Uy = —— 2 ) 8.93
MR 2 0U_xu_xp (8.93)

: 10V (U, U*)
U e bl A LAV 8.94
AT A% 2 8UA%,X§ ( )

Gleichzeitig gilt mit (8.53)
Ungag, = MapagUngag, + Axpag Uy g U-xg g
+Buaw Unuxw U_yuxu Uys v (8.95)
Uosgxy, = Mg Uoxpag + Aneag U2 3 Usg -y

+Buaw U_xuaw Uy xuUnu e . (8.96)
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Dann folgt mit (8.93) und (8.95)

V(U,U") = _QAA%A}%UA%A}%UfA%fA}%_AA%A}QUi%)\’;{UEA%fA’;{

2B Uy U-xgxg U—opong Un—xi,

AV (Unaxg Uoxaxs, Uns—ap) - (8.97)

Setzt man (8.97) in (8.94) ein, so folgt mit (8.96)

av (U, U") av
R A = —QBu uUu uUiuiuUiuu—Fi
aU)\%_)\% APAR Y APAR AT —AR AT AR aU)\%_)\%
= —2A\uxeU_yunw — QAA’;A’}‘{UEA%)\%UX;fA}%
_QBA%X}‘%U—A%AEU—A%—AEUA%Aﬁ . (898)
Damit ergibt sich V zu
y xy 2 2
VU, U") = =2Mux Uuag Ung -y, — Anens UZ a3 Usu xa (8.99)
und fiir das gesuchte Potential V erhalten wir insgesamt
V(U,U*) = —2Axuxs (UseasUo-sexe + Uo_suau Uns—ap)
2 2 2 2
_AA%A’é(UA%A’éUfA%fA}% + Uy Ux;fx;.‘)
—2Buau Unsnw U_xo —xe U_xuxu Une (8.100)

8.5.4 Reelles Potential

Durch Einsetzen der Transformationsformeln (8.65) ergibt sich das reelle Poten-
tial aus (8.100) zu

~ A U\ U A U \UuU
V() = —=2 (] + o3+ ud 4 ud) = R (f 4 ud)” + (] + i)
B U \U
= A?R (3 + u2)(u2 + u2). (8.101)

Dieses Resultat, das wir mit Hilfe des in Abschnitt 8.5.1 entwickelten Formalis-
mus direkt aus den komplexen Ordnungsparametergleichungen (8.53) abgeleitet
haben, ist ein wesentliches neues Resultat und geht iiber [9] deutlich hinaus. Die
Gleichungen fiir die reellen Variablen lassen sich unmittelbar aus (8.101) mit

(8.102)
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Abbildung 8.1: Diagonalmoden unterschiedlicher Orientierung nach (8.107), hier fiir
den Fall (A%, \%) = (1,1) und (1, —1). Dabei sind o. B. d. A. die Phasenverschiebungen
als ¢ = ¢ = 0 angenommen.

bestimmen. Man gelangt so zu den folgenden reellen Ordnungsparametergleichun-
gen:

i = _AA% + Aﬁ% (W2 +ul) + Bﬁ”f‘* @) w,  (8.103)
i = [ Ay + Aﬁ‘{”f‘* (u + u3) + Bﬁ““ (2 +u2) | uz,  (8.104)
i = Mg+ 2+ 202 )|, (8105)
T _AW% n At’i”f* (U2 +u?) + BAiA% (W2 +ud)| ug.  (8.106)

8.5.5 Konstante Phasenwinkel

GeméB den obigen Erldauterungen zu Gleichung (8.61) kann U(¢,r) in (8.63) als
eine Superposition zweier Diagonalmoden unterschiedlicher Orientierung darge-
stellt werden (siehe Abbildung 8.1). Man geht also von (8.63) zu der Form

2 2 2 2
U(t,r) = Ecos —W)\E}t + —WAQJ‘%T — | +ncos —W)\%t - —W)\jézr — | (8.107)
LT LR LT LR

tiber, wobei nach (8.60) und (8.61) gilt
u = Ecosy, (8.108)
ug = &£siny, (8.109)
(8.110)
(8.111)

uz = ncose,

uy = mnsing.
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Daraus folgt fiir die Amplituden der phasenverschobenen Diagonalmoden
£ = yJui+ui, (8.112)
n = yJui+ul. (8.113)

Fiir die Phasenwinkel gilt

tany = L, (8.114)
U2

tany = 9 (8.115)
Uy

Diese Ausdriicke sind aber konstant, wie sich leicht zeigen lasst. Zunéchst folgt
aus den Ordnungsparametergleichungen (8.103), (8.104)
t_t (8.116)
U9 U9
Daraus folgt

/—dt —dt (8.117)

und somit u
— = const. (8.118)
Usg

Ebenso erhalt man u
— — const. (8.119)
Uy

Man kann die reellen Gleichungen (8.103)—(8.106) deshalb auf das folgende Glei-
chungssystem reduzieren:

. AA%)\u B)\%)\u

& = <A)\%)\7§ + A R€2+ 1 R’f]2) &, (8120)
A U\ B U \uU

i = (Mg + B Db (8121)

Das zugehorige Potential erhélt man aus (8.101) nach Ausfithren der Variablen-
transformationen (8.112), (8.113) zu

Ajpu yu Bjuyu
V(En) = ——2 (@ ) = TERE 1) - RSP (8122)

Somit haben wir die vier komplexen Ordnungsparametergleichungen (8.53) auf
zwei reelle Ordnungsparametergleichungen (8.120), (8.121) reduziert, zu denen
wir das reelle Potential (8.122) sofort angeben konnten. Fiir die Moden (A}, A},) =
(£1, 1) entspricht das dem in [9] abgeleiteten Ergebnis. Ein Vorteil unserer Her-
leitung von (8.120)—(8.122) ist zum einen rechentechnischer Natur, was bereits in
der Einleitung zu Abschnitt 8.5 erldautert wurde. Der wichtigste Erkenntnisgewinn
unserer allgemeineren Analyse jedoch liegt vor allem in dem Nachweis, dass die
Beschriankung auf diese Moden (£1, £1) unnotig ist.
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8.6 Monoton fallende Kooperationsfunktionen

Unsere bisherigen Betrachtungen sind fiir eine beliebige instabile Mode (A}, A%)
giiltig. Welche Mode bei einer Verédnderung des Kontrollparameters a tatsdachlich
instabil wird, ist nach (8.22) ausschlieBlich durch die Entwicklungskoeffizienten
fx bestimmt. Im Folgenden sollen einige Eigenschaften dieser Koeffizienten abge-
leitet werden. Insbesondere soll dabei untersucht werden, welche Konsequenzen
monoton fallende Kooperationsfunktionen fiir die Entwicklungskoeffizienten ha-
ben.

8.6.1 Entwicklungskoeffizienten

Die Entwicklungskoeffizienten héngen iiber

c(x) = % i frexp (z%)\x) (8.123)
A=—00

mit den Kooperationsfunktionen zusammen. Man erhélt sie somit zu

L)2

fr= / c(x) exp <—i2%)\x) dx . (8.124)
~L/2

Daraus ergibt sich sofort eine Aussage iiber deren maximalen Betrag:

Al < 72 c(z) exp (—%Tm) dr = / c(z)dr =1. (8.125)

—L/2 —L/2

Dabei wurde ¢(z) > 0 sowie die Normierung von c¢(z) gemé8 (5.15) ausgenutzt.

Mit der Eulerschen Formel

27 27 . (27
exp (—zf)\x) = cos (T)\x) — isin (T)\x) (8.126)

verschwindet bei der Integration (8.124) wegen ¢(z) = ¢(—=z) der Sinusanteil, und

man erhalt
L)2

fr=2 / () cos (2%)\33) . (8.127)

Damit folgt unmittelbar

Ix=J-x, (8.128)
sodass wir uns im Folgenden auf positive \-Werte beschranken kénnen. Aufgrund
der Normierung von c¢(z) gilt weiterhin

L/2

fo=2 / c(r)dr =1, (8.129)

0
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was wir bereits in Gleichung (6.30) fiir den allgemeinen Fall abgeleitet haben.

Weiter folgt aus (8.127) mit partieller Integration

L2
L 2 brp 2
= = ¢(z) sin (%)\x) Y c¢'(z) sin (%)\x) dz, (8.130)
was sich auf
L/2
L 2
fr= —— /c'(:v) sin (%)\x) dx (8.131)
0
reduziert. Dann ist fiir A = 1:
L/2

fi= —% / ¢'(z) sin (2%1’) dz . (8.132)
0

Da ¢(x) monoton fallend ist, gilt im Integrationsbereich ¢’(z) < 0. Die Sinusfunk-
tion dagegen ist dort positiv. Also ist das Integral (8.132) negativ und folglich

f1>0. (8.133)

Als néchstes soll gezeigt werden, dass f; aufgrund der Monotonie der Koopera-
tionsfunktion c¢(x) der maximale Entwicklungskoeffizient ist, d. h. esist f; > fy
fiir A # 0, 1. Dazu bilden wir die Differenz

L)2
Ji—=hHh= —; / c'(x) {sin (2%1‘) — %sin (%)\ZL‘)} dx . (8.134)
0

Betrachten wir zunéchst A\ = 2. Dann ergibt sich mit der wohlbekannten Bezie-
hung
sin 2x = 2sin x cos x (8.135)

die Differenz f; — f5 zu

L/2
fi—fo= —% /c'(:v) sin <2%x) [1 — cos (2%:5)} dz . (8.136)
0

Nun gilt im betrachteten Integrationsintervall

2 2
¢'(x) <0, sin (%x) >0, 1-cos (%x) >0. (8.137)

Damit folgt sofort
Ji—f2>0. (8.138)
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Abbildung 8.2: Zur Ungleichung (8.142): Im Intervall [0, 7) ist die Funktion sin x stets
grofer als A\™1sin Az fiir A > 2.

Fiir A = 3 gelangt man mit der Relation fiir die Funktion sin 3z (vgl. [61])

sin 3z = 3sinz — 4sin’x (8.139)
zur Beziehung
L/2
4L 2
fi— f3 = —3- / c¢'(r)sin® (%x) dx . (8.140)
0
Also folgt auch hier
fl — fg > 0. (8141)

Diese Betrachtungen fiir A = 2 und A = 3 lassen sich verallgemeinern. Der im
Integranden (8.134) stehende Sinus-Teil ist fiir alle A > 2 positiv, d. h. es gilt

2w 1 2m
(2 NS L (AT .
sm(L:p) > )\sm(L)\x) , (8.142)

falls = € [0, L/2). Beide Funktionen starten bei x = 0 vom selben Funktionswert
Null. Fiir x ~ 0 gilt fiir deren Steigungen

d . (27 2w 27 2w 2%
o sin (Tx) = cos (Tx) N+ (1 ~ 7zt ) , (8.143)

d 1l . (2«7 2m 27 27 212,
7 3 Sin (f)\x) = cos (f)\x) N T <1 — F)\ x ) . (8.144)

Fiir kleine z-Werte wiichst sin[(27/L)x] also schneller als A~ sin[(27/L)Az]. Da
keine weiteren Schnittpunkte im betrachteten Intervall existieren (siche Abbil-
dung 8.2), folgt die Ungleichung (8.142) und damit

f1—f)\>0, \V/)\#O,il. (8145)

Der maximale Entwicklungskoeffizient st also durch f; gegeben.
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8.6.2 Instabile Moden

Mit (8.125) und (8.145) erhélt man den maximalen Eigenwert von (8.22) zu
Amax = At = —a+ fT fF. (8.146)

Es ergeben sich also vier instabile Moden (Af, Ag) = (£1,+1). Wir werden die

Indizierung (1, 1) aus Griinden der Ubersichtlichkeit im Folgenden weglassen.

8.6.3 Potentialeigenschaften

Das Potential (8.122) lautet dann

A A B
V(En) = 5@ i)~ e - e, (s14)
wobei die Koeffizienten A, B geméf (8.54), (8.55) durch
gl o B
A= — 2— —F— 14
nrn (2 n) 5149
1/.20 1 1/.02 1
B - __ 7 150 ) v+30 ) (8.149)
LrLg 2\ — Asg 2\ — Aoz

gegeben sind. Notwendige Bedingung fiir die Existenz eines relativen Extremwer-
tes von V(&,n) ist VV = 0. Man erhélt auf diese Weise vier mogliche Extrema:

1. Fall: £ =7 =0,
2. Fall: £ =0, 7n=/—4A/A,
3. Fall n =0, & = /—4A/A,
4. Fall:{zn:\/m.

Zur Klarung der Frage, ob es sich dabei um Minima, Maxima oder Sattelpunkte
handelt, ist die Determinante

PV PV
2
p=| % 90m (8.150)
2V PV
ogon o

und die zweite Ableitung 9?V/9€? an den entsprechenden Punkten zu bestimmen
[61]. Es ergeben sich dann mit

3 1 3 1 B?
D=(A+=Ay +-B& ) | A+ =A&+ -Bnp* | — —&n° 151
<+4?7+4§)(+4§+4?7) & (8.151)
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0 £

Abbildung 8.3: Das Potential V(£,7) aus (8.147) im instabilen Gebiet A > 0. Der
fiir negative A-Werte stabile Ausgangszustand £ = 1 = 0 ist nun instabil. Das Sy-
stem nimmt eines der beiden Minima ein, d. h. eine der beiden Moden verschwindet.
Rechts in der Darstellung der Niveaulinien treten die Extrema deutlicher hervor. Dunkle
Grautone entsprechen niedrigen, helle Grauténe hohen Werten des Potentials.

wnd 0?V 3 1
Z AN E 2 - 2
5 A 4A§ 1B (8.152)
die folgenden Situationen:
1. Fall:
D(0,0) = A*>0,
0?V
8—52(0,0) = —-A<0. (8.153)
2. Fall:
D(0,\/—4A/A) = 2A*(B/A—1)>0,
o?V
a—éﬁ(o, —4NJA) = ABJA—-1)>0. (8.154)
3. Fall:
D(\/—4AJ/A) = 2A*(B/A—1)>0,
0?V
a—éﬁ(o, —4NJA) = ABJ/A—-1)>0. (8.155)
4. Fall:
) A2 _ B2
D(/—4A/(A+ B),\/—4A/(A+ B)) = 4A AT BE <0. (8.156)

Das Potential V(§,n) hat fir A > 0, also im instabilen Bereich, in folgenden
Punkten Extrema bzw. Sattelpunkte (siche Abbildung 8.3):

ein relatives Maximum in  P;(0,0),
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zwei relative Minima in  P(0,/—4A/A), Ps(\/—4A/A,0),
einen Sattelpunkt in  Py(r/—4A/(A+ B),/—4A/(A+ B)).

Im stabilen Bereich, in dem also A < 0 gilt, existiert nur das relative Minimum
& =n = 0. Das System befindet sich anfangs im noch stabilen homogenen Zustand
wyp(t,r) = 1. Dieser wird instabil, wenn der Kontrollparameter « bis auf den
kritischen Wert o, = f{ f{* fillt. Der Eigenwert (8.146) nimmt positive Werte an,
und das urspriingliche Potentialminimum geht in ein Maximum {iber. Das System
fallt in eines der beiden Minima. Dabei kommt es zu einem Wettbewerb zwischen
den beiden Moden, sodass eine Mode verschwindet. Welche der beiden Moden
weiter existiert, wird durch zufillige Fluktuationen in den Anfangsbedingungen
von £ und n bestimmt. Fiir den Fall n(0) > £(0) verschwindet die {-Mode und
umgekehrt.

8.7 1-1-Retinotopie

Wir gehen im Folgenden davon aus, dass sich entsprechend der soeben bespro-
chenen Potentialdynamik eine der beiden Diagonalmoden durchgesetzt hat. Diese
zeigen bereits ein ausgeprigtes Maximum fiir ¢ = —r bzw. ¢t = r (siehe Abbil-
dung 8.1). Um den Einfluss hoherer Moden zu bestimmen, berechnen wir zunéchst
die zentrale Mannigfaltigkeit S(U). Wir betrachten den Fall, dass die n-Mode
iiberlebt hat. Weiterhin setzen wir o. B. d. A. uy = 0 voraus, da dies nur Einfluss
auf die Phase der Mode hat. Mit (8.113) folgt dann 1 = us, und wir erhalten

2 2
U(t,r) = ncos (L—:t — L—Zr) : (8.157)

Mit (7.47), (7.48) und (8.36) ergibt sich S(U) nach der Transformation auf reelle
Variable n zu

2 ¥ A 4
S(U) = 2 —t— ). 8.158
() Nz (LT LRT) (8.158)

Es wird also eine Mode angeregt, die zur Verstirkung des retinotopen Charakters
beitragt. Wie man sich leicht anhand der komplexen Moden klar macht, werden
ganz allgemein nur solche hoheren Moden angeregt, die eine Konzentration von
w(t,r) um die Diagonale zur Folge haben. Im Falle der Mode mit (A}, \%) = (1,1)
werden ausschlielich die Moden (2,2), (3, 3) etc. angeregt (siehe Abbildung 8.4).

8.7.1 Rekursionsgleichungen

Motiviert durch obige Uberlegungen untersuchen wir die Héaussler-Gleichungen
fiir die Saite mit dem Ansatz

w(t,r) = Z WU _A(E,7), (8.159)

A=—o00
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Abbildung 8.4: Hohere Diagonalmoden, welche durch die instabile Mode (A}, A},) =
(1,1) aus Abbildung 8.1 angeregt werden. Sie verstirken den retinotopen Charakter
der (1,1)-Mode.

wobei vy _x(¢,7) durch (8.15) definiert ist. Dann ergibt sich mit (8.20)

B(w) = Z wxB(va_x) = Wovop - (8.160)
A=—o00
Mit der Definition -
_ T ¢R
plw) = 77 A:ZOO w_jw; ] 1 (8.161)
und dem zu (8.18) analogen Resultat
Cloa-2) = [ foa-a(t7) (8.162)
erhdlt man
. ) 1 00 00 .
B(w-C = B (Unen A
(U} (w)) \/m )\Z_OO )\,Z_OO WAW f)\ f)\ (U)\Jr)\ ,—A—A )
= p(w). (8.163)

Die Haussler-Gleichung (5.12) schreibt sich dann
w(t,r) = —afw(t,r) — 1] +w(t, r)C(t,r,w) — p(w) w(t,r). (8.164)
Setzen wir den Ansatz (8.159) in diese Gleichung ein, erhalten wir

Z WAUN—\ = —Q < Z w)\v)\,—)\_1> —p(w) Z WAUN, )

A=—00 A=—00 A=—00

Z Z w,\w,\/f)\,f)\,m“/ W VAN (8165)

0o N=—00

\/LTLR \Z
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Ein Koeffizientenvergleich der linear unabhéngigen Basisfunktionen vy _ ergibt

wo = —(a—i—p(w))(wo—\/LTLR), (8166)
iy = —(a+p(w)ws+ ﬁ;@wwwﬁf [ROAA0. (8167)

Da sowohl w(t, ) als auch C'(w) nach (5.29) positive GréBen sind, gilt mit (8.163)
auch p(w) > 0. Also ist
a+p(w) >0, (8.168)

womit aus (8.166) fiir den stationéren Zustand folgt

Wy = LTLR . (8169)

8.7.2 Spezielle Kooperationsfunktionen

Wir beschranken uns nun auf den Fall, dass die Kooperationsfunktionen (8.11)
die folgende spezielle Form haben:

1 2
cr(t—t) = — (1+2fTcos |=(t—t)] ), (8.170)
Ly Ly
/ 1 R 2 /
cr(r—r") = —(1+4+2f{cos|—(r—71")]] . (8.171)
Lg Lp
Es gilt also f/\TT, ffR = 0 falls Ar, Ag # 0, 1. Mit der Abkiirzung
Vo= TR (5.172)
folgt dann aus (8.161)
2
p(w) =1+ LT}//R wiw_q . (8.173)

Die Gleichungen (8.167) vereinfachen sich somit zu

) 2
Wy = — (a + LTZR wlwl) wy + —LiLR (wiwy—1 +w_jwxriq) - (8.174)

Im stationdren Fall erhdlt man fiir (8.174)

1 ywi (W1 + wxt1)

wy, = ) 8.175
T VIrLg a+2ywi/LrLg ( )
Durch Einfithren der Variablen
W
uy = 8.176
T ( )
gelangt man zu

(a+2yud)uy = ~yui(un_1 +urp1), AF#O0. (8.178)
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8.7.3 Erzeugende Funktion

Zur Losung der nichtlinearen Rekursionsgleichung (8.178) berechnen wir die Er-
zeugende

Z Urz —Zuxz + 2 4. (8.179)

A=—00

Multipliziert man (8.178) mit z* + 2~ und summiert von A = 1 bis unendlich,
so ergibt sich

1
(a + 27u?)[E(2) — ug] = yur2 [E(z) - %} + Yur- [E(z) —uz] . (8.180)
Damit erhilt man die Erzeugende mit (8.177) zu

E(z) =

«

: 8.181
a+ 2yuf — yup (2 4+ 271) (8.181)
Zur Bestimmung der Koeffizienten u, entwickeln wir die Erzeugende (8.181) in
eine Reihe, die wir dann mit der Laurent-Reihe (8.179) vergleichen. Zunéchst
schreiben wir E(z) als

E 8.182
)= oy (5.152)
mit der Funktion p;
= 8.183
/() z—u(z2+1) ( )
Dabei haben wir die Abkiirzung
yu1
= - nl 4
YT aT 2yu? (8.184)

eingefithrt. Fiir die Berechnung der Nullstellen im Nenner von (8.183) erhélt man
1

210 = 2—(1 +V1—4u?). (8.185)
u

Damit ist z, = 2!, und eine Partialbruchzerlegung von f(z) fithrt auf

fz) = - ( L 11). (8.186)

ulzi —z7 ) \z—21  z2— 2

Wir nehmen o. B. d. A. an, dass |2;| < |22| und damit |z| < |27 gilt. Mit der
Darstellung von (z — 2z;)~! und (2 — 2;!)~! durch geometrische Reihen gelangt
man dann zu

1 o
f(z) = w0 (A =5N2, 0< |z <|al, (8.187)
A=1
fz) = _u<Zliz )(sz(zuz A)+1>, |z1] < |2| < |27Y, (8.188)
1 A=1
[ JE—— T S\ SN (5.159)
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Die Erzeugende E(z) ergibt sich daraus mit (8.182). Aus dem Vergleich von E(z)
fiir die verschiedenen Bereiche von |z| mit dem Ansatz (8.179), der explizit die
Forderung uy = u_, enthilt, folgt sofort, dass nur der Bereich |z| < |z| < |2}
in Frage kommt. Es ist also

E(z)——a+2vu% e (Zzlz + 2 +1>, |21 < |2] < |277]-
(8.190)
Der direkte Vergleich mit (8.179) fithrt auf die Bedingung
o 1
— =1. 8.191
o+ 2yu? u(zy — 2 t) ( )
Mit z; — 27t = —u~' /1 — 4u? ergibt sich daraus
2 W«
U 8.192
1= (8.192)
Dann folgt weiter mit (8.185)
Somit ist
uy = e, (8.194)
Als Ergebnis fiir die Erzeugende erhélt man also
E(z)= ) &Mz (8.195)
A=—o00
mit
e=, /1= (8.196)
Y

8.7.4 Grenzfille

Durch Einsetzen von (8.194) mit (8.176) in (8.159) erhalten wir das Ergebnis

Z e exp (z—)\t —Z—)\T) , (8.197)
Lg

A=—00

aus dem sich wy(t,7) explizit berechnen lésst:

1 — g2

’wo(t,T): 9 5
1—26(308( ”t——” >+€2

(8.198)

Fiir ¢ = 0 erhélt man den homogenen Zustand
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_U)()<L:‘ZL) a3 < ig < (1

Abbildung 8.5: Beim Absenken des Kontrollparameters « zu immer kleineren Werten
geht wo(t,r) geméB (8.198) mit (8.196) in die Delta-Funktion (8.204) iiber.

wo(t,r)=1 Vte[0,Lr), re0,Lg). (8.199)

Um wy(t,r) fir e = 1, d. h. uy, = 1 VA, zu untersuchen, betrachten wir den

Ausdruck
> 2m 2w
wo(t,r) = g exp (ZL—TM - zL—R)\'r’) : (8.200)

A=—00

Mit der Poisson-Formel (8.7) und

2 2
FO) = exp [ io2M — ieS A (8.201)
Ly Lgr
erhélt man weiter
wolt,r) = i Y I (8.202)
’ = \Lr Lg
Wegen
L (8.203)
Ly’ Lg ’ '
tragt nur der Term mit n = 0 bei, und es ergibt sich somit die Delta-Funktion:
t T
=0l————. 204
wo(t,r) =0 <LT LR) (8.204)

Wir haben also die folgende Situation vorliegen (siche Abbildung 8.5): Fiir Wer-
te des Kontrollparameters o ~ v ist das Verbindungsgewicht noch weitgehend
homogen mit einem nur schwach ausgeprigten Maximum fiir ¢/Ly = +r/Lpg.
Bei weiterem Absenken von « wird die Projektion immer schéarfer, bis die Ab-
bildung im Grenzfall @ — 0 in die Delta-Funktion und damit in eine perfek-
te 1-1-Retinotopie iibergeht. Das undifferenzierte Wachstum neuer synaptischer
Kontakte auf dem Tectum kommt also genau dann zum Stillstand, wenn die
Retinotopie ideal ausgeprégt ist.
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Abbildung 8.6: Bifurkation nahe der Instabilitét fiir die in [9] analysierte lineare Kette
aus jeweils N Zellen. Die quadratische Anordnung der beiden Ketten erméglicht eine
besonders iibersichtliche Darstellung der Verbindungsgewichte. Intensivere Rotfarbung
bedeutet ein hoheres Verbindungsgewicht zwischen den entsprechenden Zellen ¢ und r.
Im homogenen Ausgangszustand sind alle Verbindungsgewichte identisch. Beim FEin-
setzen der Instabilitéit kommt es zur Bifurkation. Das System geht in eine der beiden
moglichen Zustiande iiber, die sich nur durch ihre Orientierung unterscheiden. Beim Ab-
senken des Kontrollparameters a gegen Null erhélt man eine 1-1-Retinotopie. Statt der
Delta-Funktion im kontinuierlichen Fall wird dies im diskreten Fall durch Kronecker-
Symbole beschrieben.

8.8 Vergleich mit der linearen Kette

Der Fall, dass Retina und Tectum jeweils als lineare Ketten mit N Zellen model-
liert werden, wurde bereits von Héussler und v.d. Malsburg in [9] untersucht. Die
Ordnungsparametergleichungen schreiben sich als

Uij = [A — ’7(2 — a)UijU,i,j + (4 — bl — bl/)Uiijfij]Ui' (8205)
mit
7y _'_72,2
o« = ——1 8.206
. (8.206)
20— 1)/2
Ao
02 _1)/2

Aoz
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Der Vergleich der Vorfaktoren A, B nach (8.148), (8.149) mit v(2—a), y(4—b'—0")
offenbart zwei Unterschiede: der Faktor 1/LyrLg in A und B sowie der Term 2A
im Nenner. Das Fehlen eines entsprechenden Faktors 1/N? in [9] riihrt daher, dass
die Eigenfunktionen dort nicht normiert waren. Interessanter ist das Auftreten
des Terms 2A in den Nennern von A, B. Dies hat seine Ursache darin, dass wir die
mathematisch korrekte Bestimmungsgleichung fiir die zentrale Mannigfaltigkeit
S(U) in der Form (4.30) verwendet haben. In [9] hingegen wurde die adiabati-
sche Ndherung (4.36) zugrunde gelegt. Diese ad-hoc-Methode der adiabatischen
Néherung, auf die in der Literatur tiblicherweise verwiesen wird, ist nur dann
gerechtfertigt, wenn die Eigenwerte reell sind, was bei der Saite auch der Fall ist.
Dann némlich gilt im instabilen Gebiet die Relation

A=—a+7y~0, (8.209)

und somit gehen die Koeflizienten (8.148), (8.149) in unmittelbarer Néhe des
Instabilitatspunktes gerade in diejenigen von [9] iiber.

Unsere Ergebnisse fiir den kontinuierlichen Fall sind wie erwartet ganz analog
zum Fall diskreter Zellen. Auch der Ubergang in eine perfekte 1-1-Abbildung er-
gibt sich fiir die Kette auf ganz dhnliche Weise. In Abbildung 8.6 ist das noch
einmal kurz erlautert. Zusammenfassend léasst sich somit feststellen, dass das von
uns entwickelte allgemeine, von der spezifischen Geometrie der Mannigfaltigkei-
ten unabhéngige Modell der Emergenz retinotoper Verbindungen die Ergebnisse
aus [9] entsprechend reproduzieren kann. Dariiberhinaus ist der Giiltigkeitsbe-
reich, d. h. der Bereich um den Instabilitidtspunkt A = 0, in dem die Ord-
nungsparametergleichungen das System quantitativ gut beschreiben, aufgrund
der hier verwandten genaueren Form zur Bestimmung der zentralen Mannigfal-
tigkeit (4.30) erweitert worden. Insbesondere entsprechen durch die spezielle Wahl
der Variablentransformation die beiden Minima gerade den beiden retinotopen
Abbildungen.
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Ebene

Nach der Behandlung eindimensionaler euklidischer Mannigfaltigkeiten untersu-
chen wir nun den Fall zweidimensionaler Mannigfaltigkeiten mit euklidischer Me-
trik. Wir betrachten daher Retina und Tectum als Ebenen mit den Seitenlédngen
LE L bzw. LT, LT, Ein Punkt auf der Retina bzw. dem Tectum hat dann die

Koordinaten
r=(ry,nr), T1€[0,L{%)7T2€[07L§)> (9.1)

t=(ti,ta), t1€[0,L]), ta€10,L3). (9.2)
Die Mafle sind durch die Flacheninhalte

L{ L3
My = / d’t = /dt1 /dt2 =LTLT, (9.3)
teMr 0 0
und entsprechend
Mp = LELE (9.4)

gegeben.

9.1 Vollstiandige Entkopplung

Eine triviale Losung wére durch eine vollstdndige Entkopplung der beiden Di-
mensionen gegeben. Das heifit, das Verbindungsgewicht miisste sich geméaf3

U)(t,?“) = wl(tl,T’l)U}Q(tQ,T2> (95)
schreiben lassen. Dann gilt weiter
w(t, T) = wl(tl, T‘l)wg(tg, TQ) -+ wq (tl, T‘l)wg(tg, TQ) s (96)

107
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wobei gefordert wird, dass die zeitliche Entwicklung der Verbindungsgewichte in
den beiden Dimensionen j = 1,2 wie bei der Saite durch die Haussler-Gleichung

(tjvrj) f(tjvrjij)_%/dt;f(tgarjawj)_%/dr f(tj7 ja )
J J

t;- r}

(9.7)
gegeben ist. Damit liesse sich das Problem vollstdndig auf das der Saite zuriick-
fithren. Speziell fiir den Fall ff] , ff; = 0 VA; # 0,%1 ergibe sich die stationére

Loésung dann zu

wjo(t; £175) Z eMexp {1270\ (LT 3%)} (9.8)

mit

2= — 5 =fE (9.9)
Vi

Somit erhielten wir fiir wo(t £ 1) = wy o(t; £ r1)wae(te £ 72)

o(t£7) Zew ‘2)‘ | exp [i27r)\ <ﬁ + ﬁ)} exp [i27r)\' (ﬁ + ﬁ)} .

AN
(9.10)
Am Instabilitdtspunkt 73 = v = « wire dann wy(t & r) = 1, beim Absenken
des Kontrollparameters bis auf a = 0 ginge das Verbindungsgewicht in die Delta-
Funktion iiber:

wo(t £7) = 6(ty /LT £ 7 /LE)5(ty/ LT €1y LE). (9.11)

Diese vollstindige Entkopplung der beiden Dimensionen bereits in den Aus-
gangsgleichungen steht allerdings im Widerspruch zur angenommenen Form der
Héussler-Gleichungen (5.7). Dies sieht man, wenn man die rechte Seite von Glei-
chung (9.6) gemaf (9.7) ersetzt. Der sich ergebende Ausdruck ist inkompatibel zu
(5.7), was seine Ursache in den Nichtlinearitéiten der Héussler-Gleichungen hat.
Deshalb untersuchen wir im Folgenden nur den nichttrivialen Fall (5.7).

9.2 Eigenfunktionen

Da die Uberlegungen und Rechnungen beziiglich der beiden Mannigfaltigkei-
ten Retina und Tectum vollig dquivalent sind, betrachten wir ganz allgemein
eine Ebene mit den Seitenlingen Li, L, und dem Ortsvektor x = (xy,25),
1 € [0,L1), x9 € [0, Ly). Das Maf ist dann M = L;L,. Der Laplace-Beltrami-
Operator in kartesischen Koordinaten lautet

0 0

=—+—. A2
ox? * x3 (9.12)
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Abbildung 9.1: Schematische Darstellung von Retina bzw. Tectum als Tori infolge
periodischer Randbedinungen.

Zur Losung der Eigenwertgleichung

Ap(z) = xb(z) (9.13)
verwendet man den Separationsansatz
Y(z) = P(z1, 22) = V1 (21)Y2(22) - (9.14)

Eingesetzt in (9.13) fithrt das auf

1 PP | 1 Py
Yy 0x7 Py 03

= x = const. (9.15)

Dies soll fiir alle Punkte (21, z5) der Ebene gelten. Dann miissen die beiden Sum-
manden auf der linken Seite der Gleichung bereits jeder fiir sich konstant sein:

0*; ‘
o2 const; -1;, j=1,2. (9.16)
Ein Ansatz mit
j(x;) = e (9.17)
fithrt auf
—k? = const; , (9.18)

und somit auf die allgemeine Losung
V;(x;) = ae®® 4 Gem kit (9.19)

Wir setzen periodische Randbedingungen voraus, sodass wir uns die Zellen auf
der Oberfliche eines Torus vorstellen konnen (siehe Abbildung 9.1):

e + Ly) = () - (9.20)
Daraus folgen die moglichen k-Werte zu
2
ki =X\—, N€ET. (9.21)

L_j )
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Die Basisfunktionen zum Eigenwertproblem (9.13) lauten also
2m 27
Ua(x) = Py, (21)y, (22) = N exp <ZL—)\1:1:1> exp (ZL—)\Q:L’Q) , (9.22)
1 2

mit A = (A1, A2), A\, Ay € Z. Die Normierungskonstante A ergibt sich aus der
Forderung, dass die Basisfunktionen ein Orthonormalsystem bilden:

/dx UA(@)3 () = Oax 0oy, - (9.23)
Damit wird .
N = : 9.24
VIiLs (9-24)
Zum Beweis der Vollstandigkeit ist zu zeigen, dass
Y a@i(a’) = oz — o) (9.25)
A

gilt. Hierzu kann auf beiden Seiten nach den Komponenten z; und xy separiert
werden:

I 2 - 2m
L Z exp {ZL_l)\l(xl - x'l)] Z exp |:ZL—2>\2(372 — xg)]
A1=—00 Aog=—00
= §(xy — 2))0(20 — 7). (9.26)

Dies ist genau dann erfiillt, falls
7 Z exp { Mo — o )} =§(x —a’) (9.27)

fir x,2’ € [0,L) gilt. Genau das wurde aber bereits im Fall der Saite unter
Verwendung der Poisson-Formel bewiesen (vgl. Abschnitt 8.1). Somit ist (9.25)
erfiillt. Die Basisfunktionen

1 27 2
Ua(z) = I exp (ZL—I)\lxl) exp (z’L—:)\Q:EQ) (9.28)

bilden also ein vollstdndiges Orthonormalsystem.

SchlieBlich zeigen wir analog zur Saite in Abschnitt 8.1, dass die Entwicklungs-
koeffizienten fij der Kooperationsfunktionen unabhéngig vom Vorzeichen von A;
sind (j = T, R). Dabei ist der Vektorcharakter der Parameter \; = (Aj1, Aj2) und
der Ortskoordinate x; = (x;1, zj2) zu beriicksichtigen. Es gilt dann

¢j(a; — x;) = cj(zj1 — 37;17%-2 - a:;g)
2 27
Z f()\]l Aja) EXP [ I — (@ — 57531)] exp |:ZE>\j2(fL'j2 —x)| . (9.29)

2

LJ )
2 N2
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Die Kooperationsfunktionen sollen nur von den Betréigen der Abstinde x;; — 2%,
bzw. x5 — 1, abhiingen. Diese Forderung fiihrt mit der linearen Unabhéngigkeit
der Exponentialfunktionen unmittelbar auf

J _ 4
f()\jl,)\jg) - f(i)\jl,i)\jg) : (930>
Die Entwicklungskoeffizienten sind also invariant gegeniiber Vorzeichenénderun-
gen der einzelnen Komponenten A;i, Ajo.

9.3 Integrale

Wir berechnen zunéchst die Integrale (7.20) und (7.21), wobei wir die Entar-
tungsindizes schon in den Parametern A berticksichtigt haben:

Lo o = /dzxw;mm<xmm<x>---mn)(x), (9.31)

xT

Sa@ A = /dzx Oro (@)@ () - - Py (@) - (9-32)
Einsetzen der Eigenfunktionen (9.28) in (9.31) fithrt mit ¢} (x) = ¢_,(x) auf
1 (n+1)/2 7 o .
Loy am = /dfﬁ exp [iT= (A + A7 + A =)z
LiLy Ly
0
Lo
2
X / dzs exp {iL_%;” AP 4+ A AQ)@}
) 2
1 (n—1)/2
fry (LlLQ) 5)\(1)+)\(2)+...+)\("),)\ . (933)
Entsprechend erhalten wir aus (9.32)
Ly
n/2
1 2T 2 n
e A = <L1L2) /d:El exp llE(Ag ) + )\g ) + ...+ )\g ))1‘1}
0
Lo
2 n
X /d[['g exp [Z’L—()\gl) + )\g) +...+ )\é ))l’2:|
) 2
NG
= (Lng) 5)\(1)+>\(2)+...+)\(n),0 : (9-34)

Mit diesen Vorbereitungen sollen nun die einzelnen Beitrige der Ordnungspara-
metergleichung

Unsaw = My Unun, + Qowan + Ky + Ko yuaw + K3 (9.35)

fiir beliebige instabile Moden (A%, A%) berechnet werden. Zuvor wollen wir uns
aber der Frage zuwenden, welche kubischen Terme iiberhaupt auftreten.
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9.4 Nichtlineare Terme

Mit den sich aus (9.33) ergebenden Integralen

1
-[ u \u y\u! = T /—— u! u! \u 936
AU AU m AW AWTN ( )
erhilt man den quadratischen Term (7.63) zu
1 T (R
Qe = Aar P D Do U O g g oy (937)

Der erste kubische Term (7.68) lautet nach Einsetzen der obigen Integrale

T R
Xy
Kl’)\%)\% = — m U)\%)\% U)\%//)\%/ U,A%” )\%// 5)\%4»)\%/4»)\%” 7)\}%
—'—U)\%l)\% U)\%II )\,,}L?l// U)\%’” —A"ﬁ” 5>\%/ +>\%//+)\%III 7)\% . (938)

Es treten also, analog zur Saite, nur solche Terme auf, welche die Bedingung
A A = (9.39)

erfiillen.

Der zweite kubische Term (7.69) lautet
T (R T tR
f/\’TfXR + PPV
MrMp
XH "

Np N At X’ x!” xw”” 5A%’+>\’T7>\% 5A%’+A'R7X§ (9.40)

KQ)\% )\1}% = U)\%IA% U)\%HA%/ U)\%W)\%”

und entsprechend gilt fiir den dritten Term (7.70)
1

K37)\%>\7§ = — mUA%/A% UA%// )\%/ UA%/// )\%// HA%XR’)\%//)\%/ )\%W)\%N
R T
x [(1 + 8 )05 a0 awO00hss + (1 )0y O, 05%%] L (9.41)

Nach Einsetzen der zentralen Mannigfaltigkeit (7.60), d. h.

-1
_ _ T (R
HATAR,)\%')\%)\%"A%’ - [Ax;’xg + AA;”A%’ AATAR} f %//f w’ [IAT,A;’A;” AR NG AL

1 1
- (2\/7M_TJA%/A%”[ARA%A%/‘”TO+ sar, i Do ) |5 (942)
in (9.40) und (9.41) erhélt man
FIAE 1 FT AR, TR,
K2 AU N\Y — e X L o L A U u! u/U u!! u”U w? !
TR AT AR )\T AR AT AR

MTMR A)\%”)\"ﬁ” + A)\%///A%// — AXT)‘IR
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><(;A%/+>\,T,)\%(5>\}%/+>\,R,)\72 5)\%II+)\%IH7)\/T5>\%/+>\%N7XR
_5(5)\%”7—)\%l”5>\7§”+>\7§/”,)\325)‘/]"0 +5>\%/7_)\%//5)\%//_’_)\%///7)\,715)\%0)] (943)
und
1 )\7;/// fARiu///
K wyu — —7U ! u/U ! u//U W\ £l kit
3APAR 2MTMR ARAE TANE AR AR AR

AA%//)\%// + A)x%///)\%ﬂ — A)‘/TAQQ

1
X 5)\%//+)\%///7>\,T5>\%/+>\%//,)\/R — 5 (5>\%//77)\%///

Xd)\%/_k)\%")\%é)\%o + 5>\7§N7_)\%//5>\%N+>\%Wv>\l7*5)\320)]
R T
XL+ )0 i aw 0300+ (14 )00y auOxodawrne) - (9:44)

Auch fiir K, A und K3 A ldsst sich — analog zur Saite — leicht zeigen, dass nur
solche Terme U oV U Ay U A einen nichtverschwindenden Beitrag leisten,
die die Bedingung (9.39) erfiillen. Dazu betrachtet man einfach sdmtliche auf-
tretenden Produkte von Kronecker-Symbolen. So tritt beispielsweise beim Term
K3 \uu ein Beitrag proportional zu

5)\%// +)\%/// Ar 5)\%// +>\7}L?///

AR 5A”§’+AR,)\% Oxr0 5)\%')\%
auf. Fiir Beitrdge ungleich Null folgt daraus

A= NN NS = A = A — AL A = S (9.45)
Damit ergibt sich sofort

AL A T = Y (9.46)

AL S AL = Y (9.47)

also gerade die Relation (9.39). Entsprechend zeigt man dies fiir die anderen
Produkte von Kronecker-Symbolen.

9.5 Instabile Moden

Im vorhergehenden Abschnitt wurden die Beitrdge zur Ordnungsparameterglei-
chung (9.35) fiir beliebige instabile Moden (A%, A\%) berechnet. Diese sollen nun
spezifiziert werden.
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9.5.1 Instabilitatspunkt

Wir wollen nun die Frage untersuchen, welche Moden instabil werden. Dies héingt
davon ab, welche Entwicklungskoeffizienten vorliegen. Die maximalen Eigenwerte
sind geméB (6.45) durch

AA%X}‘% = —a+ f@f@{ (948)

gegeben. Wir fordern, dass sémtliche instabile Moden gleichzeitig instabil werden.
Diese Forderung beriicksichtigt, dass die Ordnungsparametergleichungen nur in
der unmittelbaren Umgebung des Instabilitdtspunktes giiltig sind. Wiirden die zu
den instabilen Moden gehorigen Eigenwerte nennenswert voneinander abweichen,
so wére fiir den Fall, dass sich alle Moden im instabilen Bereich befinden, der ma-
ximale Eigenwert schon wieder deutlich von Null verschieden, d. h. weit jenseits
des Instabilitdtspunktes. Die Ordnungsparametergleichungen wiirden also keine
angemessene Naherung mehr darstellen. Den speziellen Fall, dass die Eigenwerte
zwar differieren, aber nur unwesentlich, sodass die Ordnungsparametergleichun-
gen ihre Giiltigkeit behalten, wollen wir hier vernachlassigen. Wir betrachten also
den Fall

Mnpag = My s VAR AR ML AR (9.49)
Damit folgt dann auch
flw = AT%, = fﬁ, VA A, ALY (9.50)

Es kann allerdings sehr wohl f/@ # f/@? gelten.

9.5.2 Kooperationsfunktionen

Wir gehen zunéchst davon aus, dass die Kooperationskoeffizienten entkoppeln,
sodass also z. B. gilt

CT(t — f}/) = CTl(tl — tll)CTg(tQ — t;) . (951)

Die einzelnen Kooperationsfunktionen lassen sich dann in der Form

1 27
CTl(tl — tll) = L_{ Z fITl exXp |:’LL—,{>\T1(t1 - tll):| s (952)
A1
/ 1 T 27 /
CT2<t2 — t2) = L_2T Z f)\TQ exp ZL—gATQ(tQ - tQ) y (953)
AT2

entwickeln. Fiir monoton fallende Kooperationsfunktionen erhélt man ganz ana-
log wie bei der Saite (8.145) die Relation f{ > ff (A # 0,%£1). Damit ist
der maximale Entwicklungskoeffizient f{ = f(:ng,Am) = [ fl, gegeben, falls
Ar1 = 0, A2 = &1 bzw. A\py = £1, Ao = 0 sind. Beispiele solcher moéglichen
Funktionen sind in Abbildung 9.2 dargestellt. Im allgemeinen Fall, wenn die Ko-
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Abbildung 9.2: Exemplarische Darstellung von Kooperationsfunktionen: Links ein Bei-
spiel einer anisotropen Funktion: cr(t) o< (1 + cos[(2m/LI)t1])(1 + cos[(2r/LL)ta)).
Rechts eine GauB-Funktion als Beispiel einer isotropen Funktion: cp(t) o
exp[—(t1/LT)? — (t2/LY)?]. (Hinweis: Die Funktionen sind in unterschiedlichem Maf-
stab aufgetragen. Aufgrund der Normierung der Kooperationsfunktionen ist der Peak
der GauB-Funktion etwa um den Faktor 10 grofler als das Maximum der links darge-
stellten Funktion.)

operationsfunktionen nicht entkoppeln, gilt

1 T 2 2w
er(t—t) = ITIT Z SO Apa) EXD [ZL—lT)\Tl(tl - t'l)} exp [ZL_gAT2<t2 — t'z)}
AT1,AT2
(9.54)
Auch dann ergeben sich die instabilen Moden im Fall monoton fallender Koope-
rationsfunktionen zu

XY = (1,0), (—1,0),(0,1), (0, —1). (9.55)

9.6 Ordnungsparametergleichungen

Aus (9.55) folgt unmittelbar \* +\*" # A*. Somit verschwindet der quadratische
Term (9.37):

Qe = 0. (9.56)

Um zu einer moglichst iibersichtlichen und kompakten Berechnung und Darstel-
lung der Ordnungsparametergleichungen zu gelangen, fiihren wir zunéchst kom-
plementidre Moden A" ein. Sie ergeben sich im Falle der instabilen Moden (9.55)
einfach durch Vertauschen der beiden Komponenten A} und \y:
5 (0,£1) falls \* = (£1,0),

{ (£1,0) falls \* = (0, =1). (9.57)
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Dann fiihrt die obige Bedingung (9.39) auf die folgenden neun Mdoglichkeiten:

1

()\u/’ )\u”’ Y ) _ ()\u’ )\u’ _)\u)7 ()\u’ _)\u’ )\u)7 (_)\u’ )\u’ )\u>’

()\u’ ;\u’ _S\u)7 (Xu’ )\u’ _S\u)7 (Xu’ _;\u’ )\u>’
(A%, =X N, (=N XX (=X A ) . (9.58)
Kombiniert man die neun moghchen Kombmatlonen beziiglich (A%, %', A%") mit
den neun Kombinationen (A% ,A%"), so ergeben sich zuniichst 81 Moglichkei-
ten, von denen aber einige 1dentlsch smd Um die Zahl der verschiedenen Kom-

binationen U N ! U Ay U Ay 21 bestimmen, betrachtet man am einfachsten
die folgenden Falle getrennt

1. Es tritt iiberhaupt keine komplementire Mode auf (kein A%, £\%).

2. Es treten zwei komplementédre Moden beziiglich der T-Indizes auf, keine
dagegen beziiglich der R-Indizes.

3. Den umgekehrten Fall: 0 x A%, 2 x £\%.

4. Es treten beziiglich der 7T- und R-Indizes jeweils zwei komplementére Moden
auf.

Es bereitet dann keine groflen Schwierigkeiten zu zeigen, dass man insgesamt 14
mogliche kubische Terme erhélt:

2
Lo USuns U-xs—xg > Unix U—xoxy Ung —xg,
2. UI\;,\EUJ\;,\EUA%A}%’ UX;&fA’éU—X%A}%UA%Aﬁa UX%A}%UfX%fA}%UA%A’;{a
3. Unuxw U 5u U—nuny , Unaxe s U_xu 5w Unsag Une 50 U_yu 5w,
4. UZ\%,\%UJ\%Z\%U,\%J}%’ UZ\%,\}QUJ\%J\}%UA%Z\}@N UZ\;&Z\}QUJ\%,\%U,\%J%,
Ususe U_3u 50 Uxsxy » Usy 50 U350 Unsxe 5 Usy 50 U3 U g -
Die Ordnungsparametergleichungen ergeben sich nach Berechnung der kubischen
Terme aus Abschnitt 9.4 zu
. _ 2
Usine = c1(Uniaw )" Uy —xu + calxuxn U_xuyu Uns _xw
Fe3Unry Usurn U_su e + c3Unune Uss xuU_5uw
+C4UX%A%UA%7A}§U7X%A}§ + C5UA§£A}§UA%5\%U7>\%75\}§
s Unuaw U_yusu Uns 5o + c6U—_xunu Unusu Use 3w
FerUnixy Ususn U_su 5w + c70xne Uss 50 U_5u 5w
FC3Uxu e Unuzn U_su_3u + 8U_3upu Unuzw Usu 5w
+08UZ\;,\1§UA%—Z\;U—X%X; + CSU—X%A;U/\;—X%US\%X; . (9.59)
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Mit 4 = /M7y Mg lauten die Koeffizienten ¢; bis cg:

a = —27+a,

e = —4y—ar—ar+b,

¢s = —3—Ar+ Br,

g = —3y—ar—2Ar+H,

s = —39— Ar+ Bg,

c¢ = —3y—ar—2Ar+1,

c; = =294+ J,

s = —29—Ap—Ar+ K. (9.60)

Der jeweils erste Term o 4 in (9.60) beschreibt den Einfluss der Ordnungspa-
rameter selbst. Die anderen Abkiirzungen hingegen stehen fiir die Beitrdge der
zentralen Mannigfaltigkeit und sind folgendermaflen gegeben:

205,20
_ . TR Ay
@7 Vo By (9.61)
2X%,0 0,20%
~ 7T 4y YR Ay
b = v 1(~2X%,0 1(A0,2)\% ’ (9'62)
2y =30 = 1) —a 2y —5("Ph 1) -«
. 4 A0 . 4 AR 20
Br =7 17 Aufy N0 +27 . l N 2N ’ (9.63)
27— (MO 1) —a T T 2y - DR
R v+ 70,A”§+5\”§ o+ 72\;,»&#\;
BR = fy 1 0.\% +5\u + 2/7 2NY, \U +5\u Y (964>
2y —3(y? R — 1) —a 2y = PR — o
ALHXL0 0,2X%
H = 95— + i . (9.69)
2y — (M MO0 — 1) — 2y — ("% — 1) — «
0,A%+XY, 22%,0
1= 2% T  Ermeras . (9.66)
27— J(PRE — 1) —a T2y = (0 - 1) —a
o+ 7,\%+Z\;,,\”§+Z\“§
J = 4 = = 9.67
v 2y — PR ’ ( )
L ,H_,YA%LX%,O ,Y_i_,yo,xﬁﬂg
K = L (A AL+XE,0 T B ESY
27— $(PFHO 1) —a 29— ("R~ 1) —a
o+ 7,\;+Z\1TL,,\1§+Z\}§
2 - - 9.68
Ty 2y — PR ’ ( )
= - — , 9.69
apr 2 2/}/ _ %(”YO’QAR _ 1) — ( )
:Y 1_'_,72>\%,0
ar = o m ; 9.70
T 227~ 10— 1) —a (9.70)
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= 1 AY+AY0

Ap = 1+ , (9.71)
22y — J(FHEO— 1) — a
5 1 0N+

Ap = 2 137 . (9.72)
227 = (3" —1) —a

9.7 Transformation auf reelle Variablen

Die komplexen Ordnungsparametergleichungen (9.59) sollen nun auf reelle Gréfien
umgeschrieben werden. Dazu fithren wir reelle Variablen geméfl

wypye = Unuyu + U_yu_yu, (9.73)
U)\%)\}L% = Z'(U)\%)\}% — U,)\%,)\}%) y (974)

ein. Die inversen Transformationsformeln lauten:

Ungag, = (uagap — foaexy)/2, (9.75)
Uose—xg, = (waeag +ivaeay)/2. (9.76)

Wir fithren im Folgenden die Funktion ein:

h’)\“ )\u )\u )\u )\u )\%/ (U, U) = UA%A%UA%/A%UA%NA%/ — U,)\%)\}%’l})\%/)\% ’U)\%//Xﬁu

F XA Upg! xu Una xu” + Ungx Unat yur Uy s+ (9.77)

Die reellen Ordnungsparametergleichungen ergeben sich dann nach ldngerer Rech-

nung zu

Ungag, =

(SVEVERES

W [e1 (g ne + VRune) + 2 Uy _xu + U3n_sw)

+C3<u§%)\}é€ + U,g\;;,\%) +C3 (“%\;7,\}‘ + U%%—)\’é) + c5(u§%;\% + U?\ip\g‘)
+C5(ui;—5\§ + vi%—f\’ﬁ) + C7(“§\%5\% + vip\%) + C7(“§;—5\% + v%\%_%)]
Heolagxp X ap g (U4 0) + sl xuag g (4, 0)
+Cshi\%f,\1§,,\;f\}g‘,f\%ff\}g‘ (u,v) + CShi%fX}%,A%fX}%,X%A}% (u, v)
EECIOVEBVISVES VIS U5 PR (TR (9.78)
Unwat, [Cl(u?\%x;{ + 0,2\1;,\;%) + 02(1&;7,\;@‘ + 0,2\1‘;7,\1;{)

+03(u§;x§ + Ug;x}g) +¢3 (“%;—x;% + U%%—)\%) + C5(“§;X}g + Ui%ﬂ’ﬁ)

+es (g sy T Vhgxe) + 07 (URgss + Ve xe) T er(U5e xe T U3y )]
+C6Rxm —xu auxw un—xn (U, 0) 4 CsPxuxw xuxw auxw (U, 0)

FCshzs xw awxs 3o xw (U, V) + cshxuxu aw - xw xuan (v, )

sl xu xu -5 sun (U, 1) - (9.79)
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9.8 Retinotope Abbildungen

Wir wollen im Folgenden verschiedene mogliche Félle abhéngig davon diskutieren,
wieviele nichtverschwindende Moden iiberleben. Insbesondere untersuchen wir die
Frage, ob und wann retinotope Ordnungen moglich sind.

9.8.1 Eine nichtverschwindende Mode

Wir gehen davon aus, dass nur die Amplituden u;, v, einer einzelnen Mode ver-
bleiben. Wir betrachten hier speziell den Fall j = 2, die anderen Fille liefern vollig
analoge Resultate. Wir gehen also davon aus, dass der instabile Anteil U(t, r) die
Zerlegung

t1 71 X t1 T1
Ult.r) = or (L T or (1L _ 1L 9.80
(&) {<L Lf)}“ﬁm[”@? Lﬁﬂ (5:80)

besitzt, die dquivalent ist zu

. tl ™ . tl 71
U(t, T) = U107,10 exp |:227T (— — —):| + U710,10 exXp |:—227T (— — —):| .
Li LY LT LR
(9.81)
Die komplexen Ordnungsparametergleichungen (9.59) reduzieren sich dann auf

U10,71o = AU,—10 + C1U1207_10U710,10 ; (9.82)
U_i000 = AU_1010 + 01U310710U10,710 ) (9.83)

und die reellen Gleichungen (9.78), (9.79) entsprechend zu

Uy = Aug+ %uQ(ug +v3), (9.84)
Uy = Avg+ %vg(ug +v3). (9.85)
Damit erhélt man wegen '
%:% (9.86)
konstante Phasen. Mit £ = m ergibt sich
§— A+ %g?& (9.87)
Im stationédren Fall erhélt man so
E=0V¢= —%. (9.88)

Fiir uns ist hier nur der Fall £ # 0 von Interesse. Er entspricht aber nur einer Re-
tinotopie zwischen r; und ¢;, also nur einer Dimension und nicht in der gesamten
Ebene.
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9.8.2 Zwei nichtverschwindende Moden

Wir untersuchen nun, ob zwei Moden dazu imstande sind, eine retinotope Ord-
nung in der Ebene zu generieren. Dazu fordern wir, dass beispielsweise neben der
zu us und vy gehorenden Mode auch noch die zu ug und wvg {ibrig bleibt:

t t
U(t,r) = wugcos [27? <L1T 21})] + vy sin |:27T (LlT z%)]

t2 T2 . t2 T2
+ug cos [27? (LT Lf)] + vg sin |:27T <L—2T - L_f)} . (9.89)

Die entsprechende Zerlegung in komplexe Amplituden lautet

. tl T . tl T
U(t, 7’) = UlO,*lO exXp |:Z27T (L—{ — L—{%):| + U,10710 exp |:—Z27T (L—,{ — L—{%):|

tQ T2 t2 T2
+Up1,0-1 €xXp |:227T <LT LR)} + Up—1,01 €xp [—’LQTI‘ (LT — L_f)} . (9.90)

Die komplexen Ordnungsparametergleichungen (9.59) haben dann die Gestalt

' 2
Uwo,~10 = AUio,—10 + c1Ujg_10U-10,10 + ¢7Ur0,-10U01,0-1U0-1,01

+c7Uro,~10U01,00U0-1,0-1, (9.91)
U010 = AU_1910 + C1U310710U10,—10 + c7U—10,10U0-1,00U01,0-1
+c7U-10,10U0-1,0-1U01,01 , (9.92)
Unoo1 = AUpo-1 + c1Ug0-1Uo-1,01 + ¢7Uo1,0-1U10,-10U-10,10
+c7Uo1,0-1U10,10U-10,-10 , (9.93)
Up-ro1 = AUp_ro1 + c1U3_1 01Uo1,0-1 + ¢rUo-1,0U-10,10U10,- 10
+c7Uo-1,00U-10,~10U10,10 (9.94)

und die reellen Ordnungsparametergleichungen (9.78), (9.79) schreiben sich in der
Form

iy — :A+%(u2+ )+4(u§+v§)_ us, (9.95)
Uy = 4(u2+v2)+%(u8+vg) (O (9.96)
g = : i:( 4—@8)4—25( +02)] us, (9.97)
o = | Zmﬁw9+%mﬁwﬁv& (9.98)

Wieder erhalt man konstante Phasen:
’Ilg U9 iLg us

2= 8- (9.99)

Uy U Ug g

E= i3+l n=fultd, (9.100)

Mit den Amplituden
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ergeben sich die Gleichungen

- [A + %52 n %f] £, (9.101)
;= [A + %72 + %Q] 7. (9.102)

Wir fragen nach den Bedingungen, die fiir die Koexistenz beider retinotoper Mo-
den erfiillt sein miissen. Gilt £, 7 # 0, folgt aus £ = 1 = 0 die Beziehung

(& =) (c1 —er) =0. (9.103)

Da die Wahl der Koeffizienten c;, c¢; moglichst wenig Einschriankungen unterliegen
soll, im allgemeinen also ¢; # ¢ gilt, folgt daraus & = 5. Dies in (9.101) oder
(9.102) eingesetzt fithrt im stationdren Fall auf

IA
—p=4/— _ 9.104
£=n P ( )

Da &, n reell sein miissen, und A > 0 gilt, folgt als Bedingung an die Koeffizienten

c+cr<0. (9105)

Weiterhin ist zu fordern, dass der Zustand der Koexistenz stabil ist. Dazu be-
trachten wir das Potential

A
V(Em) = =S +07) = (€ ') - T, (9.106)
das geméf3
.9 0
{= _Lé? ) , 0= _—Véf,’ 1) (9.107)

auf die Bewegungsgleichungen (9.101), (9.102) fithrt. Wir untersuchen die Deter-
minante

>V PV
2
p—| % 9%on (9.108)
oV PV
ogon  on?

sowie die zweite Ableitung 9%V /9€?, jeweils am Punkt (9.104). Wir erhalten

_ _ 2 2
D( A \/ 4A> Y. S (9.109)

ca+ter Va+er (c1+cr)?

e —4A —4A 2A
9 \/ ) \/ - a . (9110)
85 c1 + Cr c1 + Cr c + Cr
Soll der Zustand stabil sein, also einem Minimum des Potentials entsprechen, so
muss sowohl D als auch 92V /0¢? positiv sein. Dies fiihrt auf die Forderungen

a—c > 0, (9.111)
a < 0. (9.112)
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Abbildung 9.3: Kooperationsfunktionen fiir Retina und Tectum gemifl den untersuch-
ten Spezialfiillen (9.121), (9.122). Die Beschréinkung auf monoton fallende Kooperati-
onsfunktionen ist hier fiir die Retina aufgegeben.

Dabei wurde im letzten Fall berticksichtigt, dass der Nenner von (9.110) geméf
(9.105) negativ sein muss. Wegen ¢ — ¢2 = (¢; + ¢7)(c; — ¢7) folgt dann auch

c—cr <0. (9113)

Die Beziehung (9.112) folgt unmittelbar aus (9.105) und (9.113). Es bleiben also
die Forderungen

a<c, c<-—cCt. (9114)

GeméB (9.60), (9.61) und (9.67) lauten die Koeffizienten

’}/"—’}/20’20 ’}/"—’}/11’11
In (9.114) eingesetzt fiithrt dies auf die Ungleichungen
Yy 4 A2020) < yILIL(g2020 7oy (9.116)
Y3y — 5y2020) 5 4ILIL(3,2020 5.y (9.117)
Wir betrachten einige Spezialfélle:
N S o N (9.118)
711,11 =0 — v < _720,207 v > 5,)/20,20/3’ (9'119)
A2 AL a2 o) A2, (9.120)

Der letzte Fall fithrt auf einen Widerspruch, die beiden ersten sind dagegen prin-
zipiell moglich. Als Beispiel betrachten wir den ersten Fall mit 42%2° = 0. Die
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§

Abbildung 9.4: Das Potential (9.106) im Fall zweier koexistenter Moden. Es existiert
ein Maximum bei £ = n = 0 sowie ein Minimum bei £ = 7 gemé&f (9.104). Rechts
sind die Niveaulinien des Potentials iiber der &, n-Ebene aufgetragen, was die Extrema
besonders gut erkennen liasst. Helle Grautone entsprechen groffen Werten des Potentials,
dunklere niedrigeren Werten.

Kooperationsfunktionen wahlen wir zu

cr(tist) = 1+0.2cos ( LlTl) + 0.2 cos ( L;) + 0.1 cos |:27T (L—}{ + L—Zr)}

t1 ty

+0.1 cos [27r (— — —)] ; (9.121)
L{ L3

2rr 2rr r r

cr(ri,m2) = 1+0.2cos ( Lf“l) + 0.2 cos (KRZ) —0.1cos [QW (L_% + L—Z%)}
T T2

—0.1cos [QW (— — —)} . (9.122)
L Lf

Es ist also f1,, = f&, = f&, = f&, = 0.1 Die weiteren Entwicklungskoeffizien-
ten unterscheiden sich hingegen: f, ; = 0,05, ff} ., = —0.1. Dann gilt y = 0.01
und 1t = —0.005, wodurch obige Forderungen (9.118) erfiillt sind. Dies fiihrt
dann allerdings dazu, dass die Kooperationsfunktion der Retina nicht monoton
fallt (siehe Abbildung 9.3). Der zugehorige Potentialverlauf ist in Abbildung 9.4
dargestellt.

9.8.3 Zentrale Mannigfaltigkeit

Wir betrachten nun den Beitrag der zentralen Mannigfaltigkeit S(U) zu dem
betrachteten Spezialfall (9.118). Das Verbindungsgewicht lésst sich mit (6.33)
und (7.4) als

w(t,r)=14+U(t,r)+ SU(t,r)) (9.123)

angeben. Den stabilen Anteil haben wir in zweiter Ordnung approximiert. Mit
(7.47), (7.48) und (9.42) ergibt sich
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Abbildung 9.5: Der Beitrag der zentralen Mannigfaltigkeit nach (9.125) fiihrt dazu,
dass sich das Verbindungsgewicht w(t,r) ~ 1+ U(t,r) + S(U(t,r)) stérker als bei der
Approximation w(t,r) ~ 1+ U(t,r) um den Punkt ¢ = r konzentriert.

1
S(U) = m[Ufo,qum—zo(ta )+ U2 10 10v—20,20(t, 7))+

+ Udy o 1002,0-2(t, 1) + U3y g100-2,02(t, 7))

2 g
+ Uro.—10Uo1.0-1v11 —1-1(t,7) + U_1010U0-1.010-1-1.11 (¢, 7
\/m/y_fyll,ll[ 10,~10Uo1,0-1011,-1-1(¢, 7) 10,1000-1,000-1-1,11(¢,7)
+U10,—10U0—1,01U1—1,—11(t, ’I“) + U_10710U0170_1U_1171_1(t, ’I“)] . (9124)

Wir schreiben dies auf reelle Variable und Eigenfunktionen um, wobei wir die
Seitenlingen der beiden Ebenen L] = L% = 2 setzen. Dann ergibt sich (9.124)
mit (9.3), (9.4) zu

1 1
SU) = 5(1@ — v3) cos[2m(ty — )] + 3—2(u§ — v2) cos[2m(ty — 75)]
1
+1—6 [Uavs sin[27 (1 — 7r1)] + ugvg sin[27 (g — 1r9)]
+ﬁ{u2us(ms[ﬂ(t1 — 71 —ta +79)] + cos[m(ty — 1+t — 12)])

+uwgug(cos[m(ty —ry — ta + 19)] — cos[n(ty — r1 + ta — 1))
+ugug(sin[m(ty — r1 + to — ro)] — sin[mw(t; — r1 — to + 19)])
+ugva(sin[m(ty — ry — to + ro)] +sin[mw(t; — ry +to — o))} . (9.125)

Der Vergleich von U(t,r) mit U(t,r) + S(U(t,r)) zeigt, dass sich die Projektion
durch den Beitrag der zentralen Mannigfaltigkeit stdrker um den Punkt ¢t = r
konzentriert (siche Abbildung 9.5). Ahnlich wie bei der Saite verstirken also die
hoheren Beitridge die retinotope Ordnung.

Damit haben wir gezeigt, dass das Verbindungsgewicht im betrachteten Spezial-
fall zweier nichtverschwindender Moden mit der Bedingung (9.118) einen retino-
topen Charakter annimmt. Auffallend hierbei ist insbesondere die Einschrankung
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fiir die Kooperationsfunktionen, die nun nicht mehr monoton fallend sind. Wir
haben hier nur Moden bis zur zweiten Ordnung beriicksichtigt. Eine vollstandi-
ge Analyse sollte auch siamtliche hohere Moden betrachten. Dies fiihrt auf eine
nichtlineare Differenzengleichung, deren analytische Losung eine umfangreiche
nichttriviale Aufgabe darstellt.






Kapitel 10

Kugeloberfliache

In diesem Kapitel untersuchen wir das Problem der retinotopen Projektion erst-
mals fiir nichteuklidische Mannigfaltigkeiten, genauer fiir Mannigfaltigkeiten mit
konstanter positiver Kritmmung. Das heifit, wir folgen Ref. [10] und modellie-
ren die Zellschichten durch Kugeloberflichen, wobei wir uns o. B. d. A. auf die
Oberflachen der Einheitskugel beschrinken kénnen. Dieser Ansatz wird durch
die biologischen Befunde nahegelegt, dass die Retina ndherungsweise die Form
einer Halbkugel hat, wihrend das Tectum eine ovale Form besitzt (sieche Ab-
schnitt 2.3.4). Wir bezeichnen die Einheitsvektoren vom Mittelpunkt zur Kugel-
oberfliche der Retina mit 7 und die des Tectum mit . Da die Kooperationsfunk-
tionen wiederum nur vom Abstand der Punkte auf der Mannigfaltigkeit abhéngen
sollen, und damit auf der Kugeloberfliche nur vom Winkel, den # und ¢ bzw. 7
und 7 einschlieflen, gilt

>

),
Y. (10.1)

CT(f,fl) = CT(

CR(f“, ’f’/) = CR(

>

Das Mafl M dieser zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten ist offenbar durch

2m m
M = /th = /er = /d(p/sinf&‘dq? =4n (10.2)
o o

gegeben, wobei d€);, dS2, die differentiellen Raumwinkel der jeweiligen Kugelober-
flichen darstellen. Die Héussler-Gleichung (5.8) nimmt dann die spezielle Form
an:

w(t,?) = afl —w(t,#)]+w(t,r) /th, /dQT,cT(f-f’)cR(fwf*’)w(f',f’)
w(t, )
8w

|:/th/'11}<£/’ f’) /th// /dQT’CT<tAI . tA//)CR<7¢_ . fI)U}(tA”, f'l)
+ /er/U}(ﬂ 'f’/> /th/ /dQT”CT<£ . tA/)CR<7A’/ . TA/I)w<tA/’ 72//) . (103)

127
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10.1 Laplace-Beltrami-Operator

Im Falle der euklidischen Mannigfaltigkeiten Saite und Ebene konnte der Laplace-
Beltrami-Operator sofort angegeben werden. Fiir sphérische Geometrien ist ei-
ne genauere Betrachtung notwendig. Wir kniipfen dabei an die Uberlegungen
am Ende von Abschnitt 5.2 an. Man muss sich zunéchst klarmachen, dass der
Laplace-Beltrami-Operator auf der Mannigfaltigkeit zu bestimmen ist und nicht
im dreidimensionalen Einbettungsraum der Vektoren ¢ und 7.

10.1.1 Einbettungsraum

Die Ortsvektoren ¢, 7 der Oberflichen der Einheitskugeln lauten in sphérischen
Polarkoordinaten

sin ¥, cos sin 9,. cos @,
t=| sindsing, , 7= sind,siny, ) (10.4)
cos Uy cos U,

Die Abstédnde zwischen zwei Punkten auf der Mannigfaltigkeit sind, wie bereits
auf Seite 55 diskutiert, verschieden vom Betrag des Differenzenvektors ¢t —t’ bzw.
7 — 7'. Dies soll im Folgenden genauer betrachtet werden.

Gegeben sei eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit M beliebiger Geometrie im
dreidimensionalen Einbettungsraum R?. Die Punkte des R? beschreiben wir durch
ein kartesisches Orthonormalsystem e;:

T =T +T9€9 + T3€3. (10.5)

Die Mannigfaltigkeit in diesem Einbettungsraum parametrisieren wir durch die

krummlinigen Koordinaten !, u?:

z1(ul, u?)
r=| x(ut,u?) | . (10.6)
z3(ul, u?)

Das Abstandsquadrat innerhalb der Mannigfaltigkeit ist gegeben durch
dx \° dz \* Jx Ox
2 _ 1,2 2)2 4 o U2 10.
dx <8u1) (du')* + <8u2) (du®)* + 5l 52 du du (10.7)

Der Vergleich mit
dr® = g, dutdu” (10.8)

ergibt fiir die Komponenten des metrischen Tensors in Ubereinstimmung mit
(5.16)

or \? or Ox o\
g1 = (@) » Jr=gn= 5 55, 92— (@) . (10.9)
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10.1.2 Einheitskugel

In unserem Fall ist die Mannigfaltigkeit durch die Oberfliche der Einheitskugel
gegeben. Diese lisst sich im R3 durch sphirische Polarkoordinaten parametrisie-
ren. Sowohl fiir die Retina als auch fiir das Tectum lautet (10.6) mit u' =« und
u? =
sin ¥ cos ¢
x=| sindsing | . (10.10)
cos v

Damit ergeben sich die Komponenten g, geméf (10.9) zu

o\ > or Ox oz \? .o
911—<%) =1, 912—921—%%—07 922—(%) = sin” 0.

(10.11)
Das Abstandsquadrat lautet also
dz® = d¥® + sin? 9 dp? . (10.12)
Die Determinante des kovarianten metrischen Tensors ist durch
g = sin® ¥ (10.13)

gegeben. Die Komponenten der kontravarianten Metrik ergeben sich unmittelbar
zu

1
=1, g¥=g¢"=0, ¢¥=——. (10.14)
sin“ 1
Damit lautet der Laplace-Beltrami-Operator (6.11) auf der Einheitskugel
1 0 0 1 02
= — | sind— — . 10.15
7 sind 0 <sm 819) * sin? ¢ Oy? ( )

Das Linienelement auf der Kugeloberfliche (10.11) und der Winkelanteil des
Laplace-Beltrami-Operators in sphérischen Polarkoordinaten sind somit syste-
matisch hergeleitet worden.

10.2 Eigenfunktionen

Die Eigenfunktionen des Laplace-Beltrami-Operators (10.15) sind bekanntlich
durch die Kugelflichenfunktionen Y},,(1J, ¢) gegeben:

Ay Yim (0, 0) = =11 + 1)V (9, @) . (10.16)

Sie bilden ein vollstdndiges Orthonormalsystem auf der Einheitskugel und sind
jeweils (21 4 1)-fach entartet:

Yin(9,0), 1=0,1,2,... m=—l,—l+1,...,1—1,1. (10.17)
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Expemplarisch geben wir die Darstellungen der Kugelflachenfunktionen fiir die
Félle = 0,1,2 an (vgl. [62]):

1
Yi(d,9) = — S%Sinﬁew, (10.19)
3
Yio(d, ) = e cos ¥, (10.20)
7
1 /15
YQQ(’Z?, gO) = Z 2— sin ’1962290 (1021)
T
15 . ;
Yor(9,0) = — 8—s1n19cosﬁ‘ew, (10.22)
s
5 (3 1
Y = 4/—[Zcos®— =) . 10.2
20(V, ¢) . <2 cos” U 2) (10.23)

Fiir negative Entartungsindizes erhélt man die entsprechenden Kugelflachenfunk-
tionen mit Hilfe der Relation

Yim(d,0) = (~ 1)V (9, 9). (10.24)

Zu einer kompakteren Darstellung gelangen wir, indem wir die beiden Winkel
durch die entsprechenden Einheitsvektoren charakterisieren, d. h. wir schreiben
im Folgenden stets

Vi () 1= Yin (s, 00) ;- Vi (7) 1= Vi (01, 01) (10.25)

Die Orthonormalitatsrelationen lauten dann

/th YT 'E /ngt /dﬁt sin 19,5 lm )Y}l}l;;/(f) = 5”/5mm/ R (1026)

/dQ YR = /d(pr /d’l9 smﬁ Y )Y /(f) = 5ll’5mm’ . (1027)

Die Vollstéindlgkeltsrelatlonen schrelben sich als

Z Z V@YY@ = st -1), (10.28)

=0 m=—1

DD YY) = 8 —+). (10.29)

=0 m=—1
Die Eigenfunktionen zum Eigenwert Null sind geméf (6.21) und (10.2) durch
1

V() = Vi) =

(10.30)

gegeben, in Ubereinstimmung mit (10.18).
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10.3 Lineare Analyse

Um den in Teil II entwickelten Formalismus auf Kugeloberflichen anwenden
zu konnen, ist zunéchst zu zeigen, dass die Kooperationsfunktionen cT(f, t ) =
cp(t-1) und cg(#,7') = cg(7 - ') tatsichlich gem#B der Form (6.26), (6.27) nach
Eigenfunktionen entwickelt werden kénnen. AnschlieSend soll die in Abschnitt 6.4
fiir den allgemeinen Fall prasentierte Methode zur Berechnung der Eigenwerte fiir
den speziellen Fall sphéarischer Mannigfaltigkeiten explizit durchexerziert werden.

10.3.1 Kooperationsfunktionen

Die Skalarprodukte ¢ - # und 7 - # zwischen den jeweiligen Einheitsvektoren neh-
men Werte im Intervall [—1, +1] an. Die Kooperationsfunktionen lassen sich somit
nach den Legendre-Funktionen P, entwickeln, da diese ein vollstdndiges Orthogo-
nalsystem im Intervall [—1, +1] bilden. Also ist

GTA SERLY TN (10.31)
=0

i) = 32 ). (10.32)

1=0
Unter Ausnutzung des Additionstheorems fiir die Kugelflichenfunktionen,

l

A 4 . .
Pi-T)= o= 3 VLY, (10.33)

m=—

gelangt man so auf die gewiinschte Form (6.26), (6.27) der Entwicklung

cr(t-1) = ZZ Ty )y, (10.34)

=0 m=—1
cr(f-7) = ZZ By R (R YR (7). (10.35)
=0 m=—1

10.3.2 Eigenwerte

GemiB (6.33) sind die Eigenfunktionen zum Operator L durch

~

v () = Vi (8) Y (7) (10.36)
gegeben. Eingesetzt in den Operator (6.34) erhdlt man

N

C(t,r,vMm /th, /dQ rep(t - ) ep(r - YL, (E)YE ). (10.37)
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Mit (10.34), (10.35) und den Orthonormalitétsrelationen (10.26), (10.27) folgt
schliefSlich

O, 0p™) = LY ()Y (7). (10.38)
Fiir den Operator (6.36) ergibt sich mit (10.30)
1

5[%@(@%@@)%0%0 + Y (8)Yo5 (7) 01000 (10.39)

~

B(i,#,vp)™) =
sodass folgt

B(i,7,Cuii™) = fL BT, 0™). (10.40)
Das Spektrum der Eigenwerte zu L in (6.7) lautet damit

1
A" = —a+ LA - §(fgflR + 1) (020010 + G100m0) - (10.41)

Das fiihrt auf die Fallunterscheidung

—a—1 L=M=1l=m=0

am _ ) —a+5(fLff=1) L=M=0,(,m)#(0,0)

A" = I=m=0, (L M) # (0,0) (10-42)
—a+ fEfER sonst .

Damit haben wir das allgemeine Resultat (6.43) auch fiir die Einheitskugel veri-
fiziert.

SchlieBlich bestimmen wir noch die instabilen Moden. Im Folgenden nehmen wir
wieder an, dass die Koeffizienten f/ und f® monoton fallende positive Grofen
sind:

1 = fizfl=f>-->0, (10.43)
1 = fi>fE>f>...>0. (10.44)

Der maximale Eigenwert in (10.42) ist dann durch
Amax = Ai‘/llm =—a+ firflR (1045)

gegeben. Somit kann man durch geeignete Wahl des positiven Kontrollparameters
« erreichen, dass sdmtliche Eigenwerte mit Ausnahme von A, negative Wer-
te annehmen. Der kritische Wert des Kontrollparameters, bei dem die zu A,ax
gehorenden Moden instabil werden, ist

ae = fLfF (10.46)

An diesem Instabilitdtspunkt werden alle neun Moden mit (L,l) = (1,1) und
M =0,+1, m = 0, %1 instabil.
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10.4 Integrale

Fiir die Ordnungsparametergleichungen in Abschnitt 7.5 benotigen wir die fol-
genden Integrale:

Jmm ]—mmm ]—mmm [mmm [mm’m”m”’

1,11 1,11 1,11 1,111
Auf die Unterscheidung der beiden Mannigfaltigkeiten durch die Indizierung mit
R bzw. T wird dabei verzichtet, da die Berechnungen der Integrale davon un-
abhéngig sind. Das erste Integral ergibt sich unter Verwendung von (10.24) sowie
der Orthonormalitétsrelation (10.26), (10.27) zu

/

Jmmt — / ALY 10 () Y100 (Q) = (= 1)™ Sy - (10.47)

Fiir die Berechnung der Integrale iiber drei bzw. vier Kugelflichenfunktionen ist
die folgende Beziehung sehr hilfreich [63]:

l1+12 I3
2l1 +1)(2l,+ 1)
Yzl,ml(Q)}/l%mQ(Q) = Z Z 2l + 1) C(l1707l270|l370)
ly=|l1—lz| m3=—13 3
xC(ll,ml,l2,m2|l3,m3)Yl37m3(Q) . (1048)

Die Grolen C(ly, 0, 15, 0|l3,0) und C(ly, my, 3, ms|l3, m3) sind die Clebsch-Gordan-
Koeffizienten, deren Eigenschaften im Anhang B diskutiert werden. Wendet man
dies auf die Integrale iiber drei Kugelflichenfunktionen

[;r;,;ff m /dQ Y ()Y o ()Y 1 () (10.49)
an, so erhélt man wegen des Auftretens von

JA0Y;50 (i D) = B8 (1050)

einen Ausdruck, der nur noch die Clebsch-Gordan-Koeffizienten beinhaltet:

- 204+ 1)(20" + 1
I :\/( 4;(2);“)* Lo 0.1 01L0) ! " |Lm) . (1051)

Fir ' =1" =1 gilt dann

3
et - 2 (0(1,0,1,01,0) C(1,m/, 1, m"|l,m). 10.52
111 CTEY ( 11,0) C( |1,m) (10.52)

Mit (A.3) und (A.9) ist

=0 i+ Iy + [3 ungerade ,

#0 I+ 1+ 3 gerade . (10.53)

C(lla 07 l27 O|l37 0) {
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Dy x Dy U1,1v1,1|U1,1V1,0 U1,0V1,1|U1,1V1,—-1 U1,0V1,0 U1,-1V1,1|U1,0V1,—1 U1,—1V1,0|U1,—1V1,—1

w2, 2 1
1 1
W2,1 \/; 2
1 1
w1,1 \/z —A\/ 2

w2 ViE e

w1i.,0 \/g 0 %

g I i B

w2, —1 % \/g

s =

w27,2 1

Tabelle 10.1: Kopplungstafel der Produktdarstellung Dy x D; nach [64]. Es sind nur
die nichtverschwindenden Clebsch-Gordan-Koeffizienten aufgefiihrt, die in (10.60) auf-
treten.

Damit verschwinden alle Integrale (10.52), fiir die [; 4 I5 + I3 ungerade ist. Daraus
folgt unmittelbar /
Iyt =0, (10.54)

Ebenso wie im Fall euklidischer Mannigfaltigkeiten verschwindet also der quadra-
tische Beitrag (7.63) auch bei sphérischen Mannigfaltigkeiten:

u u
mpmpg

Nichtverschwindende Integrale (10.52) sind nach (10.53) nur fiir die Félle [ = 0
und [ = 2 zu erwarten. Wir wollen exemplarisch den Fall [ = 0 explizit berechnen.
Es gilt dann

7 3
o — EC(LO,LO\O,O) C(1,m',1,m"|0,0). (10.56)

Mit (A.3) und (A.7) erhélt man die Clebsch-Gordan-Koeffizienten zu

1

C(1,0,1,0[0,0) = ——, (10.57)

V3
C(l m' 1 m”|0 0) = ﬂé ’ " (10 58)

) y ) \/g m’',—m
Damit folgt

]8717"{/”1" = (_1)m 5m/ m'’ - (1059)

’ VAT ’
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Fiir die Berechnung der Integrale mit [ = 2 entnehmen wir die Clebsch-Gordan-
Koeffizienten der Tabelle 10.1. Dabei ist die Bezeichnungsweise aus (A.1) gewéhlt:

1+ L
UL Oy = Z Z C(lm, I'm/|LM) wp, ur (10.60)

L=|1—'| M=—L

wobei jeweils 1, Vi, wr v Kugelflichenfunktionen darstellen. Es ist also bei-
spielsweise C(1,1,1,1]2,2) = 1 und C(1,-1,1,1|1,0) = —1/4/2. Man erhilt
somit die folgenden Integrale:

Iy = \/%47’ (10.61)
Iy = \/% (10.62)
Iy =Ion = —\/%, (10.63)
Iy =1Lyt = \/2107 (10.64)
Ve (10.65)
T \/?i))o_w (10.66)
Lyt = - \/?i))o_w (10.67)
Die Integrale I} l’;nlm// erhilt man mit

I o A PR (10.68)

Weiterhin haben wir Integrale iiber vier Kugelflichenfunktionen
™" = [0 (0 Yo (¥ ()i () (10.69)

zu bestimmen. Wendet man obige Beziehung (10.48) auf die letzten beiden Ku-
gelflichenfunktionen in (10.69) an, so erhélt man

l//+l/// lg

m,m'm’" m'"’ (2l” + 1)(2l”/ + 1) " "
L = E E c(1”,0,1",0ll3,0
L Is=|l" 1" | m3=—l3 471'(2l3 + 1) ( ‘ 3 )
) O " 1" " |l mg ) I ™ (10.70)

Die Integrale [ l’:},’l’:/m lassen sich mit (10.51) berechnen.
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m7mlm//mlll

Die Integrale iiber vier Kugelflichenfunktionen /;7; lauten damit
P = 2o
’ 207
3
0,1-10 0,—110 0,10—1 0,—101 0,01—1 0,0—11
11,111 - 11,111 - 11,111 = 11,111 = 11,111 = 11,111 - _2071" (10-72)
3
1,100 1,010 1,001 —1,—-100 —1,0—10 —1,00—1
[1,111 = [1,111 = [1,111 = [1,111 = [1,111 = [1,111 = 5n_ (10-73)
207
3
L=l gLi-in gl (1074
1,111 1,111 1,111 —107T ( )
3
e I e e R e P e | R (10.75
1,111 1,111 1,111 10m ( )

10.5 Ordnungsparametergleichungen

Die Ordnungsparametergleichung (7.61) haben mit (10.55) die Form
U = AU KR KR 4 R (10.76)

Dabei verzichten wir auf die untere Indizierung (A}, \%) = (1,1), da diese im-
mer gleich bleibt. Weiterhin fithren wir analog zum Vorgehen bei der Saite die
Abkiirzungen

P = [ fs =t = A (10.77)
ein.
10.5.1 Kubische Beitrige

Der erste kubische Beitrag (7.68) ergibt sich mit (10.47) zu

Kyt = Ly miymd mi gk
m m me me” u!’
XLy 5m%m%’(_1)mT 5m%"7—m%m
b g mg s (1)K 5 } (10.78)
1,111 mlmy my ,—my | '

Fiir den zweiten Beitrag (7.69) erhilt man nach Einsetzen der zentralen Mannig-
faltigkeit (7.60), wenn man (10.68) beriicksichtigt,

AN
g gt g gy A
2,11 -
’ 2\ — AXTA;?

’ u// u/// ’ u” u”/
]mT,mT mT ImR,mR mR
/ /
N, 11 N, 11

/)

'lLN ulll

R MR
Ox,.0

1 u!! m’,,m
_ _ m. R’
o NV g Dl

" / ull ulll
m?, M, MY M.
™ S T 50 )]

R~ MR

’ / / u ’ u o
__1\my AmY Amimly g T M, My M g Mg, —MpMp
x(—1) T L . (10.79)
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Der dritte Beitrag (7.70) schliefllich lautet

mYmy mulmu/ mu//mu// m“///m“‘”/ fY m, mu//mu/// m/ m“‘lm“///
Kify ® = U™ ™ey™r MR UMt MR | [T T [ RIER TR
’ 2A — AA/ N T R
TR

1 u!! m,mt mu
m R'MR My
(=)™ 5m%~7_mumlx 11 OX;.0

N

17 ’ u// 7J(///
u ml.,m% m
+(_1)mR 5m%l7—m“”/IXTq:11T 3 5)\/ 0):|

R R’

X

/
0N, m¥ +mly Mg, —mEmy
{(14‘7 R)5A’T,o5mg,o5m%7m;’<_1) RTTRL

1
24/ 4m

0,080,085 (U] L 080

Bevor wir die Berechnung der Ordnungsparametergleichungen in Angriff nehmen,
wollen wir im folgenden Abschnitt einige Symmetrieiiberlegungen anstellen.

10.5.2 Symmetrien

Da die Berechnung schon einer der neun Ordnungsparametergleichungen einen
nicht unerheblichen Rechenaufwand erfordert, soll hier zunéchst untersucht wer-
den, inwieweit sich allein unter Verwendung von Symmetrien die Gleichung fiir

U™tk angeben lisst, falls diejenige fiir U mim hekannt ist.

Intuitiv erwartet man beispielsweise, dass sich die Gleichung fiir U~™7"™& aus
derjenigen fiir U™r™k gewinnen lisst, indem jedes U mim qurch U~ ~™% er-
setzt wird, wobei die Vorfaktoren gleichbleiben. Dass dies auch tatséchlich der
Fall ist, soll nun gezeigt werden. Dazu wird zunéchst der zweite kubische Term
K;ﬂ%_m%‘ betrachtet:

A )\ 1" " 1" n
K mrTmR Um%/mg Um%”mﬁu Um%mm}‘?m R [T M P iy M
2,11 2A A Mp,11 Ap,11
T AR

1 m“// 5 Im% m%/m%” 5
—_ —1 T " " ’ /
2V/4r (D)™ O g Ly A0

u” / u// u///
ﬂm%5~wWWW%@]

my ,—mp T

o' o' / / —m! 7n,Lu mul —m/ ,m“ mu/
X(_l)mTerRerTerR[X 1T1 T T[)\l 1R1 R"'R (10.81)
T R’

Die Indizes iiber die instabilen Moden m®, m*", m*” durchlaufen alle Werte —1,
0 und +1, die der stabilen Moden m durchlaufen alle Werte von —A\ bis +\.
Man kann die negativen und positiven Indizes miteinander vertauschen, da dies
lediglich die Reihenfolge der Summation umkehrt. Diese aber ist fiir das Ergebnis
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natiirlich belanglos. Also ist

pUBY
Ry MR = g gy gy g Y E R
’ 2N\ — A)‘/TXR
’ 7J(// u/// ’ 7J(// 7J(///
—Mp,—MM, —m, —Mp,—MmM —m
X I T T T I R R R
AR ESVART N, 11
1 o , W WM
m —m’p,—mp —m%
— — T
WAr (=1 Oy L, 1 Ox;.0

" , ! 2
mf, —Mp,—Mmp —mp
_|_(_1) R 5m“” - [A,T711 5)%,0)}

R

/ / / Uu u/ /! U u/

mY +m% +ml+mly MMy =M yMp,Mp—mpg
X (—=1)™T TR T RIXT,H IXR,ll . (10.82)

Falls nun gilt
7J(// 7J(/// u// 7J(///
—m,—m* —m _ rmm* m

[,\,11 = [)\,11 ) (10.83)

so hétte man fiir diesen ersten Teil des kubischen Terms gerade das erwartete

. —mi—mY . . mymb . . .
Ergebnis: K, ;7 % erhielte man dann einfach aus K, {] * in (10.79), indem je-
" u///

des Produkt U™ ™k Uymi miy yrms mi durch U~—mF —mk y—mi —mi g-my —mi
ersetzt wird. Die Beziehung (10.83) ldsst sich in der Tat leicht beweisen. Mit
(10.24) und (10.49) erhélt man zunéchst

ulll 1"

N G ) K (10.84)
Da beide Seiten proportional zu 6,,. . ,, sind, folgt unmittelbar (10.83).

Im Fall des K?T ;Tlmzé—Terms fithrt die Relation (10.83) zur gleichen Aussage. Im
Fall des ersten kubischen Beitrags ergibt sich (10.78), nachdem man die Entar-
tungsindizes negiert hat, zu

7mu 7mu _ ul _ u/ 7 u” o u// 7 ul” o ul”
Kl 11T R _ _ gl [J~™r —mp [[TmE —mE [[-mE —mp
’ 8
’ " "
—mY¥%,—mY% —mY% —mY% '’
R R R R m,
X [1 111 5 m ! (—1) T 5 wl’ !
) mimi, mi,—mi

/ " n
7mu ,7mu 7mu 7mu u//
t o T O (1) O e | (10.85)

mR,

Vollig analog zu (10.83) beweist man

1 1" "
u

/ 1 ! !
m* m* m* m*  _ y—m%,-—m" —m"% —m
11,111 - 11,111 ) (1086)

womit auch der erste kubische Term der Gleichung fiir U-m#=m% aus der Glei-
chung fiir U™r™% durch Negation der Entartungsindizes hervorgeht.

In gleicher Weise lisst sich auch zeigen, dass die Gleichung fiir U~™7™% bzw.
Umr~mk aus derjenigen fiir U™r™k zu gewinnen ist, indem in dieser auf der
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rechten Seite alle U™ ™z durch U~™1 ™& bzw. U™ ~™& ersetzt werden. Somit
lasst sich zusammenfassend feststellen, dass die Berechnung der Gleichungen fiir

UOO UlO UOI Ull
ausreicht, da sich die restlichen Ordnungsparametergleichungen fiir
U*lO UO*I U*lfl U711 Ulfl

in einfacher Weise durch die erwahnten Ersetzungen auf der rechten Seite ergeben.

10.5.3 Awuswahlregeln

" u///
mR

Welche Terme der Form U™ ™k s mi {ymi treten in der Ordnungspara-
metergleichung fiir U™ {iberhaupt auf? Zur Beantwortung dieser Frage be-
trachten wir die einzelnen kubischen Terme (10.78)—(10.80). Fiir das im ersten

Teil von K {n :Tlm% auftretende Integral gilt

" "
u u u u
ImR,mR mR mR O( 5
1,111

"o (1087)

u! u!! u
mp +mR +mR My

Wegen qer Kronecker-Symbole 5m%m%/ 5m%”,7m;’” treten somit nur Terme auf, die
die Bedingungen

"

mb +mi +mi = mb, (10.88)

mb +my +ms = mb (10.89)

erfilllen. Das Gleiche gilt auch fiir den zweiten Teil von KT fﬁm}‘. Auch fiir die
beiden anderen kubischen Terme miissen alle nichtverschwindenden Beitréige die
Relationen (10.88), (10.89) erfiillen. So treten bei (10.79) unter anderem Produkte
der Form

’ " /

1" !
u u _ _ u U _ _ u u
I7”R7”LR mp T mr, 7”T”LT] mRr,—MmpMmp

ImT7m%//m%//
Ar,11 A1l Ar,11

Ar,11

auf. Dies ist proportional zu

0

" "
my +mipmrp

5 ! 5

" / /
my +mlp  mromp —mip,—mrp mip —mp,—mpg’

was wiederum auf (10.88), (10.89) fiihrt. Ebenso weist man diese Bedingungen
fiir die anderen Produkte in (10.79) und (10.80) nach.

10.5.4 Berechnung von U"

Mit den Vorbereitungen der vorangegangenen Abschnitte lassen sich nun die Ord-
nungsparametergleichungen fiir die neun Ordnungsparameter U™7™x berechnen.
Zuerst soll die Gleichung fiir U bestimmt werden. Diese lautet mit (10.76)

U% = AU + K9, + K39, + K39, . (10.90)



140 KAPITEL 10. KUGELOBERFLACHE

Aus den Bedingungen (10.88), (10.89) ergibt sich, dass nur die folgenden neun
kubischen Terme auftreten konnen:

<U00)3’ UOOUO_1U01, UOOU_loUlo, UOOUllU_l_l, UOOU_llUl_l,
UlOUOIU—l—l U—10U01U1—1 UlOUO—lU—ll U—lOUO—lUll ) (1091)

Die erste Aufgabe besteht in der Berechnung von K 1031, welches wegen (10.78)
die folgende Form annimmt:

KOO . _ ’Y Um%/m}%/ Um%//m}%// Um?]‘/_‘///m'lélll
1,11 — 8
T
! " "
O mu mU/ mU/ “///
VYRR R m
x| Lt O (—1)™T Gpppur i
O 7J(/ u// u/// 7
m&% mi m u
+ L 7T, m%(—l)mR 5m%, —ar (10.92)

Dies ergibt mit (10.71) und (10.72)

_82;};2 [3(U00)3 _ 6U00U071U01 _ 6U00U710U10

+2(U00U11U7171 + UOOUfllUlfl + U10U01U7171
+U—10U01U1—1 + UlOUO—lU—ll + U—lOUO—lUll)] ] (1093)

00 _
Kl,ll -

Betrachten wir nun den zweiten Term in (10.79) fiir (m¥., mY%) = (0,0):

K00 sy gy s v+ e gl i
211 — _ S ESVAST] N 11
2A AX N T R
TR
1 o m' mu"mu”/
— _ mp R"R R
p i \ D" Gt g LT O

mu” m/ mu//mu///
— R T T
+(=1) 5m}f{/ —my ],\Lf,n OX}.0

% (_1)m%/+mﬁl+m%+m§z];l:bﬁvo mi. I;gﬁ’omqﬁ ) (10.94)
Aus Griinden einer moglichst kompakten und {ibersichtlichen Darstellung be-
schrinken wir uns im Folgenden darauf, von den neun moglichen kubischen Ter-
men (10.91) nur die Berechnung des (U%)3-Beitrags auszufiihren. Die Berechnung
der anderen acht Beitriige wird aus diesem Beispiel ersichtlich. Dieser (U%)3-
Beitrag in (10.94) hat den Vorfaktor

PUBY,

YA TR ml,00 1m,00 1 m,00 m/p,00

IA — A v ],\Lf 11 I,\'R 1y i IXR 11 Oxp0 1 11 5)‘/}270
p— A{I_‘A/R ) ’ 7T b b

X (L) OO 00 (10.95)

Die Summation iiber alle Ay, Ag und my, mg fithrt mit (10.61), (10.62) auf die
nichtverschwindenden Kombinationen

()\Ta mr; )\Ra mR) = (07 07 07 0)7 (27 07 07 0)7 (07 Oa 27 0)7 (27 Oa 2a O) .
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Fiir den ersten Fall Ay = Ag = 0 ergibt sich (10.95) zu Null. Die drei anderen
Félle liefern mit (10.61), (10.62) die Beitrége

1 2,0 0,2 1 2,2
{ v (7+7 v+ ) Y v+ (U9) (10.96)

1072 \3h Ay T2A —Aos) T 257228 - Asy

10.5.5 Gleichungssystem

Die Berechnung fiir die Ordnungsparameter U, U und U'! kann analog zur Be-
rechnung der Ordnungsparametergleichung von U% durchgefiihrt werden. Daraus
lassen sich dann geméfi Abschnitt 10.5.2 aus Symmetrieiiberlegungen die restli-
chen fiinf Gleichungen sofort angeben. Wir erhalten so das Gleichungssystem

UOO — AUOO + ﬁl(UOO)S _ QBQUOOU_mUlO _ QBQUOOUO_lUm
+2ﬁ3U00U171U711 +2ﬁ3U00U7171U11 +ﬁ4U01U10U7171
+ﬁ4U071U710U11 + ﬁ4U071U10U711 + ﬁ4U01U710U171’ (10.97)

Ull — AUll + 54U00U01U10 + 55(U01)2U1_1 + ﬁ@UOlUO_lUH
+53<U00)2U11 _|_ﬁ5(U10)2U711 _|_B6U10U710U11
+OURUTIUT 4 py(UT U, (10.98)

U—l—l — AU—l—l + ﬁ4UOOUO_1U_1O + 55(U0_1)2U_11 + ﬁGUO_lUmU_l_l
+ﬁ3<U00)2U7171 _'_ﬁ5<U710)2U171 _'_BGUfloUIOUflfl
+OUTTIUTHUT 4 By (UTU, (10.99)

Ul—l — AUl—l + ﬁ4UOOU0_1U10 + ﬁg,(UO_l)ZUH + ﬁ@UO_lUmUl_l
+ﬁ3<U00)2U171 +ﬁ5<U10)2U7171 +B6U10U710U171
HOUTIUN U Gy(UTPUTH (10.100)
U—ll — AU—ll + ﬁ4UOOU01U_1O + 55(U01)2U_1_1 + ﬁ@UOlUO_lU_H
+ﬁ3<U00)2U711 +ﬁ5<U710)2U11 +B6U710U10U711
+OUTHUTTIUNY + Bg(U)PUT (10.101)

UOI — AUOI + BQUOI(UOO)2 + ﬁg(U01)2U071
—253U01U10U’10 _ B4UOOU11U’10 _ ﬁ4UOOU10U’H
—ﬁﬁUmUHU_l_l _ /86U01U1_1U_11 _ 2ﬁ5U0_1U11U_11 ’ (10.102)

UOfl — AUOfl _|_B2U071<U00)2 +59<U071)2U01 _ 253U071U710U10
_@onoU—l—lUlo . ﬁ4U00U*10U1*1 . ﬁ6U0*1U*1*1U11
AU U U = 2,UM U U (10.103)

UIO — AUlO +52U10(U00)2 +59<U10)2U710 _ QﬁsUIOUOIUOfl
—ﬁ4UOOU11U0_1 N ﬁ4UOOU01U1_1 i BﬁUlOUHU_l_l
—GUUTH U = 25U UM U (10.104)

Uflo — AUfIO _|_ﬁ2U710<U00)2 +59<U710)2U10 _ 253U710U071U01
—ﬁ4U00U_1_1U01 o B4UOOU0_1U_H N B6U—10U—1—1U11
AU U U = 2,U U U (10.105)
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Wir fithren die folgenden Abkiirzungen ein:

5= 1, (10.106)
;- el
_ , 10.107
T Ty a0 o) ( )
. e ol
_ 10.108
a 727_0{_%(70,2_1)7 ( )
. L+
Vo= , 10.109
T3 —a— 10 -1 | )
- 1442
b/l — 10110
727_0{_%(70,2_1)7 ( )
Loy
c = TV (10.111)
2y — o — 722
Dann sind die Koeffizienten in (10.97)—(10.105) gegeben durch
9 . 1 / " 1 / 11 1
- 2501 W)+ — 10.112
9 _ 1 " 1 / 1 1 1 / 2
L DU VIS VRS SV S VRS 10.113
B 07 T 0% T 20" "s0” T’ "o ( )
_ 9 _ 1, 1, 1, 1, 2
_ O by 2 10.114
B 07 "% T 20% "0 T’ "o ( )
3 . 1 / " 1 / 1 11
B = 557 gg(@ + )+ 15+ V) + 55 (10.115)
3 . 3 / " 3 / 1" 21
_ 3.3 O ) 4 2 10.116
fa 207~ gol@ T+ Y+ 50e, ( )
I D - A TRV
3 ~ 1 / 1 " ]' / 1 // ]'3
_ 8y, ot 1,1, 13 10.118
Pe 207 T16% 50 " 32° T160° 200 ( )
) 3 1., 1, 1., 1, 13
_ A g g 10.119
Pe 207 T16% " 50” " 32° T160” 200 ( )
3 - ]. / " ]' / /! 11
31 1 19
By = _2_07 n %@LI +a") — @@I +) + %C, (10.121)
9 ~ 1 / 1 " ]' / ]‘ /! ]'
N Ty VS XN 10.122
Po 07 20" T T st T3¢ ( )
_ 9 1 1 1 1 1
By = —F——=d"+—d+=b"— =V +_—c. (10.123)

40 20 40 40 80 25

Dabei beschreiben wiederum — analog zur Ebene — die jeweils ersten Terme o< ¥
die Beitrage der Ordnungsparameter selbst, wihrend die restlichen Terme den
Einfluss der zentralen Mannigfaltigkeit widerspiegeln.
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10.6 Reelle Variablen
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Wir gehen nun zu reellen Variablen iiber, wobei wir die Transformationsformeln

wie folgt ansetzen:

Uy = UOO/\/_

w = UM+ UY | ow = (U -U)
ws = LU UTY)  w = LU
us = (U™ - U0 1) ,oug = (UM + U
up = (U0 -U1) | wg = LU +UY).

Umgekehrt lassen sich die komplexen Variablen gemif

UOO = \/57,[,0

Ull = UL — Uy s U_l_l = up + U

ut-t = Uz — iUy -t = ug+iuy

UOl = U — iuﬁ s Uvo_1 = —(U5 + ’LU@)
1 . -1 .

U = wup—iug , U0 = —(uy+iug)

durch die reellen Groflen ausdriicken. Aus dem Vergleich

+1

Ult,i)= Y U™yl ()Y, Zujyj (i, 7

m%,m%:—l
ergeben sich die reellen Moden y; (%, 7) zu

wlt.7) = V2Y[(1)Y§(7)
3v2

= —— cost; cost, ,
47

y(t,7) = YE( )YlIf( )+Y1T1< )Y1131<7A“)

3
= sin 9y sin 9, cos(e; + ;) ,

ya,7) = =iV ()Y (F) — Y5 ()Y (7))

3

= sin ¥ sin ¥, sin(¢; + ¢, ,

ys(t,7) = YRV (F) + Y5 (0OY(F)
3

=~ sin ¥ sin ¥, cos(or — @r) ,

ya(t,7) = iYL ()YE(F) = Y)Y (7

3
= 0 sindy sin ¥, sin(pr — 1),

)]

(10.124)

(10.125)

(10.126)

(10.127)

(10.128)

(10.129)

(10.130)

(10.131)
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ys(E:7) = Yyt )YE?( ) = Yio(£) Vi, (7)

= — cos ¥ sin v, cos @, , 10.132
2\/—7T t ¥ ( )
yo(t,7) = —%[Y?S( Y (F) + Yio(£)YiE, (7))
= — cos ¥ sin v, sin @, , 10.133
2\/—7T t ¥ ( )
yr(t,7) = Y{i(t )Yﬁﬁ( ) = YL (H)Yig(7)
= — sin ¥; cos ¥, cos @y , 10.134
2\/_7'(' t Spt ( )
ys(t,7) = —%[Yﬁf( )Yio(7) + YL () Y,5(7)
= — sin ¥ cos ¥, sin ¢ . 10.135
2\/§7T t got ( )
Die Gleichungen fiir die reellen Variablen u; lauten dann:
g = Aug+ 281uf + 2Boug(uZ + ul) + 2B2u0(u2 + ui)
+283ug(u + uj + uz + uj)
V2 By (urusuy + ususis + Ustigs + Ugligls
—U1UgU8 — UZUFUT — ULUFUL — u3u6u8) s (10136)
i = Auy+ V2 Baug(usur — ugus) + Bs(uzui — ugug — 2ususue)

ﬁ6u1(u7 + ug)
+253U0U1 + 5 U3U7 - Usug + 2U4U7U8)

—ﬁ6u1(u5 + ug

(10.137)

’Ilg = AUQ + \/_5471 Ususg + U6U7) + 65 (u5u4 — U4U6 + 2U3U5U6)

—Bous(uj + ug 56U2(U7 + u3)
_'_2/637,1/0“2

+Brusg (Ug +uy) + Bsug (U1 + uz)

ugu? — ugu? — 2uzuqu
7 8 3UTUS

—ﬁ6u3(u5 + ug ﬁ6u3(u7 + u8)
+2Bsudus + Bs(uruz — uyug + 2usuqus)

+Brus(ud + uj ﬁgug(u3 +ul),

(10.138)

(10.139)

g = Aug+ V2 Baug(ugur — usug) + Bs Uz — ugug — 2uiuste)

—56U4(U5 + ug 6u4(u7 + us)
+28supug + Bs(uguz — ugur + 2ugusug)
+Brug(ui + u3) + Bsua(ul + uj)

us = Aus+ 2ﬁ2u0u5 — ﬁ9u5(u5 + u6) + 2ﬁ3u5(u$ + u%)
+V2 Buug(urur — uzug + uss — uqus)
—Bous(ui + u3 + uj + uj)

—205(urusug — UrUuzts — UsUgUs — UsUzUs)

6) —
(
i)
(
6) —
Bs(
i)
iy = Aug — V2 Byug(usuy + ugug) + Bs(urul — urug + 2usuzug)
6) —
(
3) +
(
5) —
(
2)

(10.140)

(10.141)
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g = Aug+ 2Buiug — Boug(ui + ul) + 2Bsug(u + u3)

+V2 Baug(ugur + wguy — wyus — usus)

—Beug(ui + uj + u3 + uj)

—205(ugugus + Uizt + UstigU — UsUzUs) (10.142)
Uy = Aug+ 28uiur — Bour(uz + u3) + 2Bsu7(ui + up)

+V/2 Baug(uius — uzus + ugtg + ugp)

—Bour(ui + uj + uj + uf)

—205(uguqur — ujuzuy — Uglizliy — U UAUS) (10.143)
g = Aug+ 2Buius — Boug(u? + ul) 4 2Bsus(ui + ul)

—\/554100(%1106 + Uzl — UgUs + UglUs)

—Beus(ui + u3 + u3 + uj)

—255(U1U3U8 — U2U3U7 — UTUQUT7 — UQU4U8) . (10144)

10.7 Potential

Falls ein Potential V' existiert, lassen sich die Ordnungsparametergleichungen u;

i = —%ﬁ = K,({u;}) (10.145)

gewinnen. Fiir die Terme K;({u;}) miissen die Integrabilitidtsbedingungen

0K, _OK; ;.
8Uj N 8’&2 »J

=0,1,2,...,8) (10.146)

erfiillt sein. Bei neun Variablen sind dies 36 Integrabilitdtsbedingungen. Diese
sind séamtlich erfiillt. So ist beispielsweise

0Ky
8U5

0K

= 462UOU5 + \/§ﬁ4(U1U7 + UoUug — UzUT — U4U8) = 87 . (10147)
0

Das Potential zu den reellen Ordnungsparametergleichungen (10.136)—(10.144)
ergibt sich nach ldngerer Rechnung zu

A S _
V({w}h) = =5 u?—%ué—ﬁwﬁ(uéwé)—ﬂzu3<u$+u§>—ﬁ3u3<u?+u§+u§+ui)
=0
—\/5541&0(101%5107 + UgUsUg + UsUgUr + UsUcUT

—U1UeUS — U3U5UT — U4U5UZ — U3U6U8)

— 05 (uj — ug)(urus + upuy) — B5(u3 — ug) (urus — usty)
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—20surus(urty + ususz) — 2Bsusue(ugts — ugty)

1 _
51863 + ) + Bo(u + 1)) (uf +u3 + w5 + )

_%(uf ) (3 + ) — B(ul + ) (u2 + 1)
_bs [(u? +u3)? + (u3 + ui)?] + @(UQ +ug)® + @(UQ +ug)? (10.148)
1 1 2 3 4 4 U5 6 47 8/ - ’

10.8 Stationire Zustiande

Eine vollstindige analytische Bestimmung aller stationédren Zusténde der reellen
Ordnungsparametergleichungen (10.136)—(10.144) ist offensichtlich nicht moglich.
Wir wollen hier zeigen, dass die stationdren Zusténde retinotope Moden zulassen.
Dazu betrachten wir den Spezialfall

u17u27u57u67u77u8 — 0 (10149)

Dann lauten die Gleichungen fiir die nichtverschwindenden Amplituden ug, us,
uy4 nach (10.136), (10.139) und (10.140)

o = Aug+ 26uf + 263(uj + ui)ug
7:L3 = AUg + 253U3U3 + ﬁg(u§ + ui)ug s
iy = Aug+ 283uuy + Bs(ui + ul)uy . (10.150)
Aufgrund der Relation . .
s _ T (10.151)
us Uy
gelangt man analog zur Behandlung des Problems der Saite in Abschnitt 8.5.5 zu
konstanten Phasen, und damit w3 o< uy. Somit lésst sich obiges Gleichungssystem
von drei auf zwei Variablen reduzieren. Nach Einfiihren der neuen Variablen

£ = \Jud +u (10.152)

erhélt man die Gleichungen

Uy = Aug+ 261uf + 26380,
§ = AL+ 205u€ + BsE° . (10.153)

Daraus ergeben sich vier stationdre Losungen:

1. u0:§:0,
A

2. U():O, SQZ—ﬁ—,
8
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A
3.6=0, wl=-——,
6 0 261
58_253 2
4, y2 =2 2
0= 95, 25,

Wir zeigen nun, dass sich im letzten Fall, bei dem die ugp-Mode und die £-Mode
koexistieren, eine retinotope Mode ergibt. Mit (10.112), (10.115) und (10.121)
folgt ganz allgemein

Bs = b1+ Bs. (10.154)
Damit ergibt sich
1
ui = 3 £, (10.155)
In Gleichung (10.153) fiir den stationéren Fall eingesetzt erhédlt man mit (10.154)
A A
W= 2= 10.156
° 2(03 + Bs) O + Bs ( )
Dies liefert als Bedingung fiir die Koexistenz die Ungleichung
Bs+ P < 0. (10.157)

Weiterhin fordern wir, dass dieser Zustand stabil ist. Dazu betrachten wir das
Potential, dass sich aus (10.148) mit (10.149) und (10.152) zu

A g

V(ug, §) = —§(U(2) +&%) — Srup — Baupé? — 24

ergibt. Stabile Zustdnde des Potentials sind durch die Minima des Potentials
gegeben. Wir berechnen zunéchst die Determinante

¢ (10.158)

PV PV
G Duodt
p-| %uw Odudt (10.159)
oV oV
O, €2

sowie die zweite Ableitung 9%V/du?. Diese ergeben sich am Punkt (ug, &) von

(10.156) zu
B A _ A _ 2 2ﬁ3 - ﬁ8
b (\/ 285+ fs)’ \/ B3 + s ) A B3+ Bs (10.160)

0?V A A B3 — P8
s e = —2A . .
o3 (\/ 2<ﬁ3+58)’\/ ﬁ3+ﬁs> Mg (1010

Fiir die Existenz eines Extremums ist D > 0 zu fordern, bei einem Minimum
muss auflerdem die zweite Ableitung (10.161) ebenfalls positiv sein. Dies fiihrt
mit A > 0 und (10.157) zu den Ungleichungen

253 — 58 >0, 53 — 58 > 0. (10162)
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Die Ungleichungen (10.157) und (10.162) lassen sich umschreiben zu

Bg <0, [s<fBs<—0s, 2083>p%. (10.163)

Sind diese erfiillt, so konnen die ug- und die £&-Mode koexistieren. Wir geben die
Losung gleich in komplexen Variablen an, wobei wir fiir £ o. B. d. A. ugy = 0
annehmen. Dann ist geméaf (10.152) und den Transformationsformeln (10.125)

—11
\/ 53 + 58 =v 53 + 58 (10.164)

Damit ist der instabile Anteil gegeben durch

U, 7) = ,/—ﬁ[%(fm@( ) = Yo ()Y (7) = Y, (£)Yi(7)] . (10.165)

Nach dem Additionstheorem fiir Kugelflichenfunktionen (10.33) ist dies gerade
das Legendre-Polynom mit [ = 1:

P(t-7)=4/|— A t-7 (10.166)
53+ﬁ8 B B3 + B8 ' '

Das Minimum von U(f,#) ist gegeben, wenn £ und 7 antiparallel ausgerichtet
sind, der Abstand auf der Einheitskugel also maximal wird. Mit abnehmen-
dem FEinschlusswinkel v, der mit dem Skalarprodukt der beiden Vektoren geméaf
cosv = t - 7 zusammenhiingt, sinkt U (£, #), bis schlieBlich bei paralleler Ausrich-
tung das Maximum erreicht ist. Es handelt sich also ganz offensichtlich um eine
retinotope Mode.

ﬁ>

10.9 1-1-Retinotopie

Wir betrachten nun retinotope Zustdnde. Analog zur Situation bei der Behand-
lung der Saite, wo die retinotopen Zusténde durch Verbindungsgewichte der Form
w(t &) gegeben waren, fordern wir hier, dass das Verbindungsgewicht nur vom
Abstand der Punkte auf der Kugeloberfliche und damit vom Winkel abhéngt,
den t und # miteinander einschlieBen.

Die Frage, welche hoheren Moden zu (10.166) angeregt werden, ist einfach zu
beantworten. Die Legendre-Polynome bilden ein vollstéindiges Orthonormalsy-
stem [65]:
1
/ P(o)Pr(0)do = —>— 6w, (10.167)
“1
1

ij 20+ DP()Po) = o o). (10.168)
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Somit muss jedes Produkt von Legendre-Polynomen wieder als eine Linearkombi-
nation von Legendre-Polynomen darstellbar sein. Wir machen daher den Ansatz

o)

w(o) =Y (2+1)Z (o), (10.169)

wobei die Amplituden Z; nur von der Zeit abhidngen sollen.

10.9.1 Rekursionsgleichungen

Einsetzen von (10.169) in die Haussler-Gleichung (10.3) fithrt nach Ausfiihren der
Integrale auf

i(Zl +1)ZP(0) = « (1 - i(Zl +1)Z,P(o ) +Z (2l 4+ 1)Z,P,(0)

=0 =0 =0

x Y 2+ 1) Zu £ it (Pu(o) — Zu). (10.170)
1'=0
Aufgrund der Vollsténdigkeit (10.168) lassen sich die in (10.170) auftretenden
Produkte iiber Legendre-Polynome auf Linearkombinationen einzelner Legendre-
Polynome zuriickfiihren. Diese Zerlegung ist geméf [66, 8.915] durch

Pi(o)Py(o ZAH/ kPv_ok(o), 1T, (10.171)
k=0

mit den Koeffizienten
QA —i 2l + 20 — 4k +1 (2/{3 - 1)”
s Qg =
a4 —k 2l + 20 — 2k +1 k!
gegeben. Dabei ist die bei a; auftretende Doppelfakultéit wie folgt definiert:

Ay = (10.172)

n-(n—2)---5-3-1; n>0 ungerade,

nl=< n-(n—2)---6-4-2; n>0 gerade, (10.173)
1; n=-—1,0.
Beitrége zum Polynom P;(c) erhédlt man genau dann, wenn
I+ -1
k= % (10.174)

erfiillt ist. Mit den Orthonormalitétsrelationen (10.167) erhélt man folgende Re-
kursionsgleichung:
Q204+ 1)7 = aldo— 204+ 1)Z)] — (21 +1)Z(Z22 + 3fL fEZ?)
1 l//

+ Z(Zl' +1)Zy Z(Ql” + 1) Z i fih Z Ap i 1Ok 17 —-1) 12

I'=0 1"=0 k=0

+ Z 211/ + 1 Zl// l”fl” Z Al/ l// kék (l/+l// l . (10175)
=141



150 KAPITEL 10. KUGELOBERFLACHE

10.9.2 Spezielle Kooperationsfunktionen

Wir betrachten den Fall, dass die Kooperationsfunktionen (10.31), (10.32) in der
Form

L b guP -7 (10.176)

o 1 . .
er(t-1) = E[l +qrPy(t-1)], cr(F- 1) = o

vorliegen. Wegen P;(0) = o handelt es sich dabei um lineare Kooperationsfunk-
tionen. Mit v = qrqg/6 ist f{ ff¥ = 2v/3. Dann folgt fiir [ = 0

Zo=—(a+ Z5+27vZ3)(Zo — 1). (10.177)
Fiir [ # 0 ergibt sich
Q20+1)2 = —a@l+1)Z — 21+ 1)Z(Zy + 3fL fEZ?)
+(20+ 1) Z0Z1 Ao + 3fL 2020 — 1) Z1 1 Ay 110
32020+ 3) 2 Ay - (10.178)
Mit (10.172) erhilt man
Aoo = 1, (10.179)
l
A = — 10.1
1—1,1,0 2l 1 9 ( 0 80)
I+1
A = ——. 10.181
+1,1,1 2l+3 ( 8 )

Daher wird
IZ 1+ (1+1)Z
20+1

Dem Langzeitverhalten des Systems entsprechen die stationéren Zustédnde. Aus
(10.177) folgt sofort

Zy = —(a+ Z2+29Z) 2 + ZoZy + 2774 (10.182)

Zy=1. (10.183)
Fiir [ # 0 erhélt man dann im stationédren Fall
IZ 1+ (1+1)Z
20+ 1

Dies ist eine nichtlineare Rekursionsgleichung fiir die Amplituden Z;. Sie ldsst
sich aber durch Einfiihren der Variablen

(0 +2v23) 2 = 2v2,

(10.184)

a+2v73
= -'71 10.185
formal in die lineare Rekursionsgleichung
(+D)Z =L+ VYuzy+12 4, 1>1 (10.186)

umformen. Damit haben wir ein nichtlineares Problem auf ein lineares Problem
zuriickgefiihrt, wobei (10.185) eine Selbstkonsistenz-Bedingung darstellt. Das be-
deutet, dass die Losung Z;(u) der Gleichung (10.186) im Fall [ = 1 mit (10.185)

konsistent sein muss.
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10.9.3 Erzeugende Funktion

Gesucht sind nun die Funktionen Z;(u). Dazu berechnen wir die erzeugende Funk-
tion von Z;(u), d. h. die Funktion

E(z,u) =Y Z(u)a'. (10.187)
1=0
Es gilt dann mit (10.183)
E(0,u) = Zo(u) = 1. (10.188)

Ziel ist zunéchst die Bestimmung der Differentialgleichung fiir F(z, u) mit der Ne-
benbedingung (10.188). Ausgangspunkt dafiir ist die Rekursionsformel (10.186).
Multiplikation auf beiden Seiten mit ' und Summation iiber alle [ > 1 liefert fiir
die linke Seite

i(z + D)2 Z(u) = 83 E(x,u) — Zy(u) . (10.189)

X
=1

Auf ahnliche Weise erhilt man fiir die Terme der rechten Seite

o0

Z(Ql + Duz'Zy(u) = quag E(z,u) +uE(z,u) —uw,  (10.190)
x
=1
T 2 0
- Zl:p Zi1(u) = —=z E E(z,u) —zE(x,u), (10.191)
=1

womit sich fiir F(z,u) die gesuchte Differentialgleichung zu

OFE(z,u)
Ox

ergibt. Dies ist eine nichtlineare, partielle, inhomogene Differentialgleichung erster
Ordnung. Das stellt einen wichtigen Unterschied zur Berechnung der Erzeugen-
den im Fall der Saite dar. Dort erhielt man fiir die Erzeugende die algebraische
Gleichung (8.180), mit deren Hilfe man diese sofort angeben konnte.

(2% — 2ux + 1) =(u—a)E(x,u)+ Z(u) —u (10.192)

Zunéachst bestimmen wir fiir (10.192) die homogene Losung:

OFhom(x, u)
ox

Daraus folgt nach Trennung der Variablen und Integration

(2% — 2uz + 1) = (u— ) Epom(z,u) . (10.193)

u—2x

—d 10.194
2 —2ur+1 T ( )

In Fyom(z,u) = C(u) +/

was sich unmittelbar integrieren lédsst zu

In Epom (2, u) = C(u) — %m(:c? —2uz +1). (10.195)
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Dabei ist C(u) eine Integrationskonstante, die noch von u abhéngen kann. Mit
K (u) = exp[C(u)] lautet die homogene Losung dann

K(u)
ViZ —2ur +1

Als Néchstes bestimmen wir eine partikuldre Losung, die wir mit der Methode
der Variation der Konstanten als

Ehom(z,u) = (10.196)

K(x,u)

Eoort(x,u) = 10.197
e ) = e T T (10.197)
ansetzen. Einsetzen in (10.192) fithrt auf die Differentialgleichung
oK Z —
@w) A4 —u (10.198)

or 22 —Qur+1’

deren Losung sich mit [66, 2.261] zu

K(z,u) = [Z1(u) — u] In[2v/2? — 2uz + 1 + 2(x — u)] (10.199)

V2 —2ur+1

ergibt. Damit lautet die gesamte Losung

E(z,u) = Epom(z,u) + Epart(x, w) (10.200)
wie folgt:

E(o,u) = K(u) + [Z1(u) — u] In[2v/2? — 2uz + 1 + 2(x — u)] . (10.201)

Va?—2uxr+1
Mit der Bedingung (10.188) erhélt man K (u) zu

K(u)=1-[Z1(u) — u]In(2 — 2u) (10.202)

und damit

Vr2 — 9 1 —
1+ [Zy(u) — u] In x ur+1l+z—u

Bz, u) = 1 —u . (10.203)
Vi —2ur+1

10.9.4 Zerlegung der Erzeugenden

Zur Bestimmung der unbekannten Funktion Z; (u) fithren wir folgende Uberlegung
durch. Die Rekursionsformel (10.186) ist fiir die Legendre-Polynome sowohl erster
Art Py(u) als auch zweiter Art (;(u) giiltig. Somit ist es naheliegend anzunehmen,
dass sich obige Erzeugende (10.203) als Linearkombination der Erzeugenden der
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Legendre-Polynome erster und zweiter Art darstellen ldsst. Diese sind gemé$ [66,
8.921] und [66, 8.791] durch

= 1
Ep(x,u) = Puw)z! = , 10.204
Vi —2ur+14+u—=x
00 In T
Eo(z,u) = w)rl = Cll : 10.205
gegeben. Wir betrachten in (10.203) zunéchst den folgenden Term:
| Va2 —2ur+1+z—u
n )
1—u
Nach Erweitern mit v 22 — 2ux + 1 + u — 2 in Zahler und Nenner hat man
1 — u?
In
(1 —w)[Va? —2ux + 1+ u — x]
u—+1 u? —1
= In .
u—1 Va2 —2ur+14+u—=zx
1 1 — vz —2 1
e P M et NI 1)
2 u — ]_ u2 — 1
Mit dem Legendre-Polynom zweiter Art fiir [ = 0 [67]
1. uw+1
— 2] 10.207
Qolu) = 51 1 (10.207)
folgt dann
Vi —uz + 1+ o — s+ V2 —Zuz 1
Y T I T TN o ) — i LBV T AL g 90g)

l—u u? —1

Damit lédsst sich schliefllich die Erzeugende (10.203) in der Form
E(z,u) = {1+ [Z1(u) — u]Qo(u) } Ep(z,u) — [Z1(u) — u]Eg(z,u)  (10.209)
schreiben. Der Vergleich mit (10.187) liefert somit
Zi(u) = {1+ [Z1(w) = u]Qo(u)} Pi(u) = [Z1(u) — u]Q(u). (10.210)

10.9.5 Randbedingungen

Fiir den Ansatz (10.169) ist zu fordern, dass die Summe konvergiert. Da die
Legendre-Polynome P,(o) nicht mit wachsendem [ verschwinden, muss infolge-

dessen
lim Z;(u) =0 (10.211)

[—0o0
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Py(u) Qi(u)

1 U 1 U

Abbildung 10.1: Die Legendre-Polynome erster und zweiter Art, F(u) und Q;(u), auf-
getragen fiir u > 1. Fir u | 1 gilt P(1) = 1, wéhrend @Q;(u) dort divergiert. Wichtig
beziiglich der Randbedingungen fiir Z;(u) ist das unterschiedliche Verhalten fiir stei-
gende [-Werte: P;(u) divergiert geméf (10.212), wéihrend Q;(u) gegen Null konvergiert.

gelten. Die Reihe der Werte der Legendre-Polynome erster Art mit festem u > 1
divergiert fiir { — oo geméB [66, 8.917]
Py(u) < Pi(u) < Py(u) < ...< Py(u)<..., u>1. (10.212)

Die Legendre-Polynome zweiter Art hingegen konvergieren gegen Null (siehe Ab-
bildung 10.1). Daraus folgt mit (10.210)

1+ [Z1(u) — u]@Qo(u) = 0. (10.213)
Mit der Beziehung
Q1(u) = g In Z J_r 1 —1=uQo(u) —1 (10.214)
ist dann
Zi(u) = g:)éz; : (10.215)
Damit erhélt man 1
—[Z1(u) —u] = Qo) (10.216)

und somit als Endergebnis fiir (10.210):

Za() = L) (10.217)

10.9.6 Losung

Eingesetzt in (10.169) gelangen wir somit zur Losung

Qol(u) > @+ D)Qu(u)P(o). (10.218)

w(o) =
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1 U

Abbildung 10.2: Der Zusammenhang zwischen dem Kontrollparameter « und der
GroBe u geméB der transzendenten Gleichung (10.222).

Dann folgt mit der Formel [66, 8.791]

- 1
E 2l+1)Qi(u)P(o) = — (10.219)
1=0
sowie (10.207) fiir das Verbindungsgewicht
2 ut+1\7"
= 1 . 10.22
w(o) u—a(nu—1> (10.220)

Nun héngt aber u geméf der Selbstkonsistenz-Bedingung (10.185) von a ab. Wir
16sen (10.185) nach Z; auf und vergleichen mit dem Ergebnis (10.215) fiir Z;:

L u u? o« w+1\""
zi=2p [ 2z —u—2(l . (10.221)
2 4 2y u—1

Gleichsetzen und Quadrieren fiithrt auf

1\ 1!
S s 2 (2t —ul . (10.222)
27y u—1 u—1
Diese transzendente Gleichung zwischen o und u ist in Abbildung 10.2 graphisch
dargestellt.

10.9.7 Grenzfille

Im Fall u | 1 folgt mit

-1
lim (m vt 1) =0 (10.223)

ull
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w(o)

a3 < (g <

a3

%CX 1
N —

—1 0 +1

Abbildung 10.3: Das Verbindungsgewicht fiir verschiedene Werte des Kontrollparame-
ters «. Fiir sinkendes « steigt das Verbindungsgewicht im Bereich ¢ = 41 stark an,
wéhrend es fiir kleinere Werte abnimmt. Im Grenzfall o — 0 geht w(o) gemé8 (10.231)
in eine Delta-Funktion iiber.

unmittelbar
«

lim 5~ = 0. (10.224)

Den Grenzwert fiir grole u-Werte bestimmen wir mit der Umformung

1+1/u
o 2t 4

1-1/u
= 2 10.225
2y 1 (ln }4_};“)2 ( )
und der Entwicklung [66, 1.513]
1+ = 1
1 =2 L 2P <1 10.226
R ;Qk—lx o ( )
Dies in (10.222) eingesetzt ergibt mit x = 1/u
a s+ (1/u)+ .. (10.227)
2y 14+ 2(1/u)?+...
Fiir den Grenzfall u — oo erhélt man
«Q 1
lim — = —. 10.228
Jm =3 (10.228)

Fiir den Fall u | 1 betrachten wir den Fall o # w. Dann gilt

-1
lim —2 (m““) ~0. (10.229)

wll U — O u—1
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Schliefllich integrieren wir noch w(e) fiir u | 1 iiber alle o

1

1
2 1\ 1\
lim (lnu+1) dazlim—Z(lnu+1) In(u—o0)| =2.

ull U—ao U — ull U —
-1 1
(10.230)
Das bedeutet, dass w(c) in eine J-Funktion iibergeht:
w(o) =40(c —1). (10.231)

Auch im Fall der Kugel erhélt man somit eine retinotope 1-1-Projektion genau
dann, wenn die homogene, undifferenzierte Bildung neuer Synapsen auf dem Tec-
tum zum Stillstand gekommen ist, wenn also a = 0 gilt.

Damit haben wir den Nachweis erbracht, dass die verallgemeinerten H&ussler-
Gleichungen (5.5) wie im Fall der Saite auch fiir sphéirische Mannigfaltigkeiten
die Emergenz einer retinotopen Ordnung beschreiben. Bemerkenswert sind zudem
die weiteren Parallelen, die sich bei der Analyse von Saite und Kugel zeigen. Dazu
gehoren neben dem Verschwinden des quadratischen Terms (8.29) bzw. (10.55) in
den jeweiligen Ordnungsparametergleichungen die Existenz eines reellen Poten-
tials (8.147) bzw. (10.148). Aufgrund der zu Beginn dieses Kapitels erwéhnten
realen Geometrie von Retina und Tectum geht das Ergebnis fiir die Kugel jedoch
wesentlich iiber das der Saite hinaus. Wahrend die Saite nur als stark vereinfach-
tes Modellbeispiel dient, kann die Analyse sphérischer Mannigfaltigkeiten fiir sich
in Anspruch nehmen, die biologische Realitdt in deutlich addquaterer Weise zu
beriicksichtigen.






Kapitel 11

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit haben wir unter anderem den Nachweis gefiihrt, dass sich die
synergetische Analyse in Ref. [9] auf kontinuierliche Mannigfaltigkeiten beliebiger
Geometrie und Dimension verallgemeinern lédsst. Dabei haben wir Mannigfaltig-
keiten unterschiedlicher Méchtigkeit betrachtet. Damit erweisen sich die biolo-
gisch unplausiblen Beschrankungen aus [9] auf eindimensionale Zellgruppen, die
zudem noch die selbe Anzahl von Zellen besitzen, als iiberfliissig. Die aus un-
serer Analyse resultierenden allgemeinen Ordnungsparametergleichungen stellen
ein wesentliches neues Ergebnis dar und bilden den Ausgangspunkt fiir die Un-
tersuchung verschiedener Geometrien im zweiten Teil dieser Arbeit. Wir konnten
darin nachweisen, dass sich im kontinuierlichen Fall der Saite vollig analoge Re-
sultate ergeben wie im Fall der diskreten linearen Kette in [9], wobei wir dariiber
hinaus eine perfekte 1-1-Retinotopie auch fiir Saiten unterschiedlicher Langen
erhielten. Bei der Erweiterung auf zweidimensionale euklidische Mannigfaltig-
keiten anhand der Ebene zeigten wir, dass diese nicht in trivialer Weise in die
beiden Dimensionen entkoppelt, sondern komplexere Eigenschaften aufweist. Ins-
besondere fiihrte die Betrachtung des Spezialfalls zweier koexistierender Moden
dazu, dass die Beschrankung auf monoton fallende Kooperationsfunktionen auf-
gehoben werden musste. Der Einfluss der Moden zweiter Ordnung fiihrt zu einer
Verstarkung des retinotopen Charakters der Projektion zwischen Retina und Tec-
tum. Als ein Anwendungsbeispiel nichteuklidischer Geometrien betrachteten wir
sphérische Mannigfaltigkeiten. Dabei konnten wir explizit zeigen, dass bestimm-
te stationdre Losungen der Ordnungsparametergleichungen analog zur Saite einer
perfekten 1-1-Retinotopie entsprechen.

Abschlieflend sollen noch einige offene interessante Fragestellungen angesprochen
werden, die in Zukunft untersucht werden sollten.

Die vorliegende Arbeit behandelt die selbstorganisierte Emergenz retinotoper Ver-
bindungen zwischen Mannigfaltigkeiten verschiedener Geometrie. Dabei ist es ei-
nerseits gelungen, die generischen Eigenschaften analytisch zu untersuchen, die
unabhéngig von der speziellen Geometrie auftreten. Andererseits wurden exem-
plarisch sphéarische Mannigfaltigkeiten diskutiert, da sie durch die reale Form von
Retina und Tectum nahegelegt werden. Zur Motivation der Arbeit kann man

159
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Abbildung 11.1: Die Pseudosphire stellt eine Mannigfaltigkeit mit negativer
Kriimmung dar. Im Gegensatz zu den in dieser Arbeit betrachteten euklidischen und
sphérischen Mannigfaltigkeiten ist sie nicht beschrénkt, sondern strebt fiir kleine Werte
von x und y unendlichen z-Werten zu.

aber auch die folgende differentialgeometrische Betrachtung anstellen. Wir for-
dern, dass die zugrundeliegenden Mannigfaltigkeiten homogen und isotrop sind,
sodass sie durch eine konstante Kriimmung « charakterisiert werden. Solche Man-
nigfaltigkeiten treten beispielsweise in der Allgemeinen Relativitétstheorie bei
kosmologischen Modellen auf, die durch die stationdre Robertson-Walker-Metrik
beschrieben werden [68]. Man unterscheidet bei homogenen und isotropen Man-
nigfaltigkeiten je nach dem Wert der Kriimmung drei Félle. In dieser Arbeit wird
der Fall euklidischer Mannigfaltigkeiten mit x = 0 und sphérischer Mannigfaltig-
keiten mit x > 0 behandelt. Eine Betrachtung von Mannigfaltigkeiten negativer
Kriimmung fiithrt auf die Pseudosphére (sieche Abbildung 11.1). Diese ist durch
die folgende Parameterdarstellung mit 0 < u < 27 und 0 < v < 7 gegeben [69]:

xr =cosusinv, y=sinusinv, z:cosv+ln(tang>. (11.1)

In der Umgebung der z-Achse strebt die z-Koordinate gegen unendliche positive
und negative Werte. Die Oberfliche der Pseudosphére ist deshalb unbeschrénkt.
Das Ma$ (5.4) dieser Mannigfaltigkeit ist dann keine endliche Gréfie mehr. Damit
stellt sich die Frage, ob unser in Teil II dieser Arbeit entwickelter Formalismus
auch auf die Pseudosphire anwendbar ist. Ein Problem betrifft die Normierung
der Eigenfunktionen. Weiterhin ist zu erwarten, dass das Eigenwertspektrum in-
folge der unbeschrankten Mannigfaltigkeit kontinuierliche Werte annimmt. Das
bedeutet, dass in der Umgebung einer Instabilitéit keine Zeitskalenhierarchie auf-
tritt. Eine Trennung der Moden in instabile und stabile Moden mit adiabatischer
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Elimination der letzteren ist somit nicht moglich. Die Anpassung der synergeti-
schen Analyse auf solche Eigenwertspektren stellt somit eine grofie Herausforde-
rung dar.

Unsere allgemeinen Ordnungsparametergleichungen sind fiir eine beliebige insta-
bile Mode (A%, \%) giiltig (sieche Abschnitt 7.5). In den hier untersuchten Anwen-
dungsbeispielen gilt unser Augenmerk jedoch dem Nachweis der Existenz reti-
notoper Moden. Die Analyse fiir den Fall, dass nichtretinotope Moden instabil
werden, stellt deshalb eine weitere Aufgabe dar. Es ist insbesondere zu untersu-
chen, unter welchen Umstédnden nichtretinotope Zusténde die retinotope Ordnung
zerstoren kénnen. Von besonderem Interesse ist in diesem Zusammenhang auch
die Frage, ob dafiir pathologische Entsprechungen in der Biologie bekannt sind.

Die Kooperationsfunktionen cr(t,t'), cg(r,r’) sind mit den Verbindungen zwi-
schen den Zellen innerhalb der jeweiligen Mannigfaltigkeit My bzw. Mg ver-
kniipft (siche Abschnitt 3.3). Dabei wird vorausgesetzt, dass die lateralen Verbin-
dungen bereits fest etabliert sind und sich nicht mehr verédndern kénnen. Folglich
sind auch die Kooperationsfunktionen zeitunabhéngig. Zu kléaren wiére, ob die la-
teralen Verbindungen tatsdchlich unverédnderlich sind, oder ob hier — wie in vielen
anderen Teilen des Nervensystems — eine gewisse Plastizitét existiert. Unabhéngig
von dieser Frage sind die Verbindungen zumindest in einem frithen Stadium der
Ontogenese zeitlich verénderlich. Somit stellt sich die Aufgabe, eine selbstkonsi-
stente Theorie fiir die Kooperationsfunktionen zu entwickeln. Diese sollte dann
auch in der Lage sein, auf der Grundlage bestimmter Modellvorstellungen iiber
die lateralen Verbindungen Aussagen beziiglich der Abstandsabhéngigkeit der
Kooperationsfunktionen zu liefern. In Ermangelung einer solchen selbstkonsisten-
ten Theorie mussten in dieser Arbeit die Kooperationsfunktionen durch ad-hoc-
Annahmen festgelegt werden.

Als Ausgangspunkt unserer synergetischen Analyse dienen die verallgemeiner-
ten Héussler-Gleichungen (5.5). Diese sind vollkommen deterministisch. In realen
Systemen hingegen treten immer auch Fluktuationen auf. Diese kleinen Schwan-
kungen riithren von verschiedenen Ursachen her, die wir kurz im Hinblick auf unser
biologisches System diskutieren wollen.

Das Geschehen auf der Ebene einzelner Atome bzw. Molekiile wird durch die
Gesetze der Quantenmechanik bestimmt und ist damit indeterministischer Na-
tur. Ob solche zufilligen Ereignisse auf der Quantenebene fiir neurophysiologi-
sche Prozesse irgendeine Bedeutung haben, wie von manchen Autoren vorge-
schlagen [70-73], ist allerdings sehr umstritten. Weitere Ursachen von Fluktua-
tionen liegen in der Vielteilchennatur begriindet, beispielsweise treten zufillige
Dichteschwankungen von Molekiilen auf. So kénnten kleinste Konzentrations-
unterschiede freigesetzter Neurotransmitter dazu fithren, dass die Verbindungs-
gewichte einen teilweisen Zufallscharakter erhalten. Eine weitere Ursache von
Fluktuationen sind Prozesse, die bei der Modellbildung unberiicksichtigt bleiben.
Gerade in komplexen biologischen Systemen wird die zeitliche Dynamik durch
eine Vielzahl miteinander wechselwirkender physiologischer Prozesse bestimmt.
Diese wiederum werden durch ein kompliziertes Zusammenspiel genetischer und
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umweltbedingter Faktoren beeinflusst. Es ist deshalb nicht mdglich, sdmtliche
Determinanten eines biologischen Vorgangs wie z. B. der Anderung von Verbin-
dungsgewichten vollstédndig und detailliert zu beriicksichtigen. Fiir unser Modell
der Selbstorganisation retinotoper Verbindungen bedeutet dies, dass neben den in
den verallgemeinerten H&ussler-Gleichungen beschriebenen Prozessen noch zahl-
reiche weitere Einfliisse existieren, die in nicht vorhersagbarer Weise Schwan-
kungen der Verbindungsgewichte w(t,r) verursachen. Denkbar wéren in diesem
Zusammenhang Wechselwirkungen mit anderen wéhrend der Ontogenese ablau-
fenden biochemischen Prozessen oder Schwankungen in der Bereitstellung der fiir
den Aufbau synaptischer Kontakte notwendigen Substanzen wie z. B. Aminoséur-
en. Der Einfluss sémtlicher Fluktuationen wird héufig dadurch beriicksichtigt,
dass man zum deterministischen Anteil eine stochastische Kraft addiert (siche
Gleichung (4.1)). Fluktuationen spielen eine fundamentale Rolle in der Umge-
bung von Instabilitdtspunkten. Dazu betrachten wir noch einmal das Potential
der Saite in der Abbildung 8.3. Bei einer rein deterministischen Beschreibung
sind die beiden Minima voéllig gleichberechtigt. Erst kleinste Schwankungen in
den Anfangsbedingungen von & und 7 fithren zu einer Symmetriebrechung, so-
dass das System in eines der beiden Minima iibergeht. Somit haben wir implizit
bereits hier Fluktuationen mitberiicksichtigt. Die ausfiihrliche Analyse der Ein-
fliisse solcher Fluktuationen erfordert allerdings, eine stochastische Kraft bereits
in den verallgemeinerten H&ussler-Gleichungen zu verwenden. Dabei ist es eine
nichttriviale Aufgabe, die synergetische Vorgehensweise wie z. B. die adiabatische
Elimination stabiler Moden, auf stochastische Systeme zu erweitern [74].

Ein weiterer wissenschaftlich interessanter Aspekt liegt in der Untersuchung dyna-
mischer Systeme mit zeitlicher Verzogerung. Meist léasst sich die zeitliche Entwick-
lung einer physikalischen Grofle zu einem bestimmten Zeitpunkt in Abhéngigkeit
dieser und eventuell weiterer physikalischer Grofien zum selben Zeitpunkt darstel-
len. Retardierungseffekte sind dann entweder nicht vorhanden oder vernachléssig-
bar. Doch dies ist nicht immer der Fall. Ein bekanntes physikalisches Beispiel, bei
dem diese Effekte beriicksichtigt werden miissen, sind die retardierten Potentiale
der Elektrodynamik, in denen explizit die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit
elektromagnetischer Wellen eingeht. Auch in synergetischen Systemen kénnen sol-
che zeitlichen Verzogerungen infolge vom Laufzeiteffekten oder anderen Ursachen
auftreten. Dabei koénnen zeitliche Verzogerungen einen Ubergang zu chaotischem
Verhalten verursachen, andererseits konnen zeitliche Verzégerungen aber auch das
Auftreten chaotischen Verhaltens verhindern [75,76]. Eine Analyse der Anwend-
barkeit synergetischer Konzepte auf solche Systeme findet sich in [54,55,57]. Da-
bei wurden speziell Delay-Differentialgleichungen untersucht, die eine Unterklas-
se der retardierten Funktionaldifferentialgleichungen darstellen [77]. Die konkrete
Realisierung an einem Beispiel aus der Elektrotechnik, dem zeitlich verzoger-
ten Phasenregelkreis erster Ordnung, wird in [54-56] analytisch, numerisch und
experimentell ausfiihrlich diskutiert. In Bezug auf die Selbstorganisationsprozes-
se neuronaler Verbindungen existieren sicherlich zeitliche Verzogerungen. Grund
hierfiir sind die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit neuronaler Signale sowie
die endliche Dauer der physiologischen Prozesse, die zu einer Verstarkung oder
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Abschwéchung einer synaptischen Verbindung fithren. Daher wére es lohnend,
zeitliche Verzogerungen in den verallgemeinerten Haussler-Gleichungen (5.5) zu
beriicksichtigen und deren Einfluss auf die Emergenz retinotoper Verbindungen
zu studieren.






Kapitel 12

Summary

12.1 Introduction

This work is devoted to a fundamental biological problem of pattern formation.
In the course of ontogenesis of vertebrate animals well-ordered neural connections
are established between retina and tectum, a part of the brain which plays an
important role in processing optical information. At an initial stage of ontogenesis
the ganglion cells of the retina have random synaptic contacts with the tectum. In
the adult animal, however, neighbouring retinal cells project onto neighbouring
cells of the tectum (see Figure 1.1). Such retinotopic projections are also realized
between the retina and the corpus geniculatum laterale as well as the visual
cortex, respectively. Furthermore, there are analogous ordered projections in other
parts of the nervous system. Neighbouring mechanoreceptors of the skin, e.g., are
connected with neighbouring cells of the somatosensorial cortex. This is called
somatotopy. In the case of tonotopy similar frequencies excite neighbouring cells
of the auditorial cortex, i.e. a topographic representation of tone frequencies is
realized (see Chapter 2).

In the early 1940s, Sperry performed a series of pioneering experiments in the
visual system of frogs and goldfish. Fish and amphibians can regenerate axonal
tracts in their central nervous system, in contrast to mammals, birds and reptiles.
Sperry crushed the optic nerve and found that retinal axons reestablished the sa-
me retinotopically ordered pattern of connections in the tectum. Even if the eye
was rotated by 180 degrees, the retinal ganglion cells grew back to their original
destinations in the tectum (see Figure 2.3). Thus, in the early 1960s Sperry pre-
sented his chemoaffinity hypothesis which proposed that the retinotectal map is
set up on the basis of chemical markers carried by the cells. The most fundamen-
tal form of this hypothesis was the idea that each tectal location is labeled by a
different recognition molecule. Further experiments, however, suggested that the-
re are gradients of cell surface molecules to which growing retinal axons respond
in the tectum to establish the basic axes of the map.

Based on these physiological studies, some time ago the group of von der Mals-
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burg investigated the rearranging of the initially disordered synaptic contacts
into a precise topological projection. They presented a sorting mechanism which
solves the problem. The basic notion of this mechanism is the following: Once a
fibre has already grown from retina to tectum, the fibre moves over the tectum
by strengthening its synaptic contacts in some parts of its ramification and by
weakening them in others. These modifications are governed by two contradictory
rules. The first rule is due to cooperative interactions between synaptic contacts,
whereas the second rule is a consequence of competitive interactions. On the one
hand, contacts on neighbouring tectal cells stemming from fibres of neighbouring
retinal ganglion cells support each other to be strengthened. On the other hand,
contacts starting from one retinal cell or ending at one tectal cell compete with
each other. A detailed analytical treatment by Héussler and von der Malsburg
was able to describe the generation of retinotopic states from an undifferentiated
initial state [9]. In that paper retina and tectum were treated as one-dimensional
discrete cell arrays. The analysis was performed by using the methods of syner-
getics, which provides effective analytical methods to study self-organization in
complex systems.

There are three essential reasons which motivate a more general approach. First,
neurons usually do not establish 1-dimensional arrays but 2- or 3-dimensional
networks. Hence the 1-dimensional model of Haussler and von der Malsburg can
only serve as a simplistic approximation of the real situation. Secondly, we want
to include cell sheets of different extent, which is a more realistic assumption than
neural sheets with the same number of cells. The third reason is that a general
model is able to demonstrate what is generic, i.e. what is independent of the
special geometry of the problem.

Thus, this thesis generalizes the Héaussler equations to continuous manifolds,
i.e. we neglect the discrete nature of neurons, of arbitrary geometry with non-
Euclidean metrics. The change to continuous variables is reasonable because of
the high cell density, i.e. the cells lie close together in a relatively small zone. Cell
sheets normally exist of at least thousands of cells. We are not interested in the
dynamics of the single cell but in the evolving global spatio-temporal patterns of
the system. Furthermore, continuous variables will be helpful to describe retino-
topic projections between manifolds of different magnitudes, e.g. two strings of
different lengths. In the case of discrete cell arrays with different cell numbers it
is not clear what a perfect retinotopy means, whereas in the continuous case a
perfect 1-1-projection can be described without offending against the bijectivity
of the projection. We proceed in a phenomenological manner and abdicate of a
microscopic derivation of the underlying equations.

12.2 Model

The two cell sheets retina (R) and tectum (7") are represented by general mani-
folds Mg and Moy, respectively [58]. Every ordered pair (¢,r) with ¢t € My, r €
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M is connected by a connection weight w(t,r). The equations of evolution of
these connections are assumed to be given by a generalization of the Hdaussler
equations (5.5). The cooperativity functions cp(t,t'), cr(r,r’) represent measures
for the connectivity within each manifold. We regard them as time-independent,
given properties of the manifolds which are only limited by certain global cons-
traints. For instance, we assume that they are positive, symmetric with respect
to their arguments, and normalized. The cooperation strength depends on the
distance between two points of the manifold. This requires a measure of distance,
i.e. metrics, which in turn define the Laplace-Beltrami operators (6.11) on the
manifolds. Their eigenvalue problems yield a complete orthonormal system, and
the generalized Héussler equations are most conveniently transformed to this new
basis.

12.3 Synergetic System Analysis

The generalized Haussler equations are autonomous, nonlinear, and deterministic
integral equations. A complete analysis of these equations is not possible. The-
refore we restrict our investigations to the vicinity of stationary states, where we
apply the methods of synergetics (see Chapter 4). The initial state of ontogene-
sis with randomly distributed synaptic contacts is described by the stationary
uniform solution of the generalized Héussler equations wq(t,r) = 1.

12.3.1 Linear Analysis

Our first aim is to analyze the stability of the stationary uniform solution. To this
end we introduce the deviation v(t,r) = w(t,r) — wo(t,r) and rewrite the genera-
lized Haussler equations by keeping, for the present, only terms linear in v(t,r).
This leads to the spectrum of eigenvalues (6.43), which turn out to be determi-
ned by the expansion coefficients of the cooperativity functions. By changing in a
suitable way the control parameter in the generalized Haussler equations, which
is the growth rate o of new synapses onto the tectum, the real parts of some ei-
genvalues become positive. Thus the system can be driven to the neighbourhood
of an instability point. In this region the absolute values of the eigenvalues of the
unstable modes are much smaller than those of the stable modes (see Figure 4.1).

12.3.2 Nonlinear Analysis

The linear stability analysis gives rise to a decomposition of the deviation from
the stationary uniform solution v(t,7) near the instability in unstable and stable
contributions. By inserting this decomposition in the nonlinear H&aussler equations
(5.5), we obtain equations for the mode amplitudes of the unstable and stable
modes, respectively. In the vicinity of the instability point the system generates a
time-scale hierarchy, i.e. the stable modes evolve on a faster time-scale than the
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unstable modes. This leads to the slaving principle of synergetics: the stable modes
are enslaved by the unstable modes. In the literature this enslaving S = h(U) is
usually achieved by invoking an adiabatic elimination of the stable modes, which
amounts to solving the equation S = 0. However, the mathematically correct
approach for determining the center manifold h(U) is to determine it from the
corresponding evolution equations for the stable modes [54,55]. It can be shown
that only for real eigenvalues this approach leads to the same result obtained by
the approximation S = 0.

Thus it is possible to reduce the original high-dimensional system to a low-
dimensional one which only contains the unstable amplitudes. The general form
of the resulting order parameter equations is independent of the geometry of the
problem (see Section 7.5). It contains typically a linear, a quadratic and a cubic
term of the order parameters. As usual in synergetics, the coefficients in these
equations in general consist of two parts, one stemming from the order parame-
ters themselves and the other representing the influence of the center manifold
on the order parameter dynamics.

Finally we demonstrate the validity of the circular causality chain of synergetics
for our system (see Figure 12.1). On the one hand, the order parameters, i.e. the
few amplitudes Uy of the slow evolving linear unstable modes vyu, determine
the dynamics of the many stable mode amplitudes Sys of the fast evolving stable
modes vys. On the other hand, through the center manifold the stable amplitu-
des retroact to the order parameters. This characteristic behaviour of synergetic
systems in the vicinity of an instability point is termed circular causality.

12.4 Applications

The order parameter equations for the generalized Héussler equations are a cen-
tral new result of this work, and serve as a starting point of the analysis of
selforganization in cell arrays of different geometries. Specifying the geometry
means inserting the corresponding eigenfunctions of the Laplace-Beltrami ope-
rators in the order parameter equations. The simplest example is given by two
one-dimensional manifolds, i.e. strings (see Chapter 8). The string plays an im-
portant role in many fields of theoretical physics, e.g. in solid state physics and in
quantum field theory. In contrast to more complicated geometries an analytical
treatment for strings is often possible. However, in order to give a more realistic
description of the cell sheets we also consider two-dimensional manifolds, namely
planes in Chapter 9, and spheres in Chapter 10.

12.4.1 String

Why do we investigate strings given the fact that Hédussler and von der Mals-
burg already treated linear chains in detail? There are several arguments to do
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few mode amplitudes U«
of the slow

linear unstable modes vy«

order parameter order parameter equations
slaving principle Usi = AyuUpe
center manifold S = h(U) +Gu (U, W(U), )

many mode amplitudes S)s
of the fast

linear stable modes v,s

Figure 12.1: Circular causality chain of synergetics for the order parameter equations
of the generalized Haussler equations (5.5). Here the notation of Chapter 4 is used, i.e.
A" = (N, M%) and A* = (Ar, Agr). The control parameter o denotes the growth rate of
new synapses onto the tectum.

this. Although one would expect that the results for two strings may turn out to
be very similar to the case of discrete linear chains, this has to be proven. Fur-
thermore, the comparison between the two results serves as a test for our more
general approach: analogous results would be a strong indication for the correct-
ness of our general model. The most important argument for the treatment of
strings, however, is that we want to proceed in a more general way than Ref. [9].
Instead of discrete cell arrays with the same number of cells, we consider here
continuously distributed cells on strings of different lengths [59]. In contrast to
Ref. [9], we do not restrict our investigations to monotonically decreasing coope-
rativity functions, which implies that we also have to consider arbitrary unstable
modes (A%, \%). Because every eigenstate A} and A} is twofold degenerated, we
have to calculate four order parameter equations. With the approach developed in
Chapters 5 to 7 we are able to reduce it to the calculation of the general order pa-
rameter equation for Uy yu. It is shown that the quadratic term vanishes, and we
derive selection rules for the appearance of cubic terms. These conditions (8.37),
(8.38) are an essential simplification for the calculation of the order parameter
equations. Transformation to real variables leads to constant phase-shift angles.
This way we reduce the system to two variables, which correspond to the am-
plitudes of two diagonal modes (see Figure 8.1). These two modes compete with
each other, until one of them vanishes. This situation can be illustrated with the
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help of the potential for the real order parameter equations (see Figure 8.3). The
originally stable uniform state becomes unstable and the system settles into one
of the two minima.

After one of the diagonal modes has won, only diagonal modes are excited that
contribute to the sharpening of the diagonal. For instance, if the mode (A, \},) =
(1,1) wins, all higher modes (A}, A%) = (2,2),(3,3),... are excited (see Figu-
re 8.4). Therefore, we make the ansatz (8.159) for solving our generalized Haussler
equations. This leads to a recursion relation for the corresponding amplitudes.
If we restrict ourselves to a special case of cooperation functions which contain
only zeroth and first harmonics, we can solve the recursion relation analytically.
Introducing the result into the ansatz mentioned above leads to the following be-
haviour. For a critical growth-rate a,. we have the uniform state wy(t,r) = 1. By
decreasing the control parameter o the projection gets sharper and sharper (see
Figure 8.5). Finally, if there is no growth of new synapses any more, i.e. a = 0,
the connection weights are given by the Dirac delta function. Thus, a perfect
1-1-retinotopic state is realized.

12.4.2 Plane

In a first extension to two dimensions the cell sheets are assumed to be planes of
lengths LT, LT and L, LE, respectively. A trivial solution would be a full decoup-
ling of the two dimensions. Then the solution would be given by the respective
products of string solutions in both dimensions. But as shown in Section 9.1, this
is inconsistent with the form of the H&ussler equations (5.5). Thus the trivial
solution has to be discarded.

To conceive at a consistent solution we assume again periodic boundary conditi-
ons, which corresponds to the situation where the cell sheets are modelled as sur-
faces of tori (see Figure 9.1). To determine the unstable modes we have to discuss
the cooperativity functions in more detail. They are supposed to be monotonical-
ly decreasing in both dimensions. This restriction permits both anisotropic and
isotropic cooperativity functions (see Figure 9.3). This is an interesting feature
because it is reasonable to assume that real cell sheets sometimes have a prefe-
rence direction. The unstable modes turn out to be given by \* = (£1,0), (0, £1),
therefore we have to calculate in total sixteen order parameter equations. It is
shown that the quadratic term vanishes, as in the case of strings, and that selec-
tion rules reduce the number of cubic terms to fourteen.

Because an analytical treatment of the whole differential equation system is not
possible, we restrict ourselves to several special cases. If we set all modes zero
except for one, we reveal a retinotopy only in one dimension. For instance, the
unstable part U(t, ) has a maximum value for ¢; = r; but there is no dependence
on ty and ro. In the next step we consider the superposition of two modes, where
we obtain constant phase-shift angles. Hence we reduce the system by introdu-
cing new variables to two order parameters £, n. We are interested in conditions
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for the coexistence of the two modes. From the order parameter equations it fol-
lows directly that & = n. However, there are two further necessary conditions for
coexistence. First, the amplitudes have to be real. Secondly, the state of coexi-
stence must be stable, i.e. the corresponding potential must have a minimum at
that point (see Figure 9.4). These conditions lead to restrictions for the expan-
sion coefficients f/\TT, ffR and their products Y7 % = f/\TT ffR, respectively. As an
example we investigate a special case which satisfies these conditions. The re-
sulting cooperativity function cp(t1,ts) is monotonically decreasing, whereas for
cr(r1,r2) this is not the case (see Figure 9.4). We calculate the contribution of the
center manifold S(U). It turns out that the projection w(t,r) becomes sharper
(see Figure 9.5). Obviously the higher modes are strengthening the retinotopic
character of the projection between retina and tectum.

12.4.3 Sphere

The second extension to two dimensions is that to manifolds with constant po-
sitive curvature. The retina is approximately a hemisphere, whereas the tectum
has an oval form (see Section 2.3.4). Thus it is reasonable to model both cell
sheets by spheres. Without loss of generality we restrict ourselve considering two
unit spheres. The distance between two points on the sphere is given by the sca-
lar product of the corresponding unit vectors ¢ and # to the points. We have to
distinguish between the elements of the manifolds and the unit vectors them-
selves. The elements of the manifolds are given by the surfaces of the spheres,
whereas the unit vectors lie in the embedding space R3. The eigenfunctions of
the Laplace-Beltrami operator on this sphere turn out to be spherical harmonics.
The calculations of the order parameter equations show that the quadratic term
vanishes, as in the case of Euclidean manifolds. Furthermore, again the dynamics
of the real order parameters can be described by a potential. We show that there
are retinotopic modes which correspond to stationary and stable solutions of the
order parameter equations.

On the sphere the retinotopic mode is given by the first Legendre polynomial
Py(t - #). Higher modes are given by products of the first Legendre polynomial.
Because the Legendre polynomials form a complete orthonormal system, every
power of P;(t-7) can be decomposed in a linear combination of P;(¢-#). Therefore
we use the ansatz (10.169) to solve the Haussler equations. This leads to recursi-
on equations for the amplitudes Z;. We restrict our further considerations to the
special case that the cooperation functions contain only the zeroth and first sphe-
rical harmonics. Then the resulting recursion relations can be solved analytically
using the method of generating functions. The solution for Z; is found to be given
by ratios of Legendre functions of the second kind (10.217). We demonstrate that
stationary solutions of the order parameter equations exist which correspond to
a perfect 1-1-retinotopic projection, by analogy with the string.
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12.5 Outlook

Finally, in Chapter 11 we summarize our results and present an outlook which
points the way to further investigations.

Homogeneous and isotropic manifolds are characterized by a constant curvature.
The cases of curvature x = 0 and x > 0 have been treated in this thesis. There
remains the challenging task of investigating manifolds of negative curvature,
namely the pseudosphere (see Figure 11.1).

A further intriguing problem concerns the question under what circumstances
non-retinotopic modes become unstable and destroy the retinotopic order. Cer-
tainly, there is a pathological development in animals which corresponds to this
case.

As mentioned, lacking any theory for the cooperativity functions, we regard them
as time-independent given properties of the manifolds. According to Section 3.3
they are determined by the lateral connections between the cells of retina and tec-
tum, respectively. But neither a reason for their time-independence nor a detailed
discussion of their precise mathematical form is available. To fill this gap it will
be necessary to elaborate a self-consistent theory of the cooperativity functions.

Our generalized Héussler equations are fully deterministic. In real systems, howe-
ver, there are always fluctuations. To take into account such unpredictable small
variations a stochastic force is added to the deterministic part of the equation (see
Equation (4.1)). Such fluctuations are known to play an important role, especially
in the vicinity of instability points (see Section 8.6.3).

Finally, delayed processes could be included in our considerations. The application
of synergetic concepts to time delayed dynamical systems is analyzed in [54-57].
In neurophysiological systems delays occur due to the finite propagation velocity
of nerve signals as well as the finite duration of physiological processes such as the
change of synaptic connection weights. Thus, it would be rewarding to expand
the investigations also to time-delayed Héussler equations.



Anhang A

Clebsch-Gordan-Koeflizienten

Fiir die Produktdarstellungen D; x Dy der Rotationsgruppe R zerfallen die Pro-
dukte zweier Funktionen geméfl

I+ L

UV = Y C(m, I'm/|LM)wp . (A.1)

L=|i—l'| M=—L

In unserem Fall sind die Funktionen v ,,, vy 5,y und wy, 5y Kugelflichenfunktionen.
Die Wigner- oder Clebsch-Gordan-Koeffizienten lassen sich mit der Formel

(I4+0 = DN+ L=+ L =D)L+ 1]
(+V+L+1)
r [(L+ m)! (L — m)\(I + m)1]Y/2
Rl s e (]
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5M,m+m’

C(l,m,l',m'|LM) = l

explizit berechnen [64,78]. Dabei ist » > 0 und durchléuft alle Werte, sodass
keines der Fakultdtsargumente im Nenner negativ wird. Man stellt die Clebsch-
Gordan-Koeffizienten haufig mit den Wigner-3j-Symbolen in der Form

/ I U L
/ / _ (_1\I-U+M
c(lym,lI',m'|LM) = (—1) \/2L+1<m o —M) (A.3)

dar. Der Vorteil der 3j-Symbole liegt in der Symmetrie ihrer Variablen. So sind
sie z. B. invariant bei zyklischer Vertauschung der Spalten:

bl N _ (ko b N_ (bbb (Ad)
my Mo Mg o mo M3 MMy - ms3 MMy My ) ’
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Weiterhin gilt:

l2 ll l3 — (_1)l1+12+13 ll l2 l3 (A 5)
Mo M1 Mg my; Mg M3 ’ '

ll l2 l3 — (_1)l1+12+13 ll l2 l3 (A 6)
—m; —Mmg —MmM3 my MMz M3 ' '

In bestimmten Féllen nehmen die expliziten Ausdriicke der 3j-Symbole recht
einfache Formen an:

hobo0) e
<m1 meo 0 o 2l1+1511125m17_m2’ (A?)
I 1 0 (=1)--m
- ) A8
<m —m 0 NS (A.8)
ll l2 l3 g|
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Dabei ist A(ly, 2, 13) durch

L+l =) =l + )=l + 15+ 13)!
A(h,b,ls) = \/( ! 2 3)(l(11—|— 122_'_ 13:)_ (1)' ! 2 3) (A.l())

mit |l — lo| <l3 <l + Iy gegeben.
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