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Kapitel 1

Einleitung

Ultrakalte Quantengase sind ein aktuelles und spannendes Forschungsgebiet, mit welchem
sich unzählige Gruppen auf der ganzen Welt und speziell auch in Deutschland beschäftigen.
Die Anzahl der Experimente und theoretischen Arbeiten ist kaum überblickbar. Von prakti-
scher Bedeutung wurde dieses Gebiet im Jahr 1995, als Gruppen um ERIC ALLIN CORNELL

und CARL EDWIN WIEMANN in Boulder, Colorado und WOLFGANG KETTERLE am Massachu-
setts Institute of Technology (MIT) in Cambridge, Massachusetts erstmals BOSE–EINSTEIN-
Kondensate (BEC) in Rubidium- bzw. Natriumdämpfen beobachteten [ANDERSON ET AL., 1995;
DAVIS ET AL., 1995]. Bis heute wurde bei einer Reihe weiterer Elemente BOSE–EINSTEIN-
Kondensation (BEC)1 erreicht. Darunter sind bosonische Isotope der Alkalimetalle Lithium,
Natrium, Kalium, Rubidium, Caesium, die Erdalkalimetalle Calcium und Strontium, Wasser-
stoff, metastabiles Helium, das Seltenerdmetall Ytterbium und das Übergangsmetall Chrom
[UCA, 2010; STELLMER ET AL., 2009].

Die erste Erwähnung der BEC in einer theoretischen Arbeit stammt aus der Feder von AL-
BERT EINSTEIN aus dem Jahr 1925 [EINSTEIN, 1925]. Ausgangspunkt für ihn war ein Artikel
von SATYENDRANATH BOSE [BOSE, 1924] über die Quantenstatistik von Photonen. EINSTEIN

übertrug diese Idee auf freie Atome, d. h. massive Teilchen. Er sagte einen Phasenübergang
voraus, bei welchem die Atome in den Zustand niedrigster kinetischer Energie kondensieren.

Vor allem für die Experimentalphysiker war es von 1925 bis 1995 ein weiter Weg. Erst durch
ausgefeilte experimentelle Aufbauten, wie der Laserkühlung und dem simultanen Kühlen und
Speichern von neutralen Atomen in magneto-optischen Fallen, war es möglich ein atomares
Gas bis herab zur BEC-Übergangstemperatur gasförmig zu halten und schließlich zu „BOSE–
EINSTEIN-kondensieren“.

In den Jahren nach der erstmaligen Erzeugung eines BEC gab es viele Experimente zu den
Eigenschaften der Kondensate. Besondere Bedeutung fand dabei, dass ein BEC eine kohärente,
makroskopische Materie-Welle darstellt, sodass man beispielsweise die Interferenz von zwei
sich überlappenden Kondensaten beobachtete. Andere Experimente untersuchten kollektive
Anregungen, Vortizes und Solitonen in einem BEC. In Spinor-BEC wurde nicht nur die Kon-
densation in einen einzigen quantenmechanischen Zustand beobachtet, sondern hier tritt BEC
in mehreren Hyperfeinzuständen zugleich auf [STENGER ET AL., 1998].

Der große Vorteil von BEC-Experimenten besteht darin, dass man eine sehr genaue quanten-
mechanische und damit mikroskopische Beschreibung für das Gleichgewicht wie auch für die

1Es ist allgemein üblich sowohl das Phänomen der BOSE–EINSTEIN-Kondensation als auch die Phase des BOSE–
EINSTEIN-Kondensates der Kürze halber mit BEC zu bezeichnen. Dabei kommt das „C“ in BEC von der engli-
schen Bezeichnung condensation bzw. condensate.
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KAPITEL 1 EINLEITUNG

Dynamik des Systems besitzt. Außerdem lässt sich mittels externer elektromagnetischer Felder
das System in einem sehr hohen Maße kontrollieren. Schließlich sind BEC experimentell sehr
gut von der Umgebung getrennt, woraus relativ lange Kohärenzzeiten resultieren.

Die experimentellen Ergebnisse und die theoretischen Vorhersagen sind auf dem Gebiet der
BOSE–EINSTEIN-Kondensation in sehr guter Übereinstimmung. Da das BEC aus einem stark
verdünntem Gas mit Dichten von um die 10−14 cm−3 entstanden ist [BLOCH ET AL., 2008], wech-
selwirken die Atome nur sehr selten miteinander. Dadurch ist im Gegensatz zum superfluiden
Helium die Kondensatdichte relativ hoch und man kann die statischen und dynamischen Eigen-
schaften dieser Kondensate durch ein klassisches Feld beschreiben. Die Bewegungsgleichung
für dieses Feld ist die GROSS–PITAEVSKII-Gleichung. Mikroskopisch, d. h. auf der Ebene der
Quantenmechanik, kann man die Wechselwirkung der kondensierten Teilchen untereinander
im Rahmen der BOGOLIUBOV-Theorie behandeln. In dieser Theorie betrachtet man nur schwa-
che Korrelationen der wechselwirkenden Teilchen.

Im Hinblick auf aktuelle Fragestellungen von Vielteilchen-Systemen – insbesondere auf dem
Gebiet der Festkörperphysik – sind jedoch gerade diese Korrelationen von Interesse und man
stellte sich die Frage, wie man stark korrelierte Systeme erzeugen kann. Im Rahmen von ultra-
kalten Gasen lässt sich dieses Regime der stark korrelierten Systeme dadurch erreichen, dass
man das BEC in ein sogenanntes optisches Gitter einbringt [JAKSCH ET AL., 1998]. Experimen-
tell verwirklicht wurde dies erstmals von GREINER ET AL. [2002a]. Bei einem optischen Gitter
werden die neutralen Atome durch die optische Dipolkraft entweder in den Intensitätsminima
oder -maxima eines stehenden Laserfeldes gefangen. Im Gegensatz zu den meisten Systemen
der Festkörperphysik sind neutrale Atome in optischen Gittern sehr gut von der Umgebung
abgeschottet und man kann mit kohärenter Dynamik über einen relativ langen Zeitraum ar-
beiten. Des Weiteren sind optische Gitter im Vergleich zu den kristallinen Gittern perfekt, d. h.
ohne Fehlstellen. Andererseits lässt sich gezielt Unordnung in das Gitter hineinbringen, indem
man ein optisches Gitter einer anderen Wellenlänge oder ein Laser-Speckle überlagert [BILLY

ET AL., 2008; ROATI ET AL., 2008].

Ultrakalte Bosonen in optischen Gittern sind theoretisch ebenso gut beschreibbar und experi-
mentell im gleichen Maße kontrollierbar wie ein BEC. Durch Veränderung der Laseranordnung
und der Parameter der Laser lassen sich verschiedene Geometrien von Gittern realisieren, die
Gittertiefe ändern, Untergitter oder vom Spin abhängige Gitter erstellen. Je nachdem, in wie
vielen Raumrichtungen man stehende Wellen auf die Atome richtet, kann man ein-, zwei- oder
dreidimensionale optische Gitter erzeugen. Möglich ist auch über FESHBACH-Resonanzen die
s-Wellen Streulänge und damit die Wechselwirkung zwischen den Atomen zu verändern. Durch
all diese Möglichkeiten der Manipulation des Systems lassen sich verschiedenste fundamentale
Fragen der modernen Festkörperphysik, Quanteninformation und auch der Quantenmechanik
untersuchen.

Ein viel untersuchtes Modell aus der Festkörperphysik ist z. B. das sogenannte BOSE–HUB-
BARD-Modell. Dieses Modell beschreibt in seiner einfachsten Form lokal wechselwirkende Boso-
nen in einem Gitter. Charakterisiert wird das System durch zwei Energien: Die Tunnelenergie,
welche nötig ist, damit sich Bosonen von einem zum nächsten Gitterplatz bewegen können und
die Wechselwirkungsenergie zweier Bosonen auf einem Gitterplatz. Je nachdem, welche der
beiden Energieskalen dominiert, befindet sich das System in zwei unterschiedlichen Phasen.
Der dazwischen stattfindende Phasenübergang ist ein Quantenphasenübergang, da er auch bei
verschwindender Temperatur auftritt und dann statt durch thermische Fluktuationen durch

2



Quantenfluktuationen vorangetrieben wird. Experimentell beobachtet wurde dieser sogenann-
te MOTT-Superfluid-Phasenübergang für Bosonen in optischen Gittern von GREINER ET AL.
[2002a].

Neben diesen Fragestellungen von Atomen im optischen Gitter im Gleichgewicht beschäftig-
te man sich bereits sehr früh mit der Untersuchung von Nicht-Gleichgewichts-Phänomenen.
GREINER ET AL. [2002b] betrachteten zum Beispiel die Dynamik eines Superfluids, welches
einer raschen Änderung der Gittertiefe ausgesetzt war und beobachteten ein periodisches Zer-
fallen und Wiederaufleben der makroskopischen Wellenfunktion.

Ein Großteil der Veröffentlichungen beschäftigen sich mit einer Dynamik, deren Generatoren
hermitesche Operatoren sind, bzw. deren Zeitentwicklung unitär ist. Vor allem auf dem Gebiet
der Quantenoptik betrachtet man oft eine Zeitentwicklung, welche nicht unitär ist. Hier wird
das System durch ein externes Feld angetrieben und gleichzeitig an eine Umgebung – ein Re-
servoir oder Bad – angekoppelt. Dies resultiert in einer Nicht-Gleichgewichtsdynamik, welche
durch eine sogenannte Mastergleichung beschrieben wird. Diese Systeme bezeichnet man als
offene Systeme.

In jüngerer Zeit sind einige Artikel erschienen, welche sich mit solchen – speziell auch mit ul-
trakalten bosonischen – offenen und getriebenen Vielteilchen-Systemen befassen [DIEHL ET AL.,
2008; KRAUS ET AL., 2008; VERSTRAETE ET AL., 2009; SHCHESNOVICH und KONOTOP, 2010;
TOMADIN ET AL., 2010; KRAUTER ET AL., 2010; DIEHL ET AL., 2010]. Diese Diplomarbeit be-
fasst sich speziell mit dem Modell aus dem Artikel von DIEHL ET AL. [2008]. In diesem Artikel
werden ultrakalte wechselwirkende Bosonen in einem optischen Gitter betrachtet, welche mit
einem Bad bestehend aus einem BEC schwach wechselwirken. Außerdem werden die Bosonen
im Gitter durch einen weiteren Laser in ein höheres Energieband angeregt. Durch Abgabe von
Energie an das BEC-Bad können die Bosonen des Gitters wieder in das energetisch tiefer lie-
gende Band fallen. Dabei ist die grundlegende physikalisch Idee, die Kohärenz des Lasers auf
die Bosonen zu übertragen. Die Anregung der Bosonen erfolgt zwar nur lokal, jedoch erhält man
je nach Wahl der Parameter einen Zustand mit langreichweitiger Ordnung, welcher eine ähnli-
che Form aufweist wie der superfluide Zustand im BOSE–HUBBARD-Modell. Das Besondere ist,
dass dieser Zustand ein Nicht-Gleichgewichtszustand ist.

Analog wie im BOSE–HUBBARD-Modell erwartet man auch in diesem nun offenen Quan-
tensystem einen Quantenphasenübergang. Da dieser jedoch zwischen Zuständen des Nicht-
Gleichgewichts auftritt, ist es nicht möglich, die üblichen thermodynamischen Berechnungs-
methoden anzuwenden. Speziell ist beispielsweise die Entwicklung der freien Energie nach
dem Ordnungsparameter – d. h. die GINZBURG–LANDAU-Theorie – in der Nähe des Phasen-
übergangs nicht möglich. Wir sind daher auf andere Lösungsmethoden angewiesen, für welche
die Mastergleichung anstatt der SCHRÖDINGER-Gleichung den Ausgangspunkt bildet.

Überblick über die Diplomarbeit

Diese Diplomarbeit lässt sich thematisch in zwei Teile gliedern. Der erste Teil umfasst die Kapi-
tel 2 bis 4 und bietet die Grundlagen für diese Arbeit. Der zweite Teil besteht aus den Kapiteln 5
und 6 und befasst sich mit dem Quantenphasenübergang von Bosonen im optischen Gitter im
Gleichgewicht bzw. im Nicht-Gleichgewicht.

In Kapitel 2 werden kurz wichtige Begriffe aus dem Gebiet der ultrakalten Atome vorgestellt.
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KAPITEL 1 EINLEITUNG

Es wird erläutert, was ein BOSE–EINSTEIN-Kondensat ist und was man unter optischen Git-
tern versteht. Außerdem stellen wir das BOSE–HUBBARD-Modell vor und besprechen den hier
auftretenden MOTT-Superfluid-Phasenübergang. Da wir mit Hilfe des Ordnungsparameters Be-
rechnungen durchführen wollen, sprechen wir über diesen im Zusammenhang mit spontan ge-
brochenen Symmetrien. Abschließend geben wir eine Motivation für das in dieser Diplomarbeit
verwendete Modellsystem.

Kapitel 3 befasst sich mit der mathematischen Beschreibung von offenen Quantensystemen
im Rahmen eines System-Bad-Modells. Es wird die allgemeine Form der Bewegungsgleichung
für den statischen Operator des Systems hergeleitet. Wir stellen das Konzept von dynamischen
Halb-Gruppen kurz vor und zeigen, dass deren Generatoren auf die sogenannte LINDBLAD-
Form gebracht werden können.

Im darauf folgenden 4. Kapitel wird das Modellsystem ausführlich vorgestellt. Es werden so-
wohl die zwei Teilsysteme — dies sind die Bosonen im optische Gitter und das BEC-Bad — als
auch deren Wechselwirkung detailliert beschrieben. Dazu werden wir ausgehend von den Ergeb-
nissen aus Kapitel 3 eine Mastergleichung in LINDBLAD-Form für den statistischen Operator
der Bosonen des Gitters herleiten.

In Kapitel 5 wird analytisch der Quantenphasenübergang des BOSE–HUBBARD-Modells be-
rechnet, während Kapitel 6 diese Überlegungen um einen zusätzlichen dissipativen Anteil in
der Bewegungsgleichung erweitert. Betrachtet werden in beiden Fällen stationäre Zustände
im Rahmen der Molekularfeld-Näherung. Zur Charakterisierung dieser Zustände benutzen wir
das Konzept des Ordnungsparameters. Das Ergebnis dieser Arbeit wird das näherungsweise
Aufstellen dieses Ordnungsparameters und des daraus resultierenden Phasendiagramms sein.

Im Anhang dieser Diplomarbeit findet man eine Wiederholung der grundlegenden Formeln
des Wechselwirkungs-Bildes der Quantenmechanik. Außerdem werden kurz die wichtigsten Ei-
genschaften von BLOCH- und WANNIER-Funktionen aufgelistet und es wird gezeigt, wie man
sich diese Funktionen und daraus die Parameter des BOSE–HUBBARD-Modells numerisch be-
rechnen kann. Abschließend wird auf die Molekularfeld-Näherung, wie wir sie im Rahmen die-
ser Arbeit verwenden, eingegangen.
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Kapitel 2

Physikalischer Hintergrund

Dieses Kapitel soll eine Einführung in die physikalischen Grundlagen dieser Diplomarbeit ge-
ben. Wir besprechen, was man unter einem BOSE–EINSTEIN-Kondensat versteht, unter wel-
chen Bedingungen es auftritt und wie man experimentell ein solches Kondensat gewinnt. Im
Anschluss daran erklären wir, wieso neutrale Teilchen durch eine stehende Laser-Welle ein
Gitterpotential spüren und wie man dieses Potential gezielt beeinflussen kann. Dann gehen wir
näher auf das BOSE–HUBBARD-Modell ein, welches die Grundlage für die Beschreibung von Bo-
sonen in einem optischen Gitter darstellt und beschreiben den für das BOSE–HUBBARD-Modell
charakteristischen MOTT-Superfluid-Phasenübergang. Außerdem erklären wir den Zusammen-
hang zwischen der Definition eines Ordnungsparameters und einer spontan gebrochenen Sym-
metrie. Abschließend stellen wir kurz das in dieser Arbeit verwendeten Modellsystems vor.

2.1 BOSE–EINSTEIN-Kondensation (BEC)

Wir beginnen damit, zu klären, was ein BOSE–EINSTEIN-Kondensat ist. Dabei orientieren wir
uns an dem Buch von LEGGETT [2007]. Ein freies, ideales Gas aus N Bosonen wird in drei Di-
mensionen zu einem BOSE–EINSTEIN-Kondensat, wenn eine makroskopische Anzahl von Teil-
chen den Grundzustand besetzen. Diese Aussage der makroskopischen Besetzung des Grundzu-
standes lässt sich auf allgemeinere Systeme mit Wechselwirkung zwischen den Teilchen sowie
Systeme, welche nicht im Gleichgewicht sind, erweitern. Dazu betrachten wir die sogenannte
Einteilchen-Dichtematrix, welche durch die Vorschrift

ρ1(r1, r2)=
〈
ψ̂†(r1) ψ̂(r2)

〉
(2.1)

definiert ist. Der Erwartungswert 〈◦〉 ist ein quantenstatistischer Erwartungswert und ψ̂†(r)
und ψ̂(r) sind bosonische Feldoperatoren, die ein Teilchen am Ort r erzeugen bzw. vernichten.
Die Einteilchen-Dichtematrix (2.1) kann man in der Tat als Matrix mit r1 als Zeilen- und r2
als Spaltenindex betrachten. Gemäß ihrer Definition (2.1) ist sie eine hermitesche Matrix, d. h.
ρ1(r1, r2)= ρ∗1 (r2, r1). Da sich hermitesche Matrizen bekanntlich diagonalisieren lassen, können
wir die Einteilchen-Dichtematrix in folgender Form schreiben:

ρ1(r1, r2)=∑
i

niϕi(r1)ϕ∗
i (r2). (2.2)

Die hier auftretenden Funktionen ϕi(r) bilden ein vollständiges und orthogonales Funktionen-
system. Die ni sind die Eigenwerte der Einteilchen-Dichtematrix zu den Eigenfunktionen ϕi(r),

5



KAPITEL 2 PHYSIKALISCHER HINTERGRUND

wobei diese folgende Eigenwertgleichung erfüllen:∫
V

ρ1(r1, r2)ϕi(r2)dr2 = niϕi(r1). (2.3)

Hier ist V das zu betrachtende Raumvolumen.

Basierend auf diesen Vorbemerkungen lautet die Definition eines BEC dann:

BOSE–EINSTEIN-Kondensation tritt genau dann auf, wenn exakt ein Eigenwert ni der Ein-
teilchen-Dichtematrix ρ1 von der Ordnung N der Anzahl der Teilchen des Systems ist und alle
anderen Eigenwerte von der Ordnung 1 sind.

Die Aussage, dass ein Eigenwert ni von der Ordnung N ist, bedeutet, dass im thermody-
namischen Limes, d. h. im Grenzfall N → ∞, V → ∞ und gleichzeitig N/V → n = konst., das
Verhältnis ni/V gegen eine endliche Konstante geht. Entsprechend gehen die Eigenwerte der
Ordnung 1 im thermodynamischen Limes gegen Null. Gibt es mehr als einen aber endlich viele
solcher makroskopischen Eigenwerte, so spricht man von fragmentierten BEC.

Eine andere Möglichkeit der Definition eines BOSE–EINSTEIN-Kondensates besteht darin,
den Grenzfall

∣∣r1 − r2
∣∣→∞ zu betrachten [GRIFFIN ET AL., 1995]. Ist das System in einem nor-

malen Zustand, so geht die Einteilchen-Dichtematrix in diesem Grenzfall gegen Null. Befindet
sich das System allerdings in der BEC-Phase, so geht ρ1(r1, r2) im thermodynamischen Limes
für

∣∣r1 − r2
∣∣ → ∞ gegen eine endliche Konstante. Damit besitzt die Einteilchen-Dichtematrix

ρ1(r1, r2) in der BEC-Phase Nicht-Diagonaleinträge, welche eine langreichweitige Ordnung auf-
weisen (engl.: off-diagonal long range order, kurz ODLRO). An dieser Stelle sei erwähnt, dass
hierüber die Definition eines Ordnungsparameters möglich ist. Näheres zum Konzept des Ord-
nungsparameters findet man im Abschnitt 2.4.

Die nächste Frage, die man sich stellen kann, ist, bei welchen Temperaturen BEC auftritt. Da-
zu muss man bedenken, dass die BEC ihren Ursprung in der Quantenmechanik bzw. -statistik
hat. Effekte der Quantenmechanik werden dann von Bedeutung, wenn die DE BROGLIE-Wellen-
länge λ eines Teilchens groß wird. Übertragen auf ein BEC heißt dies, dass die DE BROGLIE-
Wellenlänge des Vielteilchensystems größer sein muss, als eine typische Längenskala L des
Systems. Diese Längenskala ist bei einem verdünnten atomaren Gas von der Größenordnung
des Abstands zweier Teilchen. Bezeichnen wir mit n die Teilchendichte, so gilt:

L ∼ n−1/3. (2.4)

Die DE BROGLIE-Wellenlänge ist durch die Impulsverteilung gegeben. Im thermodynamischen
Gleichgewicht wird die Energieskala durch die thermische Energie kBT, mit der BOLTZMANN-
Konstanten kB und der Temperatur T, bestimmt. Für ein ideales und freies Gas gilt dann für
den Impuls:

p ∼ (mkBT)1/2. (2.5)

Gilt schließlich L . λ, dann erhalten wir zusammen mit der Abschätzung (2.4) und der DE

BROGLIE-Beziehung λ= ~/p eine Abschätzung für die kritische Temperatur eines BEC:

kBTc .
~2

m
n2/3. (2.6)

Setzt man hier typische Dichten von 1022 cm−3 ein, so erhält man je nach atomarer Spezies eine
kritische Temperatur von wenigen Kelvin. Dies ist jedoch eine Temperatur, bei welcher jedes
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normale Gas bereits in den flüssigen oder festen Aggregatzustand übergegangen wäre. Um je-
doch trotzdem BOSE–EINSTEIN-Kondensation von Gasen zu erhalten, muss man die Dichte so
weit verringern, dass der gasförmige Zustand wenigstens noch meta-stabil ist, d. h. auf experi-
mentell relevanten Zeitskalen lange Zeit stabil ist. Eine Verringerung der Dichte führt gemäß
Gleichung (2.6) jedoch gleichzeitig zu einer Absenkung der kritischen Temperatur. Für BEC-
Experimente mit Alkali-Gasen liegt die Dichte beispielsweise bei 1012 bis 1015 cm−3 [BLOCH

ET AL., 2008]. Dies führt zu kritischen Temperaturen von 5 bis 600 nK.

Um solche niedrigen Temperaturen im nK-Bereich experimentell zu realisieren, benötigt man
fortgeschrittene Kühlmechanismen [METCALF und VAN DER STRATEN, 1999; PETHICK und
SMITH, 2008]. Eine wichtige Kühlmethode ist das sogenannte DOPPLER-Kühlen. Hier werden
mehrere entgegengerichtete Laserstrahlen auf das atomare Gas gerichtet. Die Frequenz der La-
ser ist gegenüber einer atomaren Übergangsfrequenz rotverschoben. Damit ist die Absorptions-
rate von Photonen für Atome, welche entgegen dem Laserlicht fliegen, größer als für Atome,
welche sich in Richtung des Laserlichtes bewegen. Bei der Absorption eines Photons muss der
Impuls erhalten bleiben, wodurch das entgegenkommende Atom abgebremst wird und die ato-
mare Gaswolke insgesamt eine niedrigere kinetische Energie und damit Temperatur erhält.
Mit Hilfe des DOPPLER-Kühlens kommt man in den Bereich von einigen µK. Für noch kältere
Temperaturen gibt es noch eine Reihe weiterer Kühlmechanismen. Um jedoch in den für die
BEC notwendigen Bereich von einigen hundert nK zu kommen, bedient man sich einer Technik,
die Verdampfungskühlung genannt wird [ANDERSON ET AL., 1995; KETTERLE ET AL., 1999].
Hier werden die Atome mit der höchsten Energie aus der Falle genommen, indem ein Radio-
Frequenzfeld den Spin dieser Atome umdreht. Dadurch können diese heißen Atome nicht mehr
in der Falle gehalten werden und verschwinden aus dem System. Dies führt nach einer Ther-
malisierung1 der Gasatome zu einer geringeren mittleren kinetischen Energie der Atome und
damit zu einer geringeren Temperatur bis hinunter zu einigen 100 nK und tiefer [KETTERLE

ET AL., 1999; BLOCH ET AL., 2008].

2.2 Bosonen im optischen Gitter

g

e

ωegωl

Δ

Zur Beschreibung von Atomen in einem optischen Gitter betrachten wir
zunächst die Dynamik eines Atoms, welches eine große Anzahl von Nive-
aus besitzt, von denen jedoch nur zwei durch einen monochromatischen
Laser gekoppelt werden. Diese Niveaus wollen wir mit |g〉 und |e〉 be-
zeichnen. Hier ist |g〉 der Grundzustand und |e〉 der angeregte Zustand
des Zwei-Niveau Atoms. Die Übergangsfrequenz zwischen diesen beiden
Zuständen bezeichnen wir mit ωeg, die Frequenz des Lasers mit ωl . Der
Laser soll nicht in Resonanz mit dem atomaren Übergang sein, sondern
weist eine Verstimmung ∆=ωl −ωeg auf. Das elektromagnetische Feld des
Lasers behandeln wir als klassische Größe.

In der sogenannten rotating-wave Näherung [METCALF und VAN DER

STRATEN, 1999] nimmt der HAMILTON-Operator die Form

1Das Gas ist zwar extrem verdünnt, jedoch sind Stöße zwischen den Atomen entscheidend, dass das Gas thermali-
sieren kann.
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Ĥ = Ĥkin +∆ |e〉〈e|− 1
2
~
(
Ω∗ |g〉〈e|+Ω |e〉 |g〉

)
(2.7)

an. Dabei ist der erste Term Ĥkin der kinetische Anteil des Hamiltonian und Ω = Ω(x) ist die
RABI-Frequenz, welche die Kopplungsstärke von Atom und Lichtfeld angibt. Die RABI-Frequenz
ist gegeben durch:

Ω=Ω0 sin
(
k0x

)
, (2.8)

mit der Amplitude:
Ω0 := 2〈e|µ̂|g〉 E0. (2.9)

Hier haben wir explizit eine stehende Welle für das Laserfeld angesetzt. In der Amplitude Ω0
taucht der Dipoloperator µ̂ des Atoms und der Impuls des Photons k0 = ωl /c = 2π/λ mit der
Lichtgeschwindigkeit c auf.

Wählen wir für |Ψ〉 den Ansatz |Ψ〉 =Ψg |g〉+Ψe |e〉, so spaltet sich die SCHRÖDINGER-Glei-
chung des HAMILTON-Operators (2.7) in zwei gekoppelte Differentialgleichungen für die Koeffi-
zienten Ψg und Ψe auf. Diese lauten:

i~
dΨg

dt
= ĤkinΨg − 1

2
~ΩΨe, (2.10)

i~
dΨe

dt
=

(
Ĥkin +∆

)
Ψe − 1

2
~Ω∗Ψg. (2.11)

Machen wir nun die Annahme, dass die kinetische Energie des oberen Zustandes klein ist im
Vergleich zur Verstimmung und dass sich die Population des oberen Zustandes kaum ändert,
d. h. dΨe

dt ≈ 0, so erhalten wir für Ψe aus Gleichung (2.11):

Ψe ≈ ~Ω∗

2∆
Ψg. (2.12)

Dies setzen wir in Gleichung (2.10) ein und bekommen eine effektive SCHRÖDINGER-Gleichung
für den unteren Zustand:

i~
dΨg

dt
≈

(
Ĥkin −

~2∣∣Ω∣∣2
4∆

)
Ψg. (2.13)

Man sieht, dass in dem dazugehörigen HAMILTON-Operator effektiv ein konservatives Potential
auftaucht. Dieses ist das Dipolpotential, welches für das optische Gitter verantwortlich ist:

Vlat(x)=−~2∣∣Ω∣∣2
4∆

=: V0 sin2(
kl x

)
, (2.14)

mit der Amplitude

V0 =−~2∣∣Ω0
∣∣2

4∆
. (2.15)

Die Bewegung der Atome im Grundzustand erfolgt effektiv, als ob sie sich in einem periodischen
Potential befinden würden. Die Gitterkonstante a des optischen Gitters ist über die Beziehung
λ = 2π/kl mit der Wellenlänge λ des Lasers verknüpft, d. h. a = λ/2. Je nach Vorzeichen der
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Verstimmung ∆ ist V0 positiv oder negativ. Im Experiment sind die Laser meist blau verstimmt,
d. h. ∆ > 0, so dass die Minima des optischen Potentials mit den Nullstellen des Laserfeldes
übereinstimmen. Hiermit werden Verluste durch spontane Emission möglichst klein gehalten.

Das optische Gitter ist allein durch den Laser und die Kopplung des Laserfeldes an das Atom
gegeben. Durch Veränderung der Wellenlänge des Lasers lassen sich optische Gitter mit ver-
schiedenen Gitterkonstanten erzeugen. Die Tiefe des Gitters kann über die Intensität bzw. die
Verstimmung der Laser geregelt werden. Durch Hinzufügen von weiteren Lasern und verschie-
denen geometrischen Aufbauten lassen sich eine Vielzahl von Arten von Gittern erzeugen. Ei-
ne einfache Möglichkeit ist die Erzeugung eines kubischen Gitters, bei welchem in allen drei
Raumrichtungen stehende Wellen, die orthogonal zueinander sind, überlagert werden. Mit die-
sen kubischen Gittern wollen wir uns in dieser Diplomarbeit beschäftigen.

2.3 Das BOSE–HUBBARD-Modell und der
MOTT-Superfluid-Phasenübergang für Bosonen im optischen
Gitter

Das BOSE–HUBBARD-Modell ist eine Übertragung des HUBBARD-Modells [HUBBARD, 1963] auf
Bosonen. Das HUBBARD-Modell ist eines der einfachsten Modelle, um Elektronen in Festkör-
pern zu beschreiben. Auf dieses wollen wir jedoch nicht weiter eingehen und betrachten nur das
BOSE–HUBBARD-Modell. Dieses beschreibt wechselwirkende Bosonen auf einem Gitter. Dabei
wird angenommen, dass nur Bosonen auf dem gleichen Gitterplatz miteinander wechselwirken.
Außerdem können sich die Bosonen von einem Gitterplatz zum nächstgelegenen bewegen. Der
HAMILTON-Operator des BOSE–HUBBARD-Modells besitzt die folgende Form:

Ĥ =−J
∑
〈i, j〉

â†
i â j + 1

2
U

∑
i

n̂i(n̂i −1). (2.16)

Hier bezeichnet 〈i, j〉 unter der ersten Summe, dass über alle Gitterplätze i und j summiert
wird, welche nächste Nachbarn sind. Die zweite Summe läuft über alle Gitterplätze i. Der Pa-
rameter J wird als Tunnel- oder Hoppingmatrixelement bezeichnet und gibt die Stärke des
Tunnels eines Bosons von einem Gitterplatz zum Nachbargitterplatz an. U stellt die Wechsel-
wirkung zweier Bosonen auf einem Gitterplatz dar. Beide Größen werden als unabhängig vom
Gitterplatz und von der Teilchenzahl angenommen. Die hier auftretenden Operatoren â†

i und
âi sind bosonische Leiteroperatoren, d. h. sie erzeugen bzw. vernichten ein Teilchen am Git-
terplatz i. Außerdem erfüllen sie die kanonischen BOSE-Vertauschungsrelationen für Erzeuger
und Vernichter:

[
âi, â

†
j
]= δi, j,

[
âi, â j

]= 0= [
â†

i , â
†
j
]
. (2.17)

Der Operator n̂i = â†
i âi ist der Teilchenzahl-Operator des Gitterplatzes i.

Erstmals ausführlich diskutiert wurde das BOSE–HUBBARD-Modell von FISHER ET AL. [1989].
Das ultrakalte Quantengase in einem optischen Gitter solch ein BOSE–HUBBARD-Modell reali-
sieren könnten, wurde von JAKSCH ET AL. [1998] vorgeschlagen und experimentell durch GREI-
NER ET AL. [2002a] dadurch nachgewiesen, dass sie den das BOSE–HUBBARD-Modell charakte-
risierenden MOTT-Superfluid-Phasenübergang beobachtet haben.
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Wir wollen im Folgenden ein wenig näher auf diesen Phasenübergang eingehen. Der Ur-
sprung dieser zwei Phasen liegt in den zwei nicht kompatiblen Termen des BOSE–HUBBARD-
Hamiltonians (2.16). Zum einen ist dies der Tunnel-Term, der proportional zum Tunnelmatrix-
element J ist. Dieser ist der kinetische Anteil des Hamiltonian und beschreibt das Tunneln
von Teilchen von einem Gitterplatz j zu seinem Nachbargitterplatz i. Dies sorgt für den Auf-
bau einer quantenmechanischen Phasenkorrelation zwischen den Bosonen an verschiedenen
Gitterplätzen. Dominiert der Tunnel-Term J À U , so hat man eine über das gesamte Gitter
auftretende Kopplung der Phasen. Dies ist wiederum ein BEC-Zustand im Sinne einer makro-
skopischen Wellenfunktion. Anders ausgedrückt minimiert der Zustand, in welchem jedes Boson
mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf jedem Gitterplatz sitzt, die Tunnelenergie. Dies ist gerade
ein kondensierter Zustand. Dieser Zustand ist nicht nur kondensiert, sondern besitzt auch die
Eigenschaften eines superfluiden Zustandes, d. h. ein lineares Anregungsspektrum ohne eine
Lücke im Limes langer Wellenlängen [ERNST ET AL., 2009]. Das Tunnelmatrixelement J do-
miniert, wenn die Wechselwirkung zwischen den Atomen gering ist oder wenn das Gitter sehr
flach ist.

Der dazu konkurrierende Term ist der Wechselwirkungs-Term proportional zu U . Dominiert
dieser Term, d. h. U À J, so minimieren die Bosonen ihre Energie dadurch, dass jeweils zwei
Bosonen möglichst weit voneinander entfernt sind. Haben wir genauso viele Bosonen wie Git-
terplätze, so ist dieser Zustand niedrigster Energie dadurch gegeben, dass auf jedem Gitterplatz
genau ein Boson sitzt. Dieser Zustand wird MOTT-Zustand genannt. Die Wechselwirkungsener-
gie ist in diesem Fall Null. Hätten wir jedoch ein leeren Gitterplatz und dafür ein Gitterplatz,
der mit zwei Bosonen besetzt ist, so hätte dieser Zustand eine um U höhere Energie, welche
im Grenzfall U À J nicht durch die Tunnelenergie kompensiert werden kann. Die Bosonen
sind daher auf ihren jeweiligen Gitterplätzen lokalisiert. Das charakteristische Merkmal eines
MOTT-Zustandes, durch welchen man diesen auch experimentell nachweisen kann, ist das Vor-
handensein einer Lücke proportional U im Anregungsspektrum. Aus diesem Grund wird der
MOTT-Zustand auch MOTT-Isolator genannt.

Die Einteilchen-Dichtematrix eines Systems in einem Gitter lässt sich durch 〈â†
i â j〉 aus-

drücken. An dem Verhalten der Einteilchen-Dichtematrix kann man deutlich den Unterschied
zwischen superfluider und MOTT-Phase erkennen. Die Korrelation weit entfernter Bosonen,
die durch den Tunnel-Term induziert wird, sorgt dafür, dass die Nicht-Diagonaleinträge in der
Dichtematrix für die superfluide Phase eine langreichweitige Ordnung aufweisen. In der MOTT-
Phase fallen die Nicht-Diagonaleinträge hingegen exponentiell mit dem Abstand |i− j| ab. Dies
ist das Konzept der ODLRO aus dem Abschnitt 2.1.

Je nach Wahl der Parameter des BOSE–HUBBARD-Modells lässt sich auf der einen Seite der
superfluide Zustand (J À U) und auf der anderen Seite der MOTT-Zustand (U À J) realisie-
ren. Eine interessante Frage ist nun, was im Parameterbereich J ≈ U auftritt. Die Antwort
darauf lautet: Ein Phasenübergang zweiter Ordnung. Das dazugehörige Phasendiagramm bei
verschwindender Temperatur ist in Abbildung 2.1 dargestellt. Das chemische Potential µ mini-
miert die freie Energie für eine gegebene Dichte der Bosonen. Dieser Phasenübergang tritt bei
verschwindender Temperatur auf. Hier sind alle thermischen Fluktuationen eingefroren und
Quantenfluktuationen bestimmen den Phasenübergang. Deswegen spricht man in diesem Fall
von einem Quantenphasenübergang.

Der reine MOTT-Zustand kann nur eingenommen werden, wenn die Dichte der Bosonen ganz-
zahlig ist. Für nicht-ganzzahlige Teilchendichten gibt es immer einen superfluiden Anteil im

10



2.3 DAS BOSE–HUBBARD-MODELL UND DER MOTT-SUPERFLUID-PHASENÜBERGANG FÜR

BOSONEN IM OPTISCHEN GITTER

System. Betrachten wir dazu die beiden gestrichelten Linien in der Abbildung 2.1. Für J ÀU
und einer Teilchendichte von n̄ = 2 befindet sich das System in einem superfluiden Zustand.
Verkleinert man nun das Tunnelmatrixelement bei gleich bleibender Teilchendichte, so gelangt
das System bei J/U ≈ 0.1 an die Phasengrenze bei genau der Spitze des sogenannten MOTT-
Lappens und geht für noch kleinere J schließlich in den MOTT-Zustand über. Anders sieht es
aus, wenn die Teilchendichte auch nur leicht unterhalb von n̄ = 2 ist. Dann wird selbst im Grenz-
fall J → 0 der MOTT-Zustand nie der Grundzustand des Systems. Weitere Informationen zum
MOTT-Superfluid-Übergang ist z. B. in den Überblicksartikeln von LEWENSTEIN ET AL. [2007]
und BLOCH ET AL. [2008] zu finden.
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Abbildung 2.1: Phasendiagramm des BOSE–HUBBARD-Modells bei verschwindender Tempera-
tur. Der MOTT-Isolator ist durch die eingefärbten Bereiche dargestellt. Jeder
Zustand innerhalb eines MOTT-Lappens besitzt jeweils die gleiche ganzzahlige
mittlere Teilchendichte n̄. Die superfluide Phase befindet sich im Phasendia-
gramm oberhalb der blauen Phasengrenze. In der superfluiden Phase sind au-
ßerdem zwei Linien konstanter Teilchendichte eingetragen. Der Parameter z ist
die Koordinationszahl des Gitters. Dieses Phasendiagramm wurde im Rahmen
der in Abschnitt 5.3 verwendeten Molekularfeld-Näherung gewonnen.

Wie bereits gesagt, bieten ultrakalte bosonische Quantengase in optischen Gittern die Mög-
lichkeit der experimentellen Realisierung des BOSE–HUBBARD-Modells und damit auch des
MOTT-Superfluid-Phasenübergangs. Durch Variation der Gittertiefe V0 und durch Verändern
der s-Wellen Streulänge as über FESHBACH-Resonanzen lässt sich das Verhältnis J/U expe-
rimentell leicht über mehrere Größenordnungen einstellen. Das Verhalten von J/U in Abhän-
gigkeit von der Gittertiefe V0 ist in Abbildung 2.2 dargestellt. Erzeugt wurde diese Kurve mit
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numerisch berechneten Parametern J und U . Näheres dazu ist im Anhang C zu finden.

Für Bosonen im optischen Gitter kann man die beiden Phasen des BOSE–HUBBARD-Modells
experimentell dadurch beobachten, dass man zunächst das optische Gitter und alle Fallenpo-
tentiale abschaltet und anschließend das BOSE-Gas im freien Fall expandieren lässt. Diese so-
genannte time of flight Bilder sind in der Abbildung 2.3 dargestellt. In der gemessenen Dichte-
verteilung erkennt man die Phasenkorrelation des kondensierten Zustandes an markanten Ma-
xima. Ein BEC in einer gewöhnlichen harmonischen Falle produziert ein zentrales Maximum
in der Dichteverteilung, wohingegen der kondensierte Zustand im optischen Gitter zusätzlich
zwar weniger intensive aber mehrere um den reziproken Gittervektor verschobene Interferenz-
Maxima zeigt [BLOCH ET AL., 2008]. Die Wortwahl kondensiert deutet darauf hin, dass man
auf Grundlage dieser Interferenz-Bilder wirklich nur einen kondensierten Zustand beobachten
kann, nicht jedoch, ob dieser auch superfluid ist. Näheres dazu findet man in BLOCH ET AL.
[2008]. Den MOTT-Zustand erkennt man in diesen Bildern daran, dass weder ein zentrales
Maximum noch weitere Interferenzmaxima auftreten und damit keine langreichweitige Pha-
senkorrelation zwischen den Bosonen im Gitter existiert.

2.4 Spontane Symmetriebrechung und der Ordnungsparameter

Zum Abschluss dieser Einführung in die physikalischen Grundlagen wollen wir noch ein paar
Worte über die sogenannte spontane Symmetriebrechung und den Ordnungsparameter verlie-
ren, da wir das Konzept des Ordnungsparameters in den Kapiteln 5 und 6 verwenden, um das
Phasendiagramm für den MOTT-Superfluid-Phasenübergang herzuleiten.

Ist die Wirkung eines quantenmechanischen Systems invariant unter einer kontinuierlichen
Symmetrie, so sagt das NOETHER-Theorem voraus, dass ein erhaltener Strom existiert, wel-
cher einer Kontinuitätsgleichung genügt. Aus diesem Strom kann man einen Generator Q̂ der
Symmetrietransformation konstruieren, welcher mit dem HAMILTON-Operator des Systems
kommutiert. Eine simple Formulierung für eine spontan gebrochene Symmetrie ist, dass der
Grundzustand des Systems kein Eigenzustand dieses Generators ist [SAKURAI, 1994; BRAU-
NER, 2010]. Aus diesem Grund und da der Generator und damit auch eine endliche Symmetrie-
transformation mit dem HAMILTON-Operator kommutiert, wird der Grundzustand durch eine
Symmetrietransformation in einen anderen Zustand gleicher Energie transformiert. Bei einer
kontinuierlichen Symmetrie liegen damit unendlich viele entartete Grundzustände vor.

Dieses Kontinuum von entarteten Grundzuständen wird durch verschiedene Werte des soge-
nannten Ordnungsparameters charakterisiert. Existiert ein Operator Φ̂, sodass im thermody-
namischen Limes der Vakuumerwartungswert

〈0|[Φ̂,Q̂]|0〉 (2.18)

endlich ist, dann bezeichnet man diesen Erwartungswert als Ordnungsparameter. Entscheidend
ist dabei der thermodynamische Limes.

In der Realität existieren immer externe Störungen, welche die Symmetrie leicht brechen
und entartete Zustände ein wenig aufspalten. Im thermodynamischen Limes erzeugt dann ei-
ne noch so kleine Störung Energieunterschiede, durch welche nur ein Grundzustand aus zuvor
unendlich vielen resultiert. Nach einem adiabatischen Abschalten dieser Störung liegt dann ein
spezieller Grundzustand unter vielen vor. Für die spontane Symmetriebrechung ist es entschei-
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Abbildung 2.2: Verhältnis der zwei Parameter J und U des BOSE–HUBBARD-Modells für Bo-
sonen in einem optischen Gitter der Tiefe V0. Die Größenordnung von J/U lässt
sich zusätzlich durch das Verhältnis as/a der s-Wellen Streulänge as zur Gitter-
konstanten a verändern.

Abbildung 2.3: Gezeigt sind die Absorptionsbilder eines frei expandierten Bose-Gases in einem
Gitter nach dem Abschalten aller Fallenpotentiale und des optischen Gitters.
Diese Absorptionsbilder wurden für verschiedene Gittertiefen V0 aufgenommen:
a, 0; b, 3Er; c, 7Er; d, 10Er; e, 13Er; f, 14Er; g, 16Er und h, 20Er. Alle Git-
tertiefen in Einheiten von Er = (~k0)2/(2m). Entnommen aus GREINER ET AL.
[2002a]. Siehe dazu auch GREINER [2003].
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dend, dass der thermodynamische Limes ausgeführt wird, bevor die Störung zu Null gesetzt
wird.

Werden wir etwas spezieller und betrachten ein freies BOSE-Gas. Das Vakuum des FOCK-
Raums bezeichnen wir mit |vac〉. Zu Beginn betrachten wir ein endliches System mit einer end-
lichen Teilchenzahl N. Dann ist der Grundzustand |SF〉N des Systems dadurch gegeben, dass
sich alle Teilchen in der Null-Impulsmode befinden:

|SF〉N =
√

1
N!

(
â†

q=0

)N |vac〉 . (2.19)

Der Teilchenzahl-Operator N̂ =∑
q â†

q âq ist ein Generator der U(1)-Eichsymmetrie2. Hier ist der
Grundzustand |SF〉N ein Eigenzustand dieses Generators mit Eigenwert N. In der Tat existiert,
wie wir gleich zeigen werden, auch kein Ordnungsparameter und die Symmetrie ist nicht spon-
tan gebrochen. Die übliche Definition eines Ordnungsparameters in diesem System geschieht
über den Erwartungswert des Vernichters âi =

p
1/V

∑
q exp[iqxi] âq. Wenden wir diesen Opera-

tor auf den Grundzustand N 〈SF| an:

N 〈SF| âi =
√

1
N!V

∑
q

eiqxi 〈vac| âN
0 âq =

√
1

N!V
〈vac| âN+1

0 +
√

1
N!V

∑
q 6=0

eiqxi 〈vac| âN
0 âq

=
√

N +1
V N+1 〈SF|+

√
1
V

∑
q 6=0

〈
N0 = N, Nq = 1

∣∣ .

(2.20)

Dieser besteht aus einem Grundzustand mit N +1 Teilchen und aus Zuständen mit N Teilchen
in der q = 0-Mode plus einem Teilchen in einer höher energetischen Mode. Damit gilt für alle
Teilchenzahlen N 〈SF|âi|SF〉N = 0 und die Definition eines Ordnungsparameters über den Ope-
rator âi ist nicht möglich.

Betrachten wir jedoch das gleiche System im thermodynamischen Limes, dann sind die ko-
härenten Zustände3 |SF〉 = exp[α â†

q=0] |0〉 Grundzustände des Systems, welche aus dem FOCK-

Vakuum |vac〉 durch die Symmetrietransformation exp[αâ†
0 −α∗â0] erzeugt werden [BRAUNER,

2010]. Die kohärenten Zustände sind Eigenzustände von âq=0 mit dem Eigenwert α [GLAUBER,
1963]. Sie sind keine Eigenzustände des adjungierten Operators â†

q=0 und damit auch keine Ei-

genzustände des Teilchenzahl-Operators N̂ =∑
q â†

q âq. Die Symmetrie ist hier demnach spontan
gebrochen und in der Tat ist die Definition eines Ordungsparameters möglich, denn nun gibt es
mit âi einen Operator mit:

〈SF|[âi, N̂
]|SF〉 = 〈SF|âi|SF〉 =α 6= 0. (2.21)

Man vergleiche dazu die Formel (2.18).

Wir halten fest, dass die Definition eines Ordnungsparameters über einen Erwartungswert
verbunden ist, mit dem Eintreten einer spontan gebrochenen Symmetrie und dem thermodyna-
mischen Limes.

2Die Wirkung einer U(1)-Eichsymmetrie-Transformation besteht darin, dass die Feldoperatoren eine Phase eiϕ

erhalten.
3bis auf Normierung
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2.5 MOTIVATION DES MODELLS

2.5 Motivation des Modells

In vielen Experimenten auf dem Gebiet der ultrakalten Quantengase ist man darauf aus, einen
Grundzustand eines bestimmten HAMILTON-Operators zu präparieren. Dies erreicht man durch
eine entsprechende Wahl der Konfiguration des experimentellen Aufbaus, sodass beispielswei-
se für Bosonen in einem optischen Gitter das System durch ein BOSE–HUBBARD-Hamiltonian
beschrieben werden kann. Den Grundzustand erreicht man dann durch möglichst gutes Kühlen
des Systems.

Eine andere Möglichkeit, die aus dem Gebiet der Quantenoptik kommt, ist das System an-
zutreiben und durch Kopplung an ein Bad in einen stationären Nicht-Gleichgewichtszustand
zu bringen. Die Dynamik des Systems lässt sich dann nicht allein durch einen hermiteschen
HAMILTON-Operator Ĥ beschreiben, sondern geschieht durch eine sogenannte Mastergleichung:

i~
d
dt
%̂(t)= [

Ĥ, %̂(t)
]+ i~L%̂(t). (2.22)

Hier ist %̂(t) der statistische Operator des Systems. Der hermitesche Operator L%̂(t) beschreibt
die Kopplung von System und Bad, wobei die Freiheitsgrade des Bades ausintegriert sind und
nicht mehr explizit auftauchen. Nach LINDBLAD [1976], GORINI, KOSSAKOWSKI und SUDAR-
SHAN [1976] lässt sich dieser sogenannte dissipative Anteil der Dynamik ganz allgemein aus-
drücken durch:

L%̂(t)=∑
`

Γ`

(
2L̂` %̂(t) L̂†

`
− L̂†

`
L̂` %̂(t)− %̂(t) L̂†

`
L̂`

)
. (2.23)

Dies ist die sogenannte LINDBLAD-Form des dissipativen Anteils der Mastergleichung (2.22).

e
Γ

L

g

Die Operatoren L̂` werden als Quantensprung-Operatoren be-
zeichnet. Der Parameter Γ` ist von der physikalischen Dimensi-
on her eine Rate und stellt die Zerfallsrate eines Zustandes dar,
welcher durch die Wirkung der Quantensprung-Operatoren zer-
fällt. Auf der Ebene der Atomphysik wäre Γ` beispielsweise die
Zerfallsrate angeregter Zustände, wie sie qualitativ durch einen
EINSTEIN-Koeffizienten gegeben ist. Dem Operator L̂` ∝ |g〉〈e|
entspräche dann ein Operator, der ein angeregtes Atom vom Zu-
stand |e〉 in den Grundzustand |g〉 zerfallen lässt.

Stationäre Zustände %̂s der Mastergleichung (2.22) sind z. B.
sogenannte Dunkelzustände, welche außerdem mit dem Hamil-
tonian kompatibel sind, d. h.

[
Ĥ, %̂s

] = 0 erfüllen. Ein Dunkel-
zustand ist definiert durch L%̂s = 0 [KRAUS ET AL., 2008]. Ist %̂s ein reiner Zustand4, d. h.
%̂s = |D〉〈D|, so sind die Dunkelzustände |D〉 dadurch charakterisiert, dass sie Eigenzustände
der Quantensprung-Operatoren mit Eigenwert Null sind: L̂` |D〉 = 0.

Wir betrachten ein Vielteilchen-System bestehend aus Bosonen in einem optischen Gitter und
sind auf der Suche nach einer Kopplung mit einem Bad und einem Antrieb, die Quantensprung-
Operatoren realisieren, welche einen BEC-Zustand als Dunkelzustand haben. DIEHL ET AL.

4Wir bemerken, dass bei manchen Autoren Dunkelzustände als reine Zustände definiert werden. Siehe z. B SCHIR-
MER und WANG [2010].

15
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[2008] haben gezeigt, dass eine Konfiguration bestehend aus einem optischen Gitter mit Zwi-
schengitterplätzen, einem Bad von BOGOLIUBOV-Anregungen eines BEC, sowie ein zusätzli-
cher RAMAN-Laser solche Quantensprung-Operatoren möglich machen. Wir beschreiben kurz
die einzelnen Komponenten des Modells. Wir werden im Kapitel 4 das Modellsystem ausführ-
lich behandeln. Eine graphische Veranschaulichung der Prozesse des Modellsystems ist in der
Abbildung 2.4 dargestellt.

Γ Γ

-Ω +Ω -Ω

Γ

Abbildung 2.4: Veranschaulichung des Modells. Gezeigt sind hier das optische Gitterpotenti-
al (schwarze Linie), das BEC-Bad (blaues Oval) sowie die beiden Niveaus im
unteren und im oberen Potentialminimum, welche den Gitter- bzw. den Un-
tergitterplätzen entsprechen. Der RAMAN-Laser (oranger Pfeil) mit der RABI-
Frequenz Ω koppelt beide Niveaus. Das obere Niveau kann durch Abgabe einer
BOGOLIUBOV-Anregung (grüner Pfeil) an das BEC mit der Rate Γ in das untere
Niveau zerfallen (roter Pfeil).

Das zu Grunde liegende Potential des optischen Gitters hat die in der Abbildung 2.4 gezeigte
Form und man kann es sich als ein Gitter vorstellen, dem zusätzlich ein Untergitter der gleichen
Periodizität überlagert wurde. Dabei entsprechen Gitterplätze des Untergitters angeregten Zu-
ständen. Redet man in der Sprache der Festkörperphysik, so beziehen sich die lokalisierten
Zustände im Untergitter auf die WANNIER-Funktionen des ersten angeregten BLOCH-Bandes,
wohingegen die Zustände der Gitterplätze in den tiefer liegenden Minima des Potentials den
WANNIER-Funktionen des untersten BLOCH-Bandes zuzuordnen sind.

Durch das Einstrahlen eines zusätzlichen RAMAN-Lasers können die Zustände des unteren
BLOCH-Bandes in das obere BLOCH-Band angeregt werden und umgekehrt. Dabei wechselt
auf Grund der doppelten Wellenlänge des RAMAN-Lasers im Vergleich zur Gitterkonstanten
des optischen Gitters effektiv das Vorzeichen der RABI-Frequenz Ω von einem Gitterplatz zum
nächsten.

Der zweite Schritt besteht darin, dass die Bosonen im oberen Band durch die Wechselwirkung
mit einem zusätzlichen BEC in das untere BLOCH-Band mit der Rate Γ zerfallen können. Dies
geschieht unter Emission einer BOGOLIUBOV-Anregung in das BEC. Dadurch geht dem System
Energie verloren und dieser Prozess stellt damit den dissipativen Teil der Dynamik dar.
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Durch die kohärente Anregung der Bosonen in das obere Band und des dissipativen Zerfallens
zurück in das untere Band, lässt sich zeigen, dass die Quantensprung-Operatoren der Master-
gleichung folgende Form annehmen ([DIEHL ET AL., 2008] oder Kapitel 4 dieser Diplomarbeit):

L̂ i, j =
(
â†

i + â†
j
)(

âi − â j
)
. (2.24)

Hier sind â†
i und âi bosonische Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren für den Zustand im

unteren Potentialminimum des Gitters bei dem Gitterplatz i. Die Gitterplätze i und j sind hier
benachbarte Gitterplätze. Das unterschiedliche Vorzeichen zwischen den Vernichtern ist eine
Konsequenz des zwischen den Gitterplätzen alternierenden Vorzeichens der RABI-Frequenz Ω.

Die Quantensprung-Operatoren L̂ i, j beschreiben einen Prozess, bei welchem eine antisym-
metrische Superposition von Teilchen auf benachbarten Gitterplätzen zerstört wird und dafür
eine symmetrische Superposition hergestellt wird. Für den ersten Schritt sorgt der Operator
âi − â j und für den zweiten Schritt der Operator â†

i + â†
j im Quantensprung-Operator (2.24).

Die Quantensprung-Operatoren (2.24) sorgen demnach für eine lokale Kopplung der Phasen
von Bosonen auf benachbarten Gitterplätzen, was letztendlich eine globale Kopplung der Pha-
sen zur Folge hat. Dies ist aber gerade ein BEC-Zustand, wie er auch durch den Tunnel-Term
des BOSE–HUBBARD-Modells erzeugt wird. Weiter kann man für den Fall verschwindender
Wechselwirkung der Bosonen zeigen, dass ein BEC-Zustand tatsächlich ein Dunkelzustand der
Quantensprung-Operatoren (2.24) ist.

Diese Art des Pumpens in einen BEC-Zustand entspricht dem Velocity-Selective Coherent Po-
pulation Trapping (kurz VSCPT) aus dem Bereich des Laser-Kühlens [ASPECT ET AL., 1988;
KASEVICH und CHU, 1992; METCALF und VAN DER STRATEN, 1999]. Auch dort wird ein anti-
symmetrisch superponierter Zustand in einen symmetrisch superponierten Zustand gepumpt,
wobei dort ersterer als Hellzustand und letzterer als Dunkelzustand bezeichnet wird. Aus die-
sem Zusammenhang kommt auch die Bezeichnung Dunkelzustand, da dieser im Gegensatz zum
Hellzustand nicht vom Licht des RABI-Lasers angeregt werden kann.
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Kapitel 3

Über die allgemeine Ableitung der
MARKOV’schen
Quanten-Mastergleichung

Es soll eine mikroskopische Herleitung einer Quanten-Mastergleichung für ein Untersystem
gezeigt werden. Ausgehend von der reinen hamilton’schen Dynamik des Gesamtsystems erhält
man durch das Anwenden der zeitabhängigen Störungstheorie bis zur zweiten Ordnung in der
System-Bad-Wechselwirkung und anschließendem Ausspuren der Bad-Freiheitsgrade eine dis-
sipative Dynamik des Untersystems. Dabei findet die BORN–MARKOV-Näherung Anwendung.
Zuletzt bringen wir die Mastergleichung in LINDBLAD-Form. Die hier vorgestellte Herleitung
basiert auf den empfehlenswerten und lesenswerten Monographien von BLUM [1981] sowie von
BREUER und PETRUCCIONE [2007].

3.1 Mikroskopische Herleitung der Mastergleichung

Gesamtsystem

System

Bad

Abbildung 3.1:
Das von uns betrachtete Gesamtsystem besteht

aus einem kleinen Untersystem, das wir System
nennen und einem großen Untersystem. Letzte-
res stellt ein Bad dar und steht in Wechselwir-
kung mit dem System.

Wir betrachten ein quantenmechanisches
System bestehend aus zwei Untersystemen.
Dabei ist ein Untersystem ein sogenanntes
Bad oder Reservoir, welches dadurch defi-
niert ist, dass es viele Freiheitsgrade auf-
weist. Das zweite Untersystem soll bzgl. der
Teilchenzahl, des Volumens und anderer ex-
tensiver Größen klein sein im Vergleich zu
diesem Bad. Im Folgenden bezeichnen wir das
letztere Untersystem kurz als System und
das Untersystem plus Bad als Gesamtsystem.
Vergleiche dazu die nebenstehende Abbil-
dung 3.1. Alle das System betreffenden Grö-
ßen wollen wir mit dem Index S kennzeich-
nen. Entsprechend erhalten die Größen für
das Bad den Index B. Beginnen wir mit dem
HAMILTON-Operator des Gesamtsystems:
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QUANTEN-MASTERGLEICHUNG

Ĥ = ĤS + ĤB + Ĥint. (3.1)

Wie man an den Indizes erkennt, ist ĤS der HAMILTON-Operator des uns interessierenden Sys-
tems und ĤB der HAMILTON-Operator des Bades. Bei dem durch den HAMILTON-Operator ĤS
beschriebenen System handelt es sich um ein offenes System. Dabei ist offen nicht im thermody-
namischen Sinne, d. h. mit einem Austausch von Teilchen und Energie gemeint, sondern, dass
in noch unbestimmter Weise eine Wechselwirkung zwischen System und Bad existiert. Diese
Wechselwirkung wird durch den HAMILTON-Operator Ĥint realisiert.

Die Gleichung (3.1) ist formal gesehen nicht ganz korrekt, da System und Bad in zwei ver-
schiedenen Tensorräumen leben. Der Grund hierfür liegt in der Tatsache, dass System und Bad
unabhängige Freiheitsgrade besitzen. Dies ist analog zum physikalischen Ortsraum und dem
Spinraum in der Einteilchen-Quantenmechanik. Entsprechend bestehen die jeweiligen HAMIL-
TON-Operatoren aus System- oder Bad-Operatoren. Der HAMILTON-Operator Ĥint der Wechsel-
wirkung enthält allerdings Operatoren aus beiden Räumen. Formal korrekt lautet der HAMIL-
TON-Operator (3.1) dann:

Ĥ = ĤS ⊗ 1B + 1S ⊗ ĤB + Ĥint. (3.2)

Hierbei bezeichnet 1S/B die Identität im Tensorraum des Systems bzw. des Bades.

Wir wollen Systeme betrachten, welche nicht notwendigerweise durch einen reinen Zustand
|ψ〉 beschrieben werden können. Die Größe, mit welcher man auch gemischte Zustände behan-
deln kann, ist der statistische Operator %̂. Dieser wird auch als Dichteoperator oder Dichtematrix
bezeichnet. Der statistische Operator ist ein linearer Operator, welcher Spurklasse und positiv
semidefinit ist. Die Eigenschaft der Spurklasse bedeutet insbesondere, dass die Spur des Pro-
duktes des statistischen Operators mit einem zweiten Operator endlich ist. Speziell ist die Spur
des statistischen Operators gleich eins. Aus der Eigenschaft der positiven Definitheit folgt, dass
der statistische Operator hermitesch ist.

Da das Gesamtsystem ein abgeschlossenes quantenmechanisches System ohne Umgebung
ist, unterliegt dieses einer reinen hamilton’schen, d. h. unitären Dynamik. Für den statistischen
Operator %̂ des Gesamtsystems gilt demnach die LIOUVILLE–VON NEUMANN-Gleichung. Im
Wechselwirkungs-Bild lautet diese:

i~
d%̂I(t)

dt
=

[
ĤI

int(t), %̂
I(t)

]
. (3.3)

Siehe dazu die Gleichung (A.18) im Anhang A. Hierbei steht der Superskript I für das Wechsel-
wirkungs-Bild1. Analog werden wir im Folgenden den Superskript S für Operatoren benutzen,
welche im SCHRÖDINGER-Bild auftauchen.

Unser Ziel ist es, eine Differentialgleichung erster Ordnung für den statistischen Operator
des Systems aufzustellen. Dafür gehen wir zunächst vom Ansatz her wie in der zeitabhängigen
Störungstheorie vor. Wir integrieren formal einmal die Gleichung (3.3):

%̂I(t)= %̂(0)− i/~
t∫

0

[
ĤI

int(τ), %̂I(τ)
]
dτ. (3.4)

1engl. interaction picture.

20



3.1 MIKROSKOPISCHE HERLEITUNG DER MASTERGLEICHUNG

Dabei gilt: %̂I(0)= %̂S(0)=: %̂(0). Diesen Ausdruck setzen wir in die rechte Seite der Gleichung (3.3)
ein:

i~
d%̂I(t)

dt
=

[
ĤI

int(t), %̂(0)
]
− i/~

t∫
0

[
ĤI

int(t),
[
ĤI

int(τ), %̂I(τ)
]]

dτ. (3.5)

Integriert man diese Gleichung ein weiteres Mal und ersetzt den zeitabhängigen statistischen
Operator in dem Doppelkommutator durch den statistischen Operator bei t = 0, so haben wir
einen Ausdruck für %̂I(t) in zeitabhängiger Störungstheorie zweiter Ordnung. Diese zweite In-
tegration wollen wir jedoch nicht ausführen und bleiben bei der obigen Gleichung (3.5) für den
statistischen Operator. Wir halten jedoch fest, dass die Gleichung (3.5) einer Störungstheorie in
zweiter Ordnung für den statistischen Operator des Systems entspricht.

Die Gleichung (3.5) liefert uns den statistischen Operator für das Gesamtsystem. Uns in-
teressiert allerdings nicht die Dynamik des gesamten Systems, sondern nur die des Unter-
systems ohne das Bad. Aus diesem Grund spuren wir die Bad-Freiheitsgrade aus und erhalten
eine Differentialgleichung für den statistischen Operator des Systems im Wechselwirkungs-Bild
%̂I

S(t)=TrB
{
%̂I(t)

}
:

i~
d%̂I

S(t)

dt
=TrB

{[
ĤI

int(t), %̂(0)
]}

− i/~
t∫

0

TrB

{[
ĤI

int(t),
[
ĤI

int(τ), %̂I(τ)
]]}

dτ. (3.6)

Bis hierhin ist alles noch exakt. Um den obigen Ausdruck weiter auszuwerten, müssen wir
jedoch eine Annahme über die Stärke der Kopplung von System und Bad machen. Diese als
BORN-Näherung bezeichnete Vereinfachung geht von einer schwachen Kopplung von System
und Bad aus. Dadurch ist der Einfluss des Systems auf das Bad nur schwach und der statistische
Operator %̂B des Bades ändert sich kaum:

%̂B(t)≈ %̂B(0)=: %̂B. (3.7)

Diese Voraussetzung ist dadurch in hohem Maße erfüllt, als dass wir das System als klein ge-
genüber dem Bad angenommen haben.

Gehen wir davon aus, dass der statistische Operator %̂ des Gesamtsystems bei t = 0 ein Ten-
sorprodukt aus den statistischen Operatoren von System und Bad ist, d. h.:

%̂(0)= %̂S(0)⊗ %̂B, (3.8)

dann bleibt er auf Grund der BORN-Näherung auch für alle späteren Zeiten ein Tensorprodukt
der statistischen Operatoren:

%̂I(t)≈ %̂I
S(t)⊗ %̂B. (3.9)

Des Weiteren können wir voraussetzen, dass der Wechselwirkungs-Hamiltonian Ĥint keine
diagonalen Terme in jener Darstellung aufweist, in welcher der Bad-Hamiltonian ĤB diagonal
ist. Dies lässt sich durch eine geeignete Umdefinition des System-Hamiltonians ĤS und des
Wechselwirkungs-Hamiltonians immer erreichen. Zusammen mit der Voraussetzung in Glei-
chung (3.8) gilt dann für den ersten Term in Gleichung (3.6):

TrB

{[
ĤI

int(t), %̂(0)
]}

= 0. (3.10)
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Man könnte mit Blick auf diese Formel auch anders argumentieren: Was diese Formel ausdrückt
ist, dass die im Wechselwirkungs-Hamiltonian auftretenden Operatoren des Bades einen ver-
schwindenden Mittelwert aufweisen. Wäre dieser Mittelwert allerdings ungleich Null, so kann
man durch Umdefinieren der entsprechenden Operatoren einen Mittelwert von Null erreichen,
ohne etwas an der eigentlichen Dynamik des Systems zu verändern.

Wenden wir die BORN’sche Näherung auf die Gleichung (3.6) an, so bekommen wir für die
Dynamik des statistischen Operators des Systems

i~
d%̂I

S(t)

dt
=−i/~

t∫
0

TrB

{[
ĤI

int(t),
[
ĤI

int(τ), %̂I
S(τ)⊗ %̂B

]]}
dτ. (3.11)

Diese Gleichung ist eine Integro-Differentialgleichung für %̂I
S(t). Die nun folgende MARKOV-

Näherung macht hieraus eine Differentialgleichung, welche lokal in der Zeit ist.

Zunächst sei τB die Zeitskala auf welcher die Korrelationsfunktionen2 des Bades abklingen.
Dann ist der Integrand in Gleichung (3.11) nur für Zeiten τ ≥ t−τB ungleich Null. Des Weite-
ren existiert eine Relaxationszeit τR, in welcher sich das System merklich ändert. Ist nun die
Korrelationszeit τB des Bades merklich schneller, als die Relaxationszeit des Systems:

τB À τR, (3.12)

dann ist %̂I
S(τ)≈ %̂I

S(t) im Integranden von Gleichung (3.11). Wir können außerdem die Integrati-
onsvariable τ durch t−τ substituieren und die obere Integrationsgrenze gegen unendlich gehen
lassen. Damit erhalten wir schließlich die MARKOV’sche Quanten-Mastergleichung:

i~
d%̂I

S(t)

dt
=−i/~

∞∫
0

TrB

{[
ĤI

int(t),
[
ĤI

int(t−τ), %̂I
S(t)⊗ %̂B

]]}
dτ. (3.13)

Hierbei handelt es sich um eine Differentialgleichung erster Ordnung für den statistischen Ope-
rator des Systems, welche lokal in der Zeit ist. Dies ist das gesuchte Ergebnis und wird der
Ausgangspunkt für die Herleitungen im Abschnitt 4.4 sein.

Die MARKOV-Näherung bedeutet, dass das Bad keinerlei Gedächtnis aufweist. Anregungen
im Bad, welche durch die Wechselwirkung mit dem System hervorgerufen werden, verschwin-
den in den unendlichen Freiheitsgraden des Bades und wirken niemals wieder auf das System
zurück. An dieser Stelle ist die große – idealerweise unendliche – Anzahl der Freiheitsgrade des
Bades entscheidend.

Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir noch prüfen, ob der durch die MARKOV’sche
Quanten-Mastergleichung (3.13) bestimmte statistische Operator die ihn definierenden Eigen-
schaften beibehält. Wir hatten oben festgehalten, dass die Spur des statistischen Operators
konstant gleich eins ist. Demnach ist zu prüfen, ob die Zeitableitung der Spur des statistischen
Operators verschwindet:

2Die Korrelationsfunktionen sind durch Tr
{
B̂(t0) B̂(t0 +∆t)%̂B

}
definiert. B̂ sind Operatoren aus dem Tensorraum

des Bades, welche in dem Wechselwirkungs-Hamiltonian ĤI
int auftauchen.
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i~
d
dt

TrS

{
%̂I

S(t)
}
=TrS

{
i~

d
dt
%̂I

S(t)
}

=TrS

{
−i/~

∞∫
0

TrB

{[
ĤI

int(t),
[
ĤI

int(t−τ), %̂I
S(t)⊗ %̂B

]]}
dτ

}

=−i/~
∞∫

0

Tr
{[

ĤI
int(t),

[
ĤI

int(t−τ), %̂I
S(t)⊗ %̂B

]]}
dτ

= 0.

(3.14)

Hier bedeutet TrS die Spur über die Freiheitsgrade des Systems S und Tr die Spur über die
Freiheitsgrade von System und Bad. Der letzte Schritt folgt aus der Tatsache, dass man Ope-
ratoren innerhalb der Spur zyklisch vertauschen kann, d. h. Tr

{
Â B̂ Ĉ

}=Tr
{
B̂ Ĉ Â

}=Tr
{
Ĉ Â B̂

}
und demnach die Spur eines Kommutators Null ergibt3. Damit bleibt die Spur unter der Zeit-
entwicklung der Mastergleichung erhalten.

Die zweite Eigenschaft des statistischen Operators ist die positive Semidefinitheit. Uns ge-
nügt zu zeigen, dass der statistische Operator hermitesch bleibt. Dies ist der Fall, wenn die
Mastergleichung hermitesch ist, so dass %̂I

S(t) und %̂
I†
S (t) der gleichen Bewegungsgleichung un-

terliegen und damit für alle Zeiten identisch sind. Die Mastergleichung (3.13) ist in der Tat
hermitesch, da der Integrand hermitesch ist. Dies sieht man mit Hilfe der folgenden zwei Iden-
titäten: [

Â, B̂
]† = (

ÂB̂− B̂Â
)† = B̂† Â† − Â†B̂† = [

B̂†, Â†] (3.15)

=⇒
[
Â,

[
B̂, Ĉ

]]† =
[[

B̂, Ĉ
]†, Â†

]
=

[[
Ĉ†, B̂†], Â†

]
=

[
Â†,

[
B̂†, Ĉ†]]. (3.16)

Womit für hermitesche Â, B̂ und Ĉ gilt:[
Â,

[
B̂, Ĉ

]]† =
[
Â,

[
B̂, Ĉ

]]
. (3.17)

Zusammenfassend können wir sagen, dass die MARKOV’sche Quanten-Mastergleichung (3.13)
die Eigenschaften von statistischen Operatoren erhält.

Eine ähnliche Fragestellung wie die Erhaltung der Spur ist, ob ein reiner Zustand unter
der Zeitentwicklung (3.13) rein bleibt. Ein reiner Zustand ist durch die Bedingung Tr

{
%̂2} = 1

definiert. Zustände, die nicht rein sind, heißen gemischte Zustände und unterliegen der Unglei-
chung Tr

{
%̂2}< 1. Betrachten wir also die Zeitentwicklung der Spur von %̂2:

i~
d
dt

TrS

{
%̂I

S(t)2
}
=TrS

{
i~

d
dt
%̂I

S(t)2
}
= 2TrS

{
%̂I

S(t)i~
d
dt
%̂I

S(t)
}

=TrS

{
−%̂I

S(t) i/~
∞∫

0

TrB

{[
ĤI

int(t),
[
ĤI

int(t−τ), %̂I
S(t)⊗ %̂B

]]}
dτ

}

=−i/~
∞∫

0

Tr
{
%̂I

S(t)
[
ĤI

int(t),
[
ĤI

int(t−τ), %̂I
S(t)⊗ %̂B

]]}
dτ.

(3.18)

3Zu beachten ist, dass die letzte Aussage nur für Spurklasse-Operatoren gültig ist. Für die Leiteroperatoren â des

harmonischen Oszillators gilt z. B., dass der Ausdruck Tr
{[

â, â†]}
divergiert. Siehe dazu z. B. MUKAMEL [1995]
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Dies ist im Allgemeinen ungleich Null, da in der Spur nicht nur ein Kommutator steht. Wir
können also festhalten, dass im Allgemeinen die Reinheit eines Zustandes unter der Zeitent-
wicklung einer MARKOV’sche Quanten-Mastergleichung (3.13) nicht erhalten bleibt.

3.2 Herleitung der LINDBLAD-Form der Mastergleichung

Die Zeitentwicklung des Untersystems S lässt sich ganz allgemein und abstrakt mit Hilfe von
sogenannten dynamischen Halb-Gruppen beschreiben [BREUER und PETRUCCIONE, 2007]. Dies
sind Abbildungen

V (t) : S(HS)−→S(HS) (3.19)

von dem Raum S(HS) der statistischen Operatoren des Untersystems in sich selbst mit der
Halb-Gruppen-Eigenschaft:

V (t1)V (t2)=V (t1 + t2), t1, t2 ≥ 0. (3.20)

Mit der Halb-Gruppen-Eigenschaft lässt sich die Änderung des statistischen Operators von dem
Ausgangszustand bei t = 0 bis zu einem späteren Zeitpunkt bei t > 0 beschreiben durch:

%̂S(t)=V (t)%̂(0).

Führen wir den Generator L der Halb-Gruppe durch die Definition

V (t)= exp(−iLt/~) (3.21)

ein, so bekommen wir eine Differentialgleichung erster Ordnung für den statistischen Operator
des Systems:

i~
d
dt
%̂S(t)=L %̂S(t). (3.22)

Die Abbildungen V (t) bilden nur eine Halb-Gruppe, da man mit diesen Abbildungen dissipative
Dynamik beschreiben will. Da im Allgemeinen in diesem Fall keine reversible zeitliche Ent-
wicklung des Systems vorliegt, existiert auch keine inverse Abbildung zu jedem Element der
Gruppe.

Sowohl den Generator L als auch V (t) bezeichnet man als Super-Operator, da dieser Ope-
ratoren auf Operatoren abbildet. Im Falle reiner hamilton’scher Dynamik ist L durch einen
Kommutator wie in der LIOUVILLE–VON NEUMANN-Gleichung (3.3) gegeben.

Die obige Quanten-Mastergleichung (3.13) in der BORN–MARKOV-Näherung definiert aller-
dings nicht zwangsläufig einen Generator L einer dynamischen Halb-Gruppe. Erst mit Hilfe
der sogenannten rotating-wave-Näherung, welche über schnell oszillierende Terme mittelt, be-
kommt man das gewünschte Ergebnis [BREUER und PETRUCCIONE, 2007].

Bevor wir jedoch diese Näherung anwenden können, müssen wir den Hamiltonian der Wech-
selwirkung von Bad und System im Wechselwirkungs-Bild darstellen. Dazu spalten wir diesen
im SCHRÖDINGER-Bild in Operatoren Â des Systems und in Operatoren B̂ des Bades auf:

ĤS
int =

∑
α

ÂS
α⊗ B̂S

α. (3.23)

24
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Hier ist α ein beliebiger Index. Zu beachten ist, dass zwar ĤS
int hermitesch ist und damit auch

die komplette Summe. Die einzelnen Summanden ÂS
α und B̂S

α müssen jedoch nicht hermitesch
sein.

Diesen Ausdruck könnten wir nun einfach in das Wechselwirkungs-Bild transformieren, was
uns allerdings im weiteren Verlauf nicht viel nützen würde. Die Ausdrücke werden etwas über-
sichtlicher, wenn wir die zugrunde liegenden Energieniveaus des Untersystems S benutzen. Die
Idee ist, dass man Ĥint in Eigenoperatoren des System-Hamiltonians ĤS zerlegt. Ein Operator
Ô heißt Eigenoperator zu ĤS, falls dieser die Eigenwertgleichung[

ĤS, Ô
]= ζÔ (3.24)

erfüllt. Dabei ist ζ ∈C der Eigenwert von Ô.

Wir bezeichnen mit ε die Eigenwerte von ĤS und mit Π̂(ε) die Projektionsoperatoren des
entsprechenden Eigenraumes. Als nächstes definieren wir Operatoren

ÂS
α(ω) :=∑

ε′−ε=~ω
Π̂(ε) ÂS

α Π̂(ε′), (3.25)

deren Eigenschaften wir im Folgendem näher untersuchen wollen. Summiert wird in der Defi-
nition (3.25) über alle Eigenwerte ε und ε′ von ĤS bei fester Energiedifferenz ~ω.

Betrachten wir den Kommutator mit dem System-Hamiltonian:

[
ĤS

S, ÂS
α(ω)

]= ∑
ε′−ε=~ω

[
ĤS

S, Π̂(ε) ÂS
α Π̂(ε′)

]
= ∑
ε′−ε=~ω

∑
ε′′

(∣∣ε′′〉〈
ε′′

∣∣ ĤS
S︸ ︷︷ ︸

=〈ε′′|ε′′
Π̂(ε) ÂS

α Π̂(ε′)− Π̂(ε) ÂS
α Π̂(ε′) ĤS

S

∣∣ε′′〉︸ ︷︷ ︸
=ε′′|ε′′〉

〈
ε′′

∣∣)

= ∑
ε′−ε=~ω

∑
ε′′

(∣∣ε′′〉〈
ε′′

∣∣ε′′Π̂(ε)︸ ︷︷ ︸
=ε〈ε′′|Π̂(ε)

ÂS
α Π̂(ε′)− Π̂(ε) ÂS

α Π̂(ε′)ε′′
∣∣ε′′〉︸ ︷︷ ︸

=ε′Π̂(ε′)|ε′′〉

〈
ε′′

∣∣)

= ∑
ε′−ε=~ω

=−~ω︷ ︸︸ ︷
(ε−ε′) Π̂(ε) ÂS

α Π̂(ε′)[
ĤS

S, ÂS
α(ω)

]=−~ω ÂS
α(ω). (3.26)

Dabei haben wir im ersten Schritt die Vollständigkeitsrelation der Energieeigenzustände einge-
setzt.

Mittels hermitescher Konjugation erhält man einen analogen Ausdruck für den adjungierten
System-Operator: [

ĤS
S, ÂS†

α (ω)
]= ~ω ÂS†

α (ω). (3.27)

Damit sind ÂS
α(ω) und ÂS†

α (ω) Eigenoperatoren zu dem System-Hamiltonian ĤS
S mit Eigenwer-

ten ∓~ω.

Nun wollen wir diese Eigenoperatoren in das Wechselwirkungs-Bild transformieren. Es gilt
gemäß Gleichung (A.9):

ÂI
α(ω, t)= ei

(
ĤS

S+ĤS
B

)
t/~ ÂS

α(ω)e−i
(
ĤS

S+ĤS
B

)
t/~ = eiĤS

S t/~ ÂS
α(ω)e−iĤS

S t/~. (3.28)
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Hier haben wir ausgenutzt, dass Â ein Systemoperator ist und den Tensorraum des Bades un-
berührt lässt. Dann können wir ÂI

α(ω, t) mit Hilfe der Bewegungsgleichung (A.11) und dem
Kommutator (3.26) berechnen:

i~
d
dt

ÂI
α(ω, t)= [

ÂI
α(ω, t), ĤS

S
]

= eiĤS
S t/~[ÂS

α(ω), ĤS
S
]
e−iĤS

S t/~

= eiĤS
S t/~~ω ÂS

α(ω) e−iĤS
S t/~

= ~ω ÂI
α(ω, t).

(3.29)

Dies lässt sich einfach integrieren und mit der Anfangsbedingung ÂI
α(ω,0)= ÂS

α(ω) erhalten wir:

ÂI
α(ω, t)= e−iωt ÂS

α(ω). (3.30)

Den Adjungierten berechnet man durch schlichtes hermitesch konjugieren:

ÂI†
α (ω, t)= eiωt ÂS†

α (ω). (3.31)

Wir sehen damit, dass die Eigenoperatoren im Wechselwirkungs-Bild sich lediglich durch einen
Phasenfaktor von den Eigenoperatoren im SCHRÖDINGER-Bild unterscheidet.

Nun summieren wir ÂS
α(ω) über alle möglichen Energiedifferenzen ω und erhalten:

∑
ω

ÂS
α(ω)=∑

ω

∑
ε′−ε=ω

Π̂(ε) ÂS
α Π̂(ε′)

=∑
ε

∑
ε′
Π̂(ε) ÂS

α Π̂(ε′)

=∑
ε

Π̂(ε) ÂS
α

∑
ε′
Π̂(ε′)∑

ω

ÂS
α(ω)= ÂS

α. (3.32)

Dies ist gerade der Anteil des Systems im Wechselwirkungs-Hamiltonian (3.23). Für diesen
können wir demnach auch schreiben:

ĤS
int =

∑
α

∑
ω

ÂS
α(ω)⊗ B̂S

α, (3.33)

welcher damit schließlich in Eigenoperatoren des System-Hamiltonians zerlegt ist.

In der Quanten-Mastergleichung (3.13) tritt der Wechselwirkungs-Hamiltonian im Wechsel-
wirkungs-Bild auf, sodass wir in der obigen Zerlegung die Wechselwirkungs-Darstellung der
Systemoperatoren einsetzen wollen:

ĤI
int(t)=

∑
α

∑
ω

e−iωt ÂS
α(ω)⊗ B̂I

α(t), oder (3.34a)

=∑
α

∑
ω

eiωt ÂS†
α (ω)⊗ B̂I†

α (t), (3.34b)
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wobei natürlich auch die Bad-Operatoren in das Wechselwirkungs-Bild transformiert wurden:

B̂I
α(t)= ei

(
ĤS

S+ĤS
B

)
t/~ B̂S

α e−i
(
ĤS

S+ĤS
B

)
t/~

= eiĤS
B t/~ B̂S

α e−iĤS
B t/~.

(3.35)

Dabei haben wir ausgenutzt, dass B̂α nur auf den Tensorraum des Bades wirkt.

Bevor wir Ĥint aus Gleichung (3.34) in die Mastergleichung (3.13) einsetzen, wollen wir in
Letzterer den darin auftretenden Doppelkommutator auflösen. Dadurch erhalten wir:

i~
d%̂I

S(t)

dt
=−i/~

∞∫
0

TrB

{
ĤI

int(t) ĤI
int(t−τ) %̂I

S(t)⊗ %̂B − ĤI
int(t−τ) %̂I

S(t)⊗ %̂B ĤI
int(t)+

+ %̂I
S(t)⊗ %̂B ĤI

int(t−τ) ĤI
int(t)− ĤI

int(t) %̂
I
S(t)⊗ %̂B ĤI

int(t−τ)︸ ︷︷ ︸
= hermitesch Konjugierte (h.c.) der ersten beiden Terme

}
dτ, (3.36)

bzw.

i~
d%̂I

S(t)

dt
=−i/~

∞∫
0

TrB

{
ĤI

int(t) ĤI
int(t−τ) %̂I

S(t)⊗ %̂B − ĤI
int(t−τ) %̂I

S(t)⊗ %̂B ĤI
int(t)+ h.c.

}
dτ. (3.37)

Nun ersetzen wir den Wechselwirkungs-Hamiltonian zum Zeitpunkt t bzw. t− τ durch die
Aufspaltung (3.34b) bzw. (3.34a):

i~
d%̂I

S(t)

dt
=−i/~

∑
α,β

∑
ωω′

∞∫
0

TrB

{
eiωt ÂS†

α (ω)⊗ B̂I†
α (t)e−iω′(t−τ) ÂS

β(ω′)⊗ B̂I
β(t−τ) %̂I

S(t)⊗ %̂B+

−e−iω′(t−τ) ÂS
β(ω′)⊗ B̂I

β(t−τ) %̂I
S(t)⊗ %̂B eiωt ÂS†

α (ω)⊗ B̂I†
α (t)+h.c.

}
dτ. (3.38)

Jetzt nehmen wir die System-Operatoren aus der Spur über die Freiheitsgrade des Bades und
verwenden innerhalb der Spur die Invarianz dieser unter zyklischer Permutation von Bad-
Operatoren:

i~
d%̂I

S(t)

dt
= i/~

{ ∑
ω,ω′

ei(ω−ω′)t ∑
α,β

∞∫
0

TrB

{
B̂I†
α (t) B̂I

β(t−τ) %̂B

}
eiω′τdτ×

×
[
ÂS
β(ω′) %̂I

S(t) ÂS†
α (ω)− ÂS†

α (ω) ÂS
β(ω′) %̂I

S(t)
]
+h.c.

}
= i/~

{ ∑
ω,ω′

∑
α,β

ei(ω−ω′)t Γα,β(ω′, t)
[
ÂS
β(ω′) %̂I

S(t) ÂS†
α (ω)− ÂS†

α (ω) ÂS
β(ω′) %̂I

S(t)
]
+h.c.

]}
. (3.39)

Die hier auftretenden Korrelationen

Γα,β(ω′, t) :=
∞∫

0

TrB

{
B̂I†
α (t) B̂I

β(t−τ) %̂B

}
eiω′τdτ (3.40)
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sind die Bad-Korrelationsfunktionen. Sie bestimmen die Zeitskala τB, welche im Abschnitt 3.1
eingeführt wurde. Im Falle eines stationären Zustandes %̂B des Bades sind die Korrelationen
Γα,β nicht vom Zeitpunkt t abhängig [BREUER und PETRUCCIONE, 2007].

Nun wenden wir die bereits oben erwähnte rotating wave Näherung an. Sei τS eine Zeitska-
la des Systems, welche durch einen typischen Wert von

∣∣ω−ω′∣∣−1 repräsentiert wird. Ist diese
nun wesentlich größer als die Relaxationszeit τR des Systems, d. h. gilt τS À τR, dann können
wir die Terme mit ω 6=ω′ in der Mastergleichung vernachlässigen. Denn diese Terme oszillieren
schnell auf Zeitskalen, in welchen %̂I

S(t) sich kaum ändert und ergänzen sich damit beim Inte-
grieren zu Null. Für quantenoptische Systeme ist dies eine sehr gute Näherung [BREUER und
PETRUCCIONE, 2007; GARDINER und ZOLLER, 2004].

Wir erhalten somit in der rotating-wave-Näherung für die Quanten-Mastergleichung (3.13):

i~
d%̂I

S(t)

dt
= i/~

{∑
ω

∑
α,β
Γα,β(ω)

[
ÂS
β(ω) %̂I

S(t) ÂS†
α (ω)− ÂS†

α (ω) ÂS
β(ω) %̂I

S(t)
]
+h.c.

}
. (3.41)

In dieser Gleichung erkennt man immer noch nicht ohne weiteres den hamilton’schen und
den dissipativen Anteil der Dynamik. Um beide Anteile klar zu trennen, zerlegen wir die Kor-
relationsfunktionen des Bades in zwei hermitesche Matrizen:

Γα,β(ω)=: 1
2γα,β(ω)+ iSα,β(ω). (3.42)

Dabei ist
Sα,β(ω) := 1

2i

(
Γα,β(ω)−Γ∗β,α(ω)

)
(3.43)

und
γα,β(ω) :=Γα,β(ω)+Γ∗β,α(ω). (3.44)

Diese hermitesche Aufspaltung für Γα,β setzen wir in Gleichung (3.41) ein:

i~
d%̂I

S(t)

dt
= i/~

{∑
ω

∑
α,β

(1
2γα,β(ω)+ iSα,β(ω)

)[
ÂS
β(ω) %̂I

S(t) ÂS†
α (ω)− ÂS†

α (ω) ÂS
β(ω) %̂I

S(t)
]
+h.c.

}

= i/~
∑
ω

∑
α,β

{(
1
2γα,β(ω)+ iSα,β(ω)

)[
ÂS
β(ω) %̂I

S(t) ÂS†
α (ω)− ÂS†

α (ω) ÂS
β(ω) %̂I

S(t)
]
+

+
(

1
2 γ

∗
α,β︸︷︷︸

=γβ,α(ω)

−i S∗
α,β(ω)︸ ︷︷ ︸

=Sβ,α(ω)

)[
ÂS
α(ω) %̂I

S(t) ÂS†
β

(ω)− %̂I
S(t) ÂS†

β
(ω) ÂS

α(ω)
]}

. (3.45)

Im zweiten Term vertauschen wir die Summationsindizes α und β:

i~
d%̂I

S(t)

dt
= i/~

∑
ω

∑
α,β

{
iSα,β(ω)×

×
[
((((

(((
((

ÂS
β(ω) %̂I

S(t) ÂS†
α (ω)− ÂS†

α (ω) ÂS
β(ω) %̂I

S(t)−((((((
(((ÂS

β(ω) %̂I
S(t) ÂS†

α (ω)+ %̂I
S(t) ÂS†

α (ω) ÂS
β(ω)

]
+

+ 1
2γα,β(ω)

[
ÂS
β(ω) %̂I

S(t) ÂS†
α (ω)− ÂS†

α (ω) ÂS
β(ω) %̂I

S(t)+ ÂS
β(ω) %̂I

S(t) ÂS†
α (ω)− %̂I

S(t) ÂS†
α (ω) ÂS

β(ω)
]}
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= i/~
∑
ω

∑
α,β

{
iSα,β(ω)

[
%̂I

S(t), ÂS†
α (ω) ÂS

β(ω)
]
+γα,β(ω)

[
ÂS
β(ω) %̂I

S(t) ÂS†
α (ω)− 1

2

{
ÂS†
α (ω) ÂS

β(ω), %̂I
S(t)

}]}
.

(3.46)

Auf Grund der Hermitezität von Sα,β ist auch der erste Term hermitesch. Dieser liefert damit
den hamilton’schen Beitrag zur Zeitentwicklung, deren Generator als LAMB-Shift-Hamiltonian
bezeichnet wird:

ĤS
LS = 1/~

∑
ω

∑
α,β

Sα,β(ω) ÂS†
α (ω) ÂS

β(ω). (3.47)

Führen wir außerdem noch den sogenannten Dissipator

L
(
%̂I

S(t)
)= 1

2~2

∑
ω

∑
α,β

γα,β(ω)
(
2ÂS

β(ω) %̂I
S(t) ÂS†

α (ω)−
{

ÂS†
α (ω) ÂS

β(ω), %̂I
S(t)

})
(3.48)

ein, so schreibt sich die Quanten-Mastergleichung schließlich:

i~
d%̂I

S(t)

dt
=

[
ĤS

LS, %̂I
S(t)

]
+ i~L

(
%̂I

S(t)
)
. (3.49)

Mit
{
Â, B̂

} = Â B̂+ B̂ Â bezeichnen wir den Antikommutator. Da die Matrizen γα,β positiv und
hermitesch sind, lassen diese sich durch unitäre Matrizen u diagonalisieren:

uγu−1 =: κ. (3.50)

Außerdem schreiben wir für die System-Operatoren in der neuen Basis:

ÂS
α(ω)=:

∑
η

uη,αĈS
η (ω). (3.51)

Die Operatoren ĈS
η (ω) werden als LINDBLAD- oder Quantensprung-Operatoren bezeichnet. Der

Dissipator besitzt dann die folgende Form:

L
(
%̂I

S
)= 1

2~2

∑
α,ω

κα

(
2ĈS

α(ω) %̂I
S(t) ĈS†

α (ω)−
{
ĈS†
α (ω) ĈS

α(ω), %̂I
S(t)

})
= 1

2~2

∑
α,ω

κα

([
ĈS
α(ω), %̂I

S(t) ĈS†
α (ω)

]
+

[
ĈS
α(ω) %̂I

S(t), ĈS†
α (ω)

])
= 1

2~2

∑
α,ω

κα

([
ĈS
α(ω), %̂I

S(t) ĈS†
α (ω)

]
+h.c.

)
.

(3.52)

Zu guter Letzt kann man die Mastergleichung wieder zurück in das SCHRÖDINGER-Bild
transformieren. Der dissipative Anteil bleibt in seiner Form davon unverändert. Der hamil-
ton’sche Anteil erhält jedoch zusätzlich den System-Hamiltonian:

i~
d%̂S

S(t)

dt
=

[
ĤS

S + ĤS
LS, %̂S

S(t)
]
+ i~L

(
%̂S

S(t)
)
. (3.53)
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Auch hier kann man sich wieder fragen, ob der sich durch diese Mastergleichung in der Zeit
entwickelnde statistische Operator die Eigenschaften eines statistischen Operators tatsächlich
beibehält. Dass die Spur erhalten bleibt, sieht man sofort, da in der Zeitentwicklung nur Terme
aus Kommutatoren auftauchen und deren Spur ist, wie wir am Ende des letzten Abschnitts 3.1
gesehen haben, gleich Null. Außerdem bemerken wir, dass mit den selben Argumenten wie im
genannten Abschnitt die Reinheit Tr

{
%̂S

S(t)2}
nicht erhalten bleibt.

Um zu zeigen, dass der statistische Operator positiv semidefinit bleibt, genügt es uns, zu
zeigen, dass er hermitesch bleibt. Dies ist der Fall, wenn sich %̂S

S(t) und sein hermitesch konju-
giertes %̂S†

S (t) identisch in der Zeit entwickeln, d. h. die gleiche Mastergleichung erfüllen. Diese
Bedingung ist in der Tat erfüllt, da gemäß der Gleichung (3.15) die hermitesch konjugierte Ma-
stergleichung (3.53) folgende Form hat:

− i~
d%̂S†

S (t)

dt
=

[
ĤS

S + ĤS
LS, %̂S

S(t)
]†

− i~L
(
%̂S

S(t)
)† =−

[
ĤS

S + ĤS
LS, %̂S

S(t)
]
− i~L

(
%̂S

S(t)
)
. (3.54)

Dabei haben wir ausgenutzt, dass der Dissipator (3.52) hermitesch ist. Demnach besitzen %̂S
S(t)

und %̂
S†
S (t) die gleiche Zeitentwicklung und bleiben unter der Mastergleichung (3.53) für alle

Zeiten hermitesch.

Diese LINDBLAD-Form der Mastergleichung (3.53) werden wir im Abschnitt 4.4 für unser
Modellsystem wiedersehen. Die hier gezeigte Herleitung können wir dort jedoch nicht verwen-
den, da wir die Eigenwerte des BOSE–HUBBARD-Hamiltonians nicht kennen. Dadurch ist es
uns nicht möglich, den Wechselwirkungs-Hamiltonian wie in Gleichung (3.33) nach Eigenope-
ratoren des BOSE–HUBBARD-Hamiltonians zu entwickeln. Ausgehend von der MARKOV’schen
Quanten-Mastergleichung (3.13) und einem explizit gegebenen Wechselwirkungs-Hamiltonian
ist es allerdings letztendlich möglich eine Mastergleichung in LINDBLAD-Form herzuleiten.

30



Kapitel 4

Bosonen im optischen Gitter als
offenes Quantensystem

In diesem Kapitel stellen wir das dieser Arbeit zu Grunde liegende Modell vor. Dieses geht auf
die Arbeit von DIEHL ET AL. [2008] zurück. Es beschreibt zwei Untersysteme, welche miteinan-
der gekoppelt sind. Das erste besteht aus bosonischen kalten Atomen in einem optischen Gitter.
Mathematisch beschrieben wird dieses System durch das sogenannte BOSE–HUBBARD-Modell.
Das zweite System besteht aus einem schwach wechselwirkenden BOSE-Gas, welches durch ein
Bad von BOGOLIUBOV-Anregungen modelliert wird.

In dem Artikel von DIEHL ET AL. [2008] wird auch die Herleitung der Mastergleichung, wel-
che die Dynamik des Systems beschreibt, skizziert. Wir werden in diesem Kapitel die Master-
gleichung im Detail herleiten. Betrachten wir jedoch zunächst das einfache BOSE–HUBBARD-
Modell.

4.1 Das BOSE–HUBBARD-Modell für Bosonen im optischen Gitter

Das HUBBARD-Modell [HUBBARD, 1963] ist ein relativ einfaches aber keinesfalls triviales Mo-
dell zur Beschreibung eines wechselwirkenden Vielteilchen-Systems. Es hat seinen Ursprung
in der Festkörperphysik der 1960er Jahre und modelliert wechselwirkende Elektronen in einem
periodischen Potential. Ursprünglich diente es als Modell zur Beschreibung eines Übergangs
des Systems von einem isolierenden – einem MOTT-Isolator – zu einem elektrisch leitenden
Zustand. Es dient aber auch als einfachstes Modell zur Beschreibung von Hochtemperatur-
Supraleitung. Der HAMILTON-Operator des HUBBARD-Modells besteht aus zwei Termen. Ei-
nem kinetischen Term, welcher das Tunneln zwischen benachbarten Gitterplätzen beschreibt
und einem Wechselwirkungsterm, der die COULOMB-Abstoßung zweier Elektronen auf einem
Gitterplatz modelliert.

Das HUBBARD-Modell ist zunächst ein Modell für Elektronen, d. h. für Fermionen. Es lässt
sich jedoch auch auf wechselwirkende Bosonen in einem periodischen Potential übertragen. Die-
ses Modell bezeichnet man dann als BOSE–HUBBARD-Modell1. Ausgiebig untersucht wurde die-
ses Modell erstmals von FISHER ET AL. [1989].

In Zusammenhang mit ultrakalten Bosonen in einem optischen Gitter wurde das BOSE–
HUBBARD-Modell erstmals von JAKSCH ET AL. [1998] gebracht. Sie zeigten, dass sich der HA-

1Zur Unterscheidung wird das HUBBARD-Modell dann auch als FERMI–HUBBARD-Modell bezeichnet.
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MILTON-Operator eines ultrakalten bosonischen Quantengases, welches in ein optisches Gitter
gebracht wurde, auf die Form eines BOSE–HUBBARD-Hamiltonian bringen lässt. Dies wollen
wir im folgenden Abschnitt zeigen.

4.1.1 Das allgemeine BOSE–HUBBARD-Modell

Unser Ausgangspunkt ist der HAMILTON-Operator von wechselwirkenden identischen Teilchen
in zweiter Quantisierung [GROSS und RUNGE, 1986]:

Ĥ =
∫
V

dx ψ̂†(x) ĥ(x)ψ̂(x)+ 1
2

∫
V

dx
∫
V

dx′ ψ̂†(x)ψ̂†(x′)V̂int(x− x′)ψ̂(x′)ψ̂(x). (4.1)

Hier ist V das zu betrachtende Volumen und ĥ(x) der Einteilchen-Hamiltonian in Ortsdarstel-
lung

ĥ(x)=− ~2

2m
∆+Vlat(x)+Vtrap(x) (4.2)

mit der Masse m der Bosonen, dem Potential Vlat(x) des optischen Gitters und dem Potenti-
al Vtrap(x) der äußeren Falle. Das Gitter habe die Periode a. Wir werden in dieser Arbeit nur
optische Gitter mit kubischer Symmetrie betrachten. Die bosonischen Feldoperatoren ψ̂†(x)
und ψ̂(x) erzeugen bzw. vernichten ein Boson am Orte x und genügen den kanonischen BOSE-
Kommutatorrelationen:

[
ψ̂(x),ψ̂†(x′)

]= δ(x− x′) und
[
ψ̂(x),ψ̂(x′)

]= 0= [
ψ̂†(x),ψ̂†(x′)

]
. (4.3)

Die Wechselwirkung zweier Bosonen untereinander wird durch das Zweiteilchen-Wechsel-
wirkungspotential V̂int(x− x′) beschrieben. Eine Wechselwirkung von drei und mehr Teilchen
können wir auf Grund der geringen Dichte des atomaren Gases vernachlässigen [PETHICK und
SMITH, 2008]. Im Allgemeinen ist das Zweiteilchen-Wechselwirkungspotential eine komplizier-
te Funktion des Abstandes der beiden Teilchen. Da allerdings nur bei sehr niedrigen Tempera-
turen von einigen hundert nK gearbeitet wird, besitzen die wechselwirkenden Teilchen nur eine
sehr niedrige kinetische Energie. Im Rahmen der Streutheorie können wir damit die BORN’sche
Näherung verwenden [SAKURAI, 1994]. Vom Standpunkt der Partialwellenanalyse aus betrach-
tet, berücksichtigen wir damit nur s-Wellen Streuung. Das Wechselwirkungspotential ist dann
ausschließlich durch die s-Wellen Streulänge as charakterisiert und kann durch ein effektives
Potential der Form [PETHICK und SMITH, 2008]:

V̂int(x− x′)= 4π~2as

m
δ(x− x′) (4.4)

ausgedrückt werden. Anschaulich hat dies die Form einer Kontakt-Wechselwirkung und führt
im Hamiltonian (4.1) effektiv auf eine Dichte-Dichte-Wechselwirkung. Wir wollen den Vorfaktor
der Kontakt-Wechselwirkung V̂int mit g abkürzen, d. h.:

g := 4π~2as

m
. (4.5)
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Die Dimension von g ist Jm−3, da wir die Streuung von Teilchen in drei Raumdimensionen
betrachten. Arbeitet man mit niederdimensionalen optischen Gittern, so werden die entspre-
chenden Raumdimensionen ausintegriert und g bekommt die Dimension Jm−2 bzw. Jm−1 für
zwei- bzw. eindimensionale optische Gitter.

Da das Einteilchen-Potential des Gitters Vlat bei Vernachlässigung der Falle periodisch ist,
macht es Sinn, die Feldoperatoren nach Funktionen zu entwickeln, welche dieser Symmetrie
unterliegen. Eine mögliche Wahl wären die BLOCH-Funktionen [KITTEL, 2006; CZYCHOLL,
2004]. Wir verwenden jedoch deren „FOURIER-Transformierte“, die sogenannten WANNIER-
Funktionen [KOHN, 1959, 1973; CZYCHOLL, 2004]. Diese wollen wir mit w(n)(x− x(n)

i
)

bezeich-
nen. Hier ist n der Bandindex, wie man ihn von den BLOCH-Funktionen her kennt. Abkürzend
werden wir auch die Notation

w(n)(x− x(n)
i

)=: w(n)
i (x) (4.6)

verwenden. Der Ort x(n)
i hat eine besondere Bedeutung, denn gemäß KOHN [1959] gibt es pro

Band genau einen Satz von WANNIER-Funktionen, in welchem die WANNIER-Funktionen

1. entweder symmetrisch oder antisymmetrisch um entweder x = x(n)
i oder x = x(n)

i + 1
2 a,

2. rein reell sind und

3. exponentiell im Unendlichen abfallen.

Besonders der letzte Punkt ist für uns von Interesse, denn er sorgt für eine starke Lokalisie-
rung der WANNIER-Funktion w(n)(x− x(n)

i
)

um x = x(n)
i . Man kann sich eine WANNIER-Funktion

als Wellenfunktion eines auf einem Gitterplatz lokalisierten Teilchens vorstellen. Näheres zu
BLOCH- und WANNIER-Funktionen, deren Eigenschaften und Verbindung zueinander findet
man im Anhang B.

Auf Grund der Vollständigkeit (B.8) der WANNIER-Funktionen können wir die Feldoperatoren
ψ̂(x) nach diesen entwickeln. Siehe dazu Gleichung (B.13) auf Seite 127 im Anhang B. Die hier
auftretenden Operatoren â(n)†

i und â(n)
i sind wiederum Erzeuger und Vernichter von Bosonen

und erfüllen kanonische BOSE-Kommutatorrelationen:

[
â(n)

i , â(n′)†
i′

]= δn,n′ δi,i′ und
[
â(n)

i , â(n′)
i′

]= 0= [
â(n)†

i , â(n′)†
i′

]
. (4.7)

Im Folgenden wollen wir â(n)†
i und â(n)

i kurz als Leiteroperatoren bezeichnen. Auf Grund der
Eigenschaft der WANNIER-Funktionen w(n)(x−x(n)

i
)

stark auf dem Gitterplatz bei x = x(n)
i lokali-

siert zu sein, interpretiert man die Leiteroperatoren â(n)†
i und â(n)

i als Erzeuger bzw. Vernichter
eines Bosons am Gitterplatz i des n-ten Bandes.

Setzen wir nun die Entwicklung (B.13) der Feldoperatoren und das Wechselwirkungspoten-
tial (4.4) in den Hamiltonian (4.1) ein, so erhalten wir:

Ĥ = ∑
n,m

∑
i, j

â(n)†
i â(m)

j

∫
V

w(n)∗(
x− x(n)

i
)
ĥ(x)w(m)(x− x(m)

j
)
dx+

+ 1
2

g
∑
n,m
u,v

∑
i, j
k,l

â(n)†
i â(m)†

j â(u)
k â(v)

l

∫
V

w(n)∗(
x− x(n)

i
)
w(m)∗(

x− x(m)
j

)
w(u)(x− x(u)

k

)
w(v)(x− x(v)

l

)
dx. (4.8)
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Nun führen wir drei Abkürzungen ein, um diesen HAMILTON-Operator übersichtlicher zu ma-
chen. Wir definieren das sogenannte Tunnelmatrixelement:

J(n,m)
i, j :=−

∫
V

w(n)∗(
x− x(n)

i
)[− ~2

2m
∆+ V̂lat(x)

]
w(m)(x− x(m)

j
)
dx. (4.9)

Das Tunnelmatrixelement hängt in einem homogenen Gitter auf Grund der Translationsinva-
rianz des LAPLACE-Operators und des Gitterpotentials nicht von den Gitterpunkten i und j ab,
sondern nur von deren relativer Lage. Da wir nur kubische Gitter betrachten, ist sogar nur der
Abstand

∣∣i− j
∣∣ entscheidend für das Tunnelmatrixelement. Näheres wird weiter unten disku-

tiert. Außerdem sei auf das gewählte negative Vorzeichen hingewiesen. Als zweites definieren
wir die Wechselwirkungsstärke:

U (nmuv)
i jkl := g

∫
V

w(n)∗(
x− x(n)

i
)
w(m)∗(

x− x(m)
j

)
w(u)(x− x(u)

k

)
w(v)(x− x(v)

l

)
dx. (4.10)

Als letztes führen wir einen Parameter ein, welcher die Eigenschaften des äußeren Fallenpoten-
tials beschreibt:

ε
(n,m)
i, j :=

∫
V

w(n)∗(
x− x(n)

i
)
V̂trap(x)w(m)(x− x(m)

j
)
dx. (4.11)

Ist das Fallenpotential über der Ausdehnung eines Gitterplatzes nahezu konstant, d. h. gilt∣∣∇V̂trap(x)
∣∣¿ ∣∣V̂trap(x)/a

∣∣, mit der Gitterkonstante a, so liefert das Integral (4.11) nur einen Bei-
trag für n = m und i = j. Sind nämlich die Gitterplätze i und j weit voneinander entfernt,
so sorgt die starke Lokalisierung der WANNIER-Funktionen für ein Verschwinden des Inte-
grals (4.11). Sind jedoch die Gitterplätze i und j nahe beisammen, so können wir das langsam
variierende Fallenpotential als konstant ansehen und vor das Integral (4.11) ziehen. Die Or-
thonormalität (B.7) sorgt dann für das Verschwinden des Integrals für n 6= m und i 6= j. Es gilt
also:

ε
(n,m)
i, j = ε(n)

i δn,mδi, j, mit ε(n)
i =

∫
V

∣∣∣w(n)∗(
x− x(n)

i
)∣∣∣2V̂trap(x)dx. (4.12)

Mit den Definitionen (4.9), (4.10) und (4.12) nimmt der HAMILTON-Operator (4.8) folgende Form
an:

Ĥ =− ∑
n,m

∑
i, j

J(n,m)
i, j â(n)†

i â(m)
j + 1

2

∑
n,m
u,v

∑
i, j
k,l

U (nmuv)
i jkl â(n)†

i â(m)†
j â(u)

k â(v)
l +∑

n

∑
i
ε(n)

i â(n)†
i â(n)

i . (4.13)

Da in einem kubischen Gitter der Einteilchen HAMILTON-Operator separiert, d. h.: ĥ(x) =
ĥ(x)+ ĥ(y)+ ĥ(z), separieren auch die WANNIER-Funktionen [HOFFMANN, 2007]:

w(n)(x−xi
)=w(n)(x− xi

)
w(n)(y− yi

)
w(n)(z− zi

)
. (4.14)
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Mit x bezeichnen wir nur in der folgenden Diskussion bzgl. des Tunnelmatrixelementes Vekto-
ren im R3 mit den Komponenten x, y und z. Die Aufspaltung (4.14) setzen wir in die Definiti-
on (4.9) des Tunnelmatrixelementes ein:

J(n,m)
i, j =−

∫
V

w(n)∗(
x−xi

)
ĥ(x)w(n)(x−x j

)
d3x (4.15)

=−
∫

w(n)∗(
x− xi

)
ĥ(x)w(m)(x− x j

)
dx

∫
w(n)∗(

y− yi
)
w(m)(y− yj

)
dy

∫
w(n)∗(

z− xi
)
w(m)(z− z j

)
dz

−
∫

w(n)∗(
x− xi

)
w(m)(x− x j

)
dx

∫
w(n)∗(

y− yi
)
ĥ(y)w(m)(y− yj

)
dy

∫
w(n)∗(

z− xi
)
w(m)(z− z j

)
dz

−
∫

w(n)∗(
x− xi

)
w(m)(x− x j

)
dx

∫
w(n)∗(

y− yi
)
w(m)(y− yj

)
dy

∫
w(n)∗(

z− xi
)
ĥ(z)w(m)(z− z j

)
dz.

Wir sehen, dass dies auf Grund der Orthonormalität (B.7) nur dann ungleich Null ist, wenn
sowohl die Bänder n und m identisch sind, als auch die Gitterpunkte xi und x j entlang nur
einer Richtung des Gitters liegen. Wir wählen ohne Einschränkung die x-Richtung aus. Dann
gilt: xi 6= x j, yi = yj und zi = z j. Sei nun |i− j| der Abstand der Gitterpunkte xi und x j, dann gilt
für das Tunnelmatrixelement gemäß Gleichung (4.15):

J(n,m)
i, j = J(n)

|i− j|δn,m =−δn,m

∫
w(n)∗(

x− x(n)
i+|i− j|

)
ĥ(x)w(n)(x− x(n)

i
)

dx. (4.16)

Da dieser Ausdruck außerdem translationsinvariant ist, hängt das Tunnelmatrixelement schließ-
lich nur noch vom Abstand a|i− j| der Punkte xi und x j ab:

J(n,m)
i, j = J(n)

|i− j|δn,m =−δn,m

∫
w(n)∗(

x−a|i− j|) ĥ(x)w(n)(x)
dx. (4.17)

Das Tunnelmatrixelement (4.17) lässt sich noch weiter vereinfachen, wenn man die WANNIER-
Funktionen durch BLOCH-Funktionen ϕ(n)

q (x) darstellt. Die Umrechnung findet man in For-
mel (B.6) im Anhang B. Es gilt:

J(n)
|i− j| =−

∫
w(n)∗(

x−a|i− j|) ĥ(x)w(n)(x)
dx (4.18)

=− 1
Nx

∑
q,p

eiqa|i− j|
∫
ϕ(n)∗

q (x) ĥ(x)ϕ(n)
p (x)︸ ︷︷ ︸

=ε(n)
p ϕ(n)

p (x)

dx. (4.19)

Hier ist Nx die Anzahl der Gitterplätze entlang der x-Richtung des Gitters und ε(n)
p sind die

BLOCH-Energien. Nun bilden auch die BLOCH-Funktionen gemäß der Gleichung (B.4) ein or-
thonormales Funktionensystem, womit das Integral nur für q = p endlich bleibt. Wir erhalten
dann:

J(n)
|i− j| =− 1

Nx

∑
q

eiqa|i− j| ε(n)
q . (4.20)

Wir sehen, dass J(n)
|i− j| der |i − j|-te FOURIER-Koeffizient von −ε(n)

q bzgl. e−iqa|i− j| ist. Diesen
Zusammenhang werden wir für die numerische Berechnung des Tunnelmatrixelementes her-
anziehen. Fassen wir unsere Ergebnisse bzgl. des Tunnelmatrixelementes (4.9) zusammen: Das
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Tunnelmatrixelement ist nur innerhalb eines Bandes und nur für Gitterpunkte entlang einer
Richtung des Gitters ungleich Null. Es gilt:

J(n,m)
i, j = δn,mJ(n)

|i− j| =−δn,m

∫
w(n)∗(

x−a|i− j|) ĥ(x)w(n)(x)
dx =−δn,m

1
Nx

∑
q

eiqa|i− j| ε(n)
q . (4.21)

Bevor wir den HAMILTON-Operator mit diesen Erkenntnissen über das Tunnelmatrixelement
angeben, betrachten wir das Tunnelmatrixelement J(n)

0 . Dieses ist eine endliche für jedes Band
unterschiedliche Konstante, die unabhängig vom Gitterplatz ist. Im Hamiltonian führt dies zu
einen Term der Form

∑
n
∑

i J(n)
0 â(n)†

i â(n)
i =∑

n J(n)
0 N̂(n), wobei N̂(n) der Operator der Gesamtteil-

chenzahl des n-ten Bandes ist, d. h. N̂(n) =∑
i â(n)†

i â(n)
i .

Fügen wir unsere Erkenntnisse über das Tunnelmatrixelement gemäß Gleichung (4.21) in
den HAMILTON-Operator (4.13) ein, so erhalten wir für den allgemeinen BOSE–HUBBARD-
Hamiltonian:

Ĥ =−∑
n

∑
|i− j|>0

J(n)
|i− j| â

(n)†
i â(n)

j + 1
2

∑
n,m
u,v

∑
i, j
k,l

U (nmuv)
i jkl â(n)†

i â(m)†
j â(u)

k â(v)
l +

+∑
n

∑
i
ε(n)

i â(n)†
i â(n)

i +∑
n

J(n)
0 N̂(n). (4.22)

4.1.2 Das Ein-Band BOSE–HUBBARD-Modell

Nun kommen wir zu dem für die ultrakalten Quantengase in optischen Gittern wichtigen Ein-
Band BOSE–HUBBARD-Hamiltonian. Dieser ist eine Vereinfachung von (4.22). Wir spezialisie-
ren uns auf ein einfaches Gitterpotential der Form:

Vlat(x)=V0

3∑
i=1

sin2(
k0xi

)
, (4.23)

mit der Gittertiefe V0 und dem Gittervektor k0 =π/a.

Des Weiteren nehmen wir an, dass die Temperatur T und die Wechselwirkungsenergien viel
kleiner sind als der Abstand der untersten beiden Bänder. Dann können wir uns im Hamil-
tonian (4.22) auf das untere Band n = 0 beschränken und erhalten einen Hamiltonian der Form:

Ĥ =− ∑
|i− j|

J|i− j| â†
i â j + 1

2

∑
i, j
k,l

Ui jkl â†
i â†

j âk âl +
∑

i
εi â†

i âi + J0
∑

i
â†

i âi. (4.24)

Hier sind J|i− j| = J(0)
|i− j|, Ui jkl = U (0000)

i jkl , εi = ε(0)
i und J0 = J(0)

0 die Parameter des HAMILTON-
Operators (4.22) für das unterste Band n = 0. Die Leiteroperatoren beziehen sich ausschließlich
auf das unterste Band, d. h. âi := â(0)

i . Der letzte Term proportional zu J0 spielt keine Rolle, da
dieser gleich dem Teilchenzahloperator N̂ = ∑

i â†
i âi ist und damit letztendlich nur eine Ener-

gieverschiebung im Spektrum bewirkt. Im Folgenden werden wir diesen Term vernachlässigen.
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Abbildung 4.1: Numerische Berechnung der Tunnelmatrixelemente (4.21) J1 = J(0)
1 , J2 = J(0)

2
und J3 = J(0)

3 in Abhängigkeit von der Gittertiefe V0.
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Abbildung 4.2: Vergleich der numerisch berechneten Tunnelmatrixelemente (4.21) J(0)
2 = J2 und

J(0)
3 = J3 zu J(0)

1 = J1 in Abhängigkeit von der Gittertiefe V0.
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Abbildung 4.3: Numerische Berechnung der Wechselwirkungsstärken (4.10) U0000 = U (0000)
0000 ,

U0001 = U (0000)
0001 , U0011 = U (0000)

0011 und U0101 = U (0000)
0101 in drei Raumdimensionen.

Alle Größen sind in Abhängigkeit von der Gittertiefe V0 aufgetragen. Die Wech-
selwirkungsstärke skaliert mit dem Quotienten as/a, bestehend aus der s-Wellen
Streulänge as und der Gitterkonstanten a. Der Einbruch von U0001 bei V0 = 1Er
kommt durch einen Vorzeichenwechsel zustande. Gezeichnet wurde auf Grund
der logarithmischen Skala für U0001 nur der Betrag. Alle anderen Parameter
sind rein positiv.
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Abbildung 4.4: Numerische Berechnung der Verhältnisse der Wechselwirkungsstärken U0001 =
U (0000)

0001 , U0011 = U (0000)
0011 und U0101 = U (0000)

0101 zu U0000 = U (0000)
0000 in Abhängigkeit

von der Gittertiefe V0 und für drei Raumdimensionen. Bezüglich des Einbruchs
der Kurve U0001/U0000 siehe die Bildunterschrift zur Abbildung 4.3.
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Wir haben die einzelnen Parameter des Hamiltonian (4.24) numerisch berechnet. Die nume-
rische Vorgehensweise wird im Anhang C erläutert. Diese numerischen Ergebnisse werden wir
im Folgenden benutzen, um zu zeigen, dass einige Parameter des Hamiltonian (4.24) vernach-
lässigbar sind. Wir beginnen mit den Tunnelmatrixelementen.

Abbildung 4.1 zeigt die Abhängigkeit der Tunnelmatrixelemente J` = J(0)
`

von der Gittertiefe
V0. Außerdem ist in der Abbildung 4.2 das Verhältnis der Tunnelmatrixelemente J2, J3 zweiter
und dritter Ordnung zu dem Tunnelmatrixelement J1 erster Ordnung dargestellt. Man sieht,
dass für Gittertiefen von V0 > 3Er das erste Tunnelmatrixelement J1 mehr als eine Größen-
ordnung größer ist, als die Tunnelmatrixelemente J2 und J3. Diese beiden können wir daher
im Weiteren vernachlässigen. Die Größe Er heißt recoil-Energie oder kurz das recoil und ist die
bestimmende Energieskala für Bosonen in optischen Gittern. Ein recoil ist definiert durch:

Er := ~2k2
0

2m
= ~2(π/a)2

2m
. (4.25)

Für das oft benutzte 87Rb und einer Gitterkonstanten von a = 425 nm ist das recoil Er = 8.42 ·
10−30 J= 525 ·10−9 eV= 12.7 kHz= 42.4 ·10−6 cm−1 = 609 nK.

Für die Wechselwirkungsstärke des unteren Bandes Ui jkl = g
∫

V w∗
i (x)w∗

j (x)wk(x)wl(x) dx
betrachten wir zunächst nur die Fälle, bei welchen die Gitterplätze i, j,k, l gleich oder höch-
stens einen Gitterplatz voneinander entfernt sind. Da wir ein homogenes System annehmen,
genügt es, den nullten Gitterplatz zu betrachten. Dann gibt es vier verschiedene Wechselwir-
kungsstärken: U0000,U0001,U0011 und U0101. Die restlichen sind entweder exakt gleich wie bei
U0010 = U0001, oder gehen durch komplexe Konjugation wie bei U0100 = U∗

0001 aus diesen vier
hervor. Man betrachte dazu die Definition (4.10) der Wechselwirkungsstärke für das untere
Band n = m = u = v = 0. Die numerisch berechneten vier Wechselwirkungsstärken sind in Ab-
bildung 4.3 dargestellt. Bezüglich der Skalierung der Wechselwirkungsstärken mit dem Faktor
as/a siehe die Formel (C.22) auf Seite 133 im Anhang C. In Abbildung 4.3 sieht man bereits
deutlich, dass die Wechselwirkungsstärke U0000 für alle Gittertiefen V0 mehr als eine Grö-
ßenordnung größer ist, als die restlichen Wechselwirkungsstärken U0001,U0011 und U0101. Das
Verhältnis der letzten drei zu der dominierenden Wechselwirkungsstärke U0000 wird in Ab-
bildung 4.4 gezeigt. Die Ursache für diesen starken Abfall der drei Wechselwirkungsstärken
liegt darin, dass diese WANNIER-Funktionen verschiedener Gitterplätze enthalten. Die immer
stärker werdende Lokalisierung der WANNIER-Funktionen mit größer werdender Gittertiefe V0
sorgt dann für ein Verschwinden der Integrale in U0001,U0011 und U0101. Damit ist klar, dass wir
alle sich nicht nur auf einen Gitterplatz beziehenden Wechselwirkungsstärken vernachlässigen
können.

Mit diesen Erkenntnissen über die Tunnelmatrixelemente und die Wechselwirkungsstärken
wird aus dem Hamiltonian (4.24):

Ĥ =−J
∑
〈i, j〉

â†
i â j + 1

2
U

∑
i

n̂i(n̂i −1)+∑
i
εi n̂i. (4.26)

Dieser HAMILTON-Operator wird als BOSE–HUBBARD-Hamiltonian bezeichnet. Die Bezeich-
nung 〈i, j〉 = ∣∣i− j

∣∣= 1 in der ersten Summe bedeutet, dass über alle direkt benachbarten Gitter-
plätze summiert wird. Die Parameter sind gegeben durch:
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J =−
∫
V

w∗(x−a)
[
− ~2

2m
∆+Vlat(x)

]
w(x) dx,

U = g
∫
V

∣∣w(x)
∣∣4 dx,

εi =
∫
V

∣∣w(
x− xi

)∣∣2 Vtrap(x) dx.

(4.27)

(4.28)

(4.29)

Das Tunnelmatrixelement J ist ein Maß für die Tunnelrate der Bosonen zwischen benach-
barten Gitterplätzen. Die Wechselwirkungsstärke U gibt die Wechselwirkung der Bosonen auf
einem Gitterplatz an. Sowohl J als auch U hängen nicht vom Gitterplatz ab, da wir ein Git-
ter ohne jegliche Störstellen voraussetzen. Der Einfluss des äußeren Fallenpotentials geht über
den Parameters εi ein. Dieser hängt sehr wohl vom Gitterplatz ab, da das Fallenpotential nicht
gitterperiodisch ist.

Unser eigentliches Modell besteht allerdings aus einem Zwei-Band BOSE–HUBBARD-Hamil-
tonian. Daher werden wir im nächsten Abschnitt den Hamiltonian (4.22) auf den Spezialfall von
zwei Bändern bringen.

4.1.3 Das Zwei-Band BOSE–HUBBARD-Modell

Wir betrachten den HAMILTON-Operator (4.22) für den Fall zweier Bänder, d. h. n = 0 oder n = 1.
Nun verwenden wir im Gegensatz zum letzten Abschnitt ein optisches Gitter, dem zusätzlich ein
Untergitter mit der halben Periodenlänge überlagert ist:

Vlat(x)=V0

3∑
i=1

sin2(
k0xi

)+ 1
4

V1

3∑
i=1

sin2(
2k0xi

)
. (4.30)

Für die Tiefe des Untergitters gilt: V1 > V0. Das Gitter entlang einer Raumdimension ist
in Abbildung 4.5 dargestellt. Man sieht in der Abbildung, dass zu den ursprünglichen Gitter-
plätzen bei Vielfachen der Gitterkonstanten a noch Untergitterplätze genau zwischen zwei ur-

-2 -0.5 0 0.5 1

Position x / a

xi
(0)

G
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al

 V
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t (
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xi
(1) xi+1

(0)xi-1
(1)xi-1

(0)

Abbildung 4.5: Potential des optischen Gitters gemäß Gleichung (4.30) mit V1 = 10V0 entlang
einer Raumdimension.
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J1
(0)
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Gittertiefe V0/Er
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Abbildung 4.6: Numerische Berechnung des Tunnelmatrixelemente (4.21) J(0)
1 , J(1)

1 und J(1)
2 in

Abhängigkeit von der Gittertiefe V0 für das System mit einem Untergitter gemäß
Gleichung (4.30).
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Abbildung 4.7: Numerische Berechnung der Wechselwirkungsstärken (4.10) U (1111)
0000 , U (0001)

0000 ,
U (0011)

0000 und U (0101)
0000 in drei Raumdimensionen. Alle Größen sind in Abhängig-

keit von der Gittertiefe V0 in einem System mit einem Untergitter gemäß Glei-
chung (4.30) aufgetragen. Die Wechselwirkungsstärke skaliert mit dem Quoti-
enten as/a, bestehend aus der s-Wellen Streulänge as und der Gitterkonstanten
a.
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Abbildung 4.8: Numerische Berechnung der Wechselwirkungsstärken (4.10) U (1111)
0000 und U (0000)

0000
in drei Raumdimensionen. Alle Größen sind in Abhängigkeit von der Gittertiefe
V0 in einem System mit einem Untergitter gemäß Gleichung (4.30) aufgetragen.
Die Wechselwirkungsstärke skaliert mit dem Quotienten as/a, bestehend aus der
s-Wellen Streulänge as und der Gitterkonstanten a.

w(0)(x)

w(1)(x + a/2)

Optisches Gitter

Position x / a

0-1-2 1 2

Abbildung 4.9: Gezeigt sind die WANNIER-Funktionen w(0)(x)
und w(1)(x+a/2

)
des unteren und

des oberen Bandes. Die WANNIER-Funktion w(1)(x+a/2
)

ist auf dem Zwischen-
gitterplatz bei x =−a/2 lokalisiert.
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sprünglichen Gitterplätzen hinzukommen. Einer Richtung des Gitters gilt: x(n)
i+1 = x(n)

i + a und
x(1)

i = x(0)
i +a/2, wobei x(0)

i die Positionen der ursprünglichen Gitterplätze und x(1)
i die Positionen

der Untergitterplätze bestimmen.

Natürlich kann man auch mit einem einfachen Gitter wie im vorherigen Abschnitt ein Zwei-
Band BOSE–HUBBARD-Modell realisieren. Dies führt allerdings letzten Endes nicht auf die
Form der Quantensprung-Operatoren, auf die wir aus sind [DIEHL ET AL., 2008].

Auch im Zwei-Band-Problem ist eine numerische Berechnung der Tunnelmatrixelemente und
der Wechselwirkungsstärken nötig, um beurteilen zu können, welche Terme in dem HAMILTON-
Operator (4.22) dominieren und welche vernachlässigt werden können. Für die folgenden Er-
gebnisse haben wir die Gittertiefe des Untergitters zu V1 = 10V0 gewählt.

Wir betrachten zuerst die Tunnelmatrixelemente J(n)
`

. Wie im Fall nur eines Bandes können
wir auch hier die Tunnelmatrixelemente J(0)

2 , J(0)
3 und höher des unteren Bandes vernachlässi-

gen. In Abbildung 4.6 sind die Tunnelmatrixelemente J(1)
1 und J(1)

2 des oberen Bandes im Ver-
gleich zu J(0)

1 für das untere Band aufgetragen. Man sieht, dass J(1)
1 für tiefer werdende Gitter

über die zwei anderen Tunnelmatrixelemente dominiert. Das Tunnelmatrixelement des unte-
ren Bandes J(0)

1 ist jedoch für alle Gittertiefen V0 ungefähr eine halbe Größenordnung größer als
das Tunnelmatrixelement J(1)

2 zweiter Ordnung des oberen Bandes. Wir werden daher Letzteres
vernachlässigen und nur die Tunnelmatrixelemente J(0)

1 und J(1)
1 erster Ordnung betrachten.

Die Tunnelmatrixelemente des Ein- und des Zwei-Band-Modells zeigen qualitativ den glei-
chen Verlauf, lassen sich auf Grund der unterschiedlichen Gittertiefe jedoch nicht quantitativ
vergleichen. Ein Vergleich der Abbildungen 4.1 und 4.6 zeigt, dass die vergleichbaren Größen
J1 aus dem Ein-Band-Modell und J(0)

1 aus dem Zwei-Band-Modell sich um eine Größenordnung
unterscheiden. Dies erklärt sich durch das tiefere Gitter im Zwei-Band-Modell, wodurch das
quantenmechanische Tunneln zwischen benachbarten Gitterplätzen im Zwei-Band-Modell un-
terdrückt wird. Anders sieht es für das Tunnelmatrixelement J(1)

1 aus. Die Tunnel-Barriere im
Untergitter ist geringer, wodurch ein um mehrere Größenordnungen größeres Tunnelmatrixele-
ment J(1)

1 im Vergleich zu J(0)
1 resultiert.

Wenden wir uns nun dem Verhalten der Wechselwirkungsstärke U (nmuv)
i jkl zu. Zunächst können

wir, wie im Falle nur eines Bandes, diejenigen Wechselwirkungsstärken vernachlässigen, welche
unterschiedliche Gitterplätze enthalten. Wir beschränken uns daher auf Wechselwirkungsstär-
ken der Form U (nmuv)

0000 mit n,m,u,v = 0,1. Von diesen gibt es eine große Anzahl von Kombina-
tionen, wobei auch hier wieder viele gleich oder komplex konjugiert zueinander sind. Unabhän-
gig voneinander sind nur die Wechselwirkungsstärken U (0001)

0000 , U (0011)
0000 , U (0101)

0000 und U (1111)
0000 . Die

Abhängigkeit dieser vier Koeffizienten von der Gittertiefe zeigt die Abbildung 4.7. Man sieht,
dass die Wechselwirkungsstärke U (1111)

0000 für V0 > 1Er alle anderen Wechselwirkungsstärken do-
miniert. Wir werden daher nur die Wechselwirkungsstärken U (1111)

0000 und U (0000)
0000 behalten. Das

Verhalten beider ist in Abbildung 4.7 dargestellt und man erkennt, dass beide von der gleichen
Größenordnung sind, wobei U (0000)

0000 ein wenig größer ist als U (1111)
0000 .

Fassen wir unsere Ergebnisse aus den numerischen Berechnungen zusammen, so erhalten
wir für ein System mit Untergitter gemäß Gleichung (4.30) explizit folgenden Zwei-Band BOSE–
HUBBARD-Hamiltonian:

43



KAPITEL 4 BOSONEN IM OPTISCHEN GITTER ALS OFFENES QUANTENSYSTEM

Ĥ =−J(0) ∑
〈i, j〉

â(0)†
i â(0)

j − J(1) ∑
〈i, j〉

â(1)†
i â(1)

j + 1
2

U (0) ∑
i

n̂(0)
i

(
n̂(0)

i −1
)+ 1

2
U (1) ∑

i
n̂(1)

i
(
n̂(1)

i −1
)
. (4.31)

Zu beachten ist, dass die Gitterplätze, die in der ersten und in der dritten Summe auftauchen,
andere sind, als die in der zweiten und vierten Summe. Im letzten Fall handelt es sich um
die Gitterplätze des Untergitters, welche im Vergleich zu den eigentlichen Gitterplätzen um
a/2 versetzt sind. Dies erkennt man, wenn man die zu den Operatoren â(1)

i gehörende WAN-
NIER-Funktion w(1)(x− x(1)

i
)

untersucht. Man vergleiche dazu die Abbildung 4.9. Die WANNIER-
Funktionen des unteren Bandes w(0)(x− x(0)

i
)

sind wie im einfachen Gitter an den Minima bei
Vielfachen der Gitterkonstante a lokalisiert, wohingegen die WANNIER-Funktionen w(1)(x−x(1)

j
)

des oberen Bandes an den Minima des Untergitters bei x(1)
j = a( j+1/2) mit ganzen Zahlen j lo-

kalisiert sind.

4.2 Der kohärente Antrieb

Ein essentieller Bestandteil des Modells besteht darin, die Bosonen vom unteren in das obere
Band des Gitters anzuregen. Hierfür wird zusätzlich zu den Lasern, welche das optische Gitter
erzeugen, ein RAMAN-Laser hinzugenommen. Dessen Wellenlänge ist gerade doppelt so groß
wie die Wellenlänge des optischen Gitters. Dadurch hat – wie wir am Ende sehen werden –
die effektive RABI-Frequenz an benachbarten Gitterplätzen ein umgekehrtes Vorzeichen. Wir
beschränken uns im Folgenden auf die Betrachtung entlang einer Gitterdimension.

Die Wechselwirkung des RAMAN-Lasers mit den Gitter-Bosonen wird in der Dipolnäherung
dargestellt durch:

ĤAL(t)=
∫
V

ψ̂†(x)
[
−d̂ ·E(x, t)

]
ψ̂(x) dx. (4.32)

Hier ist d̂ der Dipoloperator, welcher hier als eine komplexe Zahl d angenommen werden kann,
da die Ausdehnung des bosonischen Atoms klein gegenüber der Wellenlänge des RAMAN-Lasers
ist. Das elektrische Feld E ist durch eine stehende Welle gegeben:

E(x, t)= E0 εcos(k0x) cos(ωt). (4.33)

Dabei ist E0 die elektrische Feldstärke, ε der Polarisationsvektor des Lasers, k0 = π/a der Git-
tervektor, wie er zuvor bereits in Gleichung (4.23) eingeführt wurde und ω ist die Frequenz des
RAMAN-Lasers. Des Weiteren definieren wir die sogenannte RABI-Frequenz:

~Ω := E0 ε ·d. (4.34)

Zerlegen wir die Feldoperatoren in WANNIER-Funktionen gemäß der Formel (B.13), so gilt für
die Atom-Laser-Wechselwirkung:

ĤAL =−~Ωcos(ωt)
∑
i, j

1∑
n,m=0

â(n)†
i â(m)

j

∫
V

w(n)∗(
x− x(n)

i
)
w(m)(x− x(m)

j
)

cosk0x dx

=:−~Ωcos(ωt)
∑
i, j

1∑
n,m=0

â(n)†
i â(m)

j f (n,m)
i, j .

(4.35)
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4.2 DER KOHÄRENTE ANTRIEB

Hier haben wir abkürzend für das Überlappintegral der WANNIER-Funktionen mit dem Kosinus
einen FRANCK–CONDON-Faktor f (n.m)

i, j eingeführt.

i

i

i-1

i-1

i+1
xi+1(0)xi(0)xi-1(1)xi-1(0) xi(1)

Abbildung 4.10:
Die vier nächsten Nachbarn des Git-

terplatzes i.

Da die WANNIER-Funktionen w(n)(x− x(n)
i

)
stark auf

dem i-ten Gitterplatz lokalisiert sind und der Kosinus
nur von der Ordnung Eins ist, genügt es, wenn wir
nur direkt benachbarte Gitterplätze betrachten. Dabei
ist zu beachten, dass der Gitterplatz i in diesem Mo-
dell vier nächste Nachbarn besitzt: Zwei davon befin-
den sich im unteren Band an den Stellen i+1 und i−1
(d. h. bei x(0)

i+1 und x(0)
i−1) und die anderen beiden im

oberen Band bei den Zwischengitterplätzen i − 1 und
i (d. h. bei x(1)

i−1 und x(1)
i ). Man betrachte dazu die Abbil-

dung 4.10.

Mit diesen Überlegungen ergibt sich für den
Hamilton-Operator (4.35):

ĤAL =−~Ωcos(ωt)
{ ∑
〈i, j〉

1∑
n=0

f (n,n)
i, j â(n)†

i â(n)
j +∑

i

(
f (1,0)

i,i+1â(1)†
i â(0)

i+1 + f (1,0)
i,i â(1)†

i â(0)
i +h.c.

)}

=−~Ωcos(ωt)
{ ∑
〈i, j〉

1∑
n=0

f (n,n)
i, j â(n)†

i â(n)
j +∑

i

[
â(1)†

i

(
f (1,0)

i,i+1â(0)
i+1 + f (1,0)

i,i â(0)
i

)
+h.c.

]}
(4.36)

Wir haben hier die hermitesch konjugierten Term nicht ausgeschrieben, sondern mit +h.c. ab-
gekürzt.

Zur weiteren Auswertung müssen wir die hier auftretenden FRANCK–CONDON-Faktoren be-
rechnen. Die Gitterpunkte des Gitters und des Untergitters entlang einer Richtung des Gitters
liegen bei:

x(0)
i = ia, bzw. x(1)

i = (i+1/2)a, (4.37)

mit ganzen Zahlen i. Außerdem seien in diesem Abschnitt die WANNIER-Funktionen reell (siehe
dazu Abschnitt 4.1.2).

Beginnen wir mit der Berechnung der Anregung benachbarter Gitterplätze im unteren Band:

f (0,0)
i,i+1 =

∫
V

w(0)(x− x(0)
i

)
w(0)(x− x(0)

i+1

)
cos(k0x) dx. (4.38)

Nun verschieben wir die Integrationsvariable um x(0)
i +a/2= a(i+1/2):

f (0,0)
i,i+1 =

∫
V

w(0)(x+a/2
)
w(0)(x−a/2

)
cos

[
k0

(
x+a(i+1/2)

)]
︸ ︷︷ ︸

cos(k0x) cos[π(i+1/2)]−sin(k0x) sin[π(i+1/2)]

dx.

= (−1)i+1
∫
V

w(0)(x+a/2
)
w(0)(x−a/2

)
sin(k0x) dx. (4.39)

Da die WANNIER-Funktionen symmetrisch um Null sind, gilt:
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w(0)(x+a/2
)
w(0)(x−a/2

)=w(0)(−x−a/2
)
w(0)(−x+a/2

)
. (4.40)

Spiegeln wir um x = 0, so erhalten wir

w(0)(x−a/2
)
w(0)(x+a/2

)=w(0)(x+a/2
)
w(0)(x−a/2

)
(4.41)

und damit das ursprüngliche Produkt zurück. Das heißt, dass unter dem Integral auftretende
Produkt der WANNIER-Funktionen ist symmetrisch um x = 0. Hingegen ist der Sinus antisym-
metrisch um x = 0. Damit verschwindet das Integral und dieser FRANCK–CONDON-Faktor ist
Null. Entsprechendes gilt für f (0,0)

i,i−1. Zusammen haben wir damit:

f (0,0)
i,i+1 = 0= f (0,0)

i,i−1. (4.42)

Wir wollen nun die entsprechenden FRANCK–CONDON-Faktoren für das obere Band berech-
nen:

f (1,1)
i,i+1 =

∫
V

w(1)(x− x(1)
i

)
w(1)(x− x(1)

i+1

)
cos(k0x) dx. (4.43)

Auch hier verschieben wir die Integrationsvariable. In diesem Fall um x(1)
i +a/2= a(i+1):

f (1,1)
i,i+1 = (−1)i+1

∫
V

w(1)(x+a/2
)
w(1)(x−a/2

)
cos(k0x) dx. (4.44)

Hier erscheint ein Kosinus. Damit ist diesmal der gesamte Integrand symmetrisch um x = 0 und
verschwindet zumindest nicht aus Paritätsgründen. Wir setzen abkürzend:

f (1,1)
i,i+1 = (−1)i+1 f (1), mit f (1) :=

∫
V

w(1)(x+a/2
)
w(1)(x−a/2

)
cos(k0x) dx. (4.45)

Nun benötigen wir noch die Anregungen zwischen unterschiedlichen Bändern. Hier berech-
nen wir zunächst:

f (1,0)
i,i =

∫
V

w(1)(x− x(1)
i

)
w(0)(x− x(0)

i
)

cos(k0x) dx. (4.46)

Hier verschieben wir die Integrationsvariable um x(0)
i = ia. Aus dem Integral wird dann:

f (1,0)
i,i = (−1)i f , (4.47)

mit

f =
∫
V

w(1)(x−a/2
)
w(0)(x)

cos(k0x) dx. (4.48)

Als letztes berechnen wir den FRANCK–CONDON-Faktor f (1,0)
i,i+1. Hier gehen wir analog wie

eben vor und erhalten:
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f (1,0)
i,i+1 =

∫
V

w(1)(x− x(1)
i

)
w(0)(x− x(0)

i+1

)
cos(k0x) dx

= (−1)i+1
∫
V

w(1)(x+a/2
)
w(0)(x)

cos(k0x) dx (4.49)

=−(−1)i
∫
V

w(1)(x−a/2
)
w(0)(x)

cos(k0x) dx (4.50)

=−(−1)i f , (4.51)

mit dem selben f wie in Gleichung (4.48).

Für die explizite Berechnung der FRANCK–CONDON-Faktoren müssen wir die numerisch be-
stimmten WANNIER-Funktionen heranziehen. Dies haben wir mit dem Gitterpotential (4.30)
und einer Gittertiefe von V1 = 10V0 getan. Die FRANCK–CONDON-Faktoren f und f (1) sind der
Abbildung 4.11 zu entnehmen. In Abbildung 4.12 ist das Verhältnis beider Faktoren gezeichnet
und man kann hieraus ablesen, dass der FRANCK–CONDON-Faktor f für alle Gittertiefen V0
zwei- bis dreimal größer ist, als der FRANCK-CONDON-Faktor f (1). Aus diesem Grund werden
wir f (1) im Hamiltonian (4.36) vernachlässigen.

Mit diesen numerischen Erkenntnissen und den Ergebnissen (4.42) und (4.48) können wir
den HAMILTON-Operator (4.36) der Atom-Licht-Wechselwirkung schreiben als:

ĤAL =−~Ω f cos(ωt)
∑

i
(−1)i

[
â(1)†

i

(
â(0)

i − â(0)
i+1

)
+h.c.

]
. (4.52)

Wir sehen, dass die RABI-Frequenz Ω effektiv auf zwei benachbarten Gitterplätzen ein umge-
kehrtes Vorzeichen aufweist.

4.3 Ein BEC als Reservoir für Anregungen

Die bosonischen Atome im optischen Gitter koppeln an eine zusätzliche Spezies von bosoni-
schen Atomen, welche durch ein schwach wechselwirkendes Bose-Einstein-Kondensat beschrie-
ben werden sollen. Wir wollen zunächst die Theorie eines schwach wechselwirkenden BOSE-
Gases vorstellen und anschließend auf dessen Kopplung an die Atome des optischen Gitters
eingehen.

4.3.1 Zur Theorie schwach wechselwirkender BOSE-Gase

Wir betrachten ein in einem Volumen V homogenes Vielteilchensystem bestehend aus nieder-
energetischen Bosonen, welche schwach miteinander wechselwirken. Dann können wir uns
auf s-Wellen-Streuung bzw. auf eine Kontaktwechselwirkung beschränken. Der HAMILTON-
Operator in zweiter Quantisierung lautet in diesem Fall:

Ĥ =
∫
V

ψ̂
†
b(x)

{
− ~2

2mb
∆

}
ψ̂b(x) dx+ 1

2
gbb

∫
V

ψ̂
†
b(x) ψ̂†

b(x) ψ̂b(x) ψ̂b(x) dx. (4.53)
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f (1)

f

0 5 10 15 20 25 30

Gittertiefe V0/Er

10-2

0.1

1

10-3

10-4

Abbildung 4.11: Numerisch berechnete FRANCK–CONDON-Faktoren (4.45) und (4.48) in Ab-
hängigkeit von der Gittertiefe V0 in einer Raumdimension. Das Gitter hat die
Form wie in Gleichung (4.30) mit V1 = 10V0. Der Einbruch bei V0 ≈ 1Er hat
seinen Ursprung in einem Vorzeichenwechsel von f (1). Gezeichnet ist der Betrag
von f (1). Der FRANCK–CONDON-Faktor f ist stets positiv.

0 5 10 15 20 25 30

Gittertiefe V0/Er

0.1
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f (1)
/f

Abbildung 4.12: Verhältnis f (1)/ f der numerisch berechneten FRANCK–CONDON-
Faktoren (4.45) und (4.48) in Abhängigkeit von der Gittertiefe V0 in einer
Raumdimension. Das Gitter hat die Form wie in Gleichung (4.30) mit
V1 = 10V0. Bezüglich des Einbruchs bei V0 ≈ 1Er siehe die Bildunterschrift
von Abbildung 4.11.
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Die hier auftretenden Feldoperatoren ψ̂b(x) und ψ̂
†
b(x) vernichten bzw. erzeugen ein Boson der

Spezies b mit der Masse mb am Orte x. Die Wechselwirkung gbb ist repulsiv.

Nun entwickeln wir die Feldoperatoren ψ̂b(x) nach Operatoren b̂k, welche Teilchen mit einem
bestimmten Impuls k erzeugen und vernichten:

ψ̂b(x)=
√

1
V

∑
k

eikx b̂k, ψ̂
†
b(x)=

√
1
V

∑
k

e−ikx b̂†
k. (4.54)

Umgekehrt gilt:

b̂k =
√

1
V

∫
V

ψ̂b(x)e−ikx dx, b̂†
k =

√
1
V

∫
V

ψ̂
†
b(x)eikx dx. (4.55)

Genauso wie die Feldoperatoren ψ̂b(x) erfüllen auch die Leiteroperatoren b̂k und b̂†
k der Impuls-

moden die kanonischen BOSE-Kommutatorrelationen:

[
b̂k, b̂†

k′

]
= δk,k′ , und

[
b̂k, b̂k′

]
= 0=

[
b̂†

k, b̂†
k′

]
. (4.56)

Nun ersetzen wir im Hamiltonian (4.53) die Feldoperatoren durch die Aufspaltung (4.54).
Dies ergibt zunächst für den kinetischen Anteil:

Ĥkinetisch = 1
V

∫
V

∑
k,k′

b̂†
k b̂k′ eikx

{
− ~2

2mb
∆

}
e−ik′x dx

= 1
V

∫
V

∑
k,k′

b̂†
k b̂k′ ei(k−k′)x ~2k2

2mb
dx.

(4.57)

Das Integral über die Exponentialfunktion ergibt ein KRONECKER-Delta mit der Normierung
V . Damit gilt für den kinetischen Anteil von (4.53):

Ĥkin =∑
k

Ek b̂†
k b̂k′ , (4.58)

mit der Definition der Einteilchen-Energie:

Ek =
~2k2

2mb
. (4.59)

Als zweites ersetzen wir im Wechselwirkungsanteil des Hamiltonians (4.53) die Feldoperato-
ren ψ̂b(x) durch die Entwicklung (4.54):

ĤWW = gbb

2V 2

∫
V

∑
k,k′

∑
q,q′

b̂†
k b̂†

k′ b̂q b̂q′ ei(k+k′−q−q′)x dx

= gbb

2V

∑
k

∑
q,q′

b̂†
k b̂†

q+q′−k b̂q b̂q′

= gbb

2V

∑
q,q′,k

b̂†
q+k b̂†

q′−k b̂q b̂q′ .

(4.60)
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Hier ergab das Integral im ersten Schritt wieder ein KRONECKER-Delta. Im zweiten Schritt
haben wir eine Indexverschiebung k → k+ q ausgeführt.

Fassen wir den kinetischen (4.58) und den wechselwirkenden (4.60) Anteil zusammen, so
erhalten wir für den Hamiltonian (4.53):

Ĥ =∑
k

Ek b̂†
k b̂k +

gbb

2V

∑
q,q′,k

b̂†
q+k b̂†

q′−k b̂q b̂q′ . (4.61)

Unter der Summe werden zwei Bosonen mit den Impulsen q und q′ vernichtet und dafür zwei
Bosonen mit den Impulsen q′−k und q+k erzeugt. Dies entspricht der Streuung zweier Bosonen
aneinander. Es wechselwirken demnach zwei Bosonen mit den Impulsen q und q′. Nach dem
Streuprozess hat eines der Bosonen einen Impulsübertrag von k erhalten. Das andere Boson
weist einen entsprechend um k verminderten Impuls auf. In der Summe ist der Impuls bei
diesem Streuprozess erhalten, wie es sein sollte.

angeregte
Niveaus

k = 0

Abbildung 4.13:
Voraussetzung für die BOGOLIUBOV-

Vorschrift ist ein makroskopisch besetzter
Zustand für k = 0. Die angeregten Niveaus
sollen nur schwach besetzt sein.

Nun wollen wir annehmen, dass der über-
wiegende Anteil der Bosonen b kondensiert
ist, d. h., dass die Anzahl N0 der Teilchen im
Grundzustand mit dem Impuls k = 0 makro-
skopisch ist. In diesem Vielteilchenzustand
gilt dann 〈b̂†

0 b̂0〉 = N0 À 1. Dann fällt die
Erzeugung bzw. Vernichtung nur eines Teil-
chens im Grundzustand nicht ins Gewicht
und wir können die Leiteroperatoren b̂†

0 und
b̂0 näherungsweise durch C-Zahlen ersetzen:

b̂†
0 ≈ b̂0 ≈

√
N0. (4.62)

Damit gilt dann für den Kommutator dieser
Leiteroperatoren:[

b̂0, b̂†
0
]≈ 0. (4.63)

Diese Vorschrift geht auf NIKOLAI N. BOGOLIUBOV zurück [BOGOLIUBOV, 1947; PETHICK

und SMITH, 2008].

Da der Grundzustand makroskopisch besetzt ist, können wir die Wechselwirkung der ange-
regten Niveaus untereinander vernachlässigen. Wir betrachten daher nur Leiteroperatoren von
maximal der Ordnung b̂2

k 6=0. Terme in welchen b̂k 6=0 linear eingeht, können aus Gründen der
Impulserhaltung nicht auftreten. Benutzen wir dies und die Annahme (4.62), so wird aus dem
Hamiltonian (4.61):

Ĥ =∑
k

Ek b̂†
k b̂k +

gbb

2V
b̂†

0 b̂†
0 b̂0 b̂0 + gbb

2V

∑
k 6=0

{
b̂†

k b̂†
−k b̂0 b̂0 + b̂†

0 b̂†
0 b̂k b̂−k + b̂†

0 b̂†
k b̂k b̂0+

+ b̂†
k b̂†

0 b̂0 b̂k + b̂†
0 b̂†

k b̂0 b̂k + b̂†
k b̂†

0 b̂k b̂0

}
=∑

k
Ek b̂†

k b̂k +
gbb

2V
N2

0 +
gbb

2V
N0

∑
k 6=0

{
b̂†

k b̂†
−k + b̂k b̂−k +4b̂†

k b̂k

}
= gbb

2V
N2

0 +
∑
k 6=0

(
Ek +

2gbbN0

V

)
b̂†

k b̂k +
gbb

2V
N0

∑
k 6=0

{
b̂†

k b̂†
−k + b̂k b̂−k

}
. (4.64)
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Hier haben wir ausgenutzt, dass wir über positive und negative Impulse k summieren und das
Ek=0 = 0 gilt.

Die Anzahl N0 der kondensierten Bosonen b stimmt nicht mit der Zahl Nb aller Bosonen b
im System überein. Wir ersetzen in unserem Hamiltonian (4.64) N0 gemäß:

Nb = N0 +
∑
k 6=0

b̂†
k b̂k. (4.65)

Dabei muss beachtet werden, dass – wie oben – nur Terme, welche bilinear in b̂†
k und b̂k sind,

berücksichtigt werden dürfen:

Ĥ = gbb

2V
N2

b −
gbbNb

V

∑
k 6=0

b̂†
k b̂k +

∑
k 6=0

(
Ek +

2gbbNb

V

)
b̂†

k b̂k +
gbb

2V
Nb

∑
k 6=0

{
b̂†

k b̂†
−k + b̂k b̂−k

}
= gbb

2V
N2

b +
∑
k 6=0

(
Ek +

gbbNb

V

)
b̂†

k b̂k +
gbb

2V
Nb

∑
k 6=0

{
b̂†

k b̂†
−k + b̂k b̂−k

}
= gbb

2V
N2

b +
∑
k 6=0

(
Ek +

gbbNb

V

)
b̂†

k b̂k +
gbb

2V
Nb

∑
k 6=0

{
b̂†

k b̂†
−k + b̂k b̂−k

}
. (4.66)

Unser Ziel ist, den HAMILTON-Operator (4.66) auf Diagonalform zu bringen. Dazu führen
wir eine lineare Transformation der Leiteroperatoren b̂ ein, welche ebenfalls auf BOGOLIU-
BOV zurückgeht [BOGOLIUBOV, 1947; PETHICK und SMITH, 2008] und daher als BOGOLIUBOV-
Transformation bezeichnet wird:

B̂k = uk b̂k +vk b̂†
−k, B̂†

k = u∗
k b̂†

k +v∗k b̂−k. (4.67)

Die Koeffizienten uk und vk sind komplex und zunächst noch unbestimmt.

Von den neuen Operatoren B̂ fordern wir, dass sie ebenfalls die kanonischen BOSE-Kommutator-
relationen erfüllen:

[
B̂k, B̂†

k′
]= δk,k′ ,

[
B̂k, B̂k′

]= 0= [
B̂†

k, B̂†
k′

]
. (4.68)

Werten wir zunächst die Kommutatorrelation zwischen zwei Vernichtern aus

0= [
B̂k, B̂k′

]= [
uk b̂k +vk b̂†

k,uk′ b̂k′ +vk′ b̂†
k′

]
= uk vk′ δk,−k′ −uk′ vkδ−k,k′

= (
uk vk′ −uk′ vk

)
δk,−k′

= (
uk v−k −u−k vk

)
δk,−k′

(4.69)

so sehen wir, dass die Koeffizienten uk und vk symmetrisch sind:

uk = u−k, vk = v−k. (4.70)

Mit der Kommutatorrelation für die Vernichter erhalten wir dieselbe Eigenschaft für die kom-
plex konjugierten Koeffizienten. Betrachten wir außerdem noch die erste Kommutatorrelati-
on (4.68), so erhalten wir eine Bedingung an die Koeffizienten uk und vk:
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[
B̂k, B̂†

k′
]= [

uk b̂k +vk b̂†
−k,u∗

k′ b̂†
k′ +v∗k′ b̂−k′

]
= uk u∗

k′δk,k′ −vk v∗k′δk,k′

= (∣∣uk
∣∣2 − ∣∣vk

∣∣2)
δk,k′

!= δk,k′ .

(4.71)

Interpretiert man uk mit dem cosh und vk mit dem sinh, so gilt für die Koeffizienten demnach
eine den Hyperbelfunktionen analoge Beziehung∣∣uk

∣∣2 − ∣∣vk
∣∣2 = 1. (4.72)

Mit Hilfe dieser Bedingung können wir die inverse BOGOLIUBOV-Transformation ausführen:

b̂k = u∗
k B̂k −vk B̂†

−k, b̂†
k = uk B̂†

k −v∗k B̂−k. (4.73)

Nun setzen wir die BOGOLIUBOV-Transformation (4.73) in den HAMILTON-Operator (4.66)
ein:

Ĥ = gbb

2V
N2

b +
∑
k 6=0

(
Ek + gbb nb

)[∣∣uk
∣∣2 B̂†

k B̂k +
∣∣vk

∣∣2(
B̂†

k B̂k +1
)−uk vk B̂†

k B̂†
−k −u∗

k v∗k B̂k B̂−k︸ ︷︷ ︸
nicht-diagonal

]
+

+ 1
2

gbb nb
∑
k 6=0

{ nicht-diagonal︷ ︸︸ ︷(
u2

k +v2
k

)
B̂†

k B̂†
−k +

(
u∗2

k +v∗2
k

)
B̂k B̂−k−u∗

k vk

(
2B̂†

k B̂k +1
)
−uk v∗k

(
2B̂†

k B̂k +1
)}

.

(4.74)

Hier haben wir die Dichte nb = Nb/V der Bosonen b eingeführt.

Mit einer geeigneten Wahl der Koeffizienten, welche bisher nur der Bedingung (4.72) un-
terliegen, wollen wir die Nicht-Diagonalelemente zum Verschwinden bringen. Wir verlangen
demnach:

−
(
Ek + gbb nb

)
uk vk +

1
2

gbb nb

(
u2

k +v2
k

)
!= 0. (4.75)

Für die komplex konjugierten Koeffizienten gilt eine entsprechend komplex konjugierte Glei-
chung.

Motiviert von der Bedingung (4.72) machen wir den Ansatz:

uk = eiαk coshφk, vk = eiβk sinhφk. (4.76)

Dabei sind die Phasen αk, βk und der Winkel φk reell. Diesen Ansatz setzen wir in die Bedin-
gung (4.75) ein:

1
2

gbb nb

(
ei2αk cosh2φk +ei2βk sinh2φk

)
= (

Ek + gbb nb
)
ei(αk+βk) coshφk sinhφk. (4.77)

Dividieren wir die Exponentialfunktion auf der rechten Seite aus und benutzen die Identität
cosh x sinh x = 1

2 sinh2x für Hyperbelfunktionen, so bekommen wir:
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gbb nb

(
ei(αk−βk) cosh2φk +ei(βk−αk) sinh2φk

)
= (

Ek + gbb nb
)
sinh2φk (4.78)

Die rechte Seite dieser Gleichung ist rein reell. Die linke Seite ist auf Grund der Exponential-
funktionen komplex. Dadurch kann Gleichheit nur gelten, wenn der Imaginärteil der linken
Seite verschwindet, d. h. wenn bis auf Vielfache von 2π gilt:

αk =βk. (4.79)

Unterscheiden sich αk und βk um Vielfache von 2π, so bleiben die Koeffizienten uk und vk in dem
Ansatz (4.76) invariant. Wir werden daher Vielfache von 2π im Folgenden nicht berücksichtigen.

Mit der Identität cosh2 x+ sinh2 x = cosh2x für Hyperbelfunktionen schreibt sich die Glei-
chung (4.78) dann:

gbb nb cosh2φk =
(
gbb nb +Ek

)
sinh2φk, bzw.

tanh2φk =
gbb nb

Ek + gbb nb
=: X . (4.80)

Zur weiteren Auswertung benutzen wir eine leicht zu zeigende Identität für den area tangens-
hyperbolicus:

φk =
1
2

artanh X = 1
2

ln

√
1+ X
1− X

 ,
(∣∣X ∣∣< 1

)
. (4.81)

Mit der Definition (4.80) für X erhalten wir für den Winkel :

φk = ln
(√

εk

Ek

)
. (4.82)

Hier haben wir eine neue Energiedispersion eingeführt:

εk =
√

E2
k +2gbb nbEk. (4.83)

Setzen wir diese Lösung für φk in den Ansatz (4.76) ein, dann erhalten wir für die Koeffizienten
der BOGOLIUBOV-Transformation:

uk =
1
2

eiαk
εk +Ek√

Ek εk
, (4.84a)

vk =
1
2

eiαk
εk −Ek√

Ek εk
. (4.84b)

Mit dieser Wahl der Koeffizienten uk und vk verschwinden die Nicht-Diagonalelemente im Ha-
miltonian (4.74). Für die Diagonalelemente des Hamiltonians benötigen wir die folgenden Kom-
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binationen der Koeffizienten uk und vk:

∣∣uk
∣∣2 = 1

4

ε2
k +2εk Ek +E2

k

Ek εk
, (4.85a)

∣∣vk
∣∣2 = 1

4

ε2
k −2εk Ek +E2

k

Ek εk
, (4.85b)

uk v∗k = 1
2

gbb nb

εk
. (4.85c)

Diese setzen wir in den Hamiltonian (4.74) ein und erhalten:

Ĥ = gbb

2V
N2

b +
1
4

∑
k 6=0

(
Ek + gbb nb

)[
ε2

k +2εk Ek +E2
k

Ek εk
B̂†

k B̂k +
ε2

k −2εk Ek +E2
k

Ek εk

(
B̂†

k B̂k +1
)]+ (4.86)

− 1
2

(
gbb nb

)2 ∑
k 6=0

1
εk

{
2B̂†

k B̂k +1
}

= gbb

2V
N2

b +
∑
k 6=0

{[
1
2

ε2
k +E2

k

Ek εk

(
Ek + gbb nb

)− (
gbb nb

)2

εk

]
B̂†

k B̂k+ (4.87)

+ 1
4

ε2
k −2Ek εk +E2

k

Ek εk

(
Ek + gbb nb

)− (
gbb nb

)2

2εk

}

= gbb

2V
N2

b +
∑
k 6=0

{[(
Ek + gbb nb

)2

εk
−

(
gbb nb

)2

εk

]
B̂†

k B̂k+ (4.88)

+ 1
2

Ek + gbb nb −εk

εk

(
Ek + gbb nb

)− (
gbb nb

)2

2εk

}
= gbb

2V
N2

b +
∑
k 6=0

{E2
k +2gbb nbEk

εk
B̂†

k B̂k +
1
2

1
εk

(
ε2

k −Ek εk −εk gbb nb

)}
.

Schließlich nimmt der HAMILTON-Operator (4.53) die Form

Ĥ = E0 +
∑
k 6=0

εk B̂†
k B̂k (4.89)

an. Dabei ist E0 die Nullpunktenergie:

E0 = gbb

2V
N2

b +
1
2

∑
k 6=0

(
εk −Ek − gbb nb

)
. (4.90)

Man kann sich davon überzeugen, dass die Nullpunktenergie divergiert. Dies ist allerdings nur
eine Folge der Approximation der Wechselwirkung durch eine Kontaktwechselwirkung. Geht
man eine Ordnung weiter, so wird die Kopplungskonstante g renormiert und die Nullpunkt-
energie erhält einen endlichen Wert [PITAEVSKII und STRINGARI, 2004].

Außerdem sei noch angemerkt, dass die Phase αk des Ansatzes für die BOGOLIUBOV-Trans-
formation (4.76) im HAMILTON-Operator (4.89) nicht mehr auftaucht und somit invariant unter
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einer Änderung dieser Phase ist. Wir werden daher diese Phase im weiteren Verlauf nicht mehr
berücksichtigen.

Der HAMILTON-Operator (4.89) beschreibt nicht-wechselwirkende Bosonen, welche durch die
Leiteroperatoren B̂†

k und B̂k erzeugt und vernichtet werden. Die dazugehörige Einteilchen-
Dispersionrelation ist gegeben durch die Formel (4.83) und ist in Abbildung 4.14 dargestellt.

εk

k

freie
Teilchen

Phononen

Abbildung 4.14: Dispersionsrelation der BOGOLIUBOV-Anregungen nach Gleichung (4.83) in
blau. Für k → 0 ist ε ∼ k. Dies wird durch die orange gepunktete Kurve
dargestellt.

Die durch die BOGOLIUBOV-Transformation (4.67) eingeführten Quasi-Teilchen stellen Anre-
gungen des BOSE–EINSTEIN-Kondensates der Bosonen b dar. Die Bedeutung dieser Anregun-
gen ist in den zwei Grenzfällen verschwindenden und sehr großen Impulses k ersichtlich. Im
Grenzfall k → 0 gilt für die Dispersionsrelation (4.83):

εk u cb
∣∣~k

∣∣, k → 0 (4.91)

mit der Schallgeschwindigkeit:

cb :=
√

gbb nb

mb
. (4.92)

Für k → 0 liegt demnach ein Phononenast vor. Dies ist eine Bestätigung des GOLDSTONE-
Theorems [BRAUNER, 2010], dessen Aussage kurz ausgedrückt ist, dass für jede gebrochene
kontinuierliche Symmetrie eines Systems eine massenlose Anregung existiert. Masselos bedeu-
tet hier, dass die Dispersion für große Wellenlängen gegen Null geht. Die gebrochene Symmetrie
ist die Eichsymmetrie des Hamiltonian (4.53). Dieser bleibt invariant unter einer globalen Än-
derung der Phase der Feldoperatoren ψ̂b(x)→ ψ̂b(x)eiϕ. Der Übergang des Systems in ein BEC,
d. h. eine makroskopische Besetzung der k = 0 Mode, bricht diese Symmetrie. Die hier auftre-
tenden Phononen werden in diesem Zusammenhang auch als GOLDSTONE-Bosonen bezeichnet.

Gilt jedoch k À ζ−1, so liegt ein Spektrum freier Teilchen vor, d. h. εk u ~2k2

2mb
. Hierbei be-

zeichnet ζ die sogenannte healing length. Die Bedeutung der healing length ist die Folgende:
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Bringt man eine Störung in ein homogenes BEC oder stößt das BEC an eine Begrenzung, so
verschwindet die makroskopische Wellenfunktion des BEC hier. Die healing length gibt nun die
Größenordnung an, auf welcher die Wellenfunktion wieder den Wert annimmt, welchen sie im
Bereich tief in der kondensierten Phase hat.

4.3.2 Das BEC-Reservoir und die Kopplung an das optische Gitter

Bevor wir die Kopplung des BEC mit dem optischen Gitter beschreiben, halten wir nochmals
fest, dass der Hamiltonian des BEC gemäß Gleichung (4.89) folgende Form hat:

Ĥb =
∑
k
εkB̂†

k B̂k. (4.93)

Hier haben wir die konstante Grundzustandsenergie verworfen, da diese für die folgenden Be-
trachtungen keine Rolle spielt.

Koppeln wir nun unser Zwei-Band System der Bosonen a im optischen Gitter mit dem BEC
bestehend aus den Bosonen der Spezies b, so kann durch Aussendung einer BOGOLIUBOV-Anre-
gung in das BEC eine Abregung vom oberen Band in das untere Band des Gitters erfolgen. Sie-
he dazu die Abbildung 4.15. Dies ist ein analoger Prozess wie in der Quantenelektrodynamik,
in welcher die Kopplung von Quantenfluktuationen an angeregte Atome deren spontanen Zer-
fall realisiert. So gesehen entspricht das BEC in unserem System dem Vakuum der Quanten-
elektrodynamik und die Photonen als elementare Anregungen in Letzterem werden durch die
kollektiven Anregungen der BOGOLIUBOV-Anregungen dargestellt.

Abbildung 4.15: Zur Kopplung des Gitters an das BEC: Durch Aussendung einer BOGOLIUBOV-
Anregung (grüner Pfeil) in das BEC werden Bosonen im optischen Gitter vom
oberen in das untere Band abgeregt.

Für die Wechselwirkung zwischen den Bosonen b des BEC und den Bosonen a des optischen
Gitters wollen wir von dem mikroskopischen Wechselwirkungs-Hamiltonian ausgehen:
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Ĥab =
∫
V

dxa

∫
V

dxb ψ̂
†
a(xa) ψ̂†

b(xb) ĥab(xa, xb) ψ̂b(xb) ψ̂a(xa), (4.94)

mit den Feldoperatoren ψ̂a und ψ̂b für die Bosonen der Spezies a und b und dem Zwei-Teilchen
Wechselwirkungs-Hamiltonian ĥab. Auch hier betrachten wir nur niedrige Dichten beider boso-
nischer Spezies und wollen nur niederenergetische Streuung behandeln. Dann können wir eine
Kontakt-Wechselwirkung annehmen:

ĥab(xa, xb)= gabδ(xa − xb), (4.95)

mit der Kopplungskonstanten gab = 4π~2aab
2mr

. Dabei ist aab die s-Wellen Streulänge der Streu-
ung von Bosonen der Spezies a und b aneinander und mr ist die reduzierte Masse, d. h. mr =
mamb/(ma +mb). Wir erhalten damit für den Wechselwirkungs-Hamiltonian:

Ĥab = gab

∫
V

ψ̂†
a(x) ψ̂†

b(x) ψ̂b(x) ψ̂a(x) dx. (4.96)

Nun entwickeln wir die Feldoperatoren der Bosonen a und b nach Einteilchen-Wellenfunktio-
nen. Die zu den Bosonen des Gitters gehörenden Feldoperatoren ψ̂a zerlegen wir gemäß Glei-
chung (B.13) in WANNIER-Funktionen und die Feldoperatoren ψ̂b der Bosonen b nach eben-
en Wellen gemäß Gleichung (4.54). Hier ersetzen wir außerdem die Leiteroperatoren b̂k durch
die Operatoren B̂k der BOGOLIUBOV-Anregungen nach Gleichung (4.67). Zu beachten ist, dass
b̂0 =

√
N0 gilt. Dann nimmt der Feldoperator der Spezies b folgende Form an:

ψ̂b(x)=
√

N0

V
+

√
1
V

∑
k

eikx
(
uk B̂k −vk B̂†

−k

)

=p
ρb +

√
1
V

∑
k

(
uk B̂k eikx −vk B̂†

k e−ikx
)
.

(4.97)

Dabei bezeichnet ρb = N0/V die Kondensatdichte. Bevor wir diese Entwicklung in den Wechsel-
wirkungs-Hamiltonian (4.96) einsetzen, berechnen wir zunächst das Produkt der darin auftre-
tenden BEC-Feldoperatoren:

ψ̂
†
b(x)ψ̂b(x)= ρb +

√
ρb

V

∑
k

(
uk −vk

)[
eikx B̂k +e−ikx B̂†

k

]
+O

(
B̂2

k

)
. (4.98)

Terme, welche quadratisch in den BOGOLIUBOV-Operatoren B̂k sind, können wir im Folgenden
vernachlässigen [DALEY ET AL., 2004]. Die Differenz der BOGOLIUBOV-Koeffizienten uk und vk
können wir mit Hilfe der Gleichungen (4.84) ausrechnen. Es gilt:

uk −vk =
√

Ek

εk
. (4.99)

Diese Größe wird auch als statischer Strukturfaktor bezeichnet.
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Das Produkt der beiden Feldoperatoren (4.98) zusammen mit der Entwicklung (B.13) für die
ψ̂a setzen wir in den Wechselwirkungs-Hamiltonian (4.96) ein. Wir erhalten dann:

Ĥab = gab
∑
n,m

∑
i, j

â(n)†
i â(m)

j

∫
V

w(n)∗
i (x) w(m)

j (x)
{
ρb +

√
ρb

V

∑
k

√
Ek

εk

[
eikx B̂k +e−ikx B̂†

k

]}
dx

= gabρb
∑
i,n

â(n)†
i â(n)

i + gab

√
ρb

V

∑
n,m

∑
i, j

â(n)†
i â(m)

j

∑
k

√
Ek

εk
×

×
∫
V

w(n)∗
i (x)w(m)

j (x)
[
eikx B̂k +e−ikx B̂†

k

]
dx. (4.100)

An dieser Stelle wollen wir aus Gründen der Übersicht zwei neue Operatoren einführen. Der
erste ist definiert durch:

Â†
k :=∑

i, j

∑
n,m

G(n,m)
i, j;k â(n)†

i â(m)
j , (4.101)

mit den Matrixelementen:

G(n,m)
i, j;k := gab

√
ρb

V
Ek

εk

∫
V

w(n)∗(
x− x(n)

i
)
w(m)(x− x(m)

j
)

eikx dx. (4.102)

Der zweite Operator
N̂a :=∑

n

∑
i

â(n)†
i â(n)

i (4.103)

ist der Operator für die Gesamtteilchenzahl der Bosonen im Gitter.

Bevor wir den Wechselwirkungs-Hamiltonian durch diese zwei Operatoren ausdrücken, füh-
ren wir noch eine Betrachtung der Energieskalen des Systems durch. Der Abstand ε der Bänder
soll im Teilchenast des BOGOLIUBOV-Spektrums liegen. Hier gilt Ek/εk ∼ 1. Das Tunnelma-
trixelement2 liegt hingegen im Phononenast, wo Ek/εk ≈ 0 gilt. Des Weiteren sind Übergänge
zwischen verschieden Quasi-Impuls-Zuständen eines Bandes auf Grund von Energie- und Im-
pulserhaltung verboten [GRIESSNER ET AL., 2007]. Wir behalten daher nur Leiteroperatoren
der Form â(0)†

i â(1)
j in der Summe des Operators Âk. Das Produkt Âk B̂†

k ∼ â(0)†
i â(1)

j B̂†
k entspricht

dann genau dem Bild des Zerfalls in das untere Band durch eine dissipative Wechselwirkung
mit dem BEC-Bad: Im oberen Band wird ein Boson entfernt und unter Abgabe einer BOGOLIU-
BOV-Anregung in das untere Band eingefügt.

Außerdem können wir die Lokalisierung der WANNIER-Funktionen w(n)
i (x) auf dem i-ten Git-

terplatz ausnutzen. Dann treten in der Summe in (4.101) nur Gitterplätze auf, die höchstens
einen Gitterplatz voneinander entfernt sind. Unter Berücksichtigung dieser Bemerkungen wird
aus den Operatoren Â†

k aus Gleichung (4.101):

Â†
k := ∑

〈i, j〉
G(1,0)

i, j;k â(1)†
i â(0)

j . (4.104)

2Im Falle tiefer Gitter ist das Tunnelmatrixelement eines Bandes durch ein Viertel der Bandbreite des BLOCH-
Bandes gegeben. Tiefe Gitter bedeuten in diesem Zusammenhang nur wenige recoil.
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Mit Hilfe der beiden Operatoren (4.103) und (4.104) schreibt sich der Wechselwirkungs-Hamil-
tonian (4.100) dann:

Ĥab = gabρbN̂a +
∑
k

(
Â†

k B̂k + Âk B̂†
k

)
. (4.105)

4.4 Herleitung der Mastergleichung

Nun kommen wir zum entscheidenden Punkt dieses Kapitels: Der Herleitung der Quanten-
Mastergleichung, welche die Grundlage der Fragestellungen des Kapitels 6 dient.

Als Ausgangspunkt wählen wir die allgemeine Form der MARKOV’schen Quanten-Master-
gleichung (3.13), wie wir sie im Kapitel 3.1 auf Seite 22 hergeleitet haben. Mit dem Wechsel-
wirkungs-Hamiltonian (4.94) lautet diese:

i~
d%̂I

a

dt
=−i/~

∞∫
0

Trb

{[
ĤI

ab(t),
[
ĤI

ab(t−τ), %̂I
a(t) %̂b

]]}
dτ, (4.106)

mit den statistischen Operatoren %̂a und %̂b der Bosonen a und b. Hier setzen wir den Wechsel-
wirkungshamiltonian (4.105) ein, wobei wir den ersten Term proportional dem Teilchenzahlope-
rator N̂ weglassen:

i~
d%̂I

a

dt
=

− i/~
∑
k,q

∞∫
0

Trb

{[
ÂI†

k (t) B̂I
k(t)+ ÂI

k(t) B̂I†
k (t),

[
ÂI†

q (t−τ) B̂I
q(t−τ)+ ÂI

q(t−τ) B̂I†
q (t−τ), %̂I

a(t) %̂b

]]}
dτ.

(4.107)

Nun lösen wir den doppelten Kommutator auf. Hier gilt es, auf Grund der vielen Terme die
Übersicht zu bewahren:

i~
d%̂I

a

dt
=−i/~

∑
k,q

∞∫
0

Trb

{
ÂI†

k (t) B̂I
k(t) ÂI†

q (t−τ) B̂I
q(t−τ) %̂I

a(t) %̂b + ÂI
k(t) B̂I†

k (t) ÂI†
q (t−τ) B̂I

q(t−τ) %̂I
a(t) %̂b+

+ ÂI†
k (t) B̂I

k(t) ÂI
q(t−τ) B̂I†

q (t−τ) %̂I
a(t) %̂b + ÂI

k(t) B̂I†
k (t) ÂI

q(t−τ) B̂I†
q (t−τ) %̂I

a(t) %̂b+
− ÂI†

k (t) B̂I
k(t) %̂I

a(t) %̂b ÂI†
q (t−τ) B̂I

q(t−τ)− ÂI
k(t) B̂I†

k (t) %̂I
a(t) %̂b ÂI†

q (t−τ) B̂I
q(t−τ)+

− ÂI†
k (t) B̂I

k(t) %̂I
a(t) %̂b ÂI

q(t−τ) B̂I†
q (t−τ)− ÂI

k(t) B̂I†
k (t) %̂I

a(t) %̂b ÂI
q(t−τ) B̂I†

q (t−τ)+
− ÂI†

q (t−τ) B̂I
q(t−τ) %̂I

a(t) %̂b ÂI†
k (t) B̂I

k(t)− ÂI†
q (t−τ) B̂I

q(t−τ) %̂I
a(t) %̂b ÂI

k(t) B̂I†
k (t)+

− ÂI
q(t−τ) B̂I†

q (t−τ) %̂I
a(t) %̂b ÂI†

k (t) B̂I
k(t)− ÂI

q(t−τ) B̂I†
q (t−τ) %̂I

a(t) %̂b ÂI
k(t) B̂I†

k (t)+
+ %̂I

a(t) %̂b ÂI†
q (t−τ) B̂I

q(t−τ) ÂI†
k (t) B̂I

k(t)+ %̂I
a(t) %̂b ÂI†

q (t−τ) B̂I
q(t−τ) ÂI

k(t) B̂I†
k (t)+

+ %̂I
a(t) %̂b ÂI

q(t−τ) B̂I†
q (t−τ) ÂI†

k (t) B̂I
k(t)+ %̂I

a(t) %̂b ÂI
q(t−τ) B̂I†

q (t−τ) ÂI
k(t) B̂I†

k (t)
}

dτ.

(4.108)
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Mit dieser expliziten Form können wir die Spur über die Freiheitsgrade des Bades direkt aus-
führen. Wir schreiben Trb

{
Ô %̂b

}=:
〈
Ô

〉
b und bekommen dann:

i~
d%̂I

a

dt
=−i/~

∑
k,q

∞∫
0

{
ÂI†

k (t) ÂI†
q (t−τ) %̂I

a(t)
〈

B̂I
k(t) B̂I

q(t−τ)
〉

b
− ÂI†

k (t) %̂I
a(t) ÂI†

q (t−τ)
〈

B̂I
q(t−τ) B̂I

k(t)
〉

b
+

− ÂI†
q (t−τ) %̂I

a(t) ÂI†
k (t)

〈
B̂I

k(t) B̂I
q(t−τ)

〉
b
+ %̂I

a(t) ÂI†
q (t−τ) ÂI†

k (t)
〈

B̂I
q(t−τ) B̂I

k(t)
〉

b
+

+ ÂI
k(t) ÂI†

q (t−τ) %̂I
a(t)

〈
B̂I†

k (t) B̂I
q(t−τ)

〉
b
− ÂI

k(t) %̂I
a(t) ÂI†

q (t−τ)
〈

B̂I
q(t−τ) B̂I†

k (t
〉

b
+

− ÂI
q(t−τ) %̂I

a(t) ÂI†
k (t)

〈
B̂I

k(t) B̂I†
q (t−τ)

〉
b
+ %̂I

a(t) ÂI
q(t−τ) ÂI†

k (t)
〈

B̂I†
q (t−τ) B̂I

k(t)
〉

b
+

+ ÂI†
k (t) ÂI

q(t−τ) %̂I
a(t)

〈
B̂I

k(t) B̂I†
q (t−τ)

〉
b
− ÂI†

k (t) %̂I
a(t) ÂI

q(t−τ)
〈

B̂I†
q (t−τ) B̂I

k(t)
〉

b
+

− ÂI†
q (t−τ) %̂I

a(t) ÂI
k(t)

〈
B̂I†

k (t) B̂I
q(t−τ)

〉
b
+ %̂I

a(t) ÂI†
q (t−τ) ÂI†

k (t)
〈

B̂I
q(t−τ) B̂I†

k (t)
〉

b
+

+ ÂI
k(t) ÂI

q(t−τ) %̂I
a(t)

〈
B̂I†

k (t) B̂I†
q (t−τ)

〉
b
− ÂI

k(t) %̂I
a(t) ÂI

q(t−τ)
〈

B̂I†
q (t−τ) B̂I†

k (t)
〉

b
+

− ÂI
q(t−τ) %̂I

a(t) ÂI
k(t)

〈
B̂I†

k (t) B̂I†
q (t−τ)

〉
b
+ %̂I

a(t) ÂI
q(t−τ) ÂI

k(t)
〈

B̂I†
q (t−τ) B̂I†

k (t)
〉

b

}
dτ.

(4.109)

Die Korrelationsfunktionen des Bades können wir vereinfachen, da die Zeitentwicklung der
Leiteroperatoren B̂k leicht zu berechnen ist. Zunächst gilt für die Zeitentwicklung dieser im
Wechselwirkungs-Bild (A.11)

i~
dB̂I

k(t)

dt
= [

B̂I
k(t), ĤS

a + ĤS
b
]= [

B̂I
k(t), ĤS

b
]
, (4.110)

da ĤS
a keine Operatoren des Bades enthält und damit

[
B̂I

k(t), ĤS
a
] = 0 gilt. Ferner ist ĤS

b der
Hamiltonian (4.89) aus der BOGOLIUBOV-Theorie. Dieser kommutiert ebenso mit dem System-
Hamiltonian ĤS

a . Somit gilt für den Kommutator in Gleichung (4.110):

[
B̂I

k(t), ĤS
b
]= ei(ĤS

a+ĤS
b )t/~[B̂S

k(t), ĤS
b
]
e−i(ĤS

a+ĤS
b )t/~

= ei(ĤS
a+ĤS

b )t/~ εk B̂S
k e−i(ĤS

a+ĤS
b )t/~

= εk B̂I
k(t).

(4.111)

Mit diesem Ergebnis lässt sich die Bewegungsgleichung (4.110) leicht integrieren und wir er-
halten schließlich:

B̂I
k(t)= B̂S

k e−iεk t/~. (4.112)

Für die Adjungierte gilt entsprechendes.

Auf Grund dieser trivialen Zeitentwicklung der B̂I
k treten in Gleichung (4.109) nur Korrelati-

onsfunktionen, d. h. Erwartungswerte von Leiteroperatoren im SCHRÖDINGER-Bild auf. Diese
lassen sich mit einer gegebenen Gleichgewichtsverteilung %̂b des Bades in der Regel analytisch
berechnen. Wir nehmen für das Bad der BOGOLIUBOV-Anregungen einen thermischen Zustand
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bei T = 0 an. Dies bedeutet, dass das Bad im Gleichgewicht aus einem BEC ohne BOGOLIU-
BOV-Anregungen besteht. Gibt es keine spontane Symmetriebrechung, dann verschwinden alle
Korrelationsfunktionen bis auf eine:

〈
B̂S†

k B̂S
k′

〉
b
= 0,

〈
B̂S†

k B̂S†
k′

〉
b
= 0,

〈
B̂S

k B̂S
k′

〉
b
= 0,

〈
B̂S

k B̂S†
k′

〉
b
= δk,k′ . (4.113)

Diese Ergebnisse setzen wir in die Mastergleichung (4.109) ein:

i~
d%̂I

a

dt
=−i/~

∑
k

∞∫
0

{
−ÂI

k(t) %̂I
a(t) ÂI†

k (t−τ)eiεkτ/~− ÂI
k(t−τ) %̂I

a(t) ÂI†
k (t)e−iεkτ/~+

+ ÂI†
k (t) ÂI

k(t−τ) %̂I
a(t)e−iεkτ/~+ %̂I

a(t) ÂI†
k (t−τ) ÂI

k(t)eiεkτ/~
}

dτ. (4.114)

Hier bemerken wir, dass der zweite und der vierte Term die hermitesch konjugierten Terme des
ersten und des dritten Terms sind. Dies werden wir im Folgenden ausnutzen, um die Ausdrücke
kompakter und übersichtlicher zu schreiben.

Nun extrahieren wir explizit die Zeitentwicklung der Operatoren im Wechselwirkungs-Bild
gemäß Gleichung (A.9). Dazu definieren wir Ĥ0 := ĤS

a + ĤS
b und erhalten:

i~
d%̂I

a

dt
=−i/~

∑
k

∞∫
0

{
−eiĤ0 t/~ ÂS

k %̂
S
a(t)e−iĤ0τ/~ ÂS†

k eiĤ0τ/~ eiεkτ/~ e−iĤ0 t/~+

+eiĤ0 t/~ ÂS†
k e−iĤ0τ/~ ÂS

k eiĤ0τ/~ %̂S
a(t)e−iĤ0 t/~ e−iεkτ/~+h.c.

}
dτ. (4.115)

Unser Ziel ist, dies zurück in das SCHRÖDINGER-Bild zu transformieren. Für die linke Seite der
Gleichung (4.115) gilt:

i~
d%̂I

a

dt
= i~

d
dt

(
eiĤ0 t/~ %̂S

a(t)e−iĤ0 t/~
)

= eiĤ0 t/~
[
%̂S

a(t), Ĥ0

]
e−iĤ0 t/~+eiĤ0 t/~ i~

d%̂S
a

dt
e−iĤ0 t/~.

(4.116)

Dieses Ergebnis setzen wir die Gleichung (4.115) ein und eliminieren außerdem die äußeren Ex-
ponentialfunktionen auf beiden Seiten der Gleichung. Wir erhalten dann eine Mastergleichung
für den statistischen Operator des optischen Gitters im SCHRÖDINGER-Bild:

i~
d%̂S

a

dt
=

[
Ĥ0, %̂S

a(t)
]
− i/~

∑
k

(
−ÂS

k %̂
S
a(t) ˆ̄A†

k + ÂS†
k

ˆ̄Ak %̂
S
a(t)− ˆ̄Ak %̂

S
a(t) ÂS†

k + %̂S
a(t) ˆ̄A†

k ÂS
k

)
=

[
Ĥ0, %̂S

a(t)
]
+ i/~

∑
k

([
ÂS

k, %̂S
a(t) ˆ̄A†

k

]
+

[
ˆ̄Ak %̂

S
a(t), ÂS†

k

])
=

[
Ĥ0, %̂S

a(t)
]
+ i/~

∑
k

([
ÂS

k, %̂S
a(t) ˆ̄A†

k

]
+h.c.

)
,

(4.117)
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mit

ˆ̄Ak :=
∞∫

0

e−iĤaτ/~ ÂS
k eiĤaτ/~ e−iεkτ/~ dτ. (4.118)

Die neu eingeführten Operatoren ˆ̄Ak wollen wir etwas genauer betrachten. Dazu fügen wir
zwei nach den Eigenzuständen |ñ〉 und |m̃〉 von Ĥa entwickelten Identitäten ein. Die explizite
Form dieser Eigenzustände ist zwar nicht bekannt, jedoch bekommen wir formal:

ˆ̄Ak =
∑
ñ,m̃

∞∫
0

e−i(E ñ−Em̃+εk)τ/~ |ñ〉〈ñ| ÂS
k |m̃〉〈m̃| dτ. (4.119)

Nun ist etwas physikalische Überlegung nötig. Der Operator ÂS
k enthält einen Erzeuger und

einen Vernichter von Bosonen im oberen und unteren Band, d. h. symbolisch ÂS
k ∼ â(0)†

i â(1)
j .

Demnach koppelt ÂS
k Zustände des oberen und des unteren Bandes miteinander und die Ener-

gien E ñ und Em̃ sind Energie-Eigenwerte bezüglich des unteren bzw. des oberen Bandes. Ist
nun der Abstand der Bänder ε viel größer als J und U im BOSE–HUBBARD-Hamiltonian (4.31),
so ist Em−En ≈ ε und das Integral in Gleichung (4.119) gibt nur einen Beitrag für εk−ε= 0. Mit
diesen Überlegungen ergibt sich:

ˆ̄Ak ≈π~δ(ε−εk) ÂS
k. (4.120)

Dies setzen wir in die Mastergleichung (4.117) ein:

i~
d%̂S

a

dt
=

[
Ĥ0, %̂S

a(t)
]
+ iπ

∑
k
δ(ε−εk)

([
ÂS

k, %̂S
a(t) ÂS†

k

]
+h.c.

)
. (4.121)

Um die Deltafunktion unter der Summe auszuwerten, betrachten wir den Limes kontinuier-
licher Impulse k. Hierfür müssen wir die Summe wie folgt ersetzen:

∑
k
δ(ε−εk) f̂ (k)−→ V

(2π)3

∫
δ(ε−εk) f̂ (k) d3k =: Î . (4.122)

Hier haben wir die Operatoren des dissipativen Anteils der Mastergleichung (4.121) in der ope-
ratorwertigen Funktion f̂ (k) zusammengefasst. Es gilt f̂ (k)=

[
ÂS

k, %̂S
a(t) ÂS†

k

]
+h.c..

An dieser Stelle ist entscheidend, dass der Impuls k der BOGOLIUBOV-Anregungen ein Vektor
ist. Wir schreiben im Folgenden k = |k|n, mit dem Betrag |k| und der Richtung n mit Betrag
eins. Die Integration

∫
d3k können wir analog aufspalten in eine Integration über den Betrag

und über den Raumwinkel des Impulses k:
∫

d3k = ∫ ∞
0 |k|2 d|k|∫|n|=1 d2n. Da wir für den Rest

dieses Kapitels den Vektor k immer als Produkt von Betrag und Richtung schreiben werden, ist
die Variable k wieder frei und wird schreiben daher abkürzend k = |k|. Insgesamt wird dann aus
der Summe im dissipativen Anteil der Mastergleichung:

Î = V
(2π)3

∫
|n|=1

d2n
∞∫

0

dk δ(ε−εk)k2 f̂ (k n). (4.123)
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Im nächsten Schritt wollen wir die Integration über k in eine Integration über εk transfor-
mieren, da in der Deltafunktion εk auftaucht und nicht k. Dazu betrachten wir die Energie der
BOGOLIUBOV-Anregungen aus Gleichung (4.83):

εk =
√

E2
k +2gbb nb Ek, (4.124)

mit Ek = ~2k2

2mb
der Energie freier Teilchen. Lösen wir dies nach dem Impuls k auf, so bekommen

wir:

k =
( ~2

2mb

)−1/2√√
ε2

k + (gbb nb)2 − gbb nb. (4.125)

Daraus ergibt sich für das Differential dk:

kdk = 1
2

( ~2

2mb

)−1√
1

ε2
k + (gbb nb)2

εk dεk =: γk εk dεk. (4.126)

Jetzt kombinieren wir diese beiden Gleichungen in dem Integral (4.123) und erhalten:

Î = V
(2π)3

∫
|n|=1

d2n
∞∫

0

dεkγk εk k(εk)δ(ε−εk) f̂ (k n). (4.127)

Hier ist mit k = k(εk) der Impuls k als Funktion von εk gemäß der Beziehung (4.125) zu verste-
hen. Nun sei k1 derjenige Impuls, für welchen ε−εk1 = 0 gilt, dann können wir das Integral über
εk mit Hilfe der Deltafunktion auflösen und erhalten:

Î = V
(2π)3γk1 εk1 k1

∫
|n|=1

d2n f̂ (k1 n). (4.128)

Wir schreiben die operatorwertige Funktion f̂ (k1n) aus und ersetzen ÂS
k gemäß der Glei-

chung (4.104). Wir erhalten dann für das Integral Î :

Î = V
(2π)3γk1 εk1 k1

∫
|n|=1

d2n
([

ÂS
k1n, %̂S

a(t) ÂS†
k1n

]
+h.c.

)
(4.129)

= V
(2π)3γk1 εk1 k1

∑
〈i, j〉

∑
〈i′, j′〉

∫
|n|=1

d2n
(
G(1,0)∗

i, j;k1nG
(1,0)
i′, j′;k1n

[
â(0)†

j â(1)
i , %̂S

a(t) â(1)†
i′ â(0)

j′

]
+h.c.

)
(4.130)

= g2
abρb

(2π)3 γk1 Ek1 k1
∑
〈i, j〉

∑
〈i′, j′〉

∫
V

dx1dx2

(
w(1)

i (x1)w(0)∗
j (x1)w(1)∗

i′ (x2)w(0)
j′ (x2)×

×
∫

|n|=1

d2n e−ik1n(x1−x2)
[
â(0)†

j â(1)
i , %̂S

a(t) â(1)†
i′ â(0)

j′

]
+h.c.

)
. (4.131)

Das Integral über den Raumwinkel können wir auswerten. Wir bezeichnen dies mit In:
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In :=
∫

|n|=1

d2n e−ik1n(x1−x2). (4.132)

Um dieses Integral für gegebenes x1 − x2 zu lösen, wählen wir das Koordinatensystem des Vek-
tors n so, dass x1 − x2 in Richtung der z-Achse des n-Koordinatensystems zeigt. Wenn wir mit
ϑ und ϕ den Polar- bzw. Azimutwinkel des n-Koordinatensystems bezeichnen, dann gilt für das
Integral In:

In =
2π∫
0

dϕ
π∫

0

dϑ sinϑ e−ik1 cosϑ|x1−x2| = 2π
1∫

−1

d(cosϑ) e−ik1 cosϑ|x1−x2| = 4π
sin

(
k1|x1 − x2|

)
k1|x1 − x2|

. (4.133)

Dieses Ergebnis setzten wir in die Gleichung (4.131) ein:

Î = g2
abρb

2π2 γk1 Ek1

∑
〈i, j〉

∑
〈i′, j′〉

∫
V

dx1dx2

(
w(1)

i (x1)w(0)∗
j (x1)w(1)∗

i′ (x2)w(0)
j′ (x2)×

× sin
(
k1|x1 − x2|

)
|x1 − x2|

[
â(0)†

j â(1)
i , %̂S

a(t) â(1)†
i′ â(0)

j′

]
+h.c.

)
. (4.134)

Bis auf einen Faktor iπ ist dies der dissipative Anteil der Mastergleichung (4.121). Wir stecken
nun alle Größen in Î bis auf die Operatoren in einen Parameter:

Γ
i,i′
j, j′ := g2

abρb mb

2π~3

Ek1

Ek1 + gbb nb

∫
V

dx1 dx2 w(1)
i (x1)w(0)∗

j (x1)w(1)∗
i′ (x2)w(0)

j′ (x2)
sin

(
k1|x1 − x2|

)
|x1 − x2|

.

(4.135)
Dann lautet die Mastergleichung (4.121) in kompakter Form:

i~
d%̂S

a

dt
=

[
Ĥ0, %̂S

a(t)
]
+ i~

∑
〈i, j〉

∑
〈i′, j′〉

(
Γ

i,i′
j, j′

[
â(0)†

j â(1)
i , %̂S

a(t) â(1)†
i′ â(0)

j′

]
+h.c.

)
. (4.136)

Dabei haben wir in (4.135) die Definition (4.126) des Parameters γk eingesetzt und zusätzlich die
Identität ε2

k + (gbb nb)2 = E2
k +2gbb nb Ek + (gbb nb)2 = (

Ek + gbb nb
)2 benutzt. Die Koeffizienten

Γ
i,i′
j, j′ haben die Einheit s−1 und stellen die Zerfallsraten des Systems dar.

Die Zerfallsraten Γi,i′
j, j′ sind im Limes k1a →∞ nur für ein eindimensionales Gitter ungleich

Null. Um dies zu sehen, betrachten wir das Integral3 in der Definition (4.135):

Γ
i,i′
j, j′ ∝

∫
V

dx1dx2 f (x1, x2)
sin

(
k1|x1 − x2|

)
|x1 − x2|

−−−−−→
k1a→∞

π

∫
V

dx1dx2 f (x1, x2)δ(|x1 − x2|). (4.137)

3Der Vorfaktor von Γi,i′
j, j′ in (4.135) geht im Grenzfall k1a →∞ gegen den endlichen Wert

g2
ab ρb mb

2π~3 .
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Dabei haben wir die WANNIER-Funktionen aus Gleichung (4.135) in der Funktion f (x1, x2) zu-
sammengefasst und eine Darstellung der Deltafunktion benutzt: sin(kx)

x → πδ(x), für k → ∞.
Für die Auflösung des Integrals (4.137) substituieren wir die Integrationsvariable x2 durch
x = x1 − x2. Die Integration über x teilen wir dann auf in eine Integration über den Radius r
und über den Raumwinkel n. In D Dimensionen gilt: dx = dn dr rD−1. Aus dem Integral (4.137)
wird dann:

Γ
i,i′
j, j′ ∝

∫
V

dx1

∫
|n|=1

dn
∞∫

0

dr rD−1 f (x1, x1 − rn)δ(r)=
{

0 : D > 1,
2

∫
dx1 f (x1, x1) : D = 1.

(4.138)

Die Zerfallsrate (4.135) nimmt somit im Grenzfall k1a →∞ folgende Form an:

Γ
i,i′
j, j′ =

g2
abρb mb

~3

∫
w(1)(x− x(1)

i
)
w(0)∗(

x− x(0)
j

)
w(1)∗(

x− x(1)
i′

)
w(0)(x− x(0)

j′
)

dx. (4.139)

Die Integration erfolgt hier über die Abmessungen des eindimensionalen Gitters.

Da die Bandlücke ε groß ist im Vergleich zur recoil-Energie (~π)2/(2maa2) und k1 durch die
Bandlücke bestimmt ist, erwarten wir, dass der Grenzfall k1a À 1 gut erfüllt ist und damit
die dissipative Kopplung des optischen Gitters mit dem BEC-Bad nur in einer Raumdimension
endlich ist. Wir beschränken uns daher im Folgenden auf ein eindimensionales optisches Gitter.

Auf Grund der Lokalisierung der WANNIER-Funktionen w(n)(x− x(n)
i

)
auf den Gitterplätzen

bei x = xi betrachten wir nur Zerfallsraten Γi,i′
j, j′ , für welche die WANNIER-Funktionen gleich

sind oder auf benachbarten Gitterplätzen liegen. Wir sehen auch, dass in dem von uns betrach-
teten Limes die Zerfallsraten proportional zu den Wechselwirkungsstärken U (0101)

ji′ j′ i gemäß der
Definition (4.10) sind. Da die WANNIER-Funktionen vom Gitterplatz unabhängig sind, berück-
sichtigen wir nur die folgenden drei unabhängigen Zerfallsraten:

Γ :=Γ j, j
j, j =Γ

j−1, j−1
j, j , Γ0 :=Γ j, j−1

j, j =Γ j−1, j
j, j und Γ1 :=Γ j, j

j, j+1 =Γ
j, j
j+1, j. (4.140)

Im Folgenden wollen wir nur den dissipativen Anteil der Dynamik der Gleichung (4.136) be-
trachten und bezeichnen diesen mit L%̂. Behalten wir nur die eben eingeführten Zerfallsra-
ten (4.140) in der Doppelsumme in der Mastergleichung (4.136), so lautet der dissipative Anteil
explizit:

L%̂=∑
j

{
Γ
([

â(0)†
j â(1)

j , %̂ â(1)†
j â(0)

j

]
+

[
â(0)†

j â(1)
j−1, %̂ â(1)†

j−1 â(0)
j

])
+

+Γ0

([
â(0)†

j â(1)
j , %̂ â(1)†

j−1 â(0)
j

]
+

[
â(0)†

j â(1)
j−1, %̂ â(1)†

j â(0)
j

])
+

+Γ1

([
â(0)†

j â(1)
j , %̂ â(1)†

j â(0)
j+1

]
+

[
â(0)†

j+1 â(1)
j , %̂ â(1)†

j â(0)
j

])
+h.c.

}
.

(4.141)

Diese Mastergleichung ist gemäß Gleichung (3.52) bereits in LINDBLAD-Form, kann jedoch noch
kompakter geschrieben werden. Dazu betrachten wir von Gleichung (4.141) zunächst nur den
Term proportional zu Γ:

∑
j
Γ
([

â(0)†
j â(1)

j , %̂ â(1)†
j â(0)

j

]
+

[
â(0)†

j â(1)
j−1, %̂ â(1)†

j−1 â(0)
j

])
. (4.142)
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Da wir Randterme vernachlässigen können, macht es unter der Summe keinen Unterschied, ob
der Index j−1 oder j auftaucht. Aus diesem Grund können wir für den zweiten Kommutator in
der Summe (4.142) auch [

â(0)†
j+1 â(1)

j , %̂ â(1)†
j â(0)

j+1

]
(4.143)

schreiben. Berücksichtigen wir jedoch beide Ausdrücke und nehmen zusätzlich noch den ersten
Kommutator in Gleichung (4.142) doppelt, so bekommen wir für Gleichung (4.142):

1
2

∑
j
Γ
([

â(0)†
j â(1)

j , %̂ â(1)†
j â(0)

j

]
+

[
â(0)†

j â(1)
j−1, %̂ â(1)†

j−1 â(0)
j

]
+

[
â(0)†

j+1 â(1)
j , %̂ â(1)†

j â(0)
j+1

]
+

[
â(0)†

j â(1)
j , %̂ â(1)†

j â(0)
j

])
.

(4.144)
Dies kombinieren wir mit den beiden Termen proportional zu Γ0 und Γ1 in Gleichung (4.141).
Man kann sich leicht davon überzeugen, dass man so folgendes Resultat erhält:

L%̂=∑
j

{(
Γ/2+Γ1

)1
2

[(
â(0)†

j + â(0)†
j+1

)
â(1)

j , %̂ â(1)†
j

(
â(0)

j + â(0)
j+1

)]+
+

(
Γ/2−Γ1

)1
2

[(
â(0)†

j − â(0)†
j+1

)
â(1)

j , %̂ â(1)†
j

(
â(0)

j − â(0)
j+1

)]+
+

(
Γ/2+Γ0

)1
2

[
â(0)†

j
(
â(1)

j−1 + â(1)
j

)
, %̂

(
â(1)†

j−1 + â(1)†
j

)
â(0)

j

]
+

+
(
Γ/2−Γ0

)1
2

[
â(0)†

j
(
â(1)

j−1 − â(1)
j

)
, %̂

(
â(1)†

j−1 − â(1)†
j

)
â(0)

j

]
+h.c.

}
.

(4.145)

Hier treten symmetrische (+) und antisymmetrische (-) Kombinationen von Leiteroperatoren
benachbarter Gitterplätze auf. Für diese führen wir neue Operatoren und dazugehörige Zer-
fallsraten ein. Wir setzen:

ĉ(0)
j,± := (

â(0)†
j ± â(0)†

j+1

)
â(1)

j , ĉ(1)
j,± := â(0)†

j
(
â(1)

j−1 ± â(1)
j

)
(4.146)

und

κ0,± := 1
2

(
Γ/2±Γ0

)
, κ1,± := 1

2

(
Γ/2±Γ1

)
. (4.147)

Mit diesen Definitionen lässt sich der dissipative Anteil (4.145) der Mastergleichung (4.136)
wesentlich kompakter schreiben:

L%̂=∑
j

{
κ1,+

[
ĉ(0)

j,+, %̂ ĉ(0)†
j,+

]+κ1,−
[
ĉ(0)

j,−, %̂ ĉ(0)†
j,−

]+κ0,+
[
ĉ(1)

j,+, %̂ ĉ(1)†
j,+

]+κ0,−
[
ĉ(1)

j,−, %̂ ĉ(1)†
j,−

]+h.c.
}

. (4.148)

Wir wählen die Zerfallskonstanten (4.140) so,dass von den Koeffizienten (4.147) nur κ0,+ und
κ1,+ ungleich Null sind. Diese Wahl verlangt, dass Γ0 =Γ1 =Γ/2 realisiert werden muss, so dass
außerdem 2κ1,+ = 2κ0,+ =Γ=: κ gilt. Schreiben wir schließlich noch die hermitesch konjugierten
Terme im dissipativen Anteil der Mastergleichung (4.148) explizit aus, so erhalten wir mit dieser
Forderung an die Zerfallsraten für die komplette Mastergleichung:

i~
d%̂
dt

=
[
Ĥ0, %̂(t)

]
+ 1

2
i~κ

∑
j

{[
2ĉ(0)

j,+ %̂ ĉ(0)†
j,+ −

{
ĉ(0)†

j,+ ĉ(0)
j,+, %̂

}]
+

[
2ĉ(1)

j,+ %̂ ĉ(1)†
j,+ −

{
ĉ(1)†

j,+ ĉ(1)
j,+, %̂

}]}
. (4.149)
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4.5 ADIABATISCHE ELIMINATION DES OBEREN BANDES

Dabei haben wir den Superskript S für das SCHRÖDINGER-Bild und den Index a am statistisch-
en Operator weggelassen, da wir von hier an mit dieser Mastergleichung nur im SCHRÖDINGER-
Bild arbeiten wollen und das BEC-Bad keine Rolle mehr spielt. Zum Ende dieses Abschnittes sei
noch angemerkt, dass die Mastergleichung (4.149) gemäß dem Abschnitt 3.2 in LINDBLAD-Form
ist und damit die Erhaltung der Spur und der Hermitezität gewährleistet.

4.5 Adiabatische Elimination des oberen Bandes

Da der RAMAN-Laser beide Bänder des optischen Gitters aneinander koppelt und so sowohl
Übergänge vom unteren in das obere als auch vom oberen in das untere Band ermöglicht, sind
zunächst beide Bänder gleich wahrscheinlich besetzt. Ist die Frequenz des Lasers jedoch nicht
exakt auf die Bandlücke abgestimmt, so erfolgt die Besetzung des oberen Bandes weniger effek-
tiv. Zudem kommt durch die Kopplung an das BEC ein zusätzlicher Prozess ins Spiel, welcher
analog dem spontanen Zerfall der Quantenelektrodynamik ist. Dies bewirkt, dass alle angereg-
ten Zustände in das untere Band zerfallen und so Letzteres viel wahrscheinlicher besetzt ist als
das obere Band. Dies ermöglicht es, das obere Band adiabatisch zu eliminieren, sodass wir am
Ende effektiv ein Ein-Band Modell vorliegen haben. Wir orientieren uns im Folgenden an dem
Artikel von MOORE ET AL. [1999].

Ausgangspunkt ist die Definition eines neuen Leiteroperators des oberen Bandes, welcher in
einem rotierenden Bezugssystem definiert ist:

α̂ j(t) := â(1)H
j (t)eiωt. (4.150)

Zu beachten ist, dass der Leiteroperator â hier im HEISENBERG-Bild auftaucht. Für den neu-
en Operator α̂ bekommen wir dann unter Ausnutzung der HEISENBERG’schen Bewegungsglei-
chung [SAKURAI, 1994]:

i~
d
dt
α̂ j(t)=

[
â(1)H

j (t), Ĥ
]
eiωt −~ω α̂ j(t). (4.151)

Für Ĥ setzen wir den Zwei-Band BOSE–HUBBARD-Hamiltonian (4.31), den Hamiltonian (4.52)
der Atom-Licht-Wechselwirkung ĤAL, sowie den Wechselwirkungs-Hamiltonian (4.105) Ĥab ein.
Der HAMILTON-Operator Ĥb des BEC-Bades kommutiert mit â(1)

i und damit auch mit α̂ und
braucht deswegen nicht berücksichtigt zu werden.

Die Lebensdauer der Gitterbosonen im oberen Band ist so klein (∼ 1/∆), dass eine Bewegung
während dieser Periode nicht stattfindet. Aus diesem Grund können wir die kinetische Energie
vernachlässigen. Mit ∆ bezeichnen wir das Detuning, d. h. die Differenz zwischen der Frequenz
ω des RAMAN-Lasers und der Bandlücke ε.

Des Weiteren vernachlässigen wir alle Terme, welche mit ω rotieren, da diese im Vergleich zu
allen anderen Termen rasch oszillieren und sich bei der folgenden Integration über die Zeit zu
Null integrieren.

Am Ende bleibt folgende Bewegungsgleichung für den neu eingeführten Leiteroperator:

i~
d
dt
α̂ j(t)≈−∆α̂ j(t)−~Ω(−1) j[â(0)H

j (t)− â(0)H
j+1 (t)

]
. (4.152)
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Dies können wir formal integrieren:

α̂ j(t)= i
t∫

0

dsΩei∆(t−s)/~ (−1) j [
â(0)H

j (s)− â(0)H
j+1 (s)

]+ α̂ j(0). (4.153)

Ohne Einschränkung können wir annehmen, dass zu Beginn keine Bosonen im oberen Band
sitzen und können damit den Operator α̂ j(0) zu Null setzen. Des Weiteren nehmen wir an,
dass die Operatoren â(0)H

j (s) auf einer Zeitskala variieren, die viel länger ist als ~/∆. Da die

Exponentialfunktion mit der schnellen Frequenz 1/(~/∆) oszilliert, sind die Operatoren â(0)H
j (s)

im Integral nahezu konstant und wir können sie vor das Integral ziehen und zum Zeitpunkt t
auswerten. Integrieren wir die übrig bleibende Exponentialfunktion, so erhalten wir:

α̂ j(t)≈ iΩ(−1) j[â(0)H
j (t)− â(0)H

j+1 (t)
] ~

i∆
ei∆t/~

(
e−i∆t/~−1

)
= ~Ω
∆

(−1) j[â(0)H
j (t)− â(0)H

j+1 (t)
](

1−ei∆t/~
)
.

(4.154)

Den Term, der mit der schnellen Frequenz ∆/~ rotiert, können wir gegenüber dem Term, der gar
nicht rotiert, vernachlässigen. Am Ende aller Näherungen und Vereinfachungen bleibt:

â(1)
j ≈ (−1) j ~Ω

∆

(
â(0)

j − â(0)
j+1

)
, (4.155)

wobei wir nun wieder im SCHRÖDINGER-Bild sind. Die Konsequenzen dieser adiabatischen Eli-
mination des oberen Bandes fassen wir im folgenden abschließenden Abschnitt zusammen.

4.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir detailliert das dieser Diplomarbeit zu Grunde liegende Modell stu-
diert und möchten an dieser Stelle die wichtigsten Formeln rekapitulieren. Das System besteht
aus zwei Teilen: Einem optischen Gitter, welches mit Bosonen gefüllt ist, und einem Bad beste-
hend aus einem BEC.

Die Bosonen der Spezies a mit der Masse ma in einem eindimensionalen optischen Gitter
werden durch einen Zwei-Band BOSE–HUBBARD-Hamiltonian (4.31) beschrieben. Nachdem wir
das obere Energie-Band unter Anwendung der Gleichung (4.155) adiabatischen eliminiert ha-
ben, erhalten das Tunnelmatrixelement J(1) und die Wechselwirkungsstärke U (1) des oberen

Bandes einen zusätzlichen Faktor
(
~Ω
∆

)2
. Da der RAMAN-Laser stark verstimmt und schwach

ist, gilt ~Ω
∆ ¿ 1. Damit können wir die Terme bzgl. des oberen Bandes im BOSE–HUBBARD-

Hamiltonian (4.31) vernachlässigen und erhalten dann einen Ein-Band-Hamiltonian:

Ĥ =−J
∑
〈i, j〉

â†
i â j + 1

2
U

∑
i

n̂i
(
n̂i −1

)
, (4.156)

mit âi = â(0)
i dem Leiteroperator des i-ten Gitterplatzes und n̂i = â†

i âi dem dazugehörigen Teil-
chenzahloperator. Die Parameter
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J =−
∫

w(0)∗(
x−a

)[− ~2

2ma
∆+Vlat(x)

]
w(0)(x)

dx, (4.157)

und

U = 4π~2aa

ma

∫ ∣∣w(0)(x)∣∣4 dx (4.158)

sind durch die WANNIER-Funktionen w(0)(x− x(0)
i

)
des unteren Bandes auf dem Gitterplatz bei

x(0)
i und das Gitterpotential

Vlat(x)=V0 sin2(
k0x

)+ 1
4

V1 sin2(
2k0x

)
(4.159)

bestimmt. Hier ist aa die s-Wellen Streulänge der Bosonen im Gitter, k0 = π/a der Gittervektor
und a die Gitterkonstante.

Zusätzlich wirkt ein RAMAN-Laser auf die Bosonen des Gitters, welcher die Bosonen im un-
teren und oberen Band miteinander koppelt. Der monochromatische Laser bei der Frequenz ω
bildet eine stehende Welle mit einer Wellenlänge, welche genau doppelt so groß wie die Git-
terkonstante a ist. Die Wechselwirkung zwischen dem Laser und den Bosonen des Gitters be-
schreiben wir semiklassisch. Der HAMILTON-Operator ist:

ĤAL =−~Ω f cos(ωt)
∑

i
(−1)i

[
â(1)†

i

(
â(0)

i − â(0)
i+1

)
+h.c.

]
. (4.160)

Summiert wird über alle Gitterplätze i des Gitters. Hier ist Ω die RABI-Frequenz und f =∫
w(1)(x−a/2

)
w(0)(x)

cos(k0x) dx der FRANCK–CONDON-Faktor. Diesen Teil des System-Hamil-
tonians werden wir im Kapitel 6, wo wir die Dynamik des Systems betrachten, nicht berück-
sichtigen, da wir uns dort nur auf das untere Band konzentrieren.

Das zweite System bestehend aus einem BOSE–EINSTEIN-Kondensat dient als Bad von BO-
GOLIUBOV-Anregungen. Es kann auf Grund der großen Energielücke ε zwischen den beiden
Bändern des optischen Gitters effektiv als Reservoir bei einer verschwindenden Temperatur
angenommen werden. Der HAMILTON-Operator dieses Teilsystems ohne die Grundzustands-
energie lautet:

Ĥb =
∑
k
εk B̂†

k B̂k. (4.161)

Summiert wird über alle Impulse k. Dabei ist

εk =
√

E2
k +2gbb nbEk (4.162)

die Dispersionsrelation der BOGOLIUBOV-Anregungen und Ek = ~2k2/(2mb) die freie Disper-
sionrelation. Des Weiteren ist gbb = 4π~2ab/mb die Kopplungskonstante, ab die s-Wellen Streu-
länge zweier Bosonen der Spezies b, nb die Dichte des BEC und mb die Masse der Bosonen im
BEC. Die Leiteroperatoren B̂†

k und B̂k erzeugen bzw. vernichten eine BOGOLIUBOV-Anregung
mit dem Impuls k.
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Die Wechselwirkung zwischen den beiden Bosonen-Arten aus dem Gitter und aus dem BEC
wird durch eine Dichte-Dichte-Wechselwirkung modelliert. Der Hamiltonian der Wechselwir-
kung lautet:

Ĥab =
∑
k

(
Â†

k B̂k + Âk B̂†
k

)
. (4.163)

Summiert wird wieder über alle Impulse der BOGOLIUBOV-Anregungen. Die Operatoren Â†
k

sind gegeben durch:

Â†
k := ∑

〈i, j〉
G(1,0)

i, j;k â(1)†
i â(0)

j , (4.164)

mit

G(1,0)
i, j;k := 2π~2aab

mab

√
ρb

V

√
Ek/εk

∫
w(1)∗(

x− x(1)
i

)
w(0)(x− x(0)

j
)

e−ikx dx. (4.165)

Hier ist aab die s-Wellen Streulänge für die Streuung der beiden Bosonen-Arten aneinander,
mab = mamb/(ma +mb) die relative Masse und ρb die Kondensatdichte des BEC.

Aus diesem Wechselwirkungs-Hamiltonian können wir ausgehend von der MARKOV’schen
Quanten-Mastergleichung eine Mastergleichung in LINDBLAD-Form für den statistischen Ope-
rator der Bosonen im optischen Gitter herleiten. Unter Anwendung der adiabatischen Elimina-
tion (4.155) lautet die Mastergleichung im SCHRÖDINGER-Bild:

i~
d%̂
dt

=
[
Ĥ, %̂(t)

]
+ 1

2
i~κ

∑
〈i, j〉

([
ĉi, j, %̂(t) ĉ†

i, j
]+ [

ĉi, j %̂(t), ĉ†
i, j

])
. (4.166)

Der hier auftretende HAMILTON-Operator ist der Ein-Band BOSE–HUBBARD-Hamiltonian aus
Gleichung (4.160). Die Quantensprung-Operatoren ĉi, j sind durch

ĉi, j =
(
â†

i + â†
j
)(

âi − â j
)

(4.167)

gegeben und die Zerfallsrate ist:

κ=
(~Ω
∆

)2
Γ, (4.168)

mit Γ= 4π2~a2
ab ρb mb

m2
ab

∫
w(1)

i (x)w(0)∗
i (x)w(1)∗

i (x)w(0)
i (x) dx.

In der Mastergleichung (4.166) tauchen drei Parameter auf: J und U aus dem HAMILTON-
Operator sowie κ aus dem LINDBLAD-Anteil. Alle drei Parameter sind abhängig von der Form
der WANNIER-Funktionen und somit Funktionen der Gittertiefe V0. In die Parameter U und κ

gehen außerdem noch die s-Wellen Streulängen aa bzw. aab ein, welche unabhängig mit Hilfe
von FESHBACH-Resonanzen verändert werden können. Damit sollten sich die drei Parameter
des betrachteten Modells unabhängig variieren lassen.

Gegenüber der Mastergleichung (4.149) hat die oben notierte Mastergleichung (4.166) keine
Quantensprung-Operatoren ĉ(1)

j,+ mehr. Diese nehmen nach der adiabatischen Elimination des
oberen Bandes die Form
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ĉ(1)
j,+ ∝ â†

j
(−â j−1 +2â j − â j+1

)
(4.169)

an und zerstören damit eine antisymmetrische Superposition von Phasen von Teilchen auf drei
benachbarten Gitterplätzen. Der Operator ĉ(1)

j,+ sorgt damit ebenso wie die ĉi, j für eine feste
Phasenbeziehung von Bosonen auf benachbarten Gitterplätzen und damit letztendlich für einen
kondensierten Zustand. Dies sieht man klarer, wenn man die Leiteroperatoren in den Impuls-
raum gemäß Gleichung (B.14) entwickelt. Dies ergibt

ĉ(1)
j,+ ∝ ∑

q,p
â†

q âpe−i(q−p)x j
(
1−cos(pa)

)
. (4.170)

Man sieht, dass in der Summe kein Operator auftaucht, welcher Teilchen in der Kondensat-
Mode mit q = 0 zerstört. Das Kondensat ist damit ein Dunkelzustand von ĉ(1)

j,+. Wir erwarten,
keine qualitativen Änderungen in dem Verhalten unseres Systems, wenn wir diesen Quanten-
sprung-Operator nicht berücksichtigen. Daher werden wir im Folgenden nur die Masterglei-
chung in der Form (4.166) mit den Quantensprung-Operatoren (4.167) verwenden.
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Kapitel 5

Der MOTT-Superfluid-
Phasenübergang für Bosonen im
optischen Gitter

Bevor wir uns den Fall eines dissipativen Quanten-Systems anschauen, wollen wir zunächst den
BOSE–HUBBARD-Hamiltonian als abgeschlossenes System ohne ein zusätzliches Bad betrach-
ten. Wir untersuchen den BOSE–HUBBARD-Hamiltonian in seiner einfachsten Form, wie er in
Abschnitt 4.1.2 hergeleitet wurde. Wir berücksichtigen daher nur das unterste Band. Die Pa-
rameter J und U des HAMILTON-Operators sind sowohl zeitlich konstant als auch unabhängig
vom Gitterplatz. Außerdem vernachlässigen wir das Fallenpotential, welches über den Parame-
ter εi in den BOSE–HUBBARD-Hamiltonian (4.26) eingeht. Der Hamiltonian lautet dann:

Ĥ =−J
∑
〈i, j〉

â†
i â j + 1

2U
∑

i
n̂i(n̂i −1). (5.1)

Wir interessieren uns zunächst für die Dynamik, welche durch diesen Hamiltonian induziert
wird. Ausgangspunkt soll hier die SCHRÖDINGER-Gleichung für den statistischen Operator %̂
sein:

i~
d
dt
%̂(t)= [

Ĥ, %̂(t)
]
. (5.2)

Diese bezeichnet man als LIOUVILLE–VON NEUMANN-Gleichung. Zusammen mit einer An-
fangsbedingung ist die Zeitabhängigkeit des statistischen Operators durch die LIOUVILLE-VON

NEUMANN-Gleichung vollständig bestimmt.

5.1 Herleitung der Momentengleichung

Wir wollen damit beginnen, die Dynamik des Produktes von α Erzeugern und β Vernichtern des
Gitterplatzes k anzuschauen: â†α

k âβk. Genauer gesagt interessieren wir uns nur für die Dynamik
des Erwartungswertes von diesem Operator. Der Erwartungswert eines Operators Ô ist über
den statistischen Operator gemäß

〈Ô〉 =Tr
{
Ô %̂

}
=Tr

{
%̂Ô

}
(5.3)

definiert. Wir wollen den Erwartungswert 〈â†α
k âβk〉 in dieser Arbeit als Moment bezeichnen und

schreiben hierfür abkürzend:
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M(k)
α,β := 〈â†α

k âβk〉 . (5.4)

Die Notation mit dem Gitterplatz k als Superskript und α und β als Subskript an den Momenten
mag an dieser Stelle widersprüchlich sein, wird sich aber im weiteren Verlauf der Arbeit als
praktisch herausstellen, da wir den Superskript k später fallen lassen werden.

Beginnen wir nun damit die Dynamik des Momentes M(k)
α,β zu berechnen:

i~
d
dt

M(k)
α,β = i~

d
dt

Tr
{
â†α

k âβk%̂(t)
}
=Tr

{
â†α

k âβk i~
d
dt
%̂(t)

}
=Tr

{
â†α

k âβk
[
Ĥ, %̂(t)

]}
. (5.5)

Hier haben wir die LIOUVILLE-VON NEUMANN-Gleichung (5.2) und die Definition (5.4) benutzt.
Den Kommutator des HAMILTON-Operators mit dem statistischen Operator können wir noch
umformen. Dafür benutzen wir, dass die Spur invariant unter zyklischer Permutation der in ihr
enthaltenen Operatoren ist:

Tr
{
ÂB̂Ĉ

}=Tr
{
B̂Ĉ Â

}=Tr
{
Ĉ ÂB̂

}
. (5.6)

Dies benutzen wir, um den Kommutator in der Spur umzuschreiben. Mit Hilfe von Gleichung (5.6)
gilt nämlich ganz allgemein:

Tr
{
Â

[
B̂, Ĉ

]}=Tr
{[

Â, B̂
]
Ĉ

}
. (5.7)

Damit erhalten wir aus der Gleichung (5.5):

i~
d
dt

M(k)
α,β =Tr

{
â†α

k âβk
[
Ĥ, %̂(t)

]}=Tr
{[

â†α
k âβk, Ĥ

]
%̂(t)

}
= 〈[â†α

k âβk, Ĥ
]〉 . (5.8)

An Hand dieser Gleichung wird die Äquivalenz von der LIOUVILLE–VON NEUMANN- bzw. der
SCHRÖDINGER- und der HEISENBERG-Gleichung erkennbar.

Für die Zeitentwicklung der Momente M(k)
α,β benötigen wir den Kommutator des Operators

â†α
k âβk mit dem HAMILTON-Operator. Dafür brauchen wir wiederum die Kommutatoren:[

â†α
k , âi

]=−α â†α−1
k δk,i, (5.9a)[

âβk, â†
i
]= β âβ−1

k δk,i, (5.9b)[
â†α

k , n̂i
]=−α â†α

k δk,i, (5.9c)[
âβk, n̂i

]= β âβkδk,i. (5.9d)

Beginnen wir damit, den Kommutator des Operators â†α
k âβk mit dem Tunnel-Anteil des BOSE–

HUBBARD-Hamiltonians (5.1) auszurechnen:

−J
∑
〈i, j〉

[
â†α

k âβk, â†
i â j

]=−J
∑
〈i, j〉

{
â†α

k

[
âβk, â†

i
]
â j + â†

i
[
â†α

k , â j
]
âβk

}
=−J

∑
〈i, j〉

{
β â†α

k âβ−1
k â j δk,i −α â†

i â†α−1
k âβkδk, j

}
=−J

∑
〈i|k〉

{
β â†α

k âβ−1
k âi −α â†

i â†α−1
k âβk

}
.

(5.10)

Summiert wird hier über alle Nachbarn i des Gitterplatzes k.
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5.2 DIE MOMENTENGLEICHUNG IN DER MOLEKULARFELD-NÄHERUNG

Nun berechnen wir den Anteil des Kommutators aus Gleichung (5.8), welcher die Wechsel-
wirkung des BOSE–HUBBARD-Hamiltonians enthält:

1
2U

∑
i

[
â†α

k âβk, n̂i
(
n̂i −1

)]= 1
2U

∑
i

{
â†α

k n̂i
[
âβk, n̂i

]+ â†α
k

[
âβk, n̂i

](
n̂i −1

)+ n̂i
[
â†α

k , n̂i
]
âβk+

+ [
â†α

k , n̂i
](

n̂i −1
)
âβk

}
= 1

2U
∑

i

{
β â†α

k n̂i âβkδk,i +β â†α
k âβk

(
n̂i −1

)
δk,i −α n̂i â†α

k âβkδk,i −α â†α
k

(
n̂i −1

)
âβkδk,i

}
= 1

2U
{
2β â†α

k n̂k âβk +β2 â†α
k âβk −β â†α

k âβk −2α â†α
k n̂k âβk −α2 â†α

k âβk +αâ†α
k âβk

}
= 1

2U
{
2
(
β−α)

â†α
k n̂k âβk +

[
β
(
β−1

)−α(
α−1

)]
â†α

k âβk
}
.

(5.11)

Jetzt haben wir mit (5.10) und (5.11) beide zu berechnenden Kommutatoren zusammen und
setzen diese in die Bewegungsgleichung (5.8) ein:

i~
d
dt

M(k)
α,β =−J

∑
〈i|k〉

{
β

〈
â†α

k âβ−1
k âi

〉
−α

〈
â†

i â†α−1
k âβk

〉}
+

+U
(
β−α)

M(k)
α+1,β+1 +

{
1
2U

[
β
(
β−1

)−α(
α−1

)]}
M(k)

α,β. (5.12)

Diese Bewegungsgleichung für die Momente M(k)
α,β bezeichnen wir als Momentengleichung. Die-

ser Ausdruck gilt exakt. Schwierigkeiten bereiten hier zwei Terme:

Zum Einen ist dies der Tunnel-Term, da in diesem Erwartungswerte von nicht-lokalen Ope-
ratoren auftreten. Dies ist natürlich gerade die Besonderheit des Tunnel-Terms, durch welchen
eine langreichweitige Phasenkorrelation der Bosonen aufgebaut wird. Wir werden diesen Term
im Rahmen der Molekularfeld-Näherung und unter Ausnutzung der Annahme eines homogenen
Systems vereinfachen. Diese Näherungen machen unsere Rechnungen einfacher und zerstören
nicht das Quanten-Phänomen der Superfluidität, welches seinen Ursprung in der oben erwähn-
ten Phasenkorrelation hat.

Der andere nicht-triviale Term in Gleichung (5.12) ist der Term mit M(k)
α+1,β+1. Hier wird

die Dynamik des Erwartungswertes 〈â†α
k âβk〉, welcher α+β Leiteroperatoren enthält, an den

Erwartungswert 〈â†α+1
k âβ+1

k 〉 mit α+β+ 2 Leiteroperatoren gekoppelt. Demnach muss man,
wenn man an der Dynamik eines bestimmten Momentes interessiert ist, auch Momente höherer
Ordnung als dieses mit einbeziehen und berechnen. Dies ist ein Problem, welches wir an dieser
Stelle nicht vereinfachen können, was wir jedoch später durch ein Beschränkung des FOCK-
Raums auf kleine Teilchenzahlen näherungsweise lösen können.

5.2 Die Momentengleichung in der Molekularfeld-Näherung

Auf die im vorherigen Abschnitt hergeleitete Bewegungsgleichung (5.12) für die Momente M(k)
α,β

des BOSE–HUBBARD-Modells wenden wir in diesem Abschnitt die Molekularfeld-Näherung an.
Näheres zur Molekularfeld-Näherung ist im Anhang D auf Seite 139 zu finden. Der Ansatz

75



KAPITEL 5 MOTT-SUPERFLUID-PHASENÜBERGANG FÜR BOSONEN IM OPTISCHEN GITTER

dieser Näherung besteht im Wesentlichen darin, dass man die Leiteroperatoren â` aufteilt in
ein mittleres Feld 〈â`〉 =Ψ` und in operatorwertige Fluktuationen δâ` hierum:

â` =Ψ`+δâ`. (5.13)

Das Moment M(`)
0,1 =Ψ` wird als Ordnungsparameter bezeichnet und charakterisiert den MOTT-

Superfluid-Phasenübergang. Näheres dazu folgt im nächsten Abschnitt 5.3.

Die eigentliche Näherung besteht darin, dass Produkte von Fluktuationen von Leiteroperato-
ren verschiedener Gitterplätze vernachlässigt werden, d. h. :

δâi δâ j ≈ 0, für i 6= j. (5.14)

Dies führt zu folgender Aufspaltung bei Produkten von Leiteroperatoren, wobei f̂1 und f̂2
Funktionen von Leiteroperatoren jeweils verschiedener Gitterplätze (d. h. i 6= k) sind:

f̂1(â†
i , âi) f̂2(â†

k, âk)=
〈

f̂1(â†
i , âi)

〉
f̂2(â†

k, âk)+ f̂1(â†
i , âi)

〈
f̂2(â†

k, âk)
〉
−

〈
f̂1(â†

i , âi)
〉〈

f̂2(â†
k, âk)

〉
.

(5.15)
Die Molekularfeld-Näherung kann nur auf den Tunnel-Term angewendet werden, da dieser als
einziger in der Momentengleichung strikt nicht-lokal ist.

Als nächstes nehmen wir an, dass das zu betrachtende System homogen ist. Wir vernachläs-
sigen damit jegliche Randeffekte. Diese Vereinfachung werden durch die Ersetzungen

f̂ (â†
k, âk)−→ f̂ (â†, â), sowie (5.16a)

f̂1(Ψ∗
k,Ψk)

∑
i∈I

f̂2(â†
i , âi)−→ f̂1(Ψ∗,Ψ) f̂2(â†, â)

∣∣I∣∣ (5.16b)

realisiert. Mit
∣∣I∣∣ bezeichnen wir die Anzahl der Elemente der Menge I. In Gleichung (5.12)

tritt die Summe über alle nächsten Nachbarn des Gitterplatzes k auf. Die Anzahl z aller näch-
sten Nachbarn jedes Gitterplatzes hängt von der Symmetrie des Gitters und der räumlichen
Dimension des Systems ab und wird als Koordinationszahl bezeichnet. Im Falle eines Gitters
mit kubischer Symmetrie gilt z = 2D, mit der räumlichen Dimension D des Systems.

Da die Momente nun vom Gitterplatz unabhängig sind, definieren wir:

Mα,β := 〈â†α âβ〉 . (5.17)

Die Momente sind, wenn man sie als Matrizen betrachtet, hermitesch, d. h.:

M∗
α,β =Mβ,α. (5.18)

Außerdem sind die Momente Mα,β im Allgemeinen komplexe Größen. Im Speziellen sind die
Momente mit α=β jedoch rein reell. Dies ist klar, da es sich in diesem Fall um Erwartungswerte
von Potenzen des Teilchenzahloperators n̂ handelt. Dieser ist ein hermitescher Operator.

Dass es sich bei dem Operator â†α âα tatsächlich nur um ein Polynom in dem Teilchenzahlope-
rator n̂ handelt, lässt sich einfach zeigen. Dazu betrachtet man entweder direkt die Matrixele-
mente von â†α âα, oder die Kommutator-Algebra der Leiteroperatoren. Wir gehen den zweiten
Weg und spalten dazu im Operator â†α âα ein Teilchenzahloperator n̂ ab und kommutieren die-
sen anschließend unter Beachtung der Kommutatorrelation (5.9c) nach links durch:
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â†α âα = â†α−1 n̂ âα−1 = (
n̂−α+1

)
â†α−1 âα−1. (5.19)

Für den Operator â†α−1 âα−1 verfährt man genauso. Wir können demnach iterativ vorgehen und
erhalten nach

(
α−1

)
Schritten:

â†α âα = (
n̂−α+1

)(
n̂−α+2

) · . . . · (n̂−α+α−1
)(

n̂−α+α)
â†0â0

â†α âα = n̂
(
n̂−1

) · . . . · (n̂−α+1
)

(5.20)

Damit ist â†α âα wie behauptet lediglich ein Polynom in dem Teilchenzahloperator n̂.

Mit der Definition (5.17) der Momente, der Molekularfeld-Näherung (5.15) sowie der Homo-
genitätsannahme gemäß Gleichung (5.16) erhalten wir für die Momentengleichung (5.12):

i~
d
dt

Mα,β(t)=−Jz
[
βΨ(t)Mα,β−1(t)−αΨ∗(t)Mα−1,β(t)

]+
+U(β−α)Mα+1,β+1(t)+ 1

2U
(
β(β−1)−α(α−1)

)
Mα,β(t). (5.21)

Schließlich wollen wir dimensionslose Größen einführen. Dabei folgen wir der gängigen Kon-
vention im BOSE–HUBBARD-Modell und drücken sowohl die Energieskala als auch die Zeitskala
durch die Wechselwirkungsstärke U aus:

J̃ = Jz
U

, τ= Ut
~

. (5.22)

Damit schreibt sich die Momentengleichung:

i
d
dτ

Mα,β(τ)=−J̃
[
βΨ(τ)Mα,β−1(τ)−αΨ∗(τ)Mα−1,β(τ)

]+
+ (β−α)Mα+1,β+1(τ)+ 1

2
(
β(β−1)−α(α−1)

)
Mα,β(τ). (5.23)

Diese Momentengleichung in der Molekularfeld-Näherung steht im Mittelpunkt dieses Kapi-
tels und soll im Weiteren als Ausgangspunkt für die Betrachtungen des MOTT-Superfluid-
Phasenüberganges herangezogen werden.

5.3 Der MOTT-Superfluid-Phasenübergang

Im Folgenden wollen wir den MOTT-Superfluid-Phasenübergang mit Hilfe der Momentenglei-
chung (5.23) in der Molekularfeld-Näherung ausrechnen. Die superfluide Phase ist durch einen
endlichen Ordnungsparameter Ψ 6= 0 definiert, wohingegen in der MOTT-Phase der Ordnungs-
parameter verschwindet. Wir sind hauptsächlich an der Phasengrenze interessiert. Diese ist
durch den Grenzfall Ψ→ 0 definiert

Da sowohl die MOTT- als auch die superfluide Phase im BOSE–HUBBARD-Modell Phasen
im thermodynamischen Gleichgewicht sind, interessieren uns nur stationäre Gleichgewichts-
Zustände. Wir betrachten dazu folgende Phasentransformation der Leiteroperatoren:

â(τ)−→ â(τ)e−iφ(τ). (5.24)
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Dabei ist φ(τ) eine von der Zeit abhängige Phase. Die Momente (5.17) transformieren sich ent-
sprechend gemäß:

Mα,β(τ)−→Mα,β(τ)e−iφ(τ)(β−α). (5.25)

Aus der zeitlichen Ableitung der Momente wird dann:

i
d
dτ

Mα,β(τ)−→
[

i
d
dτ

Mα,β(τ)+ (β−α)
dφ
dτ

]
e−iφ(τ)(β−α). (5.26)

Der stationäre Zustand des Systems entspricht nun dem Fall, dass die zeitlichen Ableitungen
der Momente verschwinden und dass die Phase φ(τ) aus Gleichung (5.24) linear in der Zeit ist:

φ(τ)= µ̃τ+φ. (5.27)

Mit Hilfe von quantenstatistischen Rechnungen lässt sich zeigen, dass µ̃ das chemische Poten-
tial der Thermodynamik ist. Die zeitunabhängige Phase φ können wir nutzen, um den Ord-
nungsparameter Ψ im stationären Fall reell zu wählen. Dies werden wir an dieser Stelle noch
nicht tun, wir behalten jedoch im Hinterkopf, dass wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit
Ψ∗ =Ψ setzen können. Unsere Momentengleichung (5.23) nimmt dann für stationäre Zustände
folgende Form an:

0=−J̃
(
βΨMα,β−1 −αΨ∗Mα−1,β

)+ (β−α)Mα+1,β+1+
+ 1

2
(
β(β−1)−α(α−1)

)
Mα,β− µ̃

(
β−α)

Mα,β. (5.28)

Dies ist die Form der Momentengleichung, aus welcher wir im Folgenden alle von uns verwen-
deten Gleichungen ableiten werden.

Mit Hilfe der Momentengleichung (5.28) stellen wir zunächst eine Gleichung für den Ord-
nungsparameter Ψ auf. Diese erhalten wir aus der Momentengleichung für α= 0 und β= 1. Es
gilt:

0=−J̃ΨM0,0 +M1,2 − µ̃Ψ. (5.29)

Wir erinnern an die Identität: M0,1 =Ψ. Da per definitionem M0,0 = 〈1〉 = 1 gilt, erhalten wir
als Ordnungsparameter-Gleichung:

0=−(J̃+ µ̃)Ψ+M1,2. (5.30)

Sind wir in der superfluiden Phase, so befindet sich das System in einem annähernd kohä-
renten Zustand und für die Momente gilt in diesem Fall: Mα,β ≈ Ψ∗αΨβ. Dann entspricht
die Ordnungsparameter-Gleichung (5.30) der stationären GROSS–PITAEVSKII-Gleichung: 0 =
−(J+µ)Ψ+U

∣∣Ψ∣∣2Ψ. Siehe dazu z. B. PITAEVSKII und STRINGARI [2004].

Wir sehen, dass die Gleichung (5.30) für den Ordnungsparameter an ein Moment höherer
Ordnung koppelt. Der Ursprung dieser Kopplung der Momente liegt in der Wechselwirkung
der Bosonen. Ist U = 0, so koppelt das Moment Mα,β über das Tunnelmatrixelement nur an
Momente niedrigerer Ordnung.

Um die Gleichung (5.30) für den Ordnungsparameter zu lösen, betrachten wir die Gleichung
für das Moment M1,2 näher. Dafür setzen wir α= 1 und β= 2 in die stationäre Momentenglei-
chung (5.28) ein und erhalten:

0=−2J̃ΨM1,1 + J̃Ψ∗M0,2 +M2,3 +M1,2 − µ̃M1,2. (5.31)
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Das Moment M1,1 = 〈â† â〉 ist nichts Anderes als die Teilchenzahl auf einem Gitterplatz oder
die Teilchendichte n im Gitter. Damit wird aus der Gleichung (5.31) für das Moment M1,2:

0=M2,3 + (1− µ̃)M1,2 + J̃M0,2Ψ
∗−2J̃ nΨ. (5.32)

Auch hier sehen wir, dass das Moment M1,2 an höhere Momente koppelt. Es taucht allerdings
mit M0,2 auch ein Moment niedrigerer Ordnung auf.

Durch Setzen von α= 0 und β= 2 in der stationären Momentengleichung (5.28) erhalten wir
eine weitere Gleichung für das Moment M0,2:

0=−2J̃Ψ2 +2M1,3 +M0,2 −2µ̃M0,2 = 2M1,3 + (1−2µ̃)M0,2 −2J̃Ψ2. (5.33)

Man sieht, dass man die Gleichungen (5.30), (5.32) und (5.33) nicht so einfach lösen kann, da
man kein geschlossenes System von Gleichungen für die Momente Mα,β findet. Es treten immer
mehr Unbekannte als Gleichungen auf. Daher liegt es nahe, die Gleichungen ab einer bestimm-
ten Ordnung der Momente abzubrechen und so ein geschlossenes System von Gleichungen zu
erhalten, welches lösbar ist. Die Frage ist nur, wie man abbricht. Dazu werden wir im Fol-
genden die Momente Mα,β nach dem Ordnungsparameter Ψ entwickeln. Dadurch sehen wir,
welche Terme in der Momentengleichung in der Nähe des Phasenübergangs wirklich eine Rolle
spielen. Zusätzlich werden wir den FOCK-Raum begrenzen, um letztendlich ein geschlossenes
System von Gleichungen zu erhalten.

5.3.1 Eine approximative Lösung

Es ist sinnvoll, die Momente Mα,β in der Nähe des Phasenüberganges nach dem Ordnungs-
parameter zu entwickeln, da dieser dann klein ist. Dieses Vorgehen entspricht einer LAND-
AU-Entwicklung der freien Energie in der Theorie der Phasenübergänge zweiter Ordnung. In
der Tat handelt es sich bei dem MOTT-Superfluid-Phasenübergang um einen Phasenübergang
zweiter Ordnung.

Wir entwickeln zunächst ganz allgemein die Momente Mα,β nach dem Ordnungsparameter
Ψ und seinem komplex konjugierten Ψ∗. Die Koeffizienten dieser Entwicklung bezeichnen wir
mit M(n,m)

α,β . Es gilt dann:

Mα,β =
∞∑

n,m=0
Ψ∗nΨmM(n,m)

α,β . (5.34)

In linearer Ordnung inΨ undΨ∗ lautet diese Entwicklung: Mα,β ≈M(0,0)
α,β +ΨM(0,1)

α,β +Ψ∗M(1,0)
α,β .

Wir haben in Gleichung (5.27) gesehen, dass die Leiteroperatoren im stationären Zustand
bis auf eine Phase φ bestimmt sind. Diese wollen wir nun ausnutzen, um die Entwicklung der
Momente in Gleichung (5.34) zu vereinfachen. Wir betrachten dazu die Phasentransformation
â → âe−iφ. Die Momente transformieren sich dann gemäß Mα,β →Mα,β ei(α−β)φ. Aus der Ent-
wicklung (5.34) wird dann:

Mα,β ei(α−β)φ =
∞∑

n,m=0
Ψ∗nΨmM(n,m)

α,β ei(n−m)φ. (5.35)

Die Entwicklung der Momente kann damit nur dann invariant unter einer Phasentransfor-
mation sein, wenn in der Entwicklung (5.34) nur Koeffizienten M(n,m)

α,β auftauchen, für welche
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n−m = α−β gilt. Wir unterscheiden zwei Fälle. Im ersten Fall sei α−β> 0. Dann können wir
die Entwicklung der Momente schreiben als:

Mα,β =
∞∑

m=0
Ψ∗m+α−βΨmM(m+α−β,m)

α,β =Ψ∗α−β∑
n

∣∣Ψ∣∣2nM(n+α−β,n)
α,β . (5.36)

Im Fall von α−β< 0 können wir umgekehrt für die Momente schreiben:

Mα,β =
∞∑

n=0
Ψ∗nΨn−α+βM(n,n−α+β)

α,β =Ψ−α+β∑
n

∣∣Ψ∣∣2nM(n,m−α+β)
α,β . (5.37)

An Hand dieser Formel sehen wir, dass die Momente mit α<β in führender Ordnung mit Ψβ−α

gehen. Speziell gilt beispielsweise für die bereits oben betrachteten Momente M0,2 und M1,2:

M0,2 =Ψ2
(
M(0,2)

0,2 + ∣∣Ψ∣∣2M(1,3)
0,2 + . . .

)
, (5.38)

M1,2 =Ψ
(
M(0,1)

1,2 + ∣∣Ψ∣∣2M(1,2)
1,2 + . . .

)
. (5.39)

Um die Notation zu vereinfachen, wählen wir die Phase φ der stationären Zustände derart, dass
der Ordnungsparameter reell ist. Die Entwicklung der Momente lautet dann:

Mα,β =Ψ|β−α| ∞∑
`=0
Ψ2`M(2`+|α−β|)

α,β . (5.40)

Mit Hilfe dieser Entwicklung können wir die Momentengleichung (5.28) systematisch nach Ord-
nungen inΨ lösen. Betrachten wir also die Ordnungsparameter-Gleichung (5.30) und setzen für
M1,2 die Entwicklung (5.40) ein:

0=−(J̃+ µ̃)Ψ+Ψ
(
M(1)

1,2 +Ψ2M(3)
1,2 + . . .

)
=

[
−(J̃+ µ̃)+M(1)

1,2

]
Ψ+M(3)

1,2Ψ
3 +O(Ψ5). (5.41)

Neben der trivialen Lösung Ψ= 0 besitzt diese Gleichung auch die Lösung:

Ψ2 ≈
J̃+ µ̃−M(1)

1,2

M(3)
1,2

. (5.42)

Jetzt gilt es, die Koeffizienten M(1)
1,2 und M(3)

1,2 zu bestimmen. Beide erhalten wir aus der
Gleichung (5.32) für das Moment M1,2, indem wir die Entwicklung (5.40) für M1,2 einsetzen.
Behalten wir nur Terme bis zur Ordnung Ψ3, so bekommen wir:

0=Ψ
(
M(1)

2,3 +Ψ2M(3)
2,3 + . . .

)
+ (1− µ̃)Ψ

(
M(1)

1,2 +Ψ2M(3)
1,2 + . . .

)
+ J̃Ψ2

(
M(2)

0,2 + . . .
)
Ψ−2J̃ nΨ

=
[
M(1)

2,3 + (1− µ̃)M(1)
1,2 −2J̃n

]
Ψ+

[
M(3)

2,3 + (1− µ̃)M(3)
1,2 + J̃M(2)

0,2

]
Ψ3 +O(Ψ5).

(5.43)

Ist der Ordnungsparameter Ψ ungleich Null, so muss diese Gleichung für jede Ordnung in Ψ
einzeln erfüllt sein. Die niedrigste Ordnung liefert eine Gleichung für M(1)

1,2:
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M(1)
1,2 =

2J̃ n−M(1)
2,3

1− µ̃ . (5.44)

Aus der nächsten Ordnung bekommen wir entsprechend den Koeffizienten M(3)
1,2:

M(3)
1,2 =−

J̃M(2)
0,2 +M(3)

2,3

1− µ̃ . (5.45)

Der Vorteil der Entwicklung der Momente nach dem Ordnungsparameter ist, dass wir direkt
sehen können, welche Terme in der Nähe des Phasenübergangs relevant sind. Das Problem
der Kopplung der einzelnen Momente zu immer höheren Momenten ist damit allerdings nicht
gelöst. Um diese Kopplung abzubrechen, begrenzen wir schließlich den zu Grunde liegenden
FOCK-Raum auf maximal zwei Teilchen. Dann verschwinden die Momente M2+x,2+y mit x, y> 0
und wir erhalten anstatt den Gleichungen (5.44) und (5.45):

M(1)
1,2 ≈

2J̃ n
1− µ̃ und M(3)

1,2 ≈−
J̃M(2)

0,2

1− µ̃ . (5.46)

Die einzige Größe, die uns jetzt noch zur Bestimmung des Ordungsparameters fehlt, ist
der Koeffizient M(2)

0,2. Diesen können wir uns allerdings auf eine analoge Weise aus der Glei-
chung (5.33) für das Moment M0,2 herleiten. Für die Gleichung (5.33) gilt bis zur Ordnung Ψ2:

0=
[
2M(2)

1,3 + (1−2µ̃)M(2)
0,2 −2J̃

]
Ψ2 +O(Ψ4). (5.47)

Mit der Einschränkung des FOCK-Raumes auf zwei Teilchen gilt dann für den Koeffizienten
M(2)

0,2:

M(2)
0,2 ≈

2J̃
1−2µ̃

. (5.48)

Dieses Ergebnis setzen wir in die Gleichung (5.46) für M(3)
1,2 ein und erhalten dann mit der

Gleichung (5.42) für den Ordnungsparameter:

Ψ2 ≈ J̃(2n+ µ̃−1)+ µ̃(µ̃−1)
2J̃2

(µ̃−1)(2µ̃−1). (5.49)

Auf Grund der Begrenzung des FOCK-Raumes auf nur zwei Teilchen können wir nicht er-
warten, dass der Ordnungsparameter der superfluiden Phase korrekt wiedergegeben wird, da
im Superfluid die Teilchenzahl fluktuiert. Im Gegensatz dazu ist die Teilchenzahl in der MOTT-
Phase bei T = 0 konstant. Hier sollte unsere Beschreibung besser funktionieren. Darum lassen
wir den Ordnungsparameter (5.49) gegen Null gehen und erhalten so für die Phasengrenze zwi-
schen dem MOTT- und dem superfluiden Zustand:

J̃ =− µ̃ (µ̃−1)
µ̃+2n−1

. (5.50)

Für die relevante Teilchenzahl n = 1 in unserem begrenzten FOCK-Raum erhalten wir damit die
korrekte Phasengrenze der Molekularfeld-Näherung [HOFFMANN, 2007]:
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J̃ =− µ̃ (µ̃−1)
µ̃+1

. (5.51)

Um die Parametrisierung der Phasengrenze auch für größere Teilchenzahlen zu erhalten,
ist es notwendig, den FOCK-Raum zu vergrößern und die Momente M(3)

2,3 und M(2)
1,3 in die Be-

rechnung mit einzubeziehen. Tut man dies und begrenzt den FOCK-Raum auf maximal drei
Teilchen, d. h. M3+x,3+y = 0 für x, y > 0, so erhalten wir für die Parametrisierung der Phasen-
grenze:

J̃ =− µ̃ (µ̃−1)(µ̃−2)
(µ̃−1)(µ̃−2)+2n (µ̃−2)+3n (n−1)

. (5.52)

Dies reproduziert für die Teilchenzahlen n = 1 oder n = 2 die Phasengrenze der Molekularfeld-
Näherung [HOFFMANN, 2007]. Daraus kann man schließen, dass man die Phasengrenze für
Teilchenzahlen von n = 1,2, . . . , N der MOTT-Phase dadurch erhält, dass man den Fock-Raum
auf N +1 Teilchen beschränkt und dann die Gleichung (5.30) für den Ordnungsparameter bis
zur ersten Ordnung inΨ löst. Dies wird für größer werdende FOCK-Räume immer komplizierter.
Geht man diese Rechnung jedoch von Hand durch, so erkennt man ein bestimmtes sich wieder-
holendes Schema, aus welchem man den Schluss ziehen kann, dass sich die Parametrisierung
der Phasengrenze für beliebig viele Teilchenzahlen der MOTT-Phase rekursiv finden lässt. Dies
werden wir im folgenden Abschnitt untersuchen.

5.3.2 Die exakte Lösung

In diesem Unterabschnitt sind wir an der Phasengrenze des MOTT-Superfluid-Phasenübergan-
ges interessiert. Die Bestimmung des Ordnungsparameters verfolgen wir nicht weiter. Betrach-
ten wir jedoch noch einmal die Gleichung (5.30) für den Ordnungsparameter mit den nach dem
Ordnungsparameter entwickelten Moment M1,2:

0=
[
−(J̃+ µ̃)Ψ+M(1)

1,2

]
Ψ+O

(
Ψ3)

. (5.53)

In unmittelbarer Nähe der Phasengrenze sind nur die Terme von der Ordnung Ψ von Bedeu-
tung, d. h. unsere Aufgabe besteht darin, das Moment M(1)

1,2 zu bestimmen. Anstatt nun jedoch
die Momentengleichung für M1,2 aufzustellen, betrachten wir ganz allgemein die Momenten-
gleichung (5.28) für Momente der Form M`,`+1:

0=−J̃
[
(`+1)ΨM`,`−nΨM`−1,`+1

]
+M`+1,`+2 + (2`− µ̃)M`,`+1. (5.54)

Hier setzen wir die Entwicklung (5.40) der Momente nach dem Ordnungsparameter ein:

0=
[
M(1)

`+1,`+2 + (`− µ̃)M(1)
`,`+1 − J̃(`+1)M(0)

`,`

]
Ψ+O(Ψ3). (5.55)

An dieser Stelle tritt ein Problem unserer Methode auf: Wir haben keine Gleichung für die
diagonalen Momente M`,`, da diese Momente gemäß der Momentengleichung (5.28) und der
Einschränkung Ψ∗ =Ψ zeitlich konstant sind. In der obigen Gleichung tritt allerdings nur der
Koeffizient des Momentes M`,` auf, welcher in der Entwicklung nach dem Ordnungsparameter
zu Ψ0 gehört. Damit gilt in der MOTT-Phase bei T = 0: M`,` =M(0)

`,`. In der MOTT-Phase kön-
nen wird das Moment M`,` jedoch ausrechnen, da hier die Teilchenzahl fest ist. Sei also n die
Teilchenzahl der zu betrachtenden MOTT-Phase, dann gilt gemäß Formel (5.20):

82



5.3 DER MOTT-SUPERFLUID-PHASENÜBERGANG

M`,` = n (n−1)(n−2) . . . (n−`+1)= n!
(n−`)!

. (5.56)

Für `> n ist M`,` = 0. Dieses Ergebnis setzen wir in die Gleichung (5.55) ein:

0=
[
M(1)

`+1,`+2 + (`− µ̃)M(1)
`,`+1 − J̃(`+1)

n!
(n−`)!

]
Ψ+O(Ψ3). (5.57)

Mit der Abkürzung:

m(`) :=M(1)
`,`+1 (5.58)

haben wir dann bis zur ersten Ordnung in Ψ folgende Gleichung zu lösen:

m(`+1)= (µ̃−`)m(`)+ J̃ (1+`)
n!

(n−`)!
. (5.59)

Zur Lösung dieser Rekursions- oder Differenzengleichung gibt es verschiedene Methoden. Zum
Einen können wir die Rekursion direkt iterativ auflösen. Näheres dazu liest man z. B. in dem
einführenden Buch von ELAYDI [2005] nach. Wir wollen jedoch eine andere Methode verwenden.
Diese hat zwar den Nachteil, dass sie ein wenig aufwendiger ist, der Vorteil ist jedoch, dass die
Differenzengleichung in eine gewöhnliche Differentialgleichung umgeschrieben werden kann,
für welche es weit etabliertere Lösungsmethoden gibt. Die Idee dazu stammt aus dem fortge-
schrittenen Buch von CHENG [2003] und besteht darin, dass man eine sogenannte erzeugende
Funktion G(x) einführt, die wie folgt definiert ist:

G(x)= m(0)+ x m(1)+ 1
2!

x2 m(2)+ 1
3!

x3 m(3)+ . . . =
∞∑

p=0
m(p)

xp

p!
. (5.60)

Unabhängig von der erzeugenden Funktion definieren wir eine lineare Abbildung T von kom-
plexen Folgen c(p) auf reellwertige Funktionen T

[
c(p)

]
(x) durch:

T
[
c(p)

]
(x) :=

∞∑
p=0

c(p)
xp

p!
. (5.61)

Die erzeugende Funktion G(x) ist dann gerade der Spezialfall T
[
m(p)

]
(x).

Wie man außerdem leicht sieht, sind die Momente m(p) nichts Anderes als die TAYLOR-
Koeffizienten der erzeugenden Funktion G(x). Man erhält die Momente demnach durch Ableiten
der erzeugenden Funktion am Nullpunkt:

m(`)= d`

dx`
G(x)

∣∣∣∣
x=0

. (5.62)

Nun wenden wir die Abbildung T auf die Differenzengleichung (5.59) an. Da T eine lineare
Abbildung ist, können wir die drei Terme einzeln betrachten. Schauen wir uns zuerst die linke
Seite der Differenzengleichung (5.59) an:
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T
[
m(`+1)

]
(x)=

∞∑
`=0

m(`+1)
x`

`!
=

∞∑
`=1

m(`)
x`−1

(`−1)!

= d
dx

∞∑
`=1

m(`)
x`

`!
= d

dx

∞∑
`=0

m(`)
x`

`!

⇒ T
[
m(`+1)

]
(x)= d

dx
T

[
m(`)

]
(x)= d

dx
G(x). (5.63)

Hier haben wir im ersten Schritt den Summationsindex verschoben und im dritten Schritt die
Summe wieder von Null an beginnen lassen, da der von x unabhängige nullte Summand durch
die davor stehende Ableitung vernichtet wird.

Bei der Transformation des ersten Terms auf der rechten Seite der Differenzengleichung (5.59)
ist nur der Teil proportional zu ` nicht-trivial:

T
[
`m(`)

]
(x)=

∞∑
`=0

`m(`)
x`

`!
= x

d
dx

∞∑
`=0

m(`)
x`

`!

⇒ T
[
`m(`)

]
(x)= x

d
dx

T
[
m(`)

]
(x)= x

d
dx

G(x). (5.64)

Als letztes transformieren wir den zweiten Term auf der rechten Seite von Gleichung (5.59),
welcher als Inhomogenität bezeichnet wird:

∞∑
`=0

1+`
(n−`)!

n!
x`

`!
=

∞∑
`=0

(1+`)

(
n
`

)
x` =

n∑
`=0

(1+`)

(
n
`

)
x`. (5.65)

Hier findet der binomische Satz [ABRAMOWITZ und STEGUN, 1972, Gl. 3.6.8] Anwendung:

∞∑
`=0

(
n
`

)
x` = (1+ x)n. (5.66)

Damit gilt auch:

∞∑
`=0

`

(
n
`

)
x` = x

d
dx

∞∑
`=0

(
n
`

)
x` = x

d
dx

(1+ x)n = nx(1+ x)n−1, (5.67)

Dabei sind
(n
`

) = n!
`!(n−`)! die Binomialkoeffizienten. Dies setzen wir in Gleichung (5.65) ein und

erhalten einen kompakten summenlosen Ausdruck:

∞∑
`=0

1+`
(n−`)!

n!
x`

`!
=

(
1+n

x
1+ x

)
(1+ x)n. (5.68)

Fügen wir nun alle transformierten Terme der Gleichungen (5.63), (5.64) und (5.68) zusam-
men, so bekommen wir eine Differentialgleichung für die erzeugende Funktion G(x):

(1+ x)G′(x)− µ̃G(x)= J̃
(
1+n

x
1+ x

)
(1+ x)n. (5.69)
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Damit wurde das Problem des Lösens der Differenzengleichung (5.59) in das Problem des Lösens
der Differentialgleichung (5.69) umgewandelt. Da es sich bei der Differentialgleichung (5.69)
um eine gewöhnliche nur von erster Ordnung mit nicht-konstanten Koeffizienten und einer
Inhomogenität handelt, ist die Lösung dieses Problems relativ einfach. Der kanonische Weg
besteht darin, zunächst die zugehörige homogene Gleichung zu lösen:

(1+ x)G′
hom(x)− µ̃Ghom(x)= 0. (5.70)

Die Methode der Trennung der Variablen und eine einmalige Integration liefert das Ergebnis:

Ghom(x)= C1(1+ x)µ̃. (5.71)

Hier ist C1 eine aus den Anfangsbedingungen zu bestimmende Integrationskonstante. Um die
eigentliche inhomogene Differentialgleichung (5.69) zu lösen, wird diese Konstante C1 nun eine
Funktion von x, d. h., wir wählen als Ansatz:

G(x)= C1(x) (1+ x)µ̃. (5.72)

Die erste Ableitung hiervon lautet:

G′(x)= C′
1(x) (1+ x)µ̃+ µ̃

1+ x
G(x). (5.73)

Der zweite Term löst gerade den homogenen Anteil der Gleichung (5.69) und wir erhalten eine
Differentialgleichung für die Koeffizienten-Funktion C1(x):

(1+ x)µ̃+1 C′
1(x)= J̃

(
1+n

x
1+ x

)
(1+ x)n. (5.74)

Wie im homogenen Fall verwenden wir auch hier die Methode der Trennung der Variablen und
können die Gleichung (5.74) einmal integrieren. So ergibt sich:

C1(x)= J̃
∫ {

(1+ x)n−µ̃−1 +nx(1+ x)n−µ̃−2
}

dx+C2, (5.75)

mit einer noch zu berechnenden Integrationskonstante C2. Der erste Teil des Integranden ist
trivial zu integrieren. Den zweiten Term integrieren wir einmal partiell:

∫
x (1+ x)a dx = x (1+ x)a+1

a+1
− 1

a+1

∫
(1+ x)a+1 dx = x (1+ x)a+1

a+1
− 1

a+1
(1+ x)a+2

a+2
, (5.76)

bis auf Integrationskonstanten und mit a = n− µ̃−2. Dies setzen wir in die Gleichung (5.75) ein
und erhalten für die Koeffizienten-Funktion C1(x):

C1(x)= J̃
{

1
n− µ̃ (1+ x)n−µ̃+ n

n− µ̃−1
x (1+ x)n−µ̃−1 − 1

n− µ̃−1
n

n− µ̃ (1+ x)n−µ̃
}
+C2. (5.77)

Aus der geschweiften Klammer ziehen wir den Faktor (1+ x)n−µ̃−1 heraus und bilden mit den
übrigen drei Termen einen Hauptnenner:
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C1(x)= J̃
(n− µ̃−1) (1+ x)+n x (n− µ̃)−n (1+ x)

(n− µ̃) (n− µ̃−1)
(1+ x)n−µ̃−1 +C2

= J̃
x n (n− µ̃)− (µ̃+1) (1+ x)

(µ̃−n) (µ̃−n+1)
(1+ x)n−µ̃−1 +C2. (5.78)

Den Bruch können wir aufspalten in einen Term, welcher proportional zu x ist und einen kon-
stanten Term:

C1(x)= J̃
{

x
n (n− µ̃)− (µ̃+1)
(µ̃−n) (µ̃−n+1)

− µ̃+1
(µ̃−n) (µ̃−n+1)

}
(1+ x)n−µ̃−1 +C2. (5.79)

Den Zähler des ersten Summanden in der geschweiften Klammer können wir in zwei Schritten
teilweise auf die Form des Nenners bringen:

C1(x)= J̃
{

x
−µ̃ (n+1)+ (n−1)(n+1)

(µ̃−n) (µ̃−n+1)
− µ̃+1

(µ̃−n) (µ̃−n+1)

}
(1+ x)n−µ̃−1 +C2

=−J̃
{

x
(µ̃−n+1)(n+1)
(µ̃−n) (µ̃−n+1)

+ µ̃+1
(µ̃−n) (µ̃−n+1)

}
(1+ x)n−µ̃−1 +C2

C1(x)=−J̃
{

x
n+1
µ̃−n

+ µ̃+1
(µ̃−n) (µ̃−n+1)

}
(1+ x)n−µ̃−1 +C2. (5.80)

Die Integrationskonstante C2 wollen wir nun spezifizieren, indem wir die Anfangsbedingung
für die erzeugende Funktion G(x) einsetzen. Die Anfangsbedingung für G(x) bekommen wir aus
der Gleichung (5.62) mit `= 0, d. h.:

G(x = 0)= m(0)=M(1)
0,1 = 1, (5.81)

da Ψ != M0,1 = Ψ
(
M(1)

0,1 +Ψ2M(3)
0,1 + . . .

)
gelten muss. Gemäß dem Ansatz für die erzeugende

Funktion G(x) aus Gleichung (5.72) gilt dann:

1=G(0)= C1(0)=−J̃
µ̃+1

(µ̃−n) (µ̃−n+1)
+C2

⇒ C2 =
(
1+ J̃

µ̃+1
(µ̃−n) (µ̃−n+1)

)
. (5.82)

Damit ist die Koeffizienten-Funktion C1(x) bestimmt, die Differentialgleichung (5.69) ist gelöst
und wir können die erzeugende Funktion G(x) aufstellen. Diese lautet:

G(x)=
{
−J̃

[
x

n+1
µ̃−n

+ µ̃+1
(µ̃−n) (µ̃−n+1)

]
(1+ x)n−µ̃−1 +

[
1+ J̃

µ̃+1
(µ̃−n) (µ̃−n+1)

]}
(1+ x)µ̃. (5.83)

Löst man die geschweifte Klammer auf, so vereinfacht sich der Ausdruck für G(x) wie folgt:

G(x)=−J̃
{

x
n+1
µ̃−n

+ µ̃+1
(µ̃−n) (µ̃−n+1)

}
(1+ x)n−1 +

{
J̃

µ̃+1
(µ̃−n) (µ̃−n+1)

+1
}

(1+ x)µ̃. (5.84)

86



5.3 DER MOTT-SUPERFLUID-PHASENÜBERGANG

Um die Lösung für die uns eigentlich interessierende Differenzengleichung (5.59) zu erhalten,
müssen wir die erzeugende Funktion G(x) gemäß Gleichung (5.62) an der Stelle x = 0 ableiten.
Dazu führen wir die folgenden Ersetzungen ein:

A :=−J̃
n+1
µ̃−n

, B :=−J̃
µ̃+1

(µ̃−n) (µ̃−n+1)
und C := J̃

µ̃+1
(µ̃−n) (µ̃−n+1)

+1, (5.85)

womit sich die erzeugende Funktion (5.84) kurz als

G(x)= [Ax+B] (1+ x)n−1 +C (1+ x)µ̃ (5.86)

schreibt. Diese gilt es nun `-mal abzuleiten. Dazu erweist es sich als praktisch, den Ausdruck
(1+ x)z wieder zurück in eine binomische Reihe zu entwickeln:

(1+ x)z =
∞∑

k=0

(
z
k

)
xk. (5.87)

Da jedoch µ̃ und damit auch z nicht notwendigerweise ganzzahlig ist, schreiben wir die Binomi-
alkoeffizienten als

(n
z
) = Γ(n+1)

Γ(z+1)Γ(n−z+1) . Hier haben wir die Gammafunktion Γ(z) eingeführt. Die
Gammafunktion ist die analytische Fortsetzung der Fakultätsfunktion und ist z. B. mittels der
Funktionalgleichung

Γ(z+1)= zΓ(z), mit Γ(1)= 1 (5.88)

definiert [BRONSTEIN ET AL., 2001]. Für natürliche Zahlen z reduziert sich Γ(z + 1) auf die
Fakultätsfunktion z!.

Benutzen wir nun die Entwicklung (5.87) in der Lösung für die erzeugende Funktion in der
Form von Gleichung (5.86), so ergibt sich:

G(x)=
∞∑

k=0

{(
n−1

k

)[
Axk+1 +Bxk

]
+

(
µ

k

)
Cxk

}
. (5.89)

Da G(x) lediglich aus Polynomen in x besteht, lässt sich die `-te Ableitung einfach ausführen:

d`

dx`
G(x)=

∞∑
k=0

{(
n−1

k

)[
A(k+1)k · . . . · (k+1− (`−1)

)
xk+1−`+

+Bk(k−1) ˙. . . · (k− (`−1)
)
xk−`

]
+

(
µ̃

k

)
C k(k−1) · . . . · (k− (`−1)

)
xk−`

}

=
∞∑

k=0

{(
n−1

k

)[
A

(k+1)!
(k−`+1)!

xk+1−`+B
k!

(k−`)!
xk−`

]
+

(
µ̃

k

)
C

k!
(k−`)!

xk−`
}

=
∞∑

k=0

{
A (k+1)

(n−1)!
(k−`+1)!(n−k−1)!

xk−`+1+

+B
(n−1)!

(k−`)! (n−k−1)!
xk−`+C

Γ(µ̃+1)
Γ(µ̃−k+1)

1
(k−`)!

xk−`
}

. (5.90)
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Um hieraus die Momente zu erhalten, lassen wir gemäß der Gleichung (5.62) x gegen Null
gehen. Von den Summanden bleiben dann nur diejenigen der Ordnung x0 übrig. Wir erhalten:

d`

dx`
G(x)

∣∣∣∣
x=0

= A`
(n−1)!
(n−`)!

+B
(n−1)!

(n−`−1)!
+C

Γ(µ̃+1)
Γ(µ̃−`+1)

. (5.91)

Man sieht aus Gleichung (5.91) bereits, dass für ` = n der zweite und für ` > n zusätzlich
noch der erste Term verschwindet, da in diesem Fall im Nenner Fakultäten von negativen gan-
zen Zahlen auftauchen. Dies rührt daher, dass der erste Term der Lösung für G(x) in Glei-
chung (5.84) nur eine endliche ganzzahlige Potenz von x aufweist, welche entsprechend bei n−1,
bzw. n liegt. Da Fakultäten von negativen ganzen Zahlen nicht definiert sind, wollen wir auch
die Fakultäten der ersten beiden Terme in Gleichung (5.91) als Gammafunktionen schreiben.
Damit ist das Verschwinden dieser Terme für `≥ n auf Grund der Divergenz der Gammafunk-
tion bei negativen ganzen Zahlen automatisch garantiert. Ersetzen wir zusätzlich noch die Kon-
stanten A, B und C gemäß der Gleichung (5.85), dann erhalten wir schließlich als Lösung für
die gesuchten Koeffizienten der Momente:

m(`)=M(1)
`,`+1 =−

{
J̃`

n+1
µ̃−n

Γ(n)
Γ(n−`+1)

+ J̃
µ̃+1

(µ̃−n) (µ̃−n+1)
Γ(n)

Γ(n−`)
+

−
[

J̃
µ̃+1

(µ̃−n) (µ̃−n+1)
+1

]
Γ(µ̃+1)

Γ(µ̃−`+1)

}
. (5.92)

In der Tat gilt für `= 0:

m(0)=M(1)
0,1 =−

{
J̃

µ̃+1
(µ̃−n) (µ̃−n+1)

−
[

J̃
µ̃+1

(µ̃−n) (µ̃−n+1)
+1

]}
= 1, (5.93)

wie es sein soll.

Für den Fall `= 1 erwarten wir die Bestimmungsgleichung (5.53) für den Ordnungsparameter
in erster Ordnung in Ψ zu reproduzieren. Das Setzen von `= 1 in Gleichung (5.92) führt auf:

m(1)=M(1)
1,2 =−

{
J̃

n+1
µ̃−n

+ J̃
µ̃+1

(µ̃−n) (µ̃−n+1)
(n−1)−

[
J̃

µ̃+1
(µ̃−n) (µ̃−n+1)

+1
]
µ̃

}
=−

{
J̃

(n+1)(µ̃−n+1)+ (µ̃+1)(n−1)− µ̃ (µ̃+1)
(µ̃−n) (µ̃−n+1)

− µ̃
}

=−
{

J̃
(µ̃+1−n−1)(n−1)− µ̃ (µ̃+1−n−1)

(µ̃−n) (µ̃−n+1)
− µ̃

}
(5.94)

=+
{

J̃
(µ̃−n) (µ̃−n+1)
(µ̃−n) (µ̃−n+1)

+ µ̃
}

= (J̃+ µ̃)

und liefert in der Tat die Gleichung (5.53).

Mit Hilfe der Lösung (5.92) sind wir nun in der Lage, alle Momente der Form M`,`+1 in
erster Ordnung in Ψ zu berechnen. Den Ordnungsparameter Ψ können wir zwar nicht bestim-
men, jedoch können wir durch eine physikalisch motivierte Bedingung im Grenzfall Ψ→ 0 eine
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5.4 ZUSAMMENFASSUNG

Gleichung aufstellen, welche die Parameter µ̃ und J̃ miteinander in Beziehung bringt und die
Phasengrenze parametrisiert.

Bedenken wir dazu, dass in der MOTT-Phase eine feste und endliche Teilchenzahl n pro Git-
terplatz vorliegt. Befindet sich unser System in einem Zustand nur knapp außerhalb der MOTT-
Phase, also bereits in der superfluiden Phase, so sollten die Amplituden für Gitterplatz-FOCK-
Zustände mit Teilchenzahlen pro Gitterplatz n′ À n verschwindend klein sein und im Grenzfall
n′ →∞ exakt gegen Null gehen. Dies motiviert folgende Bedingung:

lim
`→∞

M`,`+1 = 0, (5.95)

da der Operator â†` â`+1 = â†` â`â (5.20)= n̂ (n̂−1) · . . . · (n̂−`+1) â im Grenzfall `→∞ nach dem
oben Gesagten identisch dem Nulloperator ist.

Der Grenzwert (5.95) liefert die gesuchte Bedingung. Nun vollziehen wir den Grenzwert für
die berechneten Momente aus Gleichung (5.92). Da die mittlere Teilchenzahl pro Gitterplatz n
endlich ist, divergieren die Gammafunktionen Γ(n−`+1) und Γ(n−`) für ` > n, wie wir oben
nach Gleichung (5.88) bereits diskutiert haben. Ist das chemische Potential µ̃ nicht ganzzahlig,
so bleibt die Gammafunktion Γ(µ̃−`+1) für alle ` endlich. Die Bedingung aus Gleichung (5.95)
ist demnach äquivalent zu der Bedingung:

0= J̃
µ̃+1

(µ̃−n) (µ̃−n+1)
+1, (5.96)

oder nach J̃ umgestellt:

J̃ =− (µ̃−n) (µ̃−n+1)
µ̃+1

. (5.97)

Dies ist die gesuchte Parametrisierung der Phasengrenze des MOTT-Superfluid-Phasenüber-
gangs in der Molekularfeld-Näherung für den MOTT-Lappen mit n Teilchen [HOFFMANN, 2007].
Das Phasendiagramm der Molekularfeld-Näherung ist in Abbildung 5.1 dargestellt.

Angemerkt sei noch, dass man die Phasengrenze (5.97) auch aus der stärkeren Bedingung
m(` > n) = 0 erhält. Dies hat seinen Ursprung daher, dass wir uns am absoluten Temperatur-
Nullpunkt befinden und damit wirklich exakt n Teilchen auf jedem Gitterplatz in der MOTT-
Phase sitzen. Dadurch sind alle Momente Mα,β mit α,β > n in unserer Näherung exakt Null.
Dies ist auch der Grund, warum die approximative Lösung so gute Ergebnisse geliefert hat.
Dieses Verhalten ändert sich bei endlichen Temperaturen, da es hier keine echte MOTT-Phase
mit einer festen Anzahl von Teilchen mehr gibt.

5.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir ausgehend von der LIOUVILLE–VON NEUMANN-Gleichung für
den statistischen Operator eine Bewegungsgleichung für Erwartungswerte von Operatoren der
Form â†α

k âβk hergeleitet. Durch das Anwenden der Molekularfeld-Näherung und unter der An-
nahme, dass ein homogenes System vorliegt, konnten wir daraus eine Bewegungsgleichung für
die lokalen Momente Mα,β =

〈
â†α âβ

〉
aufstellen. Mit Hilfe dieser Momentengleichung ließ sich
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Abbildung 5.1: Phasengrenze des BOSE–HUBBARD-Modells in der Molekularfeld-Näherung.
Der MOTT-Isolator ist durch die eingefärbten Bereiche dargestellt. Jeder Zu-
stand innerhalb eines MOTT-Lappens besitzt die gleiche ganzzahlige mittlere
Teilchenzahl n̄. Die superfluide Phase befindet sich im Phasendiagramm ober-
halb der Phasengrenze.

eine Bestimmungsgleichung für den Ordnungsparameter des MOTT-Superfluid-Phasenüber-
gangs herleiten, welche wir für den Spezialfall stationärer Lösungen näherungsweise durch
eine Entwicklung der Momente nach dem Ordnungsparameter und einer Begrenzung des FOCK-
Raums lösen konnten.

Außerdem haben wir gezeigt, dass sich eine Rekursionsgleichung für den ersten Entwick-
lungskoeffizienten der Momente M`,`+1 aufstellen lässt, welche wir dann in eine Differential-
gleichung transformiert haben und im Anschluss exakt lösen konnten. Beide Lösungen – die ge-
näherte und die exakte – stellen die Parametrisierung der Phasengrenze des MOTT-Superfluid-
Phasenübergangs in Abhängigkeit von dem chemischen Potential, dem Tunnelmatrixelement
und der Wechselwirkungsstärke dar, welche mit den Ergebnis aus der Literatur übereinstimmt.
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Kapitel 6

Der Quantenphasenübergang von
Bosonen in einem offenen optischen
Gitter

In diesem Kapitel untersuchen wir schließlich das in Kapitel 4 vorgestellte Modellsystem. Wie
wir dort bereits ausführlich dargelegt haben, besteht dieses System aus einem optischen Git-
ter gefüllt mit ultrakalten Bosonen und zusätzlich aus einem BOSE–EINSTEIN-Kondensat. Das
BEC dient als Reservoir von BOGOLIUBOV-Anregungen. Die Bosonen des optischen Gitters wer-
den mit Hilfe eines RAMAN-Lasers in ein höheres Energie-Band angeregt und fallen durch
Kopplung mit dem BEC-Reservoir wieder in das unterste Energie-Band des Gitters zurück.
Der Übergang vom oberen in das untere Energie-Band wird durch die Emission einer BOGOLI-
UBOV-Anregung in das BEC-Reservoir ermöglicht.

Auf Grund der Kopplung an ein Reservoir haben wir es hier mit dissipativer Dynamik zu tun.
Die Zeitentwicklung des Systems lässt sich nicht allein durch einen hermiteschen Generator
beschreiben, sondern geschieht über die im Abschnitt 4.4 hergeleitete Mastergleichung (4.166).
Diese lautet im SCHRÖDINGER-Bild:

i~
d%̂
dt

= [
Ĥ, %̂(t)

]+ 1
2

i~κ
∑
〈i, j〉

(
2ĉi, j %̂(t) ĉ†

i, j − ĉ†
i, j ĉi, j %̂(t)− %̂(t) ĉ†

i, j ĉi, j
)
. (6.1)

Hier ist %̂ der statistische Operator, der die Bosonen im optischen Gitters beschreibt. Die Summe
läuft über alle nächsten Nachbarn i und j im Gitter und ĉi, j sind Quantensprung-Operatoren,
welche eine effektive Kopplung der Stärke κ zwischen System und Bad beschreiben. Sie besitzen
folgende Form (4.167):

ĉi, j =
(
â†

i + â†
j
)(

âi − â j
)
. (6.2)

Man beachte, dass die Vorzeichen bei den adjungierten Operatoren vertauscht sind:

ĉ†
i, j =

(
â†

i − â†
j
)(

âi + â j
)
. (6.3)

Den dissipativen Anteil werden wir durch L[%̂] abkürzen. Eine kompakte Schreibweise des dis-
sipativen Anteils lautet:

i~L[%̂]= 1
2
κ

∑
〈i, j〉

([
ĉi, j, %̂ ĉ†

i, j
]+ [

ĉi, j %̂, ĉ†
i, j

])= 1
2

i~κ
∑
〈i, j〉

([
ĉi, j, %̂ ĉ†

i, j
]+h.c.

)
. (6.4)
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Der unitäre Anteil der Zeitentwicklung ist durch einen hermiteschen Generator bestimmt,
welcher in dem von uns betrachteten Modell der BOSE–HUBBARD-Hamiltonian aus der Glei-
chung (4.156) ist. Dieser weist folgende Form auf:

Ĥ =−J
∑
〈i, j〉

â†
i â j + 1

2
U

∑
i

n̂i
(
n̂i −1

)
. (6.5)

Summiert wird hier in der zweiten Summe über alle Gitterplätze i und in der ersten Summe
zusätzlich noch über deren nächste Nachbarn j. Die Operatoren âi sind Leiteroperatoren und
n̂i die dazugehörigen Teilchenzahl-Operatoren.

Die Wechselwirkungsstärke U zweier Bosonen eines Gitterplatzes, welche in dem BOSE–
HUBBARD-Hamiltonian auftaucht, sorgt für eine Lokalisierung der Bosonen. Hingegen wirkt
der Tunnel-Term im Hamiltonian und auch der dissipative Anteil, welche beide benachbarte
Gitterplätze koppeln, für eine Delokalisierung der Bosonen über das gesamte Systems. Der dis-
sipative Anteil der Mastergleichung bewirkt demnach einen ähnlichen Effekt wie der Tunnel-
term des BOSE–HUBBARD-Hamiltonians. Dadurch kann man je nach Stärke der Kopplung κ

eine Art MOTT-Superfluid-Phasenübergang des Systems erwarten.

6.1 Zeitentwicklung von Operatoren

Eine direkte Berechnung des statistischen Operators %̂ mit Hilfe der Mastergleichung (6.1) ist
ohne weiteres nicht möglich. Allerdings lässt sich mit ihrer Hilfe die Zeitentwicklung von Er-
wartungswerten beliebiger Operatoren bestimmen.

Betrachten wir dazu einen Operator f̂ (â†
k, âk) in zweiter Quantisierung, welcher von den Lei-

teroperatoren âk und â†
k eines Gitterplatzes k abhängen soll. Wir schreiben für diesen abkür-

zend f̂
(
â◦

k
)
. Die genaue Form des Operators f̂ bleibt zunächst beliebig. Beginnen wir mit der

Zeitentwicklung des dazugehörigen Erwartungswertes:

i~
d
dt

Tr
{
f̂
(
â◦

k
)
%̂(t)

}=Tr
{
f̂
(
â◦

k
)
i~

d
dt
%̂(t)

}
=Tr

{
f̂
(
â◦

k
)[

Ĥ, %̂(t)
]}+ 1

2
i~κ

∑
〈i, j〉

Tr
{
f̂
(
â◦

k
)[

ĉi, j, %̂(t) ĉ†
i, j

]+ f̂
(
â◦

k
)[

ĉi, j %̂(t), ĉ†
i, j

]}
.

(6.6)

Wir verwenden die Formel (5.7), um den statistischen Operator aus den Kommutatoren heraus-
zunehmen und dafür den Operator f̂ hinein zuschreiben. Zusammen mit der Invarianz der Spur
unter zyklischer Permutation der in ihr enthaltenen Operatoren erhalten wir dann:

i~
d
dt

Tr
{

f̂
(
â◦

k
)
%̂(t)

}
=Tr

{[
f̂
(
â◦

k
)
, Ĥ

]
%̂(t)

}
+ 1

2
i~κ

∑
〈i, j〉

Tr
{[

f̂
(
â◦

k
)
, ĉi, j

]
%̂(t) ĉ†

i, j +
[
f̂
(
â◦

k
)
, ĉi, j%̂(t)

]
ĉ†

i, j

}
=Tr

{[
f̂
(
â◦

k
)
, Ĥ

]
%̂(t)

}
+ 1

2
i~κ

∑
〈i, j〉

Tr
{

ĉ†
i, j

[
f̂
(
â◦

k
)
, ĉi, j

]
%̂(t)+ ĉ†

i, j
[
f̂
(
â◦

k
)
, ĉi, j%̂(t)

]}
=Tr

{[
f̂
(
â◦

k
)
, Ĥ

]
%̂(t)

}
+ 1

2
i~κ

∑
〈i, j〉

Tr
{

ĉ†
i, j

[
f̂
(
â◦

k
)
, ĉi, j

]
%̂(t)+ [

ĉ†
i, j, f̂

(
â◦

k
)]

ĉi, j%̂(t)
}
.

(6.7)
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Den hamilton’schen Anteil lassen wir zunächst so stehen. Den dissipativen Anteil können wir
jedoch auf Grund der speziellen Form der Quantensprung-Operatoren ĉi, j in eine praktischere
Form bringen. Dazu schreiben wir für den Operator in der Spur abkürzend:

L̂k;i, j := ĉ†
i, j

[
f̂
(
â◦

k
)
, ĉi, j

]+[
ĉ†

i, j, f̂
(
â◦

k
)]

ĉi, j (6.8)

und für dessen Spur:

Lk := ∑
〈i, j〉

Lk;i, j := ∑
〈i, j〉

Tr
{
L̂k;i, j %̂

}= ∑
〈i, j〉

Tr
{

ĉ†
i, j

[
f̂
(
â◦

k
)
, ĉi, j

]
%̂+ [

ĉ†
i, j, f̂

(
â◦

k
)]

ĉi, j%̂
}
. (6.9)

In der Summe sind i und j nächste Nachbarn. Lk;i, j ist nur dann ungleich Null, wenn i oder
j auch nächste Nachbarn von k sind. Die Summe spaltet damit in zwei Summen auf. Eine in
welcher über i als nächsten Nachbarn von k summiert wird und eine zweite entsprechend für j.
Aus den Quantensprung-Operatoren wird dann

ĉi, j =
{

ĉi,k : wenn i nächster Nachbar von k
ĉk, j : wenn j nächster Nachbar von k.

(6.10)

Vertauscht man im zweiten Fall die Indizes k und j von ĉk, j, so erhält man auf Grund der
Definition (6.2) der Quantensprung-Operatoren ein negatives Vorzeichen:

ĉi, j =
{

ĉi,k : wenn i nächster Nachbar von k
−ĉ j,k : wenn j nächster Nachbar von k.

(6.11)

Ebenso gilt für den adjungierten Operator:

ĉ†
i j =

{
ĉ†

ik : wenn i nächster Nachbar von k
−ĉ†

jk : wenn j nächster Nachbar von k.
(6.12)

Da in Gleichung (6.9) nur Produkte von zwei Quantensprung-Operatoren auftauchen, ergänzt
sich ein eventuell auftretendes Minuszeichen zu einem Pluszeichen. Damit haben die Terme in
Gleichung (6.9) mit i und j als nächsten Nachbarn von k die gleiche Form. Aus diesem Grund
haben wir es mit zwei identischen Summen mit verschiedenen Summationsindizes zu tun. Eine
Umbenennung der Summationsindizes führt schließlich zu dem Ergebnis:

Lk = 2
∑
〈i|k〉

Tr
{

ĉ†
i,k

[
f̂
(
â◦

k
)
, ĉi,k] %̂+ [

ĉ†
i,k, f̂

(
â◦

k
)]

ĉi,k %̂
}
= 2

∑
〈i|k〉

Tr
{
L̂k;i,k %̂

}
, (6.13)

wobei angemerkt sei, dass in der Summe über alle nächsten Nachbarn i des fest vorgegebenen
Gitterplatzes k zu summieren ist.

Im Vergleich zu der Ausgangsgleichung (6.9) ist die obige Gleichung nicht wesentlich einfa-
cher geworden. Im nächsten Schritt wird sich dies ändern.

Bis auf die Tatsache der Indexvertauschung ĉi j = −ĉ ji haben wir die explizite Form der
Quantensprung-Operatoren noch nicht ausgenutzt. Daher setzen wir die Definitionen (6.2) und
(6.3) in die oben auftretenden Kommutatoren ein. Für den ersten erhalten wir:
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[
f̂
(
â◦

k
)
, ĉi,k

]= [
f̂
(
â◦

k
)
,
(
â†

i + â†
k

)(
âi − âk

)]
= [

f̂
(
â◦

k
)
, â†

i âi − â†
i âk + âi â

†
k − â†

k âk
]

=−â†
i
[
f̂
(
â◦

k
)
, âk

]+ âi
[
f̂
(
â◦

k
)
, â†

k

]− [
f̂
(
â◦

k
)
, n̂k

]
.

(6.14)

Hier haben wir ausgenutzt, dass f̂
(
â◦

k
)

nur Leiteroperatoren des k-ten Gitterplatzes enthält und
dass die Leiteroperatoren verschiedener Gitterplätze kommutieren.

Betrachten wir weiter den zweiten Kommutator in Gleichung (6.13):[
ĉ†

i,k, f̂
(
â◦

k
)]= [(

â†
i − â†

k

)(
âi + âk

)
, f̂

(
â◦

k
)]

= [
â†

i âi + â†
i âk − âi â

†
k − â†

k âk, f̂
(
â◦

k
)]

= â†
i
[
âk, f̂

(
â◦

k
)]− âi

[
â†

k, f̂
(
â◦

k
)]− [

n̂k, f̂
(
â◦

k
)]

.

(6.15)

Nun multiplizieren wir beide Kommutatoren von links bzw. von rechts mit dem jeweils ad-
jungierten Quantensprung-Operator. Für ersteren gilt:

ĉ†
i,k

[
f̂
(
â◦

k
)
, ĉi,k

]= (
â†

i âi+ â†
i âk− âi â†

k− â†
k âk

)(−â†
i
[
f̂
(
â◦

k
)
, âk

]+ âi
[
f̂
(
â◦

k
)
, â†

k

]−[
f̂
(
â◦

k
)
, n̂k

])
(6.16)

= − n̂i â†
i
[
f̂
(
â◦

k
)
, âk

] + n̂i âi
[
f̂
(
â◦

k
)
, â†

k

] − n̂i
[
f̂
(
â◦

k
)
, n̂k

]+
− â†

i â†
i âk

[
f̂
(
â◦

k
)
, âk

] + n̂i âk
[
f̂
(
â◦

k
)
, â†

k

] − â†
i âk

[
f̂
(
â◦

k
)
, n̂k

]+
+ âi â†

i â†
k

[
f̂
(
â◦

k
)
, âk

] − âi âi â†
k

[
f̂
(
â◦

k
)
, â†

k

] + âi â†
k

[
f̂
(
â◦

k
)
, n̂k

]+
+ â†

i n̂k
[
f̂
(
â◦

k
)
, âk

] − âi n̂k
[
f̂
(
â◦

k
)
, â†

k

] + n̂k
[
f̂
(
â◦

k
)
, n̂k

]
.

Analog verfahren wir für den zweiten Kommutator in Gleichung (6.13):

[
ĉ†

i,k, f̂
(
â◦

k
)]

ĉi,k =
(
â†

i
[
âk, f̂

(
â◦

k
)]− âi

[
â†

k, f̂
(
â◦

k
)]−[

n̂k, f̂
(
â◦

k
)])(

â†
i âi − â†

i âk + âi â†
k − â†

k âk
)

(6.17)

= − â†
i n̂i

[
f̂
(
â◦

k
)
, âk

] + âi n̂i
[
f̂
(
â◦

k
)
, â†

k

] + n̂i
[
f̂
(
â◦

k
)
, n̂k

]+
+ â†

i â†
i
[
f̂
(
â◦

k
)
, âk

]
âk − âi â†

i
[
f̂
(
â◦

k
)
, â†

k

]
âk − â†

i
[
f̂
(
â◦

k
)
, n̂k

]
âk+

− n̂i
[
f̂
(
â◦

k
)
, âk

]
â†

k + âi âi
[
f̂
(
â◦

k
)
, â†

k

]
â†

k + âi
[
f̂
(
â◦

k
)
, n̂k

]
â†

k+
+ â†

i
[
f̂
(
â◦

k
)
, âk

]
n̂k − âi

[
f̂
(
â◦

k
)
, â†

k

]
n̂k − [

f̂
(
â◦

k
)
, n̂k

]
n̂k.

Um den Operator L̂k;i, j aus Gleichung (6.8) zu erhalten, müssen wir von den beiden Aus-
drücken (6.16) und (6.17) die Summe bilden. Dabei treten Doppelkommutatoren und Antikom-
mutatoren auf. Es ergibt sich:

L̂k;i,k = ĉ†
i,k

[
f̂
(
â◦

k
)
, ĉik

]+ [
ĉ†

i,k, f̂
(
â◦

k
)]

ĉi,k
(6.18)
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= −
{
â†

i , n̂i

}[
f̂
(
â◦

k
)
, âk

]
+

{
âi, n̂i

}[
f̂
(
â◦

k
)
, â†

k

]
+

+ â†2
k

[[
f̂
(
â◦

k
)
, âk

]
, âk

]
− n̂i

[[
f̂
(
â◦

k
)
, â†

k

]
, âk

]
− â†

i

=:AKa1︷ ︸︸ ︷{[
f̂
(
â◦

k
)
, n̂k

]
âk

}
+

− n̂i

[[
f̂
(
â◦

k
)
, âk

]
, â†

k

]
+ â2

k

[[
f̂
(
â◦

k
)
, â†

k

]
, â†

k

]
+ âi

{[
f̂
(
â◦

k
)
, n̂k

]
, â†

k

}
︸ ︷︷ ︸

=:AKb1

+

+ â†
i

=:AKa2︷ ︸︸ ︷{[
f̂
(
â◦

k
)
, âk

]
, n̂k

}
− âi

=:AKb2︷ ︸︸ ︷{[
f̂
(
â◦

k
)
, â†

k

]
, n̂k

}
−

[[
f̂
(
â◦

k
)
, n̂k

]
, n̂k

]
+

−
[

f̂
(
â◦

k
)
, â†

k

]
âk︸ ︷︷ ︸

=:K1

+ â†
k

[
f̂
(
â◦

k
)
, âk

]
.

Dies sieht auf den ersten Blick recht kompliziert aus. Im Folgenden werden wir jedoch ge-
schickt die Kommutator-Algebra anwenden, um für die Gleichung (6.18) einen übersichtlicheren
Ausdruck zu erhalten.

Störend für bosonische Leiteroperatoren sind zunächst die Antikommutatoren. Um Antikom-
mutatoren in Termen von Kommutatoren zu schreiben, gilt ganz allgemein:

{
Â, B̂

}= [
Â, B̂

]+2B̂Â = [
B̂, Â

]+2ÂB̂. (6.19)

Die ersten beiden in Gleichung (6.18) explizit gegebenen Antikommutatoren sind trivial zu be-
rechnen: {

â†
i , n̂i

}= {
n̂i, â

†
i
}= [

n̂i, â
†
i
]+2â†

i n̂i = â†
i +2â†

i n̂i (6.20a){
âi, n̂i

}= [
âi, n̂i

]+2n̂i âi = âi +2n̂i âi. (6.20b)

Für die restlichen vier Antikommutatoren in Gleichung (6.18) haben wir etwas mehr zu ar-
beiten. Es fällt zunächst auf, dass jeweils zwei der Antikommutatoren die gleichen Operatoren
enthalten, wobei diese jedoch vertauscht angeordnet sind. Gemeint sind hier die mit AKa1 und
AKa2 bzw. AKb1 und AKb2 bezeichneten Antikommutatoren. Diese können wir mit Hilfe der
JACOBI-Identität für Kommutatoren

[[
Â, B̂

]
, Ĉ

]
+

[[
B̂, Ĉ

]
, Â

]
+

[[
Ĉ, Â

]
, B̂

]
= 0 (6.21)

umschreiben. Mit der JACOBI-Identität (6.21) gilt nämlich:

[[
Â, B̂

]
, Ĉ

]
−

[[
Â, Ĉ

]
, B̂

]
=

[
Â,

[
B̂, Ĉ

]]
. (6.22)

Für die Differenz zweier Antikommutatoren, welche die Form von AKa1 aufweisen, können wir
dann unter Ausnutzung der Gleichungen (6.19) und (6.22) schreiben:{[

Â, B̂
]
, Ĉ

}
−

{[
Â, Ĉ

]
, B̂

}
=

[[
Â, B̂

]
, Ĉ

]
−

[[
Â, Ĉ

]
, B̂

]
+2Ĉ

[
Â, B̂

]−2B̂
[
Â, Ĉ

]
=

[
Â,

[
B̂, Ĉ

]]+2
(
Ĉ

[
Â, B̂

]− B̂
[
Â, Ĉ

])
.

(6.23)

Speziell ergibt sich für den Term AKa1 −AKa2 aus Gleichung (6.18):

AKa1 −AKa2 =
[

f̂
(
âk

)
,
[
âk, n̂k

]]+2
(
n̂k

[
f̂
(
âk

)
, âk

]− âk
[
f̂
(
âk

)
, n̂k

])
. (6.24)
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Ein analoges Ergebnis erhält man für die Differenz AKb1 −AKb2.

Als letztes wollen wir den Leiteroperator âk im Term K1 der Gleichung (6.18) links vom Kom-
mutator schreiben. Hierfür gilt:

[
f̂
(
â◦

k
)
, â†

k

]
âk = âk

[
f̂
(
â◦

k
)
, â†

k

]+[[
f̂
(
â◦

k
)
, â†

k

]
, âk

]
. (6.25)

Nun vereinfachen wir Gleichung (6.18) mit Hilfe der hergeleiteten Gleichungen (6.20), (6.23)
und (6.25). Außerdem ordnen wir den Ausdruck nach Termen mit gleichen Kommutatoren:

L̂k;i,k =
( aus Gl. (6.20a)︷ ︸︸ ︷
−2â†

i n̂i + â†
i +â†

k

)[
f̂
(
â◦

k
)
, âk

]+ (aus Gl. (6.20b)︷ ︸︸ ︷
2n̂i âi + âi −âk

)[
f̂
(
â◦

k
)
, â†

k

]+
+ â†2

i

[[
f̂
(
â◦

k
)
, âk

]
, âk

]
+ â2

i

[[
f̂
(
â◦

k
)
, â†

k

]
, â†

k

]
− (

n̂i +1
)[[

f̂
(
â◦

k
)
, â†

k

]
, âk

]
+

− n̂i

[[
f̂
(
â◦

k
)
, âk

]
, â†

k

]
︸ ︷︷ ︸
=
[[

f̂
(
â◦

k

)
,â†

k

]
,âk

] −
[[

f̂
(
â◦

k
)
, n̂k

]
, n̂k

]
+

+ â†
i

aus Gl. (6.24)︷ ︸︸ ︷{[
f̂
(
â◦

k
)
,
[
âk, n̂k

]︸ ︷︷ ︸
=âk

]
+2

(
n̂k

[
f̂
(
â◦

k
)
, âk

]− âk
[
f̂
(
â◦

k
)
, n̂k

])}+

+ âi

aus Gl. (6.23)︷ ︸︸ ︷{[
f̂
(
â◦

k
)
,
[
n̂k, â†

k

]︸ ︷︷ ︸
=â†

k

]
+2

(
â†

k

[
f̂
(
â◦

k
)
, n̂k

]− n̂k
[
f̂
(
â◦

k
)
, â†

k

])}

= (−2â†
i n̂i − â†

i + â†
k + â†

i +2â†
i n̂k

)[
f̂
(
â◦

k
)
, âk

]+
+ (

2n̂i âi + âi − âk + âi −2âi n̂k
)[

f̂
(
â◦

k
)
, â†

k

]+
+ â†2

i

[[
f̂
(
â◦

k
)
, âk

]
, âk

]
+ â2

i

[[
f̂
(
â◦

k
)
, â†

k

]
, â†

k

]
+

− (
n̂i +1− n̂i

)[[
f̂
(
â◦

k
)
, âk

]
, â†

k

]
+

+2
(−â†

i âk + âi â†
k

)[
f̂
(
â◦

k
)
, n̂k

]−[[
f̂
(
â◦

k
)
, n̂k

]
, n̂k

]
. (6.26)

Schließlich erhalten wir den endgültigen Ausdruck:

L̂k;i,k =
(−2â†

i n̂i + â†
k +2â†

i n̂k
)[

f̂
(
â◦

k
)
, âk

]+ (
2n̂i âi +2âi − âk −2âi n̂k

)[
f̂
(
â◦

k
)
, â†

k

]+
+2

(
âi â†

k − â†
i âk

)[
f̂
(
â◦

k
)
, n̂k

]+ â†2
i

[[
f̂
(
â◦

k
)
, âk

]
, âk

]
+ â2

i

[[
f̂
(
â◦

k
)
, â†

k

]
, â†

k

]
+

− (
2n̂i +1

)[[
f̂
(
â◦

k
)
, âk

]
, â†

k

]
−

[[
f̂
(
â◦

k
)
, n̂k

]
, n̂k

]
.

(6.27)

Setzen wir dies zusammen unter Berücksichtigung der Gleichungen (6.8) und (6.13) in die
Gleichung (6.7) ein, so ergibt sich für die Bewegungsgleichung des Erwartungswertes des Ope-
rators f̂

(
â◦

k
)
:

i~
d
dt

Tr
{

f̂
(
â◦

k
)
%̂(t)

}
=Tr

{[
f̂
(
â◦

k
)
, Ĥ

]
%̂(t)

}
+ i~κ

∑
〈i|k〉

Tr
{[(−2â†

i n̂i + â†
k +2â†

i n̂k
)[

f̂
(
â◦

k
)
, âk

]+
+ (

2n̂i âi +2âi − âk −2âi n̂k
)[

f̂
(
â◦

k
)
, â†

k

]+2
(
âi â†

k − â†
i âk

)[
f̂
(
â◦

k
)
, n̂k

]+
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+ â†2
i

[[
f̂
(
â◦

k
)
, âk

]
, âk

]
+ â2

i

[[
f̂
(
â◦

k
)
, â†

k

]
, â†

k

]
+

− (
2n̂i +1

)[[
f̂
(
â◦

k
)
, âk

]
, â†

k

]
−

[[
f̂
(
â◦

k
)
, n̂k

]
, n̂k

]]
%̂(t)

}
(6.28)

=Tr
{[

f̂
(
â◦

k
)
, Ĥ

]
%̂(t)

}
+ i~

1
2
κ

∑
〈i|k〉

Tr
{
2L̂k;i,k

}
. (6.29)

Vergleicht man dieses Ergebnis mit der Gleichung (6.7) auf Seite 92, so scheint es, als hät-
ten wir die Bewegungsgleichung nur komplizierter geschrieben. Dies ist aber nur auf den er-
sten Blick der Fall. Denn erstens beinhaltet die Bewegungsgleichung in der Form (6.7) noch die
Quantensprung-Operatoren, wohingegen der Ausdruck (6.28) die bosonischen Leiteroperatoren
allein enthält. Zweitens besteht die Bewegungsgleichung in der Form (6.28) nur aus Kommu-
tatoren und Doppelkommutatoren des Operators f̂

(
â◦

k
)

mit den grundlegenden Operatoren âk,
â†

k und n̂k. Diese sind in der Regel viel einfacher zu lösen, als die Kommutatoren, welche in
Gleichung (6.7) in Zusammenhang mit den Quantensprung-Operatoren auftreten. Und drittens
sind bei einfachen Operatoren f̂

(
â◦

k
)

bereits viele der Kommutatoren in Gleichung (6.28) Null.

6.2 Zeitentwicklung von Leiteroperatoren

Im letzten Abschnitt haben wir die Bewegungsgleichung für den Erwartungswert eines belie-
bigen Operators f̂ aufgestellt. Unser Ziel ist es, die Zeitentwicklung des Ordungsparameters
Ψ(t) = Tr

{
â%̂(t)

}
zu berechnen. Dies bedeutet, die Gleichung (6.28) für f̂ = âk aufzustellen. Be-

vor wir jedoch so speziell werden, wollen wir für f̂ ein Produkt aus beliebigen Potenzen von
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ansetzen. Wir betrachten daher den Operator

f̂
(
â◦

k
)= â†α

k âβk (6.30)

mit beliebigen ganzen Zahlen α und β.

Das „Kochrezept“ besteht nun darin, die Kommutatoren dieses Operators mit den Leiter-
operatoren und dem Teilchenzahloperator auszurechnen und diese dann in die Bewegungsglei-
chung (6.28) einzusetzen. Dafür benutzen wir die Kommutatoren aus den Gleichungen (5.9) und
wir erhalten: [

f̂
(
â◦

k
)
, âk

]=−α â†α−1
k âβk, (6.31a)[

f̂
(
â◦

k
)
, â†

k

]= β â†α
k âβ−1

k , (6.31b)[
f̂
(
â◦

k
)
, n̂k

]= (
β−α)

â†α
k âβk, (6.31c)[[

f̂
(
â◦

k
)
, âk

]
, âk

]
=−α[

â†α−1
k , âk

]
âβk =α

(
α−1

)
â†α−2

k âβk, (6.31d)[[
f̂
(
â◦

k
)
, â†

k

]
, â†

k

]
= β â†α

k

[
âk, âβk

]=β(
β−1

)
â†α

k âβ−2
k , (6.31e)[[

f̂
(
â◦

k
)
, âk

]
, â†

k

]
=−α â†α−1

k

[
âk, âβk

]=−αβ â†α−1
k âβ−1

k , (6.31f)[[
f̂
(
â◦

k
)
, n̂k

]
, n̂k

]
= (

α−β)2 â†α
k âβk. (6.31g)

Diese setzen wir in Gleichung (6.28) ein. Der Übersichtlichkeit wegen wollen wir zunächst nur
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den dissipativen Anteil (6.8) betrachten:

2L̂k;i,k =
(−2â†

i n̂i + â†
k +2â†

i n̂k
)(−α)

â†α−1
k âβk +

(
2n̂i âi +2âi − âk −2âi n̂k

)×
×β â†α

k âβ−1
k +2

(
âi â†

k − â†
i âk

)(
β−α)

â†α
k âβk + â†2

i α
(
α−1

)
â†α−2

k âβk+
+ â2

i β
(
β−1

)
â†α

k âβ−2
k − (

2n̂i +1
)(−αβ)

â†α−1
k âβ−1

k − (
α−β)2 â†α

k âβk.

(6.32)

Hier multiplizieren wir alle Terme aus und bringen die Leiteroperatoren in Normalordnung1:

2L̂k;i,k = 2α â†
i n̂i â†α−1

k âβk −α â†α
k âβk −2α â†

i n̂k â†α−1
k︸ ︷︷ ︸

=â†α−1
k n̂k+(α−1) â†α−1

k

âβk+

+2βn̂i âi â†α
k âβ−1

k +2β âi â†α
k âβ−1

k −β âk â†α
k︸ ︷︷ ︸

=â†α
k âk+α â†α−1

k

âβ−1
k −2β âi n̂k â†α

k︸ ︷︷ ︸
=â†α

k n̂k+α â†α
k

âβ−1
k +

+2
(
β−α)

âi â†α−1
k âβk −2

(
β−α)

â†
i âk â†α

k︸ ︷︷ ︸
=â†α

k âk+α â†α−1
k

âβk +α
(
α−1

)
â†2

i â†α−2
k âβk +β

(
β−1

)
â2

i â†α
k âβ−2

k +

+2αβ n̂i â†α−1
k âβ−1

k +αβ â†α−1
k âβ−1

k − (
α−β)2 â†α

k âβk (6.33)

2L̂k;i,k = 2α â†2
i âi â†α−1

k âβk −α â†
i â†α

k âβ+1
k −2α

(
α−1

)
â†

i â†α−1
k âβk+

+2β â†
i â2

i â†α
k âβ−1

k +2β âi â†α
k âβ−1

k −α â†α
k âβk −β â†α

k âβk −����
���XXXXXXXαβ â†α−1

k âβ−1
k +

−2β âi â†α+1
k âβk −2αβ âi â†α

k âβ−1
k +

+ (
β−α)

âi â†α+1
k âβk −2

(
β−α)

â†
i â†α

k âβ+1
k −2α

(
β−α)

â†
i â†α−1

k âβk+
+α(

α−1
)
â†2

i â†α−2
k âβk +β

(
β−1

)
â2

i â†α
k âβ−2

k +
+2αβ â†

i âi â†α−1
k âβ−1

k +����
���XXXXXXXαβ â†α−1

k âβ−1
k − (

α−β)2 â†α
k âβk. (6.34)

Schließlich fassen wir Terme mit gleichen Leiteroperatoren zusammen und erhalten für den
dissipativen Anteil der Mastergleichung:

2L̂k;i,k = 2α â†2
i âi â†α−1

k âβk +2β â†
i â2

i â†α
k âβ−1

k −2α âi â†α+1
k âβk −2β â†

i â†α
k âβ+1

k +
−2α

(
β−1

)
â†

i â†α−1
k âβk −2β

(
α−1

)
âi â†α

k âβ−1
k − [

α+β+ (
α−β)2]

â†α
k âβk+

+α(
α−1

)
â†2

i â†α−2
k âβk +β

(
β−1

)
â2

i â†α
k âβ−2

k +2αβ â†
i âi â†α−1

k âβ−1
k .

(6.35)

Dieser Ausdruck ist analytisch so ohne weiteres nicht angehbar, sodass wir auf Näherungs-
methoden angewiesen sind. Das komplizierteste an der obigen Gleichung sind die nicht-lokalen
Terme, d. h. Terme, bei welchen Produkte von Leiteroperatoren verschiedener Gitterplätze auf-
treten. Diese Korrelationsfunktionen lassen sich aber im Rahmen der Molekularfeld-Näherung
auflösen. Näheres zu dieser Näherungsmethode findet man im Abschnitt D. Wir ersetzen nun
jeden nicht-lokalen Term in Gleichung (6.35) gemäß der Gleichung (D.7) auf Seite 140:

1Ein Produkt von Leiteroperatoren heißt normalgeordnet oder ist in Normalordnung, wenn in dem Produkt alle
Erzeuger â†

i links von allen Vernichtern âi stehen.
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2L̂k;i,k = 2α〈â†2
i âi〉 â†α−1

k âβk +2α â†2
i âi 〈â†α−1

k âβk〉−2α〈â†2
i âi〉〈â†α−1

k âβk〉+
+2β〈â†

i â2
i 〉 â†α

k âβ−1
k +2β â†

i â2
i 〈â†α

k âβ−1
k 〉−2β〈â†

i â2
i 〉〈â†α

k âβ−1
k 〉+

−2α〈âi〉 â†α+1
k âβk −2α âi 〈â†α+1

k âβk〉+2α〈âi〉〈â†α+1
k âβk〉+

−2β〈â†
i〉 â†α

k âβ+1
k −2βâ†

i 〈â†α
k âβ+1

k 〉+2β〈â†
i〉〈â†α

k âβ+1
k 〉+

−2α
(
β−1

)〈â†
i〉 â†α−1

k âβk −2α
(
β−1

)
â†

i 〈â†α−1
k âβk〉+2α

(
β−1

)〈â†
i〉〈â†α−1

k âβk〉+
−2β

(
α−1

)〈âi〉 â†α
k âβ−1

k −2β
(
α−1

)
âi 〈â†α

k âβ−1
k 〉+2β

(
α−1

)〈âi〉〈â†α
k âβ−1

k 〉+
− [

α+β+ (
α−β)2]

â†α
k âβk+

+α(
α−1

)〈â†2
i 〉 â†α−2

k âβk +α
(
α−1

)
â†2

i 〈â†α−2
k âβk〉−α

(
α−1

)〈â†2
i 〉〈â†α−2

k âβk〉+
+β(

β−1
)〈â2

i 〉 â†α
k âβ−2

k +β(
β−1

)
â2

i 〈â†α
k âβ−2

k 〉−β(
β−1

)〈â2
i 〉〈â†α

k âβ−2
k 〉+

+2αβ〈â†
i âi〉 â†α−1

k âβ−1
k +2αβ â†

i âi 〈â†α−1
k âβ−1

k 〉−2αβ〈â†
i âi〉〈â†α−1

k âβ−1
k 〉 .

(6.36)

Des Weiteren nehmen wir an, dass das zu betrachtende System groß genug ist, so dass wir
Randeffekte vernachlässigen können. Dies bedeutet, dass wir ein räumlich homogenes System
vorliegen haben und dass alle Gitterplätze als identisch zu betrachten sind. Dann können wir
den Index für den Gitterplatz an den entkoppelten Erwartungswerten weglassen.

Nun multiplizieren wir den dissipativen Anteil (6.36) mit dem statistischen Operator, bilden
davon die Spur und summieren über alle nächsten Nachbarn. Da der Summand auf Grund der
Annahme eines homogenen Systems nicht vom Gitterplatz abhängt, liefert die Summation über
die nächsten Nachbarn lediglich die Anzahl z der nächsten Nachbarn. Für die Erwartungswerte
der Leiteroperatoren führen wir wie bereits im Abschnitt 5.2 die Momente ein:

Mα,β(t)=Tr
{
â†α âβ %̂(t)

}
. (6.37)

Für den dissipativen Anteil der Bewegungsgleichung (6.28) erhalten wir dann schließlich:

2
∑
〈i|k〉

Tr
{
L̂k;i,k %̂

}
= z

{
2αM2,1Mα−1,β+2βM1,2Mα,β−1 −2αΨMα+1,β−2βΨ∗Mα,β+1+

−2α
(
β−1

)
Ψ∗Mα−1,β−2β

(
α−1

)
ΨMα,β−1 −

[
α+β+ (

α−β)2]
Mα,β+

+α(
α−1

)
M2,0Mα−2,β+β

(
β−1

)
M0,2Mα,β−2 +2αβM1,1Mα−1,β−1

}
.

(6.38)

Mit der Gleichung (6.38) sind wir mit dem dissipativen Anteil der Bewegungsgleichung (6.28)
am Ende angelangt und kommen nun zur Berechnung des hamilton’schen Anteils. Die Rech-
nungen für diesen sind die gleichen, die bereits im Kapitel 5 in den Abschnitten 5.1 und 5.2
durchgeführt wurden. Wir wollen daher das Ergebnis aus der Momentengleichung (5.21) auf
Seite 77 übernehmen und erhalten so für hamilton’schen Anteil der Dynamik:

[
i~

d
dt

Tr
{
â†α âβ%̂(t)

}]
Hamilton

=−Jz
[
βΨ(t)Mα,β−1(t)−αΨ∗(t)Mα−1,β(t)

]+
+U(β−α)Mα+1,β+1(t)+ 1

2U
(
β(β−1)−α(α−1)

)
Mα,β(t). (6.39)
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Mit (6.39) und (6.38) haben wir sowohl den hamilton’schen als auch den dissipativen An-
teil der Bewegungsgleichung (6.28) berechnet. Fügen wir beides zusammen, so erhalten wir
schließlich für die Zeitentwicklung des Erwartungswertes (6.37) des Operators â†αâβ in der
Molekularfeld-Näherung und unter der Annahme eines homogenen Systems:

i~
d
dt

Mα,β(t)=−Jz
[
βΨ(t)Mα,β−1(t)−αΨ∗(t)Mα−1,β(t)

]+
+U(β−α)Mα+1,β+1(t)+ 1

2U
(
β(β−1)−α(α−1)

)
Mα,β(t)+

+ i~κz
{
2αM2,1(t)Mα−1,β(t)+2βM1,2(t)Mα,β−1(t)−2αΨ(t)Mα+1,β(t)+

−2βΨ∗(t)Mα,β+1(t)−2α
(
β−1

)
Ψ∗Mα−1,β−2β

(
α−1

)
Ψ(t)Mα,β−1(t)+

− [
α+β+ (

α−β)2]
Mα,β(t)+α(

α−1
)
M2,0(t)Mα−2,β(t)+

+β(
β−1

)
M0,2(t)Mα,β−2(t)+2αβM1,1Mα−1,β−1(t)

}
.

(6.40)

Als Letztes wollen wir diese Bewegungsgleichung dimensionslos schreiben. Dazu führen wir
neue Zeit- und Energieskalen ein:

τ= tκz, Ũ =U /
(
~κz

)
, J̃ = J/

(
~κ

)
. (6.41)

In diesen neuen Skalen lautet die Bewegungsgleichung (6.40):
d
dτ

Mα,β(τ)=−iŨ
(
β−α)

Mα+1,β+1 −2αΨMα+1,β−2βΨ∗Mα,β+1+

−
[

1
2 iŨ

(
β(β−1)−α(α−1)

)+α+β+ (α−β)2
]
Mα,β+

+2α
[
M2,1 −

(
β−1+ i

1
2

J̃
)
Ψ∗

]
Mα−1,β+2β

[
M1,2 −

(
α−1− i

1
2

J̃
)
Ψ

]
Mα,β−1+

+2αβM1,1Mα−1,β−1 +α
(
α−1

)
M2,0Mα−2,β+β

(
β−1

)
M0,2Mα,β−2.

(6.42)

Diese Bewegungsgleichung bezeichnen wir als Momentengleichung und bildet den Startpunkt
für alle folgenden Betrachtungen der zeitlichen Entwicklung unseres Quantensystems.

Man beachte, dass diese Momentengleichung symmetrisch ist unter der Vertauschung von
α und β und gleichzeitiger komplexer Konjugation. Dies lässt sich zurückführen auf die U(1)-
Eichinvarianz des zu Grunde liegenden HAMILTON-Operators. Außerdem ist der dissipative
Anteil der Dynamik in der Mastergleichung (6.1) und sogar die Quantensprung-Operatoren
ĉi, j =

(
â†

i + â†
j
)(

âi − â j
)

für sich allein genommen bereits U(1)-eichinvariant. Dies ist entschei-
dend, da in der superfluiden Phase diese Symmetrie gebrochen ist.

6.3 Herleitung der Momentengleichung mit Hilfe des
GUTZWILLER-Ansatzes

In diesem Abschnitt wollen wir die Momentengleichung (6.42) aus der Mastergleichung (6.1)
auf eine andere äquivalente Art herleiten. Dazu benutzen wir eine Verallgemeinerung des so-
genannten GUTZWILLER-Ansatzes. DIEHL ET AL. [2010] haben diese Ansatz als Grundlage für
ihre numerische Berechnungen bei der Untersuchung dieses Modells benutzt. Wir wollen mit
Hilfe dieses Ansatzes die Momentengleichung (6.42) reproduzieren, um diese zu validieren.
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Der ursprüngliche GUTZWILLER-Ansatz geht davon aus, dass die Vielteilchen-Wellenfunktion
sich in ein Produkt aus Wellenfunktionen auf jeweils einem Gitterplatz zerlegen lässt. Da wir
nicht auf der Ebene von Wellenfunktionen arbeiten, sondern mit einem statistischen Gemisch,
wird dieser Ansatz auf den statistischen Operator %̂ erweitert. Dies geschieht in dem Sinne, dass
%̂ sich in statistische Operatoren %̂i auf jeweils einem Gitterplatz i aufspalten lässt:

%̂=⊗
i
%̂i. (6.43)

Diese sind wie der statistische Operator %̂ des gesamten Gitters jeweils auf Eins normiert, d. h.:

Tri
{
%̂i

}= 1, (6.44)

wobei sich die Spur Tri
{•} über die Freiheitsgrade des Gitterplatz i erstreckt. Da die einzel-

nen Gitterplätze unabhängige Freiheitsgrade besitzen, spaltet die sich über das gesamte Gitter
erstreckende Spur in Spuren auf jeweils einem Gitterplatz auf:

Tr
{
%̂
}=Tr

{⊗
i
%̂i

}=∏
i

Tri
{
%̂i

}
. (6.45)

Anstatt sich die Zeitentwicklung des statistischen Operators %̂ des gesamten Gitters anzu-
schauen, können wir uns nun auf die zeitliche Dynamik des statistischen Operators %̂k auf
einem Gitterplatz k beschränken. Dazu spuren wir alle Gitterplätze i ungleich k aus:

%̂k =Tr 6=k
{
%̂
}= ∏

i 6=k
Tri

{
%̂i

}
. (6.46)

Dies wenden wir auf die Mastergleichung (6.1) an und betrachten der Übersichtlichkeit halber
den hamilton’schen und den dissipativen Anteil separat. Beginnen wir mit Letzterem:

Tr6=`
{
L[%̂(t)]

}
=:L`[%̂`]

= 1
2
κ

∑
〈i, j〉

Tr6=`
{
2ĉi, j %̂ ĉ†

i, j − ĉ†
i j ĉi, j %̂− %̂ ĉ†

i, j ĉi, j

}
.

(6.47)

Enthalten die Quantensprung-Operatoren ĉi, j keine Leiteroperatoren des `-ten Gitterplatzes,
so können wir die Operatoren in der Spur zyklisch permutieren. Dadurch summieren sich alle
drei unter der Spur auftretenden Terme zu Null. Demnach ist entweder i = ` oder j = `. So
erhalten wir:

L`[%̂`]= 1
2
κ

∑
〈i|`〉

Tr6=`
{
2ĉi,` %̂ ĉ†

i,`+2ĉ`,i %̂ ĉ†
`,i − ĉ†

i,` ĉi,` %̂− %̂ ĉ†
i,` ĉi,`− ĉ†

`,i ĉ`,i %̂− %̂ ĉ†
`,i ĉ`,i

}
. (6.48)

Die Summation erstreckt sich über alle nächsten Nachbarn i des Gitterplatzes `.

Analog dem Schritt von Gleichung (6.9) zu Gleichung (6.13) benutzen wir die Eigenschaft
der Quantensprung-Operatoren, dass sie ihr Vorzeichen ändern, wenn man ihre beiden Indizes
vertauscht. Da immer zwei Quantensprung-Operatoren zusammen auftauchen, ändert sich das
Vorzeichen insgesamt nicht, jedoch treten nach Vertauschung der Indizes in Gleichung (6.48)
die einzelnen Terme doppelt auf. Dies führt zu dem Ausdruck:
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L`[%̂`]= κ ∑
〈i|`〉

Tr6=`
{
2ĉi,` %̂ ĉ†

i,`− ĉ†
i,` ĉi,` %̂− %̂ ĉ†

i,` ĉi,`

}
. (6.49)

Nun spalten wir den statistischen Operator %̂ des gesamten Gitters gemäß dem GUTZWILLER-
Ansatz aus Gleichung (6.43) auf:

%̂= . . .⊗ %̂i ⊗ . . .⊗ %̂k ⊗ . . .⊗ %̂`⊗ . . . (6.50)

Für die statistischen Operatoren %̂k auf Gitterplätzen mit k 6= i,` können die Spuren explizit
ausgeführt werden. Für den ersten Term in der Spur in Gleichung (6.49) gilt beispielsweise:

Tr6=`
{
2ĉi,` %̂ ĉ†

i,`

}
=Tri

{
2ĉi,` %̂i ⊗ %̂` ĉ†

i,`

} ∏
j 6=i,`

Tr j

{
%̂ j

}
=Tri

{
2ĉi,` %̂i ⊗ %̂` ĉ†

i,`

}
. (6.51)

Wobei wir im zweiten Schritt die Normierung (6.44) der statistischen Operatoren eines Gitter-
platzes ausgenutzt haben. Dies wenden wir auf alle drei Terme in der Spur an und bekommen
somit:

L`[%̂`]= κ ∑
〈i|`〉

Tri

{
2ĉi,` %̂i ⊗ %̂` ĉ†

i,`− ĉ†
i,` ĉi,` %̂i ⊗ %̂`− %̂i ⊗ %̂` ĉ†

i,` ĉi,`

}
. (6.52)

An dieser Stelle sei angemerkt, dass in diesem Ausdruck die Quantensprung-Operatoren nicht
zyklisch vertauscht werden können, da sich die Spur nur über die Freiheitsgrade des Gitter-
platzes i, nicht jedoch über die des Gitterplatzes ` erstreckt.

Die hier auftretende Spur wollen wir ausrechnen. Dazu benutzen wir die explizite Form der
Quantensprung-Operatoren ĉi,`. Es gilt:

ĉ†
i` =

(
â†

i − â†
`

)(
âi + â`

)
= â†

i âi + â†
i â`− â†

`
âi − â†

`
â`

(6.53)

und

ĉi` =
(
â†

i + â†
`

)(
âi − â`

)
= â†

i âi − â†
i â`+ â†

`
âi − â†

`
â`.

(6.54)

Für die Berechnung von Gleichung (6.52) benötigen wir das Produkt aus dem Quantensprung-
Operator und seiner Adjungierten. Dies wollen wir explizit ausschreiben:

ĉ†
i` ĉi` =

(
â†

i âi + â†
i â`− â†

`
âi − â†

`
â`

)(
â†

i âi − â†
i â`+ â†

`
âi − â†

`
â`

)
= â†

i âi â†
i âi − â†

i âi â†
i â`+ â†

i âi â†
`

âi − â†
i âi â†

`
â`+

+ â†
i â` â†

i âi − â†
i â` â†

i â`+ â†
i â` â†

`
âi − â†

i â` â†
`

â`+ (6.55)

− â†
`

âi â†
i âi + â†

`
âi â†

i â`− â†
`

âi â†
`

âi + â†
`

âi â†
`

â`+
− â†

`
â` â†

i âi + â†
`

â` â†
i â`− â†

`
â` â†

`
âi + â†

`
â` â†

`
â`.
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ĉ†
i` ĉi` = â†2

i â2
i +2â†

i âi − â†2
i âi â`−2â†

i â`+ â†
i â2

i â†
`
− â†

i âi â†
`

â`+
+ â†2

i âi â`− â†2
i â2`+ â†

i âi â†
`

â`+ â†
i âi − â†

i â†
`

â2
`− â†

i â`+
− â†

i â2
i â†

`
−2âi â†

`
+ â†

i âi â†
`

â`+2â†
`

â`− â2
i â†2

`
+ âi â†`â`+

− â†
i âi â

†
`

â`+ â†
i â†

`
â2
`− âi â†2

`
â`− âi â†

`
+ â†2

`
â2
`+ â†

`
â`

= â†2
i â2

i +2â†
i âi −2â†

i â`− â†2
i â2

`− â2
i â†2

`
−2âi â†

`
+2â†

`
â`+ â†2

`
â2
`. (6.56)

Hiermit können wir die letzten beiden Terme in der Spur in Gleichung (6.52), in welchen die
zwei Quantensprung-Operatoren direkt zusammen stehen, ausschreiben. Für den ersten dieser
beiden Terme erhält man:

Tri

{
ĉ†

i,` ĉi,` %̂i ⊗ %̂`
}
=M(i)

2,2 %̂`+2M(i)
1,1 %̂`−2M(i)

1,0 â` %̂`−M(i)
2,0 â2

` %̂`+
−M(i)

0,2 â†2
`
%̂`−2M(i)

0,1 â†
`
%̂`+2â†

`
â` %̂`+ â†2

`
â2
` %̂`. (6.57)

Für den zweiten Term in der Spur in Gleichung (6.52) ergibt sich analog:

Tri

{
%̂i ⊗ %̂` ĉ†

i,` ĉi,`

}
=M(i)

2,2 %̂`+2M(i)
1,1 %̂`−2M(i)

1,0 %̂` â`−M(i)
2,0 %̂` â2

`+
−M(i)

0,2 %̂` â†2
`
−2M(i)

0,1 %̂` â†
`
+2%̂` â†

`
â`+ %̂` â†2

`
â2
`. (6.58)

Hier haben wir analog wie im Abschnitt 5.1 das Moment M(i)
α,β auf dem Gitterplatz i eingeführt.

Es ist definiert durch:

M(i)
α,β(t) :=Tri

{
â†α

i âβi %̂i(t)
}
. (6.59)

Den ersten Term in der Spur in Gleichung (6.52) müssen wir gesondert betrachten, da bei
diesem zwischen den beiden Quantensprung-Operatoren der statistische Operator steht:

Tri

{
ĉi,` %̂i ⊗ %̂` ĉ†

i,`

}
=Tri

{(
â†

i âi − â†
i â`+ â†

`
âi − â†

`
â`

)
%̂i ⊗ %̂`

(
â†

i âi + â†
i â`− â†

`
âi − â†

`
â`

)}
. (6.60)

Im Folgenden werden wir das Tensorprodukt ⊗ zwischen den statistischen Operatoren verschie-
dener Gitterplätze der Kürze halber weglassen. Die Operatoren auf dem Gitterplatz i können
wir in der Spur zyklisch permutieren und außerdem mit den Operatoren des Gitterplatzes `

vertauschen. Dies nutzen wir intensiv aus und erhalten:

Tri

{
ĉi,` %̂i ⊗ %̂` ĉ†

i,`

}
=Tri

{
â†

i âi â†
i âi %̂i %̂`+ â†2

i âi %̂i %̂` â`− âi â†
i âi %̂i %̂` â†

`
− â†

i âi %̂i %̂` â†
`

â`+
− â†

i âi â†
i %̂i â` %̂`− â†2

i %̂i â` %̂` â`+ âi â†
i %̂i â` %̂`â†

`
+ â†

i %̂i â` %̂` â†
`

â`+
+ â†

i â2
i %̂i â†

`
%̂`+ â†

i âi %̂i â†
`
%̂` â`− â2

i â†
`
%̂`â†

`
− âi %̂i â†

`
%̂` â†

`
â`+

− â†
i âi %̂i â†

`
â` %̂`− â†

i %̂i â†
`

â` %̂`â`+ âi %̂i â†
`

â` %̂` â†
`
+ %̂i â†

`
â` %̂` â†

`
â`

}
,

(6.61)
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oder durch die Momente M(i)
α,β ausgedrückt:

=M(i)
2,2 %̂`+M(i)

1,1 %̂`+M(i)
2,1 %̂` â`−M(i)

1,2 %̂` â†
`
−M(i)

0,1 %̂` â†
`
−M(i)

1,1 %̂` â†
`

â`+
−M(i)

2,1 â` %̂`−M(i)
1,0 â` %̂`−M(i)

2,0 â` %̂` â`+M(i)
1,1 â` %̂` â†

`
+ â` %̂` â†

`
+M(i)

1,0 â` %̂` â†
`

â`+
+M(i)

1,2 â†
`
%̂+M(i)

1,1 â†
`
%̂` â`−M(i)

0,2 â†
`
%̂` â†

`
−M(i)

0,1 â†
`
%̂` â†

`
â`+

−M(i)
1,1 â†

`
â` %̂`−M(i)

0,1 â†
`

â` %̂` â`+M(i)
0,1 â†

`
â` %̂` â†

`
+ â†

`
â` %̂` â†

`
â`. (6.62)

In diesem Ausdruck fassen wir Terme mit dem gleichen Moment zusammen. Die Kombinationen
von Operatoren lassen sich dann als Kommutatoren schreiben:

Tri

{
ĉi,` %̂i ⊗ %̂ ĉ†

i,`

}
=M(i)

2,2 %̂`+
1
2
M(i)

1,1

{[
â`, %̂` â†

`

]− [
â†
`
, â` %̂`

]+ [
â†
`
, %̂` â`

]− [
â`, â†

`
%̂`

]+4%̂`
}
+

−M(i)
2,1

[
â`, %̂`

]+M(i)
1,2

[
â†
`
, %̂`

]+
−M(i)

0,1

{
%̂` â†

`
− â†

`

[
â`, %̂` â†

`

]}−M(i)
1,0

{
â` %̂`+

[
â†
`
, â` %̂`

]
â`

}
+

−M(i)
2,0 â` %̂` â`−M(i)

0,2 â†
`
%̂` â†

`
+ â` %̂` â†

`
+ â†

`
â` %̂` â†

`
â`. (6.63)

Nun fügen wir die Spuren (6.57), (6.58) und (6.63) in den dissipativen Anteil der Dynamik,
wie er in Gleichung (6.52) gegeben ist, ein:

L`

[
%̂`

]= κ ∑
〈i|`〉

{
M(i)

1,1

([
â`, %̂` â†

`

]− [
â†
`
, â` %̂`

]+ [
â†
`
, %̂` â`

]− [
â`, â†

`
%̂`

]+4%̂`−2%̂`−2%̂`
)
+

−2M(i)
2,1

[
â`, %̂`

]+2M(i)
1,2

[
â†
`
, %̂`

]+M(i)
0,1

(
−2%̂` â†

`
+2â†

`

[
â`, %̂` â†

`

]+2%̂` â†
`
+2â†

`
%̂`

)
+

+M(i)
1,0

(
−2â` %̂`−2

[
â†
`
, â` %̂`

]
â`+2%̂` â`+2â` %̂`

)
+

+M(i)
2,0

(
−2â` %̂` â`+ %̂` â2

`+ â2
` %̂`

)
+M(i)

0,2

(
−2â†

`
%̂` â†

`
+ %̂`â†2

`
+ â†2

`
%̂`

)
+

+
(
2â` %̂` â†

`
+2â†

`
â` %̂` â†

`
â`−2%̂` â†

`
â`− %̂` â†2

`
â2
`−2â†

`
â` %̂`− â†2

`
â2
` %̂`

)}
. (6.64)

Sowohl die Operatoren bei den Momenten M(i)
0,2 und M(i)

2,0 als auch die Operatoren in der letzten
Klammer lassen zusammenfassen und durch Kommutatoren ausdrücken. Wir erhalten dann:

L`

[
%̂`

]= κ ∑
〈i|`〉

{
M(i)

1,1

([
â`, %̂` â†

`

]− [
â†
`
, â` %̂`

]+ [
â†
`
, %̂` â`

]− [
â`, â†

`
%̂`

])−2M(i)
2,1

[
â`, %̂`

]+
+2M(i)

1,2
[
â†
`
, %̂`

]+2M(i)
0,1

(
â†
`

[
â`, %̂` â†

`

]+ â†
`
%̂`

)
+2M(i)

1,0

(
−[

â†
`
, â` %̂`

]
â`+ %̂` â`

)
+

−M(i)
2,0

([
â`, %̂` â`

]− [
â`, â` %̂

])−M(i)
0,2

([
â†
`
, %̂` â†

`

]− [
â†
`
, â†

`
%̂
])+

+
([

â†
`

â`, %̂` â†
`

â`
]− [

â†
`

â`, â†
`

â` %̂`
]+ [

â`, %̂` â†
`

]− [
â†
`
, â` %̂`

])}
. (6.65)

Man sieht leicht, dass dieser Operator hermitesch ist. In der Tat kann man L`

[
%̂`

]
auch schrei-

ben als:
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L`

[
%̂`

]= κ ∑
〈i|`〉

{
M(i)

1,1

([
â`, %̂` â†

`

]+ [
â†
`
, %̂` â`

])−2M(i)
2,1

[
â`, %̂`

]+2M(i)
0,1

(
â†
`

[
â`, %̂` â†

`

]+ â†
`
%̂`

)
+

−M(i)
2,0

([
â`, %̂` â`

]− [
â`, â` %̂

])+ ([
â†
`

â`, %̂` â†
`

â`
]+ [

â`, %̂` â†
`

])}+h.c. (6.66)

Wir können damit den Dissipator L aufspalten in zwei nicht hermitesche Teile L(1) und L(2) =
L(1)†. Hierbei ist L(1) der explizit ausgeschriebene Anteil in Gleichung (6.66).

Diesen Dissipator wenden wir auf den Operator â†α
`

âβ
`

an und spuren die Freiheitsgrade des
Gitterplatzes ` aus.

L(α,β)
`

:= d
dt

M(k)
α,β

∣∣∣∣
dissipativ

=Tr`
{
L`

[
%̂`

]
â†α
`

âβ
`

}
=Tr`

{(
L(1)
`

[
%̂`

]+L(1)
`

[
%̂`

]†)â†α
`

âβ
`

}
=Tr`

{
L(1)
`

[
%̂`

]
â†α
`

âβ
`
+ (

â†β
`

âα` L
(1)
`

[
%̂`

])†
}
=Tr`

{
L(1)
`

[
%̂`

]
â†α
`

âβ
`
+ (

L(1)
`

[
%̂`

]
â†β
`

âα`
)†

}
=Tr`

{
L(1)
`

[
%̂`

]
â†α
`

âβ
`
+h.c. (α↔β)

}
=Tr`

{
L(1)
`

[
%̂`

]
â†α
`

âβ
`

}
+c.c. (α↔β). (6.67)

Hierbei bedeutet h.c. (α↔β) hermitesche und c.c. (α↔β) komplexe Konjugation bei einer gleich-
zeitigen Vertauschung der Indizes α und β. Hier setzen wir L(1)[%̂`] aus Gleichung (6.66) ein:

L(α,β)
`

= κ ∑
〈i|`〉

{
M(i)

1,1

(
Tr`

{[
â`, %̂` â†

`

]
â†α
`

âβ
`

}
+Tr`

{[
â†
`
, %̂` â`

]
â†α
`

âβ
`

})
+

−2M(i)
2,1Tr`

{[
â`, %̂`

]
â†α
`

âβ
`

}
+2M(i)

0,1

(
Tr`

{
â†
`

[
â`, %̂` â†

`

]
â†α
`

âβ
`

}
+Tr`

{
â†
`
%̂` â†α

`
âβ
`

})
+

−M(i)
2,0

(
Tr`

{[
â`, %̂` â`

]
â†α
`

âβ
`

}
−Tr`

{[
â`, â` %̂

]
â†α
`

âβ
`

})
+

+
(
Tr`

{[
â†
`

â`, %̂` â†
`

â`
]
â†α
`

âβ
`

}
+Tr`

{[
â`, %̂` â†

`

]
â†α
`

âβ
`

})}
+c.c(α↔β). (6.68)

Nun wenden wir Gleichung (5.7) auf Seite 74 an, sodass wir die Spuren über den Gitterplatz `
als Erwartungswerte 〈Ô〉` = Tr`

{
Ô %̂`

}
über diesen Gitterplatz schreiben können. Wir bekom-

men dann:

L(α,β)
`

= κ ∑
〈i|`〉

{
M(i)

1,1

(〈
â†
`

[
â†α
`

âβ
`
, â`]

〉
`
+

〈
â`

[
â†α
`

âβ
`
, â†

`

]〉
`

)
−2M(i)

2,1

〈[
â†α
`

âβ
`
, â`

]〉
`
+

+2M(i)
0,1

(〈
â†
`

[
â†α
`

âβ
`

â†
`
, â`

]〉
`
+

〈
â†α
`

âβ
`

â†
`

〉
`

)
−M(i)

2,0

(〈
â`

[
â†α
`

âβ
`
, â`

]〉
`
−

〈[
â†α
`

âβ
`
, â`

]
â`

〉
`

)
+

+
(〈

â†
`

â`
[
â†α
`

âβ
`
, â†

`
â`

]〉
`
+

〈
â†
`

[
â†α
`

âβ
`
, â`

]〉
`

)}
+c.c. (α↔β). (6.69)

Die hier auftretenden Kommutatoren können wir mit Hilfe der Gleichungen (6.31) auflösen. Wir
erhalten dann Produkte von Momenten auf den Gitterplätzen i und `:

L(α,β)
`

= κ ∑
〈i|`〉

{
M(i)

1,1

(
−αM(`)

α,β+β
〈

â`â†α
`

âβ−1
`

〉
`

)
+2αM(i)

2,1M
(`)
α−1,β+

+2M(i)
0,1

(〈
â†
`

(− (α+1) â†α
`

âβ
`
−αβâ†α−1

`
âβ−1
`

)〉
`
+M(`)

α+1,β+βM(`)
α,β−1

)
+
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−M(i)
2,0

(〈
−αâ` â†α−1

`
âβ
`

〉
`
+αM(`)

α−1,β+1

)
+

+
(
(β−α)

〈
â†
`

â` â†α
`

âβ
`

〉
`
−αM(`)

α,β

)}
+c.c. (α↔β) (6.70)

= κ ∑
〈i|`〉

{
M(i)

1,1

(
−αM(`)

α,β+βM(`)
α,β+αβM(`)

α−1,β−1

)
+2αM(i)

2,1M
(`)
α−1,β+

+2M(i)
0,1

(
−(α+1)M(`)

α+1,β−αβM(`)
α,β−1 +M(`)

α+1,β+βM(`)
α,β−1

)
+

−M(i)
2,0

(
−αM(`)

α−1,β+1 −α(α−1)M(`)
α−2,β+αM(`)

α−1,β+1

)
+

+
(
(β−α)

[
M(`)

α+1,β+1 +αM(`)
α,β

]−αM(`)
α,β

)}
+c.c. (α↔β) (6.71)

= κ ∑
〈i|`〉

{
M(i)

1,1

(
(β−α)M(`)

α,β+αβM(`)
α−1,β−1

)
+2αM(i)

2,1M
(`)
α−1,β+

+2M(i)
0,1

(
−αM(`)

α+1,β−β(α−1)M(`)
α,β−1

)
+

+α(α−1)M(i)
2,0M

(`)
α−2,β+ (β−α)M(`)

α+1,β+1 +α(β−α−1)M(`)
α,β

}
+c.c. (α↔β). (6.72)

Nun wollen wir die komplex konjugierten Terme c.c. (α↔β) explizit ausschreiben. Dabei beach-
ten wir, dass die Momente gemäß der Gleichung (5.18) hermitesch sind. Wir erhalten somit:

L(α,β)
`

= κ ∑
〈i|`〉

{
M(i)

1,1

(
(β−α)M(`)

α,β− (β−α)M(`)
α,β+αβM(`)

α−1,β−1 +αβM(`)
α−1,β−1

)
+

+2αM(i)
2,1M

(`)
α−1,β+2βM(i)

1,2M
(`)
α,β−1 +2M(i)

0,1

(
−αM(`)

α+1,β−β(α−1)M(`)
α,β−1

)
+

+2M(i)
1,0

(
−βM(`)

α,β+1 −α(β−1)M(`)
α−1,β

)
+

+α(α−1)M(i)
2,0M

(`)
α−2,β+β(β−1)M(i)

0,2M
(`)
α,β−2+

+ (β−α)M(`)
α+1,β+1 +α(β−α−1)M(`)

α,β− (β−α)M(`)
α+1,β+1 +β(α−β−1)M(`)

α,β

}
(6.73)

= κ ∑
〈i|`〉

{
2αβM(i)

1,1M
(`)
α−1,β−1 +2αM(i)

2,1M
(`)
α−1,β+2βM(i)

1,2M
(`)
α,β−1+

+2M(i)
0,1

(
−αM(`)

α+1,β−β(α−1)M(`)
α,β−1

)
+2M(i)

1,0

(
−βM(`)

α,β+1 −α(β−1)M(`)
α−1,β

)
+

+α(α−1)M(i)
2,0M

(`)
α−2,β+β(β−1)M(i)

0,2M
(`)
α,β−2 −

(
α+β+ (β−α)2)

M(`)
α,β

}
. (6.74)

Ordnen wir die Terme noch ein wenig um, so erhalten wir schließlich für den dissipativen Anteil
der Dynamik von 〈â(α)†

k â(β)
k 〉 =M(k)

α,β:

L(α,β)
`

= κ ∑
〈i|`〉

{
−2αM(i)

0,1M
(`)
α+1,β−2βM(i)

1,0M
(`)
α,β+1 −

(
α+β+ (β−α)2)

M(`)
α,β+

+2α
[
M(i)

2,1 − (β−1)M(i)
1,0

]
M(`)

α−1,β+2β
[
M(i)

1,2 − (α−1)M(i)
0,1

]
M(`)

α,β−1+

+2αβM(i)
1,1M

(`)
α−1,β−1 +β(β−1)M(i)

0,2M
(`)
α,β−2 +α(α−1)M(i)

2,0M
(`)
α−2,β

}
= d

dt
M(k)

α,β

∣∣∣∣
dissipativ

. (6.75)
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6.3 HERLEITUNG DER MOMENTENGLEICHUNG MIT HILFE DES GUTZWILLER-ANSATZES

Nun widmen wir uns dem unitären Anteil der zeitlichen Entwicklung (6.1). Auch hier spuren
wir zunächst alle Freiheitsgrade aller Gitterplätze ungleich dem `-ten aus:

Tr6=`
{

i~
d%̂
dt

}∣∣∣∣
HAMILTON

=Tr6=`
{[

Ĥ, %̂(t)
]}=Tr 6=`

{[−J
∑
〈i, j〉

â†
i â j + 1

2
U

∑
i

n̂i(n̂i −1)
]}

=Tr6=`
{
−J

∑
〈i, j〉

[
â†

i â j, %̂(t)
]+1

2
U

∑
i

[
n̂i(n̂i −1), %̂(t)

]}
=−J

∑
〈i, j〉

Tr6=`
{[

â†
i â j, %̂(t)

]}+ 1
2

U
∑

i
Tr6=`

{[
n̂i(n̂i −1), %̂(t)

]}
.

(6.76)

Die Spur eines Kommutators2 ist Null, falls über alle Freiheitsgrade der in ihm enthaltenen
Operatoren gespurt wird. Also ist beispielsweise Tri

{[
âi, %̂i

]} = 0, jedoch ist im Allgemeinen
Tri

{[
â†

i â j, %̂i ⊗ %̂ j
]} 6= 0. Damit bleiben von der Summe der Wechselwirkungsstärke U nur die

Summanden mit i = ` übrig. Den Tunnelterm wollen wir separat betrachten. Alle Summanden
mit i, j 6= ` verschwinden und damit muss einer der beiden Leiteroperatoren auf den Gitterplatz
` wirken:

−J
∑
〈i, j〉

Tr6=`
{[

â†
i â j, %̂(t)

]}=−J
∑
〈i, j〉

Tr6=`
{
δ j,`

[
â†

i â`, %̂(t)
]+δi,`

[
â†
`

â j, %̂(t)
]}

=−J
∑
〈i|`〉

Tri

{[
â†

i â`, %̂i ⊗ %̂`
]+[

â†
`

âi, %̂i ⊗ %̂`
]}

.
(6.77)

Die Operatoren im Kommutator unter der Spur, über deren Freiheitsgrade nicht gespurt wird,
können wir zusammen mit dem Kommutator aus der Spur nehmen. In der Spur bleiben nur die
Operatoren der Freiheitsgrade, über welche gespurt wird, d. h.:

Tri

{[
Â i Â j , B̂i B̂ j

]}=Tri

{
Â i Â j B̂i B̂ j − B̂i B̂ j Â i Â j

}
=Tri

{
Â iB̂i Â j B̂ j − Â iB̂i B̂ j Â j

}
=Tri

{
Â i B̂i

}[
Â j, B̂ j

]
.

(6.78)

Mit dieser Einsicht nimmt der Tunnelterm folgende Form an:

− J
∑
〈i, j〉

Tr6=`
{[

â†
i â j, %̂(t)

]}=−J
∑
〈i|`〉

(
Tri

{
â†

i %̂i

}[
â`, %̂`

]+Tri

{
âi %̂i

}[
â†
`
, %̂`

])
. (6.79)

Hier treten mit M(i)
0,1 bzw. M(i)

1,0 bereits die einfachsten Momente auf dem Gitterplatz i auf.
Betrachten wir wieder den hamilton’schen Anteil als Ganzes, so haben wir insgesamt:

Tr 6=`
{

i~
d%̂
dt

}∣∣∣∣
HAMILTON

=−J
∑
〈i|`〉

(
M(i)

1,0
[
â`, %̂`

]+M(i)
0,1

[
â†
`
, %̂`

])+ 1
2

U
[
n̂`(n̂`−1), %̂`

]
. (6.80)

2Dabei muss der Kommutator bzw. ein in ihm enthaltener Operator spurtreu sein. Ein Operator heißt spurtreu,
wenn seine Spur endlich ist.
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Mit Hilfe dieses Ausdrucks erhalten wir für den hamilton’schen Anteil der Dynamik des Ope-
rators â†α

`
âβ
`
:

i~
d
dt

Tr
{
â†α
`

âβ
`
%̂
}

HAMILTON
=−J

∑
〈i|`〉

(
M(i)

1,0Tr`
{
â†α
`

âβ
`

[
â`, %̂`

]}+M(i)
0,1Tr`

{
â†α
`

âβ
`

[
â†
`
, %̂`

]})
+

+ 1
2

U Tr`
{
â†α
`

âβ
`

[
n̂`(n̂`−1), %̂`

]}
(6.81)

=−J
∑
〈i|`〉

(
M(i)

1,0Tr`
{[

â†α
`

âβ
`
, â`

]
%̂`

}
+M(i)

0,1Tr`
{[

â†α
`

âβ
`
, â†

`

]
%̂`

})
+

+ 1
2

U Tr`
{[

â†α
`

âβ
`
, n̂`(n̂`−1)

]
%̂`

}
(6.82)

=−J
∑
〈i|`〉

(
−αM(i)

1,0Tr`
{
â†α−1
`

âβ
`
%̂`

}
+βM(i)

0,1Tr`
{
â†α
`

âβ−1
`

%̂`

})
+

+ 1
2

(β−α)U Tr`
{
â†α
`

âβ
`
(n̂`−1) %̂`+ n̂` â†α

`
âβ
`
%̂`

}
(6.83)

= i~
d
dt

M(`)
α,β(t)

∣∣∣∣
HAMILTON

. (6.84)

Die Leiteroperatoren im Wechselwirkungsanteil ordnen wir normal. Für den ersten der beiden
Terme gilt:

â†α
`

âβ
`
(n̂`−1)= â†α+1

`
âβ+1
`

+βâ†α
`

âβ
`
− â†α

`
âβ
`
. (6.85)

Für den zweiten Term erhalten wir analog:

n̂` â†α
`

âβ
`
= â†α+1

`
âβ+1
`

+αâ†α
`

âβ
`
. (6.86)

Dies setzen wir in die obige Gleichung (6.83) ein, womit sich für den hamilton’schen Anteil
ergibt:

i~
d
dt

M(`)
α,β(t)

∣∣∣∣
HAMILTON

=−J
∑
〈i|`〉

(
−αM(i)

1,0M
(`)
α−1,β+βM(i)

0,1M
(`)
α,β−1

)
+

+ 1
2

(β−α)U
(
2M(`)

α+1,β+1 + (α+β−1)M(`)
α,β

)
. (6.87)

Schließlich wollen wir beide Anteile der Dynamik – den hamilton’schen und den dissipativen
– zusammenfügen:

i~
d
dt

M(`)
α,β(t)= i~

d
dt

M(`)
α,β(t)

∣∣∣∣
HAMILTON

+i~L(α,β)
`

. (6.88)

Setzen wir hier die beiden Ergebnisse aus den Gleichungen (6.75) und (6.87) ein, so erhalten
wir:
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6.4 ZEITENTWICKLUNG DES ORDNUNGSPARAMETERS

~
d
dt

M(`)
α,β(t)=−i(β−α)UM(`)

α+1,β+1 −2~κ
∑
〈i|`〉

(
αM(i)

0,1M
(`)
α+1,β+βM(i)

1,0M
(`)
α,β+1

)
+

+
(
−i

1
2

U(β−α)(α+β−1)−~κz
(
α+β+ (β−α)2))

M(`)
α,β+

+ iJ
∑
〈i|`〉

(
−αM(i)

1,0M
(`)
α−1,β+βM(i)

0,1M
(`)
α,β−1

)
+

+~κ
∑
〈i|`〉

{
2α

(
M(i)

2,1 − (β−1)M(i)
1,0

)
M(`)

α−1,β+2β
(
M(i)

1,2 − (α−1)M(i)
0,1

)
M(`)

α,β−1+

+2αβM(i)
1,1M

(`)
α−1,β−1 +β(β−1)M(i)

0,2M
(`)
α,β−2 +α(α−1)M(i)

2,0M
(`)
α−2,β

}
.

(6.89)

Als abschließende Näherung wollen wir nur homogene Systeme betrachten. Dann fallen alle
Gitterplatz-Indizes weg und jede Summe liefert den Faktor z. Außerdem wollen wir mit dimen-
sionslosen Größen gemäß Gleichung (6.41) rechnen. Wir erhalten dann dieselbe Momentenglei-
chung wie in (6.42):

d
dτ

Mα,β =−i(β−α)ŨMα+1,β+1 −2αM0,1Mα+1,β−2βM1,0Mα,β+1+

+
(
−i

1
2

Ũ(β−α)(α+β−1)− (
α+β+ (β−α)2))

Mα,β+

+ i J̃
(
−αM1,0Mα−1,β+βM0,1Mα,β−1

)
+

+2α
(
M2,1 − (β−1)M1,0

)
Mα−1,β+2β

(
M1,2 − (α−1)M0,1

)
Mα,β−1+

+2αβM1,1Mα−1,β−1 +β(β−1)M0,2Mα,β−2 +α(α−1)M2,0Mα−2,β.

(6.90)

Der GUTZWILLER-Ansatz (6.43) und die Molekularfeld-Näherung (D.7) sind äquivalente Nä-
herungsmethoden, da bei beiden die Erwartungswerte von Produkten von Operatoren verschie-
dener Gitterplätze in die entsprechenden Produkte von Erwartungswerten faktorisieren. Damit
bestätigt das hier hergeleitete Ergebnis (6.90) die bereits im vorherigen Abschnitt 6.2 hergelei-
tete Momentengleichung (6.42).

6.4 Zeitentwicklung des Ordnungsparameters

In diesem Abschnitt wenden wir die Momentengleichung (6.42) auf die zeitliche Entwicklung
des Ordnungsparameters an. Der Ordnungsparameter Ψ ist definiert als Erwartungswert des
Vernichters:

Ψ(t) :=Tr
{
â %̂(t)

}
. (6.91)

Dies ist nichts Anderes als das Moment M0,1(t). Wir können daher unsere Momentengleichung
in der Form (6.42) für den Spezialfall α= 0, β= 1 benutzen. Wir erhalten:

d
dτ
Ψ(τ)=−iŨM1,2 (τ)−2Ψ∗(τ)M0,2 (τ)−2Ψ(τ)+2

(
M1,2 (τ)+Ψ(τ)

)
M0,0 (τ). (6.92)

Das hier auftretende Moment M0,0 (τ)≡ 〈â†0â0〉 ist identisch Eins. Benutzen wir diese Identität
und fassen die Terme zusammen, so erhalten wir:
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d
dτ
Ψ(τ)= (−iŨ +2

)
M1,2 (τ)−2Ψ∗(τ)M0,2(τ). (6.93)

Wie aus der Gleichung (6.42) schon ersichtlich war, verknüpft die zeitliche Entwicklung die ein-
zelnen Momente Mα,β (τ) miteinander. Um den Ordnungsparameter zu bestimmen, benötigen
wir daher auch die Gleichungen für die Momente M1,2 (τ) und M0,2 (τ).

Wir stellen zunächst die Bewegungsgleichung für das Moment M0,2(τ) auf. Dazu nehmen wir
wieder die Momentengleichung (6.42) mit α= 0 und β= 2:

d
dτ

M0,2(τ)=−i2ŨM1,3 (τ)−4Ψ∗(τ)M0,3 +
(−iŨ −6

)
M0,2 (τ)+

+4
(
M1,2 (τ)+Ψ(τ)

)
Ψ(τ)+2M0,2 (τ). (6.94)

Hier lässt sich der letzte Term mit in die erste Klammer hinein nehmen. Wir erhalten:
d
dτ

M0,2(τ)=−i2ŨM1,3(τ)−4Ψ∗(τ)M0,3 +4Ψ(τ)M1,2 (τ)− (
iŨ +4

)
M0,2(τ)+4Ψ(τ)2. (6.95)

Zur Lösung dieser Gleichung benötigen wir die zusätzlichen Momente M0,3 (τ) und M1,3 (τ),
welche in der Gleichung (6.93) für den Ordnungsparameter nicht aufgetreten sind. Die gleiche
Aussage trifft auch auf die Bewegungsgleichung für das Moment M1,2 (τ) zu. Auch hier erschei-
nen höhere Momente. Setzen wir in der Momentengleichung (6.42) α = 1 und β = 2, so ergibt
sich:

d
dτ

M1,2 (τ)=−iŨM2,3 (τ)−2Ψ(τ)M2,2 (τ)−4Ψ∗(τ)M1,3 (τ)− (
iŨ +4

)
M1,2 (τ)+

+2
(
M2,1 (τ)−Ψ∗(τ)

)
M0,2 (τ)+4M1,2 (τ)M1,1 (τ)+4M1,1 (τ)Ψ(τ)+2M0,2 (τ)Ψ∗(τ). (6.96)

Hier ergänzen sich die zwei Terme proportional Ψ∗M0,2 zu Null. Fassen wir die restlichen
Momente zusammen, so erhalten wir:

d
dτ

M1,2 (τ)=−iŨM2,3 (τ)−2Ψ(τ)M2,2 (τ)−4Ψ∗(τ)M1,3 (τ)+

−
[
iŨ +4

(
M1,1 (τ)−1

)]
M1,2 (τ)+2M0,2 (τ)M2,1 (τ)+4Ψ(τ)M1,1. (6.97)

Das Moment M1,1 (τ) ist nichts anderes als die Teilchenzahl auf einem Gitterplatz. Diese ist
in der Molekularfeld-Näherung konstant, wie man durch Einsetzen von α = 1 und β = 1 in die
Momentengleichung (6.42) leicht nachprüfen kann.

Das Problem ist nun, dass in der Bewegungsgleichung eines Momentes immer auch Momente
höherer Ordnung auftreten. Dies führt zu einer unendlichen Iteration von Gleichungen. Es liegt
nahe, diese Iteration bei einer bestimmten Ordnung der Momente abzubrechen. Auf ein analo-
ges Problem sind wir bereits im Abschnitt 5.3 gestoßen. Dort haben wir im stationären Fall
die Momente nach dem Ordnungsparameter entwickelt und den FOCK-Raum begrenzt. Diese
Vorgehensweise wollen wir auch hier wählen.

6.5 Der Phasenübergang

Von hier an wollen wir auf analoge Weise vorgehen wie im Abschnitt 5.3, wo wir die Phasen-
grenze für den MOTT-Superfluid-Phasenübergang hergeleitet haben. Dazu spezialisieren wir
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die Momentengleichung (6.42) auf stationäre Zustände. Dies führt zu einem zusätzlichen Term
iµ̃(β−α)Mα,β in der Momentengleichung. Im Fall eines offenen und getriebenen Quanten-
systems, wie in unserem Fall, hat µ̃ nicht die Bedeutung eines chemischen Potentials, da das
System sich nicht in einem thermodynamischen Gleichgewichts-Zustand befindet. Deswegen
ist µ̃ auch durch keine thermodynamische Relation bestimmt. Wir werden später jedoch sehen,
dass wir an µ̃ eine Bedingung stellen müssen, um physikalisch sinnvolle Ergebnisse zu erhalten.

Wir wählen außerdem die Phase φ der stationären Zustände aus Gleichung (5.27) so, dass der
Ordnungsparameter reell ist. Dann lautet die stationäre Momentengleichung:

0=−iŨ
(
β−α)

Mα+1,β+1 −2αΨMα+1,β−2βΨMα,β+1+
−

[
1
2 iŨ

(
β(β−1)−α(α−1)

)− iµ̃(β−α)+α+β+ (α−β)2
]
Mα,β+

+2α
[
M2,1 −

(
β−1+ i

1
2

J̃
)
Ψ

]
Mα−1,β+2β

[
M1,2 −

(
α−1− i

1
2

J̃
)
Ψ

]
Mα,β−1+

+2αβM1,1Mα−1,β−1 +α
(
α−1

)
M2,0Mα−2,β+β

(
β−1

)
M0,2Mα,β−2.

(6.98)

Um diese Gleichung zu lösen, entwickeln wir, wie im Abschnitt 5.3, die Momente nach dem Ord-
nungsparameter. An der Argumentation ändert sich im Falle einer dissipativen Zeitentwicklung
nichts. Wir schreiben daher unsere Momente gemäß Gleichung (5.40):

Mα,β =Ψ|β−α| ∞∑
`=0
Ψ2`M(2`+|α−β|)

α,β . (6.99)

Ausgehend von der Momentengleichung (6.98) und der Entwicklung (6.99) wollen wir nun die
Phasengrenze berechnen.

Die Phasengrenze

Wir beginnen damit, eine Gleichung für den Ordnungsparameter aufzustellen. Da wir haupt-
sächlich daran interessiert sind, wie der dissipative Anteil der Dynamik einen superfluiden Zu-
stand erzeugt, betrachten wir im Folgenden der Einfachheit halber ein verschwindendes Tun-
nelmatrixelement J.

Wir setzen in der stationären Momentengleichung (6.98) α = 0 und β = 1 und ersetzen die
auftretenden Momente durch die Entwicklung (6.99). Wir erhalten dann bis zur Ordnung Ψ3:

0=Ψ[−(iŨ −2)M(1)
1,2 + iµ̃

]
Ψ+ [−(iŨ −2)M(3)

1,2 −2M(2)
0,2

]
Ψ3 +O

(
Ψ5)

. (6.100)

Diese Gleichung hat zwei Lösungen. Die erste ist die triviale Lösung Ψ= 0. Die zweite Lösung
lautet:

Ψ2 =
−(iŨ −2)M(1)

1,2 + iµ̃

(iŨ −2)M(3)
1,2 +2M(2)

0,2

. (6.101)

Die Phasengrenze ist dadurch bestimmt, dass der Ordnungsparameter gegen Null geht, d. h.,
die Nullstellen des Zählers liefern die Phasengrenze. Dazu benötigen wir das Moment M(1)

1,2.
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Dies erhalten wir aus der stationären Momentengleichung (6.98) durch einsetzen von α= 1 und
β= 2. Bis zur quadratischen Ordnung in Ψ gilt dann:

0=
[
−iŨM(1)

2,3 +
(−iŨ + iµ̃−4

)
M(1)

1,2 +4n
(
1+M(1)

1,2
)−2M(0)

2,2

]
Ψ2 +O

(
Ψ4)

. (6.102)

Wir erinnern an dieser Stelle noch einmal daran, dass M1,1 = n die Teilchendichte ist. Die
Gleichung (6.102) stellen wir nach M(1)

1,2 um:

M(1)
1,2 ≈

−4n+2M(0)
2,2 + iŨM(1)

2,3

−iŨ + iµ̃+4(n−1)
. (6.103)

Nun gilt es, das Moment M(0)
2,2 zu bestimmen. Dies kann man auf die gewohnte Art durch Ein-

setzen von α = 2 und β = 2 in die stationäre Momentengleichung (6.98) machen. Wir können
jedoch zeigen, dass wir alle diagonalen Momente der Form M(0)

`,` mit einer einfachen Gleichung
ausdrücken können. Dazu setzen wir in der Momentengleichung (6.98) α= `=β. In niedrigster
Ordnung in dem Ordnungsparameter erhalten wir:

0= `nM(0)
`−1,`−1 −M(0)

`,`. (6.104)

Diese Rekursionsgleichung lässt sich sehr gut durch Iteration lösen:

M(0)
`,` = n`M(0)

`−1,`−1 = n2`(`−1)M(0)
`−2,`−2 = n3`(`−1)(`−2)M(0)

`−3,`−3 = . . .

= n j`(`−1) · . . . · (`− ( j−1)
)
M(0)

`− j,`− j.
(6.105)

Dies iterieren wir, bis wir auf der rechten Seite zum Moment M(0)
`−(`−1),`−(`−1) =M(0)

1,1 kommen:

M(0)
`,` = n`−1`(`−1) · . . . · (`− (`−1−1)

)
M(0)

1,1 = n``!. (6.106)

Damit haben die diagonalen Momente bei verschwindendem Ordnungsparameter die Form:

lim
Ψ→0

M`,` =M(0)
`,` = n``!. (6.107)

Dieses Ergebnis setzen wir in den Ausdruck (6.103) ein:

M(1)
1,2 ≈

−4n+4n2 + iŨM(1)
2,3

−iŨ + iµ̃+4(n−1)
. (6.108)

Nun stehen wir wieder vor dem alten Problem, dass höhere Momente an das Moment koppeln,
an dem wir interessiert sind. Dies lösen wir dadurch, dass wir den FOCK-Raum begrenzen und
nur Teilchenzahlen bis maximal zwei zulassen. Dann ist das Moment M2,3 Null und damit auch
seine Entwicklungskoeffizienten M(i)

2,3. Auf diesem eingeschränkten FOCK-Raum erhalten wir

dann für das Moment M(1)
1,2 aus Gleichung (6.108):

M(1)
1,2 ≈

4n(n−1)
−iŨ + iµ̃+4(n−1)

. (6.109)
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Dieses Ergebnis setzen wir in den Zähler des Ordnungsparameters aus Gleichung (6.101) ein
und setzen diesen anschließend Null, um eine Gleichung für die Phasengrenze zu erhalten:

0=−(iŨ −2)
−4n(n−1)

−iŨ + iµ̃+4(n−1)
+ iµ̃ (6.110)

= −4n(n−1)(iŨ −2)+ iµ̃
[−iŨ + iµ̃+4(n−1)

]
−iŨ + iµ̃+4(n−1)

(6.111)

⇒ 0= Ũ
[−i4n(n−1)+ µ̃]+8n(n−1)− µ̃2 + i4µ̃(n−1). (6.112)

Daraus erhalten wir eine kritische Wechselwirkungsstärke Ũc von:

Ũc =
8n(n−1)− µ̃2

c + i4µ̃c(n−1)
i4n(n−1)− µ̃c

. (6.113)

An dieser Stelle nutzen wir den bis jetzt unbestimmt gebliebenen Parameter µ̃ aus, um eine
physikalisch sinnvolle Größe Ũc zu erhalten. Wir wählen µ̃c so, dass Ũc in Gleichung (6.113)
rein reell ist. Man beachte, dass µ̃ selber rein reell ist. Der Imaginärteil von Ũc lautet:

ℑ{
Ũc

}= 64n3 −32n2 −8nµ̃2
c −32n4 +4n2µ̃2

c +4µ̃2
c

(4n2 −4n)2 + µ̃2
c

= µ̃2
c(4n2 −8n+4)− (32n4 −64n3 +32n2)

(4n2 −4n)2 + µ̃2
c

.

(6.114)
Eine Nullstelle liegt bei n = 1 und ist eine Folge des eingeschränkten FOCK-Raums. Die zweite
Nullstelle liegt bei:

µ̃2
c =

32n4 −64n3 +32n2

4n2 −8n+4
= 8n4 −16n3 +8n2

n2 −2n+1
= 8n2. (6.115)

Und damit:
µ̃c =+2

p
2n. (6.116)

Dabei haben wir die positive Wurzeln gewählt, da die zusätzlich auftretende negative Wurzel
ein negatives und damit unphysikalisches Ũc zur Folge hat. Dieses Ergebnis setzen wir in den
Realteil von Ũc ein:

ℜ{
Ũc

}= −16n2µ̃+16nµ̃+16n3µ̃−16n2µ̃−8n2µ̃+8nµ̃+ µ̃3

(−4n+4n2)2 + µ̃2 (6.117)

= −40n2µ̃+24nµ̃+16n3µ̃+ µ̃3

(−4n+4n2)2 + µ̃2 (6.118)

=
p

2
−80n3 +48n2 +32n4 +16n3

16n2(1−2n+n2)+8n2 = 2
p

2
−5n+3+2n2 +n
2−4n+2n2 +1

(6.119)

= 2
p

2
2n2 −4n+3
2n2 −4n+3

. (6.120)

Damit erhalten wir schließlich für die kritische Wechselwirkungsstärke auf der Phasengrenze:

Ũc = 2
p

2. (6.121)
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Die kritische Wechselwirkungsstärke Ũc hängt nicht von der Teilchendichte ab. Dies ist eine
Konsequenz der Einschränkung des FOCK-Raumes. Geht man zur nächsten Ordnung, d. h.
vergrössert man den FOCK-Raum und nimmt in der Gleichung (6.108) das Moment M(1)

2,3 mit, so
erhält man ein kritisches Ũc, welches sehr wohl von der Teilchendichte n abhängt. Diese Rech-
nung ist jedoch bei weitem nicht so übersichtlich, wie die hier vorgebrachte und lohnt keiner
analytischen Betrachtung. Ein Problem bei höheren Ordnungen besteht darin, den Parameter
µ̃c so zu wählen, dass Ũc auch wirklich reell wird. Dies führt auf nicht geschlossen lösbare Glei-
chungen, welche selbst in einer Entwicklung für kleine Teilchendichten n und unterstützt durch
ein Computeralgebra-System sehr schwer zu lösen sind.

Für die kritische Wechselwirkungsstärke Uc erhalten DIEHL ET AL. [2010] das gleiche Er-
gebnis wie wir in Gleichung (6.121). Dabei betrachten sie sowohl den Limes verschwindender
Dichten n, als auch eine numerisch exakte Integration der Mastergleichung (6.1). Aus der Ar-
beit geht allerdings nicht eindeutig hervor, wie der Parameter µ̃ im stationären Fall festzulegen
ist.

Einen interessanten Punkt merken wir noch an. Vergleichen wir die beiden Ergebnisse für die
kritische Wechselwirkungsstärke (6.121) mit der Gleichung (6.116), so notieren wir das höchst
bemerkenswerte Resultat:

µ̃c = Ũcn. (6.122)

Dies ähnelt dem Zusammenhang µ̃ = Ũn zwischen dem chemischen Potential µ̃, der Teilchen-
dichte n und der Wechselwirkung Ũ in der GROSS-PITAEVSKII-Theorie schwach wechselwirken-
der Bosonen [PITAEVSKII und STRINGARI, 2004]. Der Unterschied ist, dass in dieser Theorie µ̃
das chemische Potential der Thermodynamik ist und die stationären Zustände thermodynami-
sche Gleichgewichtszustände sind.

Für das BOSE–HUBBARD-Modell konnten wir im Abschnitt 5.3.2 eine Parametrisierung der
Phasengrenze für beliebige ganzzahlige Dichten der MOTT-Phase aufstellen. Dort haben wir aus
den Momenten M1,2 eine Differenzengleichung konstruiert, die wir exakt lösen konnten. Hier
können wir mit Hilfe der Momentengleichung (6.98) und der Entwicklung (6.99) ebenfalls eine
Differenzengleichung für Momente der Form M(1)

`,`+1 aufstellen. In dieser tauchen die Momente

M(1)
`+2,`+3, M(1)

`+1,`+2 und M(1)
`,`+1 auf. Transformieren wir diese Differenzengleichung mit der

Methode der erzeugenden Funktionen wie im Abschnitt 5.3.2 in eine Differentialgleichung, so
erhalten wir eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung, die wir auf Grund von
fehlenden Randbedingungen nicht integrieren können.

Der Ordnungsparameter

Mit ein wenig mehr Aufwand können wir mit Hilfe der Bestimmungsgleichung (6.101) auch
den Ordnungsparameter in der Nähe der Phasengrenze bestimmen. Dazu müssen wir die in
dieser Gleichung auftretenden Momente M(2)

0,2 und M(3)
1,2 berechnen. Dies geschieht analog wie

bei den anderen bisher berechneten Momenten: Um ein Moment M(z)
x,y zu bestimmen, stellt man

die stationäre Momentengleichung (6.98) für α= x und β= y auf, ersetzt die Momente durch die
Entwicklung (6.99), fasst alle Terme zu entsprechenden Ordnungen vonΨ zusammen und setzt
schließlich den Ausdruck der Ordnung Ψz gleich Null. Auf diese Weise bekommen wir für das
Moment M(2)

0,2 folgendes Ergebnis:
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M(2)
0,2 =

4
(
1+M(1)

2,1
)− i2ŨM(1)

3,2

4+ iŨ − i2µ̃
≈

4
(
1+M(1)∗

1,2
)

4+ iŨ − i2µ̃
. (6.123)

Dabei haben wir zum einen den FOCK-Raum auf zwei Teilchen eingeschränkt, wodurch das
Moment M(1)

3,2 verschwindet. Zum anderen haben wir die Hermitezitäts-Eigenschaft (5.18) der

Momente benutzt, woraus M(1)
2,1 =M(1)∗

1,2 folgt. Setzt man hier das Ergebnis für M(1)
1,2 aus Glei-

chung (6.109) ein, so erhält man schließlich:

M(2)
0,2 ≈

4
[
4i(1−n2)−Ũ + µ̃][

4(n−1)− i(Ũ − µ̃)
][

Ũ −2(2i+ µ̃)
] . (6.124)

Auf die Herleitung des Momentes M(3)
1,2 wollen wir nicht genauer eingehen, da dies umfang-

reicher ist und man für dieses außerdem noch das Moment M(2)
2,2 benötigt. Nach einiger Rechen-

arbeit erhält man für M(3)
1,2 als Ergebnis:

M(3)
1,2 ≈

32in(n−1)
(
3Ũ −12i−5µ̃+2n2[

Ũ −2(i+ µ̃)
]−4n

[
Ũ −2(2i+ µ̃)

])[−4i(n−1)+Ũ − µ̃][−4i(n−1)−Ũ + µ̃]2[
Ũ −2(2i+ µ̃)

] . (6.125)

Die Ergebnisse für die Momente M(1)
1,2, M(2)

0,2 und M(3)
1,2 aus den Gleichungen (6.109), (6.124)

und (6.125) setzen wir nun in die Gleichung (6.101) für den Ordnungsparameter ein. Dann müs-
sen wir den Parameter µ̃ so anpassen, das Ψ2 auch wirklich wie nach Voraussetzung reell ist.
Dies ist allerdings – wie oben bei der Berechnung der Phasengrenze bereits angesprochen –
selbst mit einem Computeralgebra-System nicht geschlossen möglich. Da wir jedoch eine Ent-
wicklung in kleinen Ψ gemacht haben, sind unsere Gleichungen und Ergebnisse sowieso nur
in der Nähe des Phasenübergangs sinnvoll. Wir ersetzen daher für den Parameter µ̃ das Er-
gebnis (6.122) auf der Phasengrenze, d. h. wir ersetzen µ̃ = Ũn. Dann erhalten wir für den
Ordnungsparameter:

Ψ2 = 1
8

n(n−1)
(
16+Ũ2)[

4+ (1−2n)iŨ
](

8−Ũ2)
16n3Ũ(2i+Ũ)− (4− iŨ)(4+ iŨ)2 −4n2

[
8(iŨ −1)+5Ũ2

]+n
(
96−8iŨ +12Ũ2 + iŨ3

) .

(6.126)
Da wir für die Berechnung der Momente den FOCK-Raum stark eingeschränkt haben, sollte der
Ordnungsparameter für kleine Teilchendichten eine gute Näherung ergeben. Der Ordnungspa-
rameter (6.126) in niedrigster Ordnung in der Teilchendichte n besitzt die einfache Form:

Ψ2 ≈ 1
8

(
8−Ũ2

)
n = 1−

(
Ũ
Ũc

)2

n. (6.127)

Die sogenannte Kondensatdichte Ψ2/n ist in Abbildung 6.1 dargestellt und zeigt genau das
Verhalten, was man erwarten würde: Eine Kondensatdichte von Eins für eine verschwinden-
de Wechselwirkungsstärke Ũ , eine Entleerung des Kondensates für zunehmende Wechselwir-
kung und schließlich ein stetiges aber nicht analytisches Verschwinden der Kondensatdichte
für Ũ → Ũc. Es ist bemerkenswert, dass die Beschränkung unserer Betrachtungen auf den Pha-
senübergang durch eine Entwicklung nach kleinen Ψ und durch das Setzen des Parameters µ̃
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auf den Wert in der Nähe der Phasengrenze, das Verhalten der Kondensatdichte qualitativ und
offenbar auch quantitativ so gut wiedergibt. Außerdem bemerken wir, dass dieses Ergebnis mit
dem Resultat aus der Arbeit von DIEHL ET AL. [2010] übereinstimmt.

0

1

1U/Uc

Ψ
2 /n

Abbildung 6.1: Die Kondensatdichte Ψ2/n in Abhängigkeit von der Wechselwirkungsstärke Ũ
im Limes kleiner Dichten. Die kritische Wechselwirkungsstärke Ũc ist gegeben
durch 2

p
2.

Die zwei Phasen

Mit Hilfe des Ordnungsparameters können wir zwei Phasen unterscheiden. Die Phase mit ver-
schwindendem Ordnungsparameter Ψ= 0 ist der symmetrische Zustand bzw. ungeordnete Zu-
stand, da dieser Zustand U(1) eichinvariant ist und keinerlei langreichweitige Ordnung auf-
weist. Im Gegensatz dazu ist in der superfluiden und geordneten Phase mit Ψ 6= 0 diese Sym-
metrie gebrochen und die Einteilchen-Dichtematrix weist langreichweitige Ordnung auf.

Wir haben in der Gleichung (6.107) gesehen, dass die Momente des diagonalen Zustandes
die einfache Form M`,` = n``! aufweisen. Daraus lässt sich der statistische Operator in dieser
ungeordneten Phase herleiten:

%̂(d) =
∞∑

N=0

nN

(1+n)1+N |N〉〈N| . (6.128)

Hier ist |N〉 ein FOCK-Zustand mit N Teilchen eines Gitterplatzes. Der statistische Operator
%̂(d) hat die Form eines thermischen Zustandes [GARDINER und ZOLLER, 2004], wobei das ther-
mische Bad durch das System selber dargestellt wird [DIEHL ET AL., 2010]. Dieser Zustand ist
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ein gemischter Zustand, mit der Teilchendichte n ∈R. Im Gegensatz dazu ist der MOTT-Zustand
des BOSE–HUBBARD-Modells bei verschwindender Temperatur ein reiner Zustand mit einer
festen ganzzahligen Teilchendichte.

Der diagonale Zustand %̂(d) existiert für alle Parameter J, U und κ, da in der Masterglei-
chung (6.1) der hamilton’sche Anteil für einen diagonalen statistischen Operator verschwindet
und κ für stationäre Zustände dann heraus dividiert werden kann. Hier muss eine Stabilitäts-
analyse klären, für welche Parameter %̂(d) stabil ist.

Der stationäre Zustand ist im Falle einer gebrochenen Symmetrie für U = 0 durch einen kohä-
renten Zustand gegeben. Ein endliches U sorgt für eine Dephasierung des kohärenten Zustands
und ein Unterdrücken der langreichweitigen Ordnung in der Einteilchen-Dichtematix [DIEHL

ET AL., 2010]. Dies führt zu einer Entleerung des Kondensates. Dies ist das Verhalten, was wir
in Abbildung 6.1 sehen.

6.6 Zusammenfassung

Zum Abschluss dieser Diplomarbeit haben wir uns mit der Dynamik des im Kapitel 4 vorgestell-
ten offenen und getriebenen Quantensystems beschäftigt. Die Zeitentwicklung dieses Systems
unterliegt einer Mastergleichung, welche eine Bewegungsgleichung für den statistischen Opera-
tor ist. Wir haben uns im Rahmen dieses Kapitels die Zeitentwicklung von Erwartungswerten
von Leiteroperatoren der Form â†α

k âβk angeschaut. Diese Momente genügen einer Momenten-
gleichung, die wir im stationären Fall näher untersucht haben. Speziell waren wir daran in-
teressiert, ob die gegensätzlich wirkende Dynamik von Dissipation und Wechselwirkung der
Bosonen zu einem Quantenphasenübergang wie im BOSE–HUBBARD-Modell führt. Dass ein
Phasenübergang auftritt, konnten wir näherungsweise dadurch nachweisen, dass wir nicht-
triviale Lösungen für den Ordnungsparameter erhalten haben. Dies lieferte uns außerdem im
Limes kleiner Dichten den kritischen Punkt Uc = 2

p
2, bei welchem die Kondensation einsetzt.

Dieses Resultat stimmt mit dem Ergebnis aus der Arbeit von DIEHL ET AL. [2010] überein.
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Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Diplomarbeit haben wir uns mit ultrakalten Bosonen in einem optischen
Gitter beschäftigt. Das BOSE–HUBBARD-Modell bildet die Grundlage für die Beschreibung die-
ses Systems. Wir haben sowohl das Ein-Band BOSE–HUBBARD-Modell als auch eine Erweite-
rung auf zwei Bänder näher untersucht. Bei dieser Erweiterung werden außerdem die Bosonen
zwischen den untersten beiden Bändern des optischen Gitters durch einen Laser kohärent ange-
regt und zerfallen dissipativ über eine Kopplung mit einem BEC-Bad. Dieses erweiterte Modell
wurde vorgeschlagen und untersucht von DIEHL ET AL. [2008, 2010].

In Kapitel 5 betrachteten wir das Ein-Band BOSE–HUBBARD-Modell ohne Dissipation und
den dort auftretenden Quantenphasenübergang zwischen einem MOTT-Isolator und einem Su-
perfluid. Die LIOUVILLE–VON NEUMANN-Gleichung für den statistischen Operator war dafür
unser Ausgangspunkt. Aus dieser haben wir eine Bewegungsgleichung für die Momente – das
sind die Erwartungswerte der Leiteroperatoren â(α)†

k â(β)
k – hergeleitet. Aus dieser als Momen-

tengleichung bezeichneten Bewegungsgleichung konnten wir im stationären Fall und unter An-
wendung der Molekularfeld-Näherung die Phasengrenze zwischen MOTT- und superfluiden Zu-
stand berechnen. Diese stimmt mit den bekannten Ergebnissen aus der Literatur überein [FIS-
HER ET AL., 1989].

Im Rahmen dieser Arbeit haben wir außerdem in Kapitel 4 das Modellsystem von DIEHL

ET AL. [2008] bestehend aus einem optischen Gitter und einem BEC-Bad detailliert untersucht.
Dabei konnten wir im Abschnitt 4.4 zeigen, dass entgegen der Behauptung von DIEHL ET AL.
[2008] der Mechanismus der dissipativen Kopplung zwischen den Bosonen des optischen Gitters
und dem BEC-Bad nur für eindimensionale optische Gitter ungleich Null ist.

Auf Grund der Anregung durch den Laser und der Kopplung an ein BEC-Bad ist dieses Sys-
tem ein offenes und getriebenes System. Dadurch war es uns nicht möglich, die etablierten Be-
rechnungsmethoden anzuwenden, welche für ein System im thermodynamischen Gleichgewicht
gelten. Insbesondere ist die Anwendung einer GINZBURG–LANDAU-Theorie zur Beschreibung
von Phasenübergängen zweiter Ordnung nicht möglich. Das einzige Prinzip, dass wir für unse-
re Berechnungen zur Verfügung hatten, war die Mastergleichung, welche die Zeitentwicklung
des statistischen Operators der Bosonen im optischen Gitter beschreibt. In Analogie zu unseren
Untersuchungen für das BOSE–HUBBARD-Modell konnten wir in Kapitel 6, nun ausgehend von
der Mastergleichung, eine Momentengleichung aufstellen. Diese Momentengleichung erhielten
wir sowohl unter Verwendung der Molekularfeld-Näherung, als auch mit Hilfe des in DIEHL

ET AL. [2010] vorgestellten GUTZWILLER-Ansatzes.

Bei der Beschränkung auf stationäre Zustände konnten wir mit Hilfe der Momentengleichung
zeigen, dass ein superfluider Zustand mit gebrochener U(1)-Eichsymmetrie existiert. Dieser ist
durch den Erwartungswert des Leiteroperators â als Ordnungsparameter charakterisiert. Ist
der Ordnungsparameter Null, so ist ein Zustand mit einem diagonalen statistischen Opera-
tor stabil. Dieser Zustand ist ein gemischter Zustand und weist die Form eines thermischen
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Zustands auf. Durch eine Entwicklung der Momente nach dem Ordnungsparameter und eine
Beschränkung des FOCK-Raums war es uns möglich, in Abschnitt 6.5 die kritische Wechsel-
wirkungsstärke Uc der Bosonen zu berechnen, bei welcher die superfluide Phase verschwindet
und der Ordnungsparameter gegen Null geht. Außerdem konnten wir im Limes kleiner Teil-
chendichten den Ordnungsparameter in Abhängigkeit der Wechselwirkungsstärke bestimmen.
Dieser zeigt qualitativ den erwarteten Verlauf und nimmt in den Punkten verschwindender
und kritischer Wechselwirkungsstärken den richtigen Wert an. Die Ergebnisse für die kritische
Wechselwirkungsstärke und für den Ordnungsparameter stimmen mit den Resultaten aus dem
Artikel von DIEHL ET AL. [2010] überein.

Zukünftige interessante Fragestellungen zu diesem Modellsystem sind die Berechnung der
kritischen Wechselwirkungsstärke in Abhängigkeit von der Teilchendichte und das Aufstellen
des Ordnungsparameters für größere Teilchendichten. Ergebnisse könnte man dadurch gewin-
nen, dass man unsere Systematik fortsetzt und den FOCK-Raum sukzessive vergrößert. Die
Schwierigkeit besteht hier jedoch darin, einen passenden Parameter µ̃ zu wählen, der einen
stationären Zustand sicherstellt und die physikalischen Größen reell lässt.

Eine andere lohnende Erweiterung besteht darin, von der Bewegungsgleichung für vom Git-
terplatz abhängige Momente auszugehen und eine systematische Entwicklung in der Zerfallsra-
te κ durchzuführen. Mit diesem komplementären methodischen Ansatz ließen sich die in DIEHL

ET AL. [2010] gefundenen dynamischen Instabilitäten untersuchen.
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Anhang A

Das Wechselwirkungs-Bild der
Quantenmechanik

Der Zustand eines quantenmechanischen Systems kann durch einen Vektor |ψ〉 in einem HIL-
BERT-Raum beschrieben werden. Die Dynamik des Systems ist durch den HAMILTON-Operator
Ĥ und die SCHRÖDINGER-Gleichung

i~
d
dt

|ψ(t)〉 = Ĥ |ψ(t)〉 (A.1)

bestimmt. Von physikalischer Bedeutung sind jedoch nicht die abstrakten Vektoren |ψ〉, sondern
die Matrixelemente von Observablen1 Ô: 〈

φ
∣∣Ô ∣∣ψ〉

. (A.2)

Nimmt man nun einen beliebigen unitären Operator Â, d. h. Â−1 = Â†, dann gilt:〈
φ

∣∣Ô ∣∣ψ〉= 〈
φ

∣∣ Â−1 Â Ô Â−1 Â
∣∣ψ〉

=
〈
φ

∣∣∣ Â† Â Ô Â† Â
∣∣∣ψ〉

=
〈

Âφ
∣∣∣ Â Ô Â†

∣∣∣ Âψ
〉

.

(A.3)

Ändert man also alle Zustände und Operatoren gemäß:∣∣ψ〉A := Â
∣∣ψ〉

, (A.4a)

ÔA := Â Ô Â†, (A.4b)

so bleiben alle Messgrößen unverändert. Diese simultane Änderung wird als Bildtransformation
bezeichnet. Je nach Wahl des unitären Operators Â unterscheidet man verschiedene Bilder:

◦ Â = 1 −→ SCHRÖDINGER-Bild,

◦ Â = ÛS†(t, t0) −→ HEISENBERG-Bild.

Hier ist ÛS der Zeitentwicklungs-Operator im SCHRÖDINGER-Bild.

Wir wollen nun jedoch das sogenannte Wechselwirkungs- oder DIRAC-Bild betrachten. Dieses
wird meist angewendet, wenn der HAMILTON-Operator sich in einen diagonalisierbaren Term
Ĥ0 und in einen nicht diagonalisierbaren Störterm V̂ aufspalten lässt:

1Observablen sind beobachtbare Größen, die über eine Messvorschrift physikalisch definiert werden.
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Ĥ = Ĥ0 + V̂ . (A.5)

Die beiden hier auftauchenden Operatoren sind Operatoren im SCHRÖDINGER-Bild.

Operatoren und Vektoren im Wechselwirkungs-Bild wollen wir mit einem Superskript I kenn-
zeichnen und im SCHRÖDINGER-Bild entsprechend mit dem Superskript S. Des Weiteren neh-
men wir im Folgenden an, dass Ĥ zeitunabhängig ist.

Derjenige unitäre Operator, welcher das Wechselwirkungs-Bild definiert, ist gegeben durch:

Â = eiĤ0 t/~. (A.6)

Dies ist gerade der adjungierte Zeitentwicklungs-Operator zu dem diagonalisierbaren Hamil-
tonian Ĥ0. Für die Vektoren des HILBERT-Raumes im Wechselwirkungs-Bild erhält man aus-
gehend von der SCHRÖDINGER-Gleichung (A.1)

i~
d
dt

|ψ(t)〉S = i~
d
dt

(
e−iĤS

0 t/~ |ψ(t)〉I
)

ĤS |ψ(t)〉S = ĤS
0 e−iĤS

0 t/~ |ψ(t)〉I +e−iĤS
0 t/~ i~

d
dt

|ψ(t)〉I(
ĤS

0 + V̂ S) |ψ(t)〉S = ĤS
0 |ψ(t)〉S +e−iĤS

0 t/~ i~
d
dt

|ψ(t)〉I

⇒ eiĤS
0 t/~ V̂ Se−iĤS

0 t/~︸ ︷︷ ︸
=:V̂ I(t)

|ψ(t)〉I = i~
d
dt

|ψ(t)〉I ,

(A.7)

die sogenannte TOMONAGA–SCHWINGER-Gleichung:

i~
d
dt

|ψ(t)〉I = V̂ I(t) |ψ(t)〉I . (A.8)

Im Gegensatz zum SCHRÖDINGER-Bild sind die Operatoren im Wechselwirkungs-Bild im All-
gemeinen zeitabhängig und unterliegen damit einer Bewegungsgleichung. Diese erhalten wir
aus der Definition (A.4b) eines Operators Ô im Wechselwirkungs-Bild

ÔI(t)= eiĤS
0 t/~ ÔS(t)e−iĤS

0 t/~. (A.9)

Hier haben wir auch für den Operator im SCHRÖDINGER-Bild eine explizite Zeitabhängigkeit
angenommen, wie es z. B. für den Operator des elektrischen Feldes der Fall ist. Dann gilt:

i~
dÔI

dt
=−ĤS

0 eiĤS
0 t/~ ÔS(t)e−iĤS

0 t/~+eiĤS
0 t/~ ÔS(t)e−iĤS

0 t/~ ĤS
0 +eiĤS

0 t/~ i~
dÔS

dt
e−iĤS

0 t/~ (A.10)

oder

i~
dÔI

dt
=

[
ÔI(t), ĤS

0

]
+eiĤS

0 t/~ i~
dÔS

dt
e−iĤS

0 t/~. (A.11)

Abschließend interessieren wir uns für den statistischen Operator im Wechselwirkungs-Bild.
Zunächst entwickeln wir den statistischen Operator im SCHRÖDINGER-Bild nach seinen Eigen-
zuständen |ψn(t)〉:

122



%̂S(t)=∑
n

pn |ψn(t)〉S 〈ψn(t)| . (A.12)

Nun transformieren wir den statistischen Operator in das Wechselwirkungs-Bild, indem wir die
Vektoren |ψn(t)〉S in das Wechselwirkungs-Bild transformieren. Dies ergibt:

%̂I(t)=∑
n

pn |ψn(t)〉I 〈ψn(t)|

=∑
n

pneiĤS
0 t/~ |ψn(t)〉S 〈ψn(t)| e−iĤS

0 t/~

= eiĤS
0 t/~ ∑

n
pn |ψn(t)〉S 〈ψn(t)| e−iĤS

0 t/~.

(A.13)

Damit transformiert sich der statistische Operator wie ein normaler Operator gemäß Glei-
chung (A.9):

%̂I(t)= eiĤS
0 t/~ %̂S(t) e−iĤS

0 t/~. (A.14)

Da auch %̂I(t) zeitabhängig ist, erfüllt dieser eine LIOUVILLE–VON NEUMANN-Gleichung. Diese
wollen wir nun herleiten. Dazu betrachten wir die Ableitung der Gleichung (A.14), die auf eine
zu Gleichung (A.11) analoge Bewegungsgleichung führt:

i~
d
dt
%̂I(t)= [

%̂I(t), ĤI
0
]+eiĤS

0 t/~ i~
d%̂S

dt
e−iĤS

0 t/~. (A.15)

Verwenden wir hier im zweiten Term die LIOUVILLE–VON NEUMANN-Gleichung für den statis-
tischen Operator im SCHRÖDINGER-Bild

i~
d
dt
%̂S(t)= [

ĤS, %̂S(t)
]
, (A.16)

so erhalten wir:

i~
d
dt
%̂I(t)=−[

ĤI
0, %̂I(t)

]+eiĤS
0 t/~ [

ĤS, %̂S(t)
]
e−iĤS

0 t/~ =−[
ĤI

0, %̂I(t)
]+ [

ĤI, %̂I(t)
]
. (A.17)

Mit der Aufspaltung (A.5) bekommen wir dann schließlich die LIOUVILLE–VON NEUMANN-
Gleichung für den statistischen Operator im Wechselwirkungs-Bild:

i~
d
dt
%̂I(t)= [

V̂ I(t), %̂I(t)
]
. (A.18)
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Anhang B

Über BLOCH- und
WANNIER-Funktionen

In diesem Abschnitt wollen wir die Eigenschaften der BLOCH- und WANNIER-Funktionen zu-
sammentragen. Wir betrachten ein endliches quantenmechanisches System mit periodischen
Randbedingungen, welches im Ortsraum durch den HAMILTON-Operator

Ĥ(x)= ~2

2m
∆+Vlat(x) (B.1)

beschrieben wird. Hier ist ∆ = ∑3
i=1∂

2
i der LAPLACE-Operator. Das Potential habe die Periodi-

zität a, d. h. es gilt: Vlat(x+ ae i) = Vlat(x) für eine beliebige Richtung e i im Gitter. Dann ist
die Aussage des BLOCH-Theorems [ASHCROFT und MERMIN, 1976; CZYCHOLL, 2004; KITTEL,
2006], dass die Eigenfunktionen ϕ(n)

q (x) des HAMILTON-Operators (B.1) von der Form

ϕ(n)
q (x)= eiqx u(n)

q (x) (B.2)

sind, wobei q ∈R3 und n ∈N Quantenzahlen sind und u(n)
q (x) eine gitterperiodische Funktion ist,

d. h. u(n)
q (x+ ae i) = u(n)

q (x) erfüllt. Die Eigenfunktionen ϕ(n)
q (x) werden als BLOCH-Funktionen

oder BLOCH-Wellen bezeichnet. Die Eigenwerte ε(n)
q des Eigenwertproblems

Ĥ(x)ϕ(n)
q (x)= ε(n)

q ϕ(n)
q (x) (B.3)

nennt man BLOCH-Energien. Die Quantenzahl q hat die Bedeutung eines Impulses und wird als
Gitter- oder Quasi-Impuls bezeichnet. Der Quasi-Impuls geht im Grenzfall eines verschwinden-
den Gitters, d. h. Vlat(x)→ konst. in den physikalischen Impuls über. Die zweite Quantenzahl n
nummeriert die sogenannten Energie-Bänder durch. In Abbildung B.1 sind die Energie-Bänder
für zwei verschiedene Gittertiefen eines eindimensionalen kubischen Gitters aufgetragen.

Die BLOCH-Funktionen bilden als Eigenfunktionen des HAMILTON-Operators ein orthonor-
males und vollständiges Funktionensystem:

∫
V

ϕ(n)∗
q (x)ϕ(n′)

q′ (x) dx = δn,n′ δq,q′ , (B.4)

∑
n

∑
q
ϕ(n)∗

q (x)ϕ(n)∗
q (x′)= δ(x− x′). (B.5)
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Abbildung B.1: Die untersten drei BLOCH-Bänder für das Gitterpotential Vlat(x) = V0 sin2(
k0x

)
mit einer Gittertiefe von V0 = 1Er (links) und V0 = 5Er (rechts).

Hier und im Folgenden erstrecken sich die Integrale immer über das endliche Volumen V und
die Summen

∑
n bzw.

∑
q gehen über alle Bänder n sowie alle Quasi-Impulse q aus der ersten

BRIOULLIN-Zone. Für ein kubisches Gitter besteht die erste BRIOULLIN-Zone aus allen Quasi-
Impulsen in [−π/a,π/a]3. Genauer gesagt nimmt q (in einer Dimension) die Werte 2πk/(NSa) mit
k =−NS

2 +1,−NS
2 +2, . . . ,0, . . . , NS

2 −1, NS
2 an. Mit NS bezeichnen wir die Anzahl der Gitterplätze.

Des Weiteren sei angemerkt, dass die BLOCH-Funktionen die Dimension m−1/2 haben.

Die WANNIER-Funktionen w(n)(x− x(n)
i

)
sind über eine unitäre Transformation der BLOCH-

Funktionen definiert:

w(n)(x− x(n)
i

)
:=w(n)

i (x) :=
√

1
NS

∑
q

e−iqx(n)
i ϕ(n)

q (x)=
√

1
NS

∑
q
ϕ(n)

q (x− x(n)
i ). (B.6)

Hierbei folgt der letzte Schritt aus dem BLOCH-Theorem (B.2). Die WANNIER-Funktionen sind
an die Eigenschaften eines Gitters angepasst: Sie sind je nach Tiefe des Gitters relativ gut an
einem Gitterplatz lokalisiert. Dies umso mehr, je tiefer das Gitter ist. Die WANNIER-Funktionen
sind somit eine Art kanonisch konjugiertes Funktionensystem zu den vollkommen delokalisier-
ten BLOCH-Funktionen, welche im Gegensatz dazu einen festen Quasi-Impuls besitzen.

Da die BLOCH- und die WANNIER-Funktionen durch eine unitäre Abbildung verknüpft sind,
gelten auch für die WANNIER-Funktionen Orthonormalitäts- und Vollständigkeitsbeziehungen:

∫
V

w(n)∗
i (x)w(n′)

i′ (x) dx = δn,n′ δi,i′ , (B.7)

∑
n

∑
i

w(n)∗
i (x)w(n)

i (x′)= δ(x− x′). (B.8)

In der Vollständigkeitsrelation und in allen folgenden Formeln erstrecken sich die Summen
∑

i
über alle Gitterplätze i. Diese beiden Formeln lassen sich aus den Orthonormalitäts- (B.4)
und Vollständigkeitsbeziehungen (B.5) der BLOCH-Funktionen herleiten. Auch die WANNIER-
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Funktionen haben die Dimension m−1/2. Die Rücktransformation von den WANNIER- auf die
BLOCH-Funktionen lautet:

ϕ(n)
q (x)=

√
1

NS

∑
i

eiqx(n)
i w(n)

i (x). (B.9)

Transformation von Feldoperatoren

Die BLOCH-Funktionen sind Einteilchen-Lösungen eines wechselwirkungsfreien Vielteilchen-
Systems. Mit diesen können wir daher aus den Feldoperatoren ψ̂(x) mit Hilfe einer unitären
Transformation Leiteroperatoren konstruieren [GROSS und RUNGE, 1986]:

â(n)
q =

∫
V

ϕ(n)∗
q (x) ψ̂(x) dx, (B.10)

ψ̂(x)=∑
n

∑
q
ϕ(n)

q (x) â(n)
q . (B.11)

Es gelten entsprechende Formeln für die adjungierten Operatoren. Der Operator â(n)
q vernichtet

ein Teilchen mit dem Quasi-Impuls q im n-ten Band. Entsprechend erzeugt â(n)†
q ein Teilchen

im Quasi-Impulszustand q im n-ten Band.

Analog bekommen wir Leiteroperatoren, welche Teilchen auf einem Gitterplatz i im n-ten
Band erzeugen bzw. vernichten, indem wir die Feldoperatoren mit WANNIER-Funktionen falten:

â(n)
i =

∫
V

w(n)∗
i (x) ψ̂(x) dx, (B.12)

ψ̂(x)=∑
n

∑
i

w(n)
i (x) â(n)

i . (B.13)

Kombinieren wir die Gleichungen (B.11) bzw. (B.13) mit den Gleichungen (B.12) bzw. (B.10),
so erhalten wir einen Zusammenhang zwischen den Leiteroperatoren der BLOCH- und denen
der WANNIER-Funktionen:

â(n)
i =

√
1

NS

∑
q

eiqx(n)
i â(n)

q , (B.14)

â(n)
q =

√
1

NS

∑
i

e−iqx(n)
i â(n)

i . (B.15)

Da die Feldoperatoren ψ̂(x) den kanonischen BOSE-Kommutatorrelationen (4.3) genügen, un-
terliegen auch die Leiteroperatoren â(n)

i und â(n)
q kanonischen BOSE-Kommutatorrelationen:

[
â(n)

i , â(m)†
j

]= δi, j δn,m,
[
â(n)†

i , â(m)†
j

]= 0= [
â(n)

i â(m)
j

]
,[

â(n)
q , â(m)†

p
]= δq,pδn,m,

[
â(n)†

q , â(m)†
p

]= 0= [
â(n)

q â(m)
p

]
.

(B.16)
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Anhang C

Numerische Berechnung der
WANNIER-Funktionen

In diesem Kapitel zeigen wir, wie man numerisch die Parameter des BOSE–HUBBARD-Hamilto-
nians (4.26) und (4.31) für ultrakalte Bosonen in einem optischen Gitter berechnen kann. Dazu
genügt es, das Einteilchen-Problem (4.2) ohne das Fallenpotential Vtrap zu lösen. Dadurch erhält
man die BLOCH-Funktionen, mit denen man die alles bestimmenden WANNIER-Funktionen be-
rechnen kann. Der erste Abschnitt erläutert dieses Vorgehen. Im Anschluss ist der Quelltext
zur Berechnung angegeben.

C.1 Zur numerischen Lösung des BLOCH-Problems

Wir betrachten den Hamiltonian (B.1) mit einem Gitterpotential Vlat(x) der Periodenlänge a wie
in Gleichung (4.23). In einer Raumdimension ist der Hamiltonian dann gegeben durch:

Ĥ(x)=− ~2

2m
d2

dx2 +V0 sin2(
k0x

)
. (C.1)

Hier ist V0 die Stärke des Gitter-Potentials und k0 = π
a ist der Gittervektor. Das Untergitter aus

Gleichung (4.30) lassen wir der Übersichtlichkeit halber zunächst weg. Wir werden jedoch am
Ende sehen, dass wir dies leicht mit einbeziehen können.

Wir haben im Anhang B bereits erwähnt, dass die Eigenfunktionen dieses Hamiltonians die
BLOCH-Funktionen ϕ(n)

q (x) mit den Energie-Eigenwerten ε(n)
q sind und dass diese sich gemäß

dem BLOCH-Theorem (B.2) zerlegen lassen in ein Produkt aus einer ebenen Welle mit dem
Quasi-Impuls q und einer gitterperiodischen Funktion u(n)

q (x). Diese Zerlegung (B.2) setzen wir
in die stationäre SCHRÖDINGER-Gleichung (B.3) ein:

Ĥ(x) eiqx u(n)
q (x)=− ~2

2m
d
dx

[
iqeiqx u(n)

q (x)+eiqx d
dx

u(n)
q (x)

]
+eiqx u(n)

q (x) V0 sin2(
k0x

)
=− ~2

2m

[
−q2 eiqx u(n)

q (x)+2iqeiqx d
dx

u(n)
q (x)+eiqx d2

dx2 u(n)
q (x)

]
+

+eiqx u(n)
q (x) V0 sin2(

k0x
)
.

(C.2)
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Benutzen wir hier in der eckigen Klammer die Operator-Identität(
−i

d
dx

+ q
)(
−i

d
dx

+ q
)
=− d2

dx2 −2iq
d
dx

+ q2, (C.3)

so erhalten wir:

Ĥ(x) eiqx u(n)
q (x)= 1

2m
eiqx

(
−i~

d
dx

+~q
)2

u(n)
q (x)+eiqx u(n)

q (x) V0 sin2(
k0x

)
. (C.4)

Nun führen wir einen bezüglich des Impulses renormierten HAMILTON-Operator gemäß

Ĥq(x)= ~2

2m

(
−i

d
dx

+ q
)2

+V0 sin2(
k0x

)
(C.5)

ein und erhalten für diesen folgende stationäre SCHRÖDINGER-Gleichung

Ĥ(x)ϕ(n)
q (x)= eiqx Ĥq(x) u(n)

q (x)= ε(n)
q eiqx u(n)

q (x), (C.6)

oder nach Elimination der ebenen Wellen:

Ĥq(x) u(n)
q (x)= ε(n)

q u(n)
q (x). (C.7)

An dieser Stelle nutzen wir die Periodizität der Funktionen u(n)
q (x) aus und zerlegen sie in

eine FOURIER-Reihe:

u(n)
q (x)=

√
1

2π

∞∑
j=−∞

c(n)
q ( j) ei2k0x j. (C.8)

Da die u(n)
q (x) glatt und periodisch mit der Gitterkonstanten a sind, sollten sich diese numerisch

sehr gut durch wenige Summanden der Reihe ausdrücken lassen. Außerdem zerlegen wir auch
das Gitterpotential in eine FOURIER-Reihe:

V0 sin2(
k0x

)=−1
4

V0

(
ei2k0x +e−i2k0x −1

)
. (C.9)

Beide FOURIER-Entwicklungen setzen wir in die SCHRÖDINGER-Gleichung (C.7) ein:

Ĥq(x) u(n)
q (x)=

√
1

2π

∞∑
j=−∞

c(n)
q ( j)

{ ~2

2m
(
2k0 j+ q

)2 − 1
4

V0

(
ei2k0x +e−i2k0x −1

)}
ei2k0x j

=
√

1
2π

∞∑
j=−∞

{
c(n)

q ( j)
[ ~2

2m
(
2k0 j+ q

)2 + 1
4

V0

]
− 1

4
V0

(
c(n)

q ( j−1)+ c(n)
q ( j+1)

)}
ei2k0 j

= ε(n)
q

∞∑
j=−∞

c(n)
q ( j) ei2k0 j.

(C.10)

In der zweiten Zeile haben wir im Anteil des Gitterpotentials eine Indexverschiebung ausge-
führt, womit wir den gemeinsamen exponentiellen Faktor exp

(
i2k0 j

)
ausklammern konnten.
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C.1 ZUR NUMERISCHEN LÖSUNG DES BLOCH-PROBLEMS

Die Exponentialfunktionen bilden ein vollständiges Funktionensystem, sodass für jeden Sum-
manden der Reihe separat gelten muss:

[ ~2

2m
(
2k0 j+ q

)2 + 1
4

V0

]
c(n)

q ( j)− 1
4

V0

(
c(n)

q ( j−1)+ c(n)
q ( j+1)

)
= ε(n)

q c(n)
q ( j). (C.11)

Dies lässt sich als Matrix-Vektor-Gleichung aufschreiben

∞∑
j′=−∞

H j, j′(q) c(n)
q ( j′)= ε(n)

q c(n)
q ( j) (C.12)

und ist eine Eigenwertgleichung für die Vektoren c(n)
q ( j) mit den Eigenwerten ε(n)

q , d. h. den
Eigenenergien der BLOCH-Funktionen. Die Matrix H j, j′(q) ist sehr dünn besetzt und weist nur
Einträge auf der Diagonalen und auf der ersten Nebendiagonalen auf:

H j, j′(q)=



~2

2m
(2k0 j+ q)2 + 1

4
V0 : j = j′

−1
4

V0 :
∣∣ j− j′

∣∣= 1

0 : sonst.

(C.13)

In dem von uns betrachteten Modell tritt kein einfaches Gitterpotential auf, sondern eines
mit einem Untergitter (4.30). Dieses Gitterpotential hat jedoch die gleiche Periodenlänge a und
die oben gezeigte Ableitung des Eigenwertproblems (C.12) bleibt gültig. Wir müssen nur die
Stellen anpassen, an denen die explizite Form des Gitterpotentials eingegangen ist. Anstatt der
Formel (C.9) haben wir dann:

V0 sin2(
k0x

)+ 1
4

V1 sin2(
2k0x

)=−1
4

V0

(
ei2k0x +e−i2k0x −1

)
− 1

16
V1

(
ei4k0x +e−i4k0x −1

)
. (C.14)

Setzt man dieses Potential in die SCHRÖDINGER-Gleichung (C.7) ein, so erhält man nun:

Ĥq(x) u(n)
q (x)=

√
1

2π

∞∑
j=−∞

{
c(n)

q ( j)
[ ~2

2m
(
2k0 j+ q

)2 + 1
4

V0

]
− 1

4
V0

(
c(n)

q ( j−1)+ c(n)
q ( j+1)

)
+

− 1
16

V1

(
c(n)

q ( j−2)+ c(n)
q ( j+2)

)}
ei2k0 j

= ε(n)
q

∞∑
j=−∞

c(n)
q ( j) ei2k0 j.

(C.15)

Wir erhalten daraus wieder die gleiche Matrix-Vektor-Gleichung wie in (C.12), jedoch mit ei-
ner modifizierten HAMILTON-Matrix H j, j′ . Diese ist gegenüber der vorherigen um die zweite
Nebendiagonale erweitert:
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H j, j′(q)=



~2

2m
(2k0 j+ q)2 + 1

4
(
V0 + 1

4
V1

)
: j = j′

−1
4

V0 :
∣∣ j− j′

∣∣= 1

− 1
16

V1 :
∣∣ j− j′

∣∣= 2

0 : sonst.

(C.16)

Um die Eigenwerte dieser Matrix numerisch zu berechnen, ist es nötig, das Eigenwertproblem
dimensionslos zu formulieren. Dies erreichen wir dadurch, dass wir alle Energien in Einheiten
der recoil Energie Er = (~k0)2/(2m) und alle Impulse in Einheiten von k0 =π/a ausdrücken. Wir
setzen daher: ε̃(n)

q̃ := ε(n)
q̃ /Er, q̃ := q/k0, Ṽ0 :=V0/Er und Ṽ1 :=V1/Er. Damit nimmt das Eigenwert-

problem (C.12) schließlich folgende Form an:

∞∑
j′=−∞

H̃ j, j′(q̃) c(n)
q̃ ( j′)= ε̃(n)

q̃ c(n)
q̃ ( j). (C.17)

Die HAMILTON-Matrix schreibt sich in den neuen Einheiten:

H̃ j, j′(q̃)=



(2 j+ q̃)2 + 1
4

(
Ṽ0 + 1

4
Ṽ1

)
: j = j′

−1
4

Ṽ0 :
∣∣ j− j′

∣∣= 1

− 1
16

Ṽ1 :
∣∣ j− j′

∣∣= 2

0 : sonst.

(C.18)

Numerisch lässt sich das Eigenwertproblem (C.17) sehr effektiv lösen. Dazu schränken wir
den Vektorraum des unendlich dimensionalen Eigenwertproblems auf einen N-dimensionalen
Vektorraum ein. Ein Maß für die Wahl von N stellt der Betrag der Koeffizienten c(n)

q̃ ( j) dar. Be-
rechnet man sich aus dem Eigenwertproblem diese Koeffizienten, so sieht man, dass diese für
j ≈±12 nur noch von der Größenordnung 10−12 sind. Dies liegt zwar oberhalb der Maschinenge-
nauigkeit von 10−16, jedoch unterscheiden sich die BLOCH- und WANNIER-Funktionen, die man
aus den bei N = 12 abgebrochenen Koeffizienten c(n)

q̃ ( j) berechnet, nicht von denen, die man für
Koeffizienten mit N > 12 erhält. Wir begrenzen daher unseren Vektorraum auf die Dimension
von N = 12.

Die Eigenwertgleichung (C.17) lösen wir numerisch für alle Quasi-Impulse q̃ ∈ [−1,1] in der
ersten BRIOULLIN-Zone und erhalten so aus der FOURIER-Reihe (C.8) die BLOCH-Funktionen
ϕ(n)

q (x). Bei der Lösung des Eigenwertproblems ist darauf zu achten, dass die Koeffizienten
c(n)

q ( j) in Gleichung (C.8) nur bis auf ein Vorzeichen bestimmt sind. Dadurch, dass wir für jeden
Quasi-Impuls q ein separates Eigenwertproblem lösen, springt dieses Vorzeichen unbestimmt
von Plus nach Minus. Somit müssen wir in der Numerik dieses Vorzeichen fixieren. Dies reali-
sieren wir dadurch, dass wir für ein festes j0 das Vorzeichen der Koeffizienten c(n)

q ( j0) prüfen1.

1Es ergibt sich, dass die Koeffizienten c(n)
q ( j) reell sind.
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Wir wählen die Vorschrift, dass c(n)
q ( j0) positiv sein soll. Ist c(n)

q ( j0) negativ, so müssen wir damit
das Vorzeichen des gesamten Vektors c(n)

q ( j) für ein bestimmtes q umdrehen.

Mit Hilfe der BLOCH-Funktionen können wir unter Verwendung der Definition (B.6) die WAN-
NIER-Funktionen berechnen, aus welchen wir schließlich das Tunnelmatrixelement J(n)

`
und

die Wechselwirkungsstärke U (nmuv)
i jkl des Ein- oder Zwei-Band BOSE–HUBBARD-Hamiltonians

bekommen.

Die Tunnelmatrixelemente J(n)
`

erhält man jedoch numerisch viel einfacher, indem man die
diskrete FOURIER-Transformation der BLOCH-Energien berechnet. Dies haben wir bereits bei
der Formel (4.20) auf Seite 35 gesehen. Die Tunnelmatrixelemente J(n)

`
sind die `-ten FOURIER-

Koeffizienten der FOURIER-Reihe der BLOCH-Energien ε(n)
q .

Für die Berechnung der Wechselwirkungsstärken U (nmuv)
i jkl betrachten wir der Einfachheit hal-

ber die lokale Wechselwirkungsstärke U des Ein-Band-Modells aus Gleichung (4.28):

U = g
∫
V

∣∣w(x)
∣∣4dx. (C.19)

Für ein kubisches Gitter in drei Raumdimensionen spalten sich die WANNIER-Funktionen in
Produkte aus drei WANNIER-Funktionen: w(x)=w(x1)w(x2)w(x3) auf. Dann wird aus dem Inte-
gral in Gleichung (C.19) ein Produkt aus drei identischen Integralen:

U = g
[∫

L

∣∣w(x)
∣∣4dx

]3

. (C.20)

Hier spannt die Länge L das Volumen V des Gitters auf. Wir wollen die Wechselwirkungsstärke
U dimensionslos schreiben. Dazu betrachten wir die Definition (4.5) auf Seite 32 der Kopplungs-
konstanten g:

g = 4π~2as

m
= ~2(π/a)2

2m
8as a2

π
= Er

8as a2

π
. (C.21)

Da die WANNIER-Funktionen die Dimension m−1/2 haben, schreiben wir w(x) = p
1/aw̃(x) und

erhalten schließlich eine dimensionslose Wechselwirkungsstärke Ũ :

Ũ = U
Er

= 8as/a
π

[∫
L

∣∣w̃(x/a)
∣∣4d(x/a)

]3

. (C.22)

Numerisch berechnen wir demnach die Wechselwirkungsstärke U in Einheiten von Er as/a.

C.2 Quelltext: Berechnung der WANNIER-Funktionen und der
Parameter des BOSE–HUBBARD-Modells

Wir zeigen hier den Quelltext, mit welchem wir die WANNIER-Funtionen, die Parameter J(n)
`

,
U (nmuv)

i jkl der BOSE–HUBBARD-Hamiltonians (4.26) und (4.31) sowie die FRANCK–CONDON-Fak-

toren f (1) (4.45) und f (4.48) berechnet haben. Der Quelltext ist in der Sprache Octave [EATON

ET AL., 2008] geschrieben.
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1 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
2 %
3 % Programm zur Berechnung der
4 % Parameter des Bose−Hubbard−Modells
5 %
6 % Mit U n t e r g i t t e r
7 %
8 % Autor : Mathias Hayn
9 %

10 % Datum : 07 . J u l i 2010
11 %
12 % Sprache : Octave
13 %
14 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
15

16 NH = 12 ; %Größe der Matrix des Hamilton−Operators
17 x l e n = 8 ; %Länge des O r t s g i t t e r s in Einhei ten von a
18 NB = 2 ; %Anzahl der zu betrachtenden Bänder
19

20 %I n i t i a l i s i e r u n g des Quasi−Impuls−G i t t e r s
21 dq = 0 . 0003 ; %Abstand zweier Git terpunkte
22 qg r i d = −1:dq : 1 ; %Feld für Quasi−Impuls
23 Nq = length ( q g r i d ) ; %Größe des Quasi−Impuls−G i t t e r s
24

25 %I n i t i a l i s i e r u n g des O r t s g i t t e r s
26 dx = 0 . 0 1 ; %Abstand zweier Git terpunkte
27 x g r i d = −.5* x l e n : dx : . 5 * x l e n ; %Feld für O r t s g i t t e r
28 Nx = length ( x g r i d ) ; %Größe des O r t s g i t t e r s
29

30 %Feld für Energ iee igenwerte
31 E = zeros ( Nq , 2*NH+1 ) ;

32 f tE1 = zeros ( Nq , 1 ) ; %Feld für d i s k r e t e Fourier−Trans formier te von E(0)
q

33 f tE2 = zeros ( Nq , 2 ) ; %Feld für d i s k r e t e Fourier−Trans formier te von E(1)
q

34

35 %Feld für Bloch−Funktionen
36 ph i = zeros ( Nq , Nx , NB ) ;
37

38 %Feld für g i t t e r p e r i o d i s c h e Funktionen u(n)
q (q)

39 u = zeros ( Nq , Nx , NB ) ;
40

41 %Fourier−K o e f f i z i e n t e n c(n)
q ( j) der g i t t e r p e r i o d i s c h e n Funktionen

42 c j = zeros (Nq , 2*NH+1, NB ) ;
43

44 %Felder für Wannier−Funktionen b e i . . .
45 wann ie r1 = zeros (Nx , 1) ; % x = 0, 1 . Band
46 wann ie r2 = zeros (Nx , 1) ; % x = a/2, 2 . Band
47 wannier1nn = zeros (Nx , 1) ; % x = a, 1 . Band
48 wannier2nn = zeros (Nx , 1) ; % x =−a/2, 2 . Band
49

50

51 %I n i t i a l i s i e r e V0−Feld
52 NV0 = 100 ; %Anzahl der Git terpunkte im V0−Feld
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53 V0begin = 0 ; %K l e i n s t e s V0
54 V0end = 30 ; %Größtes V0
55 V0gr id = l i n space ( V0begin , V0end , NV0) ; %Feld für V0
56

57 %K o n t r o l l f e l d für Überlapp benachbarter Wannier−Funktionen
58 o v e r l a p = zeros (NV0 , 1) ;
59

60 %Feld für Bandabstand
61 Gap = zeros ( NV0 , 1 ) ;
62

63 %Felder für Zwei−Band−Wechselwirkungsstärke
64 BH1U0000 = zeros ( NV0 , 1 ) ; %U (0000)

0000
65 BH2U0001 = zeros ( NV0 , 1 ) ; %U (0001)

0000
66 BH2U0011 = zeros ( NV0 , 1 ) ; %U (0011)

0000
67 BH2U0101 = zeros ( NV0 , 1 ) ; %U (0101)

0000
68 BH2U1111 = zeros ( NV0 , 1 ) ; %U (1111)

0000
69

70 %Feld für Tunnelmatrixelemente
71 BH1J1 = zeros ( NV0 , 1 ) ; %Erstes Band nächste Nachbarn : J(0)

1
72 BH2J1 = zeros ( NV0 , 1 ) ; %Zweites Band nächste Nachbarn : J(1)

1
73 BH2J2 = zeros ( NV0 , 1 ) ; %Zweites Band zweit−nächste Nachbarn : J(2)

2
74

75 %Felder für Franck�Condon−Faktoren
76 f c f 1 = zeros ( NV0 , 1 ) ;
77 f c f = zeros ( NV0 , 1 ) ;
78

79 %temporäre Daten
80 tempEvec = zeros ( 2*NH+1 ) ;
81 tempEval = zeros ( 2*NH+1 ) ;
82 t empsor t = zeros ( 2*NH+1, 1 ) ;
83

84

85 V0nn = 1 ;
86 f o r V0 = V0gr id
87

88 V1 = 10*V0 ; %T i e f e des U n t e r g i t t e r s
89

90 %Hamiltonian i n i t i a l i s i e r e n
91 H = zeros ( 2*NH+1 ) ;
92 %Nebendiagonalen i n i t i a l t i s i e r e n
93 temp1 = −.25*V0* ones ( 1 , 2*NH ) ;
94 temp2 = −V1* ones ( 1 , 2*NH−1 ) /16 ;
95 H += diag ( temp1 , 1 ) + diag ( temp1 , −1 ) + diag ( temp2 , 2 ) + diag (

temp2 , −2 ) ;
96

97 %S c h l e i f e für den Quasi−Impuls
98 nqq = 1 ;
99 f o r qqq = qg r i d

100

101 %I n i t i a l i s i e r e d ie Diagonalelemente des Hamiltonian
102 f o r i i i = −NH:NH
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103 H( i i i +NH+1, i i i +NH+1) = (2* i i i +qqq ) **2 + . 5* (V0 + .25*V1) ;
104 end f o r
105

106 %Löse das Eigenwertproblem
107 [ tempEvec , tempEval ] = e ig ( H ) ;
108 [ E( nqq , : ) , t empsor t ] = so r t ( diag ( tempEval ) ) ;
109 f o r nnn = 1 :NB
110 c j ( nqq , : , nnn ) = tempEvec ( : , t empsor t ( nnn ) ) ;
111 end f o r
112

113 nqq++;
114 end f o r
115

116 %V o r s c h r i f t für maximal l o k a l i s i e r t e Wannier−Funktionen
117 f o r nnn = 1 :NB
118 f o r nqq = 1 :Nq
119 i f ( c j ( nqq , NH, nnn ) < 0 )
120 c j ( nqq , : , nnn ) = − c j ( nqq , : , nnn ) ;
121 e n d i f
122 end f o r
123 end f o r
124

125 %Berechne Bloch−Funktionen
126 f o r nnn = 1 :NB
127

128 u ( : , : , nnn ) = c j ( : , : , nnn ) *exp ( i *2* p i * t r a n s p o s e (−NH:NH) * x g r i d ) ;
129

130 ph i ( : , : , nnn ) = exp ( i * t r a n s p o s e ( q g r i d ) * x g r i d * p i ) .* u ( : , : , nnn ) ;
131 ph i ( : , : , nnn ) = ph i ( : , : , nnn ) /(norm( ph i ( : , : , nnn ) , ' f r o '

) * sqr t ( dx ) ) ;
132

133 end f o r
134

135 %Berechne Wannier−Funktionen im unteren Band b e i x = 0
136 wann ie r1 = sum( ph i ( : , : , 1) , 1 ) . ' ;
137

138 %Berechne Wannier−Funktionen im oberen Band b e i x = a/2
139 wann ie r2 = ( exp ( i * p i * . 5* qg r i d ) * ph i ( : , : , 2) ) . ' ;
140

141 %Berechne Wannier−Funktionen im unteren Band b e i x = a
142 wannier1nn = ( exp(− i * p i * qg r i d ) * ph i ( : , : , 1) ) . ' ;
143

144 %Berechne Wannier−Funktionen im oberen Band b e i x =−a/2
145 wannier2nn = ( exp(− i * p i * . 5* qg r i d ) * ph i ( : , : , 2) ) . ' ;
146

147 %Normiere Wannier−Funktionen
148 wann ie r1 = wann ie r1 /(norm( wannier1 , ' f r o ' ) * sqr t ( dx ) ) ;
149 wann ie r2 = wann ie r2 /(norm( wannier2 , ' f r o ' ) * sqr t ( dx ) ) ;
150 wannier1nn = wannier1nn /(norm( wannier1nn , ' f r o ' ) * sqr t ( dx ) ) ;
151 wannier2nn = wannier2nn /(norm( wannier2nn , ' f r o ' ) * sqr t ( dx ) ) ;
152

153 %Berechne Überlapp
154 o v e r l a p (V0nn ) = abs ( wannier1 '* wannier1nn *dx ) ;
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155

156 %Berechne U (nmuv)
0000 für Zwei−Band−Modell

157 BH1U0000(V0nn ) = (sum( abs ( wann ie r1 ) .**4 ) *dx ) **3 ;
158 BH1U0000(V0nn ) *= 8/ p i ;
159

160 BH2U0001(V0nn ) = ( wannier2 ' * ( wann ie r1 .* abs ( wann ie r1 ) .**2 ) *dx ) **3 ;
161 BH2U0001(V0nn ) *= 8/ p i ;
162

163 BH2U0011(V0nn ) = ( ( wann ie r2 .**2 ) '* ( wann ie r1 .**2 ) *dx ) **3 ;
164 BH2U0011(V0nn ) *= 8/ p i ;
165

166 BH2U0101(V0nn ) = (sum( ( abs ( wann ie r1 ) .**2 ) .* abs ( wann ie r2 ) ) *dx ) **3 ;
167 BH2U0101(V0nn ) *= 8/ p i ;
168

169 BH2U1111(V0nn ) = (sum( abs ( wann ie r2 ) .**4 ) *dx ) **3 ;
170 BH2U1111(V0nn ) *= 8/ p i ;
171

172 %Berechne J(n)
`

durch d i s k r e t e Fourier−Transformation
173 f tE1 = abs ( f f t (E ( : , 1) , Nq) ) /Nq ;
174 f tE2 = abs ( f f t (E ( : , 2) , Nq) ) /Nq ;
175 BH1J1(V0nn ) = f tE1 (2 ) ;
176 BH2J1(V0nn ) = f tE2 (2 ) ;
177 BH2J2(V0nn ) = f tE2 (3 ) ;
178

179 %Berechne Franck�Condon−Faktoren
180 f c f 1 (V0nn ) = wannier2nn ' * ( wann ie r2 .* cos ( p i * xg r i d ' ) ) *dx ;
181 f c f (V0nn ) = wannier2 ' * ( wann ie r1 .* cos ( p i * xg r i d ' ) ) *dx ;
182

183 %Berechne Bandabstand
184 Gap(V0nn ) = min ( E ( : , 2) ) − max( E ( : , 1) ) ;
185

186 V0nn++;
187 end f o r
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Anhang D

Die Molekularfeld-Näherung

In diesem Abschnitt wollen wir Näherungsformeln für das Produkt aus n Erzeugern und Ver-
nichtern aufstellen. Dieses Produkt nennen wir n-Produkt. Wir wollen im Weiteren die Erzeuger
und Vernichter kurz als Leiteroperatoren bezeichnen. Außerdem sollen in dem n-Produkt nur
Leiteroperatoren verschiedener Gitterplätze auftauchen.

Ausgangspunkt ist die Molekularfeld-Näherung, bei welcher das Produkt zweier Leiterope-
ratoren als Linearkombination eben dieser Leiteroperatoren dargestellt wird. Zunächst werden
die Leiteroperatoren in ein mittleres Feld 〈âk〉 =Ψk und in Fluktuationen δâk hierum aufge-
spalten:

âk =Ψk +δâk. (D.1)

Das mittlere Feld ist dabei eine komplexe Zahl und die gesamte Operatorwertigkeit des Leiter-
operators steckt in den Fluktuationen. Um in Produkten aus mehreren Leiteroperatoren die
Übersicht zu bewahren, verwenden wir folgende Notation für die Leiteroperatoren:

âα =: α̂=α+δα̂. (D.2)

Hier ist α ein kollektiver Index, der sowohl den Gitterplatz angibt, als auch die Information
darüber enthält, ob âα ein Erzeuger oder ein Vernichter ist.

Beginnen wir mit dem Produkt aus zwei Leiteroperatoren:

α̂β̂= (
α+δα̂)(

β+δβ̂)=αβ+αδβ̂+βδα̂+δα̂δβ̂
=αβ+α(

β̂−β)+β(
α̂−α)+δα̂δβ̂=αβ+αβ̂−αβ+βα̂−βα+δα̂δβ̂ (D.3)

Daraus bekommen wir das Ergebnis:

α̂β̂= α̂β+αβ̂−αβ+O
(
δα̂2)

. (D.4)

Hierbei ist O
(
δα̂2)

im Sinne von „in zweiter Ordnung in den Fluktuationen der Leiteroperato-
ren1“ zu verstehen und es ist nicht speziell der Leiteroperator α̂ gemeint.

Der nächste Schritt der Verallgemeinerung besteht darin, dass man Produkte von Funktionen
von Leiteroperatoren zweier verschiedener Gitterplätze betrachtet.

1Genauer gesagt deren Matrixelemente.
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Gegeben seien also zwei Funktionen f̂
(
â†

k, âk
)

und ĝ
(
â†

i , âi
)
, wobei die erste eine Funktion

von Leiteroperatoren des Gitterplatzes k und die zweite entsprechend des Gitterplatzes i ist.
Die beiden Funktionen spalten wir analog der Gleichung (D.1) jeweils in einen Mittelwert plus
Fluktuationen um diesen auf:

f̂
(
â†

k, âk
)= 〈

f̂
(
â†

k, âk
)〉+δ f̂

(
â†

k, âk
)
, (D.5)

ĝ
(
â†

i , âi
)= 〈

ĝ
(
â†

i , âi
)〉+δ ĝ

(
â†

i , âi
)
. (D.6)

Aus dem Produkt der beiden Fluktuationen können wir dann analog der Gleichung (D.3) eine
Molekularfeld-Näherung für die Funktionen f̂ und ĝ herleiten:

f̂
(
â†

k, âk
)
ĝ
(
â†

i , âi
)≈ 〈

f̂
(
â†

k, âk
)〉

ĝ
(
â†

i , âi
)+ f̂

(
â†

k, âk
)〈

ĝ
(
â†

i , âi
)〉−

〈
f̂
(
â†

k, âk
)〉〈

ĝ
(
â†

i , âi
)〉

. (D.7)

Hier haben wir Terme, welche quadratisch in den Fluktuationen sind vernachlässigt.

Wir wollen nun das Ergebnis für das Produkt von zwei Leiteroperatoren auf das Produkt von
drei, vier, . . . , n Leiteroperatoren erweitern. Dazu gehen wir schrittweise vor und berechnen
sukzessive Produkte immer höherer Ordnung in den Leiteroperatoren.

Betrachten wir zunächst das Produkt aus drei Leiteroperatoren:

δα̂δβ̂δγ̂= (
α̂−α)(

β̂−β)(
γ̂−γ)= (

α̂−α)(
β̂γ̂− β̂γ−βγ̂+βγ)

= α̂β̂γ̂− (
α̂β̂γ+ α̂βγ̂+αβ̂γ̂)+ (

α̂βγ+αβ̂γ+αβγ̂)−αβγ. (D.8)

Hier sei nochmals betont, dass α, β und γ auf jeweils verschiedenen Gitterplätzen wirken.
Nun spalten wir in der ersten Klammer die Produkte aus zwei Leiteroperatoren gemäß Glei-
chung (D.4) auf:

δα̂δβ̂δγ̂= α̂β̂γ̂− (
α̂βγ+αβ̂γ−αβγ+ α̂βγ+αβγ̂−αβγ+αβ̂γ+αβγ̂−αβγ)+

+ (
α̂βγ+αβ̂γ+αβγ̂)−αβγ+O

(
δα2)

(D.9)

= α̂β̂γ̂− (
α̂βγ+αβ̂γ+αβγ̂−2αβγ

)+O
(
δα2)

.

Damit erhalten wir für das Produkt aus drei Leiteroperatoren:

α̂β̂γ̂= α̂βγ+αβ̂γ+αβγ̂−2αβγ+O
(
δα2)

. (D.10)

Auf analoge Weise lassen sich nun immer höhere Ordnungen von Produkten berechnen. Wir
geben, ohne die explizite Rechnung zu zeigen, die Molekularfeld-Näherung für 4- und 5-Produkte
an:

α̂β̂γ̂ε̂= α̂βγε+αβ̂γε+αβγ̂ε+αβγε̂−3αβγε+O
(
δα2)

, (D.11)

α̂β̂γ̂ε̂ζ̂= α̂βγεζ+αβ̂γεζ+αβγ̂εζ+αβγε̂ζ+αβγεζ̂−4αβγεζ+O
(
δα2)

. (D.12)
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Es liegt die Vermutung nahe, dass die Molekularfeld-Näherung für ein Produkt aus n Leiter-
operatoren auf verschiedenen Gitterplätzen wie folgt lautet:

α̂1α̂2 · . . . ·α̂n = α̂1α2 · . . . ·αn+α1α̂2 · . . . ·αn+. . .+α1α2 · . . . ·α̂n−
(
n−1

)
α1α2 · . . . ·αn+O

(
δα2)

. (D.13)

Dies lässt sich durch Induktion beweisen. Den Induktionsbeginn stellt die Gleichung (D.4) dar.
Die Induktionsvoraussetzung (D.13) schreiben wir in kompakter Form:

α̂1α̂2 · . . . · α̂n =
n∑

i=1
α̂i

n∏
j=1
j 6=i

α j − (n−1)
n∏

i=1
αi +O

(
δα2)

. (D.14)

Der Induktionsschritt lautet:

α̂1α̂2 · . . . · α̂nα̂n+1 =
n∑

i=1
α̂iα̂n+1

n∏
j=1
j 6=i

α j − (n−1)α̂n+1

n∏
i=1

αi +O
(
δα2)

(D.14)=
n∑

i=1

(
α̂iαn+1 + α̂n+1αi −αiαn+1 +O

(
δα2)) n∏

j=1
j 6=i

α j − (n−1)α̂n+1

n∏
i=1

αi +O
(
δα2)

=
n∑

i=1
α̂iαn+1

n∏
j=1
j 6=i

α j +nα̂n+1

n∏
i=1

αi −n
n+1∏
i=1

αi − (n−1)α̂n+1

n∏
i=1

αi +O
(
δα2)

=
n+1∑
i=1

α̂i

n+1∏
j=1
j 6=i

α j −n
n+1∏
i=1

αi +O
(
δα2)

.

(D.15)

Dies ist, was wir zeigen wollten.
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