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Kapitel 1Einleitung
1.1 MotivationEin quantenmehanishes System wird mit einem Hamilton-Operator be-shrieben, der durh die Shr�odinger-Gleihungi�h ��t j�(t)i = Ĥj�(t)i (1.1)die Zeitentwiklung der Zust�ande j�(t)i bestimmt. Ist der Hamilton-Operator Ĥ eines Systems niht explizit zeitabh�angig, gilt also��tĤ = 0̂ ; (1.2)so kann die Zeitentwiklung in der Shr�odinger-Gleihung (1.1) durh dieL�osung j�(t)i = e�iĤt=�hj i (1.3)mit dem zeitunabh�angigen Zustand j i abgespalten werden. Die Ener-gieeigenwerte des Systems in den station�aren Zust�anden werden durhdie L�osung der zeitunabh�angigen Shr�odinger-Gleihung, d.h. der Eigen-wertgleihung des Hamilton-Operators ĤĤj i = Ej i ; (1.4)bestimmt. Leider lassen sih nur wenige Probleme aus der Quantenme-hanik durh das L�osen der Shr�odinger-Gleihungen (1.1) und (1.4) ana-lytish exakt berehnen. Es bestehen jedoh Verfahren, mit denen man5



sih zumindest N�aherungsl�osungen der Energieeigenwerte in (1.4) ver-sha�en kann. Die zeitunabh�angige St�orungstheorie geht von (1.4) ausund stellt die Energieeigenwerte durh eine Potenzreihenentwiklung ineinem vom Problem abh�angigen \Kopplungsparameter" � mit �� 1 dar,deren EntwiklungskoeÆzienten sukzessive bestimmt werden. Es zeigtsih f�ur viele Systeme, da� diese Potenzreihe einen vershwindenden Kon-vergenzradius hat, da ihre Konvergenz nur asymtotish f�ur � ! 0 vor-liegt. Demnah stellen Partialsummen bis zur Gr�o�enordnung N � 1=�eine brauhbare N�aherung dar, w�ahrend dar�uber hinaus reihende Parti-alsummen divergieren. Die St�orungstheorie bietet also keine M�oglihkeit,die Energieeigenwerte in beliebiger Genauigkeit zu berehnen. Es gibtjedoh vershiedene Resummierungsverfahren, die es erlauben, divergen-te Reihen in konvergente umzuformen. Zu den seit l�angerem bekann-ten Methoden z�ahlen das Pade- und das Pade-Borel-Verfahren [23℄, [24℄,[25℄. Diese wurden in j�ungster Zeit durh die Variationsst�orungstheorieerg�anzt [1℄ , bei der die EntwiklungskoeÆzienten von einem zus�atzlihenParameter abh�angen. Dieser Parameter wird dabei f�ur jede Partialsum-me angepa�t, um so die Konvergenz f�ur alle Kopplungsst�arken � 2 [0;1)zu erzwingen. Das in dieser Arbeit dazu angewandte Verfahren ist dieVariationsst�orungstheorie, die eine Resummation der zeitunabh�angigenSt�orungstheorie darstellt.1.2 ZusammenfassungBei der Formulierung der Variationsst�orungstheorie f�ur die quantenme-hanishe Zustandssumme, ergeben sih im Verlauf der Rehnung soge-nannte \Erwartungswerte", zu deren Auswertung im theoretishen Teildieser Arbeit eine f�ur jede Ordnung g�ultige \Vershmierungsformel" kon-struiert wird. Diese ist eine Verallgemeinerung der Vershmierungsformelzur Variationsst�orungstheorie erster Ordnung [1, (5.41)℄. Ferner reprodu-ziert sie die Erwartungswerte, die zu polynomialen Potentialen bisher mitHilfe des Wik-Theorems berehnet wurden. Die Vershmierungsformelerm�ogliht es, die Anwendung der Variationsst�orungsthorie f�ur die quan-tenmehanishe Zustandssumme auf solhe physikalishen Systeme aus-zudehnen, deren Potenzreihenentwiklung des Potentials nah der Orts-koordinate niht abbriht. Ein Beispiel f�ur ein solhes Potential ist dasdes Coulomb-Problems V (x) � 1=jrj, dessen Untersuhung im zweiten6



Teil der Arbeit einerseits die Anwendung der Vershmierungsformel undandererseits die Konvergenzeigenshaften der Variationsst�orungstheorieillustrieren soll.1.3 Aufbau der ArbeitDas Hauptgewiht dieser Arbeit liegt auf der Verbesserung und An-wendung der Variationsst�orungstheorie f�ur die quantenmehanishe Zu-standssumme. Deshalb werden am Ende dieses Kapitels einige Grundla-gen aus der klassishen und quantenmehanishen statistishen Physikvorbereitend erl�autert. In Kapitel 2 wird die Variationsst�orungstheorief�ur die quantenmehanishe Zustandssumme entwikelt. Sie besitzt einebesondere Eleganz und Anshaulihkeit, und stellt dar�uber hinaus nihtnur einen Variationsparameter, sondern eine ganze Shar bereit, die dieApproximation der exakten Zustandssumme optimieren. Im Kapitel 3wird ein wihtiges Werkzeug f�ur die Anwendung der Theorie gesha�en.Die Formulierung des Variationsverfahrens f�ur die Zustandssumme f�uhrtauf harmonishe Erwartungswerte, deren Auswertung durh die in die-sem Kapitel entwikelte \Vershmierungsformel" erm�ogliht wird. DieseFormel erweitert die Anwendbarkeit der Theorie auf eine neue Klassevon Potentialen, bei dem die Erwartungswerte niht mit Hilfe des Wik-Theorems auswertbar sind. Das Wik-Theorem f�ur harmonishe Erwar-tungswerte wird am Ende dieses Kapitels bewiesen. Anshlie�end werdenim Kapitel 4 die Temperaturgrenzf�alle der Variationsst�orungstheorie f�urdie Zustandssumme diskutiert, und es wird der Zusammenhang zwishendem e�ektiven Potential und der Grundzustandsenergie bei T = 0 her-geleitet. Es folgt die Darstellung der St�orungstheorie f�ur die Energieei-genwerte und als deren Erweiterung, die Variationst�orungstheorie f�ur dieEnergieeigenwerte im Kapitel 5. Diese Formulierung ist tehnish leihterauszuwerten als die Zustandssummenformulierung.Bei der Variationsst�orungstheorie handelt es sih um ein vergleihs-weise neues Verfahren, das auf Feynman und Kleinert [1, Kap. 5℄ zur�uk-geht und dessen Anwendungen siher noh niht voll entwikelt sind [5℄.In diesem Sinne stellen die letzten drei Kapitel einerseits eine Illustrationder Anwendbarkeit der Theorie dar, andererseits dienen sie auh dazu,ihr Konvergenzverhalten beispielhaft zu untersuhen. Das Kapitel 6 ist7



der ersten der beiden Anwendungen in dieser Arbeit gewidmet. Es wirddie freie Energie des anharmonishen Oszillator aus der zweiten N�ahe-rung der quantenmehanishen Zustandssumme berehnet und dabei dieErgebnisse von H. Meyer [26℄ reproduziert. Hier zeigt sih der semi-analytishe Charakter des Verfahrens: Shon zur Berehnung der erstenN�aherung der Zustandssumme des anharmonishen Oszillators, mu� einetranszendente Gleihungen per Iteration, also numerish, gel�ost werden.Die Vershmierungsformel erm�ogliht es, auh das Coulomb-Problem inder Variationsst�orungstheotie f�ur die Zustandssumme zu behandeln, inder harmonishe Erwartungswerte auftreten, die niht �uber das Wik-Theorem zu berehnen sind. Die Grundzustandsenergie des Coulomb-Problems wird im Kapitel 7 f�ur T = 0 bis zur zweiten Ordnung analy-tish berehnet. Im Kapitel 8 wird das Coulomb-Problem in der Variati-onsst�orungstheorie der Energieeigenwerte semianalytish bis zur drittenOrdnung berehnet. Die Ergebnisse des Kapitels 7 werden dadurh konso-lidiert, denn in [1, S. 177 �.℄ wird gezeigt, da� dieN -ten Approximationendes k-ten Energie-Niveaus, die sih aus beiden Ans�atzen ergeben, untergewissen Bedingungen �ubereinstimmen.Das Hauptgewiht dieser Arbeit liegt auf der Untersuhung der Va-riationsst�orungstheorie f�ur die quantenmehanishe Zustandssumme. Eswerden also nur solhe quantenmehanishen Systeme untersuht, die anein Reservoir mit Temperatur T im Gleihgewiht gekoppelt sind. ZurVorbereitung werden zun�ahst einige wihtige Grundbegri�e der statisti-shen Physik zusammengetragen.1.4 Klassishe StatistikMan betrahte ein klassishes kanonishes Ensemble von nihtwehselwir-kenden Teilhen bei Temperatur T im thermishen Gleihgewiht. Nahden Regeln der statistishen Mehanik ist die Wahrsheinlihkeit, eingegebenes Teilhen im Volumenelement dp dx am Punkt (p; x) des Pha-senraumes anzutre�en, gegeben durh [16℄dp dx2��h �(p; x) (1.5)
8



mit der Wahrsheinlihkeitsdihte�(p; x) = 1Zl exp f��H(p; x)g ; (1.6)der Hamilton-Funktion des TeilhensH(p; x) = p22M + V (x) (1.7)und der Abk�urzung � � 1=kBT : (1.8)Die NormierungskonstanteZl = s M2��h2� +1Z�1 dx exp f��V (x)g (1.9)hei�t Zustandssumme. Der Mittelwert einer beliebigen physikalishenGr�o�e F (p; x), abh�angig von Impuls und Ort, ist gegeben durh [16℄hF (p; x)il = +1Z�1 +1Z�1 dp dx2��h F (p; x)�(p; x) : (1.10)Ohne eine explizite Impulsabh�angigkeit F (p; x) = F (x), l�a�t sih die p-Integration ausf�uhren, und der Erwartungswert wird durh das r�aumliheIntegral hF (x)il = 1Zls M2��h2� +1Z�1 dxF (x) exp f��V (x)g (1.11)gegeben. Spezialisiert man weiter auf den harmonishen OszillatorV (x) = M!22 x2 ; (1.12)so erhalten wir die ZustandssummeZ!l = s 1�!�h ; (1.13)9



und es gilt hF (x)il = 1p2��l +1Z�1 dxF (x) exp(� x22�l) : (1.14)Die dabei auftretende Fluktuationsbreite�l = 1M�!2 (1.15)beshreibt die Gr�o�e der thermishen Shwankungen.1.5 QuantenstatistikIm analogen quantenmehanishen System ist die Wahrsheinlihkeit, dasSystem im Zustand m anzutre�en, durh die Matrixelementehmj�̂jmi : (1.16)gegeben, wo �̂ den Dihteoperator�̂ = 1Zqu e��Ĥ (1.17)mit dem Hamilton-Operator Ĥ bezeihnet und der NormierungsfaktorZqu = Trhe��Ĥi (1.18)die quantenmehanishe Zustandssumme darstellt. Der Erwartungswerteines Operators F̂ ist hier durh [16℄hF̂ iqu = Trh�̂F̂ i (1.19)erkl�art. Sei F̂ ein Operator, der in Ortsdarstellung diagonal ist. F�ur einharmonishes Oszillatorpotential gewinnt die Dihtematrix �̂ in der Orts-darstellung die allgemeine Form [16℄�(x; x0) = s M!��h oth ��h!=2� exp��M!4�h h(x + x0)2 tanh��h!=2 + (x� x0)2 oth ��h!=2i� (1.20)10



mit den Diagonalelementen�(x; x) = 1p2��qu e�x2=2�qu : (1.21)Die Zustandssumme istZ!qu = 12 sinh(�h!�=2) (1.22)wobei die Shwankungsbreite�qu = �h2M! oth ��h!=2 (1.23)anteilig sowohl durh thermishe als auh durh Quantenuktuationenverursaht wird. Letztere werden im Hohtemperaturgrenzfall jedoh un-bedeutend, und �qu strebt gegen den klassishen Limes:limT!1�qu = �l : (1.24)Es folgt f�ur (1.19)hF̂ iqu = 1p2��qu +1Z�1 dxF (x) exp(� x22�qu) : (1.25)
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Kapitel 2Variationsst�orungstheorie f�urdie quantenmehanisheZustandssummeIn diesem Kapitel werden die Grundz�uge der Variationsst�orungstheo-rie f�ur die quantenmehanishe Zustandssumme entwikelt. Sie enth�altim Untershied zur gew�ohnlihen quantenmehanishen St�orungstheorieeinen Variationsparameter, der geeignet ist, eine gegebene Approxima-tion zu optimieren. Die Pfadintegralformulierung maht diesen Parame-ter ganz besonders anshaulih: Er stellt die Frequenz einer Shar vonharmonishen Oszillatoren dar, die die Zustandssumme eines zu unter-suhenden quantenmehanishen Systems approximiert.Ausgangspunkt f�ur die Theorie ist die Pfadintegraldarstellung f�urdie quantenmehanishe Zustandssumme einer Punktmasse mit Poten-tial V (x) in einer DimensionZ = I Dx(�) exp��1�hA[x(�)℄� (2.1)mit der euklidishen WirkungA[x(�)℄ = �h�Z0 d� �M2 _x(�)2 + V (x(�))� : (2.2)Im Pfadintegral (2.1) wird �uber alle periodishen Bahnen aufsummiert,12



d.h. �uber alle Pfade x(�) mitx(0) = x(�h�) : (2.3)Es erweist sih als sinnvoll, das Pfadmittelx = 1�h� �h�Z0 d�x(�) (2.4)durh die Identit�at 1 = +1Z�1 dx0 Æ(x� x0) (2.5)einzuf�uhren. Dann zerf�allt die Zustandssumme (2.1) in das gew�ohnliheIntegral Z = s M2��h2� +1Z�1 dx0 Zx0 (2.6)und ein Pfadintegral f�ur die sogenannte lokale ZustandssummeZx0 = s2��h2�M I Dx(�) Æ(x� x0) exp��1�hA[x(�)℄� : (2.7)Da (2.7) bereits die quantenmehanishen E�ekte beinhaltet, de�niertman ein e�ektives klassishes Potential durhV e�(x0) = � 1� lnZx0 : (2.8)Dadurh wird erreiht, da� die quantenmehanishe Zustandssumme(2.6) formal dem klassishen Pendant (1.9) �ahnelt:Z = s M2��h2� +1Z�1 dx0 exp n��V e�(x0)o : (2.9)Diese Shreibweise l�a�t den direkten Vergleih mit dem klassishen Sy-stem und damit die Absh�atzung der Quantene�ekte zu.Im weiteren Verlauf wird nun ein Verfahren entwikelt, das es ge-stattet, das e�ektive Potential V e�(x0) auh f�ur niht analytish l�osbare13



physikalishe Systeme zu approximieren. Dazu wird in der euklidishenWirkung so umgeshrieben, da� sie inA[x(�)℄ = Ax0
 [x(�)℄ +Ax0int[x(�)℄ (2.10)zerf�allt, mitAx0
 [x(�)℄ = �h�Z0 d� �M2 _x(�)2 + M2 
(x0)2 [x(�)� x0℄2� (2.11)und Ax0int[x(�)℄ = �h�Z0 d� �V (x(�))� M2 
(x0)2[x(�)� x0℄2� : (2.12)Die Wirkung (2.11) stellt diejenige eines um x0 vershobenen harmoni-shen Oszillators dar, f�ur den auh in der Pfadintegralformulierung dieZustandssumme analytish berehenbar ist [1℄. Die Frequenz 
(x0) istnoh unbestimmt und dient dazu, das Potential V (x0) durh eine Sharvon vershobenen harmonishen Oszillatoren anzun�ahern. Das Potenti-al in der Wirkung (2.12) bezeihnet man als Wehselwirkungspotential(engl.: interation potential)V x0int (x) = V (x)� M2 
(x0)2(x� x0)2 : (2.13)Setzt man die Zerlegung (2.10) in (2.7) ein und entwikelt man in derWehselwirkung (2.12), so f�uhrt das aufZx0 = s2��h2�M I Dx(�) Æ(x� x0) exp��1�hAx0
 [x(�)℄� (2.14)��1� 1�hAx0int[x(�)℄ + 12�h2 (Ax0int[x(�)℄)2 � 16�h3 (Ax0int[x(�)℄)3 + : : :� :De�niert man die lokale harmonishe ZustandssummeZx0
 = s2��h2�M I Dx(�) Æ(x� x0) exp��1�hAx0
 [x(�)℄� (2.15)14



und die harmonishen ErwartungswertehF1(x(�1)) : : : FN(x(�N ))ix0
 = 1Zx0
 s2��h2�M� I Dx(�)F1(x(�1)) : : : FN(x(�N ))Æ(x� x0) exp��1�hAx0
 [x(�)℄� ; (2.16)so lautet die obige Entwiklung (2.14)Zx0 = Zx0
 8><>:1� 1�h �h�Z0 d�1hV x0int (x(�1))ix0
 (2.17)+ 12�h2 �h�Z0 d�1 �h�Z0 d�2hV x0int (x(�1))V x0int (x(�2))ix0
� 16�h3 �h�Z0 d�1 �h�Z0 d�2 �h�Z0 d�3hV x0int (x(�1))V x0int (x(�2))V x0int (x(�3))ix0
 + : : :9>=>; :(2.17) l�a�t sih auh in eine Exponenntialentwiklung umshreibenZx0 = Zx0
 exp8><>:�1�h �h�Z0 d�1hV x0int (x(�1))ix0
; (2.18)+ 12�h2 �h�Z0 d�1 �h�Z0 d�2hV x0int (x(�1))V x0int (x(�2))ix0
;� 16�h3� �h�Z0 d�1 �h�Z0 d�2 �h�Z0 d�3hV x0int (x(�1))V x0int (x(�2))V x0int (x(�3))ix0
; + : : :9>=>; :(2.17) hei�t Momenten- und (2.18) Kummulantenentwiklung. Hierbeisind die ersten drei Kummulanten folgenderma�en de�niert: Die ersteKummulante und das erste Moment sind identishhV x0int (x(�1))ix0
; = hV x0int (x(�1))ix0
 ; (2.19)die zweite Kummulante entspriht der StandardabweihunghV x0int (x(�1))V x0int (x(�2))ix0
; =hV x0int (x(�1))V x0int (x(�2))ix0
 � hV x0int (x(�1))ix0
 hV x0int (x(�2))ix0
 (2.20)15



und f�ur die dritte Kummulante gilthV x0int (x(�1))V x0int (x(�2))V x0int (x(�3))ix0
; =hV x0int (x(�1))V x0int (x(�2))V x0int (x(�3))ix0
�3hV x0int (x(�1))V x0int (x(�2))ix0
 hV x0int (x(�3))ix0
+2hV x0int (x(�1))ix0
 hV x0int (x(�2))ix0
 hV x0int (x(�3))ix0
 : (2.21)Gem�a� De�nition (2.8) wird das e�ektive Potential V e�(x0) dabei zuV e�(x0) = � 1� lnZx0
 + 1�h� �h�Z0 d�1 hV x0int (x(�1))ix0
;� 12�h2� �h�Z0 d�1 �h�Z0 d�2 hV x0int (x(�1))V x0int (x(�2))ix0
;+ 16�h3� �h�Z0 d�1 �h�Z0 d�2 �h�Z0 d�3hV x0int (x(�1))V x0int (x(�2))V x0int (x(�3))ix0
; + : : : : (2.22)Da durh die Einf�uhrung des Parameters 
(x0) die Wirkung (2.10) nihtver�andert wurde, wird auh das e�ektive Potential V e�(x0) in (2.22) nihtvon dem Parameter 
(x0) abh�angen. Briht man die Summation jedohnah N Termen ab, so stellt 
(x0) einen Parameter dar, der geeignet ist,die N -te PartialsummeWN
 (x0) = � 1� lnZx0
 + NXn=1 (�1)n+1n! �hn� h(Ax0int[x(�)℄)nix0
; : (2.23)so zu variieren, da� die gesamte Reihe (2.22) m�oglihst gut angen�ahertwird.Das optimale 
N (x0) sheint dasjenige zu sein, in dessen Umgebungdie PartialsummeWN
 (x0) am wenigsten davon abh�angt. In der Tat zeigtdie Untersuhung der Partialsummenfolge in [1, 8, 12℄ f�ur das PotentialV (x) = M!2x2=2 + gx4=4 bei der Temperatur T = 0 eine mit der Ord-nung N exponentiell shnelle Konvergenz gegen das exakte Potential,falls f�ur jede Ordnung N der Parameter 
N (x0) so gew�ahlt wird, da� dieVer�anderlihkeit der Partialsumme WN
 (x0) dort minimal wird. Zur Er-mittelung des optimalen 
N (x0) ist gem�a� [1℄ nah folgender Vorshrift16



zu verfahren. Es ist zun�ahst die erste Ableitung der Approximation null-zusetzen: dWN
 (x0)d
(x0) = 0 : (2.24)Es ist die kleinste reelle der auftretenden L�osungen zu w�ahlen. Hat dieseGleihung keine L�osung in 
(x0), wird die zweite Ableitung nullgesetzt:d2WN
 (x0)d
(x0)2 = 0 : (2.25)Gibt es wieder kein 
(x0), das die Gleihung befriedigt, so mu� sukzessivzu h�oheren Ableitungen �ubergegangen werden. Das der niedersten l�osba-ren Ableitung entstammende kleinste reelle 
N (x0) ist das gesuhte: Laut[1℄ ist die Konvergenz der Partialsummenfolge gegen ihren exakten Werthier am besten. F�ur andere Potentiale ist die Konvergenz des Verfahrensniht bewiesen. Auh aus diesem Grund wird in Kapitel 6 die analogeEntwiklung bis zur zweiten Ordnung f�ur das Coulomb-Potential bei-spielhaft untersuht.

17



Kapitel 3Berehnung vonharmonishenErwartungswertenDie Anwendbarkeit der in Kapitel 2 entwikelten Variationsst�orungstheo-rie h�angt ma�geblih von den M�oglihkeiten ab, die harmonishen Erwar-tungswerte (2.16) explizit auszuwerten. Die Auswertung durh Feynman-graphen stellt eine sehr elegante Methode dar [1℄,[10℄, die jedoh denNahteil hat, da� sie nur bei quantenmehanishen Systemen mit polyno-mialem Potential anwendbar ist. Eine andere Methode, f�uhrt die Pfadin-tegale in (2.16) auf Riemanshe Integrale zur�uk. In niederster Ordnunggibt es dazu eine einfahe Vershmierungsformel [1, (5.41)℄, die hier zuh�oheren Ordnungen erweitert wird. Sie gestattet es, die Pfadintegrationauf eine Faltung der zu mittelnden Funktion mit einer Gau�-Funktionzur�ukzuf�uhren. Es kommen dabei zwei Methoden zur Anwendung: Dieerste folgt der Ableitung der Vershmierungsformel erster Ordnung [1℄.Die zweite f�uhrt das zu berehnende Pfadintegral durh Fouriertransfor-mationen auf das l�osbare Pfadintegral der Zustandssumme des harmoni-shen Oszillators mit Stromankopplung zur�uk.
18



3.1 Fourierzerlegung des PfadesDas Pfadintegral (2.16) wird �uber alle geshlossenen Pfade gef�uhrt, soda� sih der Pfad x(�) in eine Fourierreihe zerlegen l�a�t:x(�) = x0 + 1Xm=1 �xmei!m� + x�me�i!m�� : (3.1)Die Randbedingung x(0) = x(�h�) f�uhrt dabei auf die Matsubara-Fre-quenzen !m = 2�m=�h� : (3.2)Das Pfadma� H Dx(�) �andert sih bei dieser Substitution nah [1, (2.311)℄I Dx(�) = +1Z�1 dx0 1Ym=18<: +1Z�1 dxrem +1Z�1 dximm �M!2m� 9=;s M2��h2� : (3.3)F�ur das Pfadma� aus (2.16) gilt somitI Dx(�)Æ(x� x0) = 1Ym=18<: +1Z�1 dxrem +1Z�1 dximm �M!2m� 9=;s M2��h2� ; (3.4)denn x0 f�allt auf nat�urlihe Weise mit dem Pfadmittel x zusammen. Waserhalten bleibt, sind lediglih die Integrationen �uber die Real- und Ima-gin�arteile der Fourieramplituden xrem und ximm . In den Erwartungswerten(2.16) tauht die lokale harmonishe Zustandssumme (2.15) auf, derenBerehnung deshalb an den Anfang gestellt wird.3.1.1 Lokale harmonishe ZustandssummeSetzt man (3.1) und (3.4) in (2.11) und (2.15) ein, ergibt sih nahAusf�uhren der � - Integration in der WirkungZx0
 = 1Ym=18<: +1Z�1 dxrem +1Z�1 dximm �M!2m� 9=;� exp(�M� 1Xm=1 h!2m + 
2(x0)i h(xrem)2 + (ximm )2i) : (3.5)19



Alle Integrale sind hier Gau�sher Natur und lassen sih deshalb direktberehnen: Zx0
 = 1Ym=1 !2m!2m + 
2(x0) : (3.6)Unter Zuhilfenahme der Produktdarstellung der hyperbolishen Sinus-Funktion [3, 1.431.2℄ sinhx = x 1Ym=1 m2�2 + x2m2�2 (3.7)folgt mit den Matsubara-Frequenzen (3.2)Zx0
 = �h
(x0)�=2sinh �h
(x0)�=2 : (3.8)3.1.2 Erwartungswert f�ur eine FunktionNah (2.16) ist f�ur N = 1 der folgende Erwartungswert zu berehnen:hF1(x(�1))ix0
 = 1Zx0
 s2��h2�M� I Dx(�)F1(x(�1))Æ(x� x0) exp��1�hAx0
 [x(�)℄� : (3.9)Substituiert man (3.1) und (3.4) unter Beahtung von (2.11), so folgthF1(x(�1))ix0
 = 1Zx0
 1Ym=18<: +1Z�1 dxrem +1Z�1 dximm �M!2m� 9=;�F1  x0 + 2 1Xm=1 �xrem os!m�1 � ximm sin!m�1�!� exp(�M� 1Xm=1 h!2m + 
2(x0)i h(xrem)2 + (ximm )2i) : (3.10)Der Integrand soll in jedem Argument auf Gau�-Form gebraht werden.Dazu wird die Funktion F1(x(�1)) einer Fourieranalyse unterzogen:F1(x(�1)) = +1Z�1 dk12� eik1x(�1) ~F1(k1) : (3.11)20



Hierbei bezeihnet ~F1(k1) die Fouriertransformierte von F1(x(�1)). Setztman (3.11) in (3.10) ein, und trennt man Real- und Imagin�arteile, soergibt sihhF1(x(�1))ix0
 = 1Zx0
 1Ym=18<: +1Z�1 dxrem +1Z�1 dximm �M!2m� 9=; +1Z�1 dk12� ~F1(k1)� exp(ik1x0 �M� 1Xm=1 h!2m + 
2(x0)i h(xrem)2 + (ximm )2� 2ik1[!2m + 
2(x0)℄�M �xrem os!m�1 � ximm sin!m�1�#) : (3.12)Hier kann sowohl in den xrem als auh in den ximm quadratish erg�anztwerden, was auf den Exponentenik1x0 �M� 1Xm=1 h!2m + 
2(x0)i 8<: xrem � ik1 os!m�1[!2m + 
2(x0)℄�M !2+ ximm + ik1 sin!m�1[!2m + 
2(x0)℄�M !2 + k21[!2m + 
2(x0)℄2�2M29=; (3.13)f�uhrt. Die quadratishen Terme in den Variablen xrem und ximm k�onnennun nah Gau� integriert werden, wobei wegen (3.6) gerade die lokaleharmonishe Zustandssumme im Nenner von (3.12) kompensiert wird.Es folgthF1(x(�1))ix0
 =+1Z�1 dk12� ~F1(k1) exp(ik1x0� k21�M 1Xm=1 1!2m+
2(x0)) : (3.14)An dieser Stelle de�nieren wira2(x0) := 2�M 1Xm=1 1!2m + 
2(x0) ; (3.15)was sih gem�a� (A.11) geshlossen darstellen l�a�t durha2(x0) = �h2M
(x0) (oth "�h�
(x0)2 #� 2�h�
(x0)) : (3.16)21



Es zeigt sih bei der Berehnung von Mittelwerten mit N Zeitargumen-ten, da� es sinnvoll ist, (3.16) als Diagonalelement einer symetrishenN � N Matrix aufzufassen. (3.15) wird sih dabei als Spezialfall einerallgemeineren Reihe herausstellen. Mit Hilfe der Fourier-R�uktransfor-mation F1(k1) = +1Z�1 dx1e�ik1x1 ~F1(x1) (3.17)folgt aus (3.14) und (3.15) shlie�lih die Vershmierungsformel [1, (5.41)℄hF1(x(�1))ix0
 = +1Z�1 dy1q2�a2(x0) exp "�(y1 � x0)22a2(x0) #F1(y1) : (3.18)Sie erm�ogliht es, den Mittelwert hF1(x(�1))ix0
 der Funktion F1(x(�1))mit der Pfadintegraldarstellung (3.9) auf die Faltung mit einer Gau�-Funktion zur�ukzuf�uhren, deren Breite durh a2(x0) gegeben ist. Bevorder Erwartungswert f�ur zwei Funktionen berehnet wird, betrahten wirdie sogenannte ZweipunktkorrelationGx0(�1; �2) := hx(�1)x(�2)ix0
 : (3.19)3.1.3 ZweipunktkorrelationDie Zweipunktkorrelation (3.19) erlangt in der Feldtheorie eine funda-mentale Bedeutung, da nah dem Wik-Theorem (3.90) alle N -Punkt-korrelationen hx(�1) : : : x(�N )ix0
 auf diese Gr�o�e zur�ukzuf�uhren sind. Zuihrer Berehnung werden in der De�nition der harmonishen Erwartungs-werte (2.16) mit der Wirkung (2.11) der Pfad durh (3.1) und das Pfad-ma�es gem�a� (3.4) ersetzt:Gx0(�1; �2) = 1Zx0
 1Ym=18<: +1Z�1 dxrem +1Z�1 dximm �M!2m� 9=;� "x0 + 2 1Xm=1 �xrem os!m�1 � ximm sin!m�1�#� "x0 + 2 1Xm=1 �xrem os!m�2 � ximm sin!m�2�#� exp(�M� 1Xm=1 h!2m + 
2(x0)i h(xrem)2 + (ximm )2i) : (3.20)22



Wird das Produkt der Klammern in der zweiten und dritten Zeile von(3.20) ausmultipliziert, so ergeben die Mishterme Integrale vom Typ+1Z�1 dxx exp n�ax2o ; (3.21)welhe vershwinden. Wir erhalten somitGx0(�1; �2) = 1Zx0
 1Ym=18<: +1Z�1 dxrem +1Z�1 dximm �M!2m� 9=; (3.22)(x20+4 1Xm=1h(xrem)2 os!m�1 os!m�2+(ximm )2 sin!m�1 sin!m�2i) :Die verbleibenden Gau�-Integrationen lassen sih mit den Formeln [19,S. 66, Nr. 2,4℄ +1Z�1 exp n�ax2o = r�a (3.23)und +1Z�1 x2 exp n�ax2o = p�2pa3 (3.24)ausf�uhren:Gx0(�1; �2) = 1Zx0
 " 1Ym=1 !2m!2m + 
2(x0)# (3.25)� "x20 + 2�M 1Xm=1 os!m�1 os!m�2 + sin!m�1 sin!m�2!2m + 
2(x0) # :Wir benutzen das Additionstheoremos(x� y) = os x os y + sin x sin y (3.26)sowie die Produktdarstellung der lokalen harmonishen Zustandssumme(3.6) und es folgt Gx0(�1; �2) = x20 + a�j�j0 (x0) (3.27)23



mit der De�nitiona�j�j0 (x0) := 2�M 1Xm=1 os [!m(�j � �j0)℄!2m + 
2(x0) (3.28)f�ur j; j 0 = 1; 2. Die Summe (3.28) wird wird f�ur j�j � �j0j � �h� in (A.11)explizit berehnet:a�j�j0 (x0)=�h2M
(x0)(osh [
(x0)j�j��j0j��h�
(x0)=2℄sinh (�h�
(x0)=2) � 2�h�
(x0)) ;(3.29)wobei sih (3.16) als Spezialfall von (3.29) mit j = j 0 = 1 herausstellt.3.1.4 Erwartungswert f�ur zwei FunktionenAls n�ahstes soll der Erwartungswert (2.16) f�urN = 2 untersuht werden.Es tauhen shon dabei alle tehnishen Shwierigkeiten auf, die auh f�urdie Rehnung mit N Zeitargumenten zu bew�altigen sind. Die Ersetzungdes Pfades (3.1) und des Pfadma�es (3.4) f�uhren hier mit (2.11) aufhF1(x(�1))F2(x(�2))ix0
 = 1Zx0
 1Ym=18<: +1Z�1 dxrem +1Z�1 dximm �M!2m� 9=;�F1 "x0 + 2 1Xm=1 �xrem os!m�1 � ximm sin!m�1�#�F2 "x0 + 2 1Xm=1 �xrem os!m�2 � ximm sin!m�2�#� exp(�M� 1Xm=1 h!2m + 
2(x0)i h(xrem)2 + (ximm )2i) : (3.30)Die Funktionen F1 und F2 mit ihren FourierdarstellungenFj(x(�j)) = +1Z�1 dkj2� ~Fj(kj)eix(�j)kj (3.31)f�ur j = 1; 2 liefern eingesetzthF1(x(�1))F2(x(�2))ix0
 = 24



1Zx0
 1Ym=18<: +1Z�1 dxrem +1Z�1 dximm �M!2m� 9=; +1Z�1 dk12� +1Z�1 dk22� ~F1(k1) ~F2(k2)� exp(i(k1 + k2)x0 �M� 1Xm=1 h!2m + 
2(x0)i �(xrem)2 + (ximm )2� 2ik1[!2m + 
2(x0)℄�M �xrem os!m�1 � ximm sin!m�1�� 2ik2[!2m + 
2(x0)℄�M �xrem os!m�2 � ximm sin!m�2� �) : (3.32)Den Exponenten ordnet man nah Real- und Imagin�arteilen und erg�anztin diesen quadratish. Beim Ausf�uhren der xrem- bzw. ximm -Integrationenwird wieder die lokale harmonishe Zustandssumme (3.5) im Nenner von(3.30) ausgeglihen. Es verbleiben die quadratishen Erg�anzungenhF1(x(�1))F2(x(�2))ix0
 = +1Z�1 dk12� +1Z�1 dk22� ~F1(k1) ~F2(k2) (3.33)� exp�i(k1 + k2)x0 � 1�M 1Xm=1 1!2m + 
2(x0)� h(k1 os!m�1 + k2 os!m�2)2 + (k1 sin!m�1 + k2 sin!m�2)2i � :Der Exponent shreibt sih unter Verwendung des Additionstheorems(3.26) und der Summe (3.28)i(k1 + k2)x0 � k21 a�1�1(x0)2 � k22 a�2�2(x0)2 � k1k2a�1�2(x0) : (3.34)Um alle Details der Rehnung aufzugreifen, die f�ur den Fall mit N Zeit-argumenten wihtig sind, soll die Vektorshreibweise eingef�uhrt werden:k :=  k1k2 ! ; x0 :=  x0x0 ! :Dar�uber hinaus sind die a�j�j0 (x0) als Elemente einer 2� 2-Matrix A(x0)aufzufassen A�1(x0) =  a�1�1(x0) a�1�2(x0)a�2�1(x0) a�2�2(x0) ! ; (3.35)25



deren Neben- und Hauptdiagonalelemente jeweils identish sind. Der Er-wartungswert bekommt damit die FormhF1(x(�1))F2(x(�2))ix0
 = +1Z�1 dk12� +1Z�1 dk22� ~F1(k1) ~F2(k2)� exp�ikTx0 � 12kTA(x0)k� : (3.36)Die Funktionen ~F1 und ~F2 werden nun gem�a�Fj(kj) = +1Z�1 dxje�ikjxj ~Fj(xj) (3.37)mit j = 1; 2 r�uktransformiert. Sind die neuen Variablen xj auh inVektorshreibweise gehalten, so folgthF1(x(�1))F2(x(�2))ix0
 = +1Z�1 dk12� +1Z�1 dk22� +1Z�1 dy1 +1Z�1 dy2F1(y1)F2(y2)� exp�ikT (x0 � y)� 12kTA(x0)k� : (3.38)In (B.9) wird gezeigt, da� f�ur nihtsingul�are Matrizen A und beliebigeDimensionen N das Gau�-Integral+1Z�1 dNk(2�)N exp�ikTy� 12kTAk� (3.39)die Form hat 1q(2�)Ndet(A) exp��12yT (A�1)y� : (3.40)Dabei stellt A�1 die zu A inverse Matrix dar. Auf (3.38) angewandt,ergibt sih das Resultat:hF1(x(�1))F2(x(�2))ix0
 = 1q(2�)2det(A(x0)) +1Z�1 dy1 +1Z�1 dy2F1(y1)F2(y2)� exp��12(y� x0)T [A�1(x0)℄(y� x0)� : (3.41)26



3.1.5 Erwartungswert f�ur N FunktionenDie Verallgemeinerung auf N Zeitargumente ist direkt ablesbar. An dieStelle der Formel (3.34) tritt deren N -dimensionales PendanthF1(x(�1)) : : : FN(x(�N ))ix0
 = NYj=18<: +1Z�1 dkj2� ~Fj(kj)9=;� exp8<:ix0 NXj=1 kj � 1�M 1Xm=1 1!2m + 
2(x0)� 8><>:24 NXj=1 kj os (!m�j)352 + 24 NXj=1 kj sin (!m�j)3529>=>;9>=>; : (3.42)Die Vektoren k, x0 und y sind nun N -dimensional:k := 0BBBBBB� k1:::kN
1CCCCCCA ; x0 := 0BBBBBB� x0:::x0

1CCCCCCA ; y := 0BBBBBB� y1:::yN
1CCCCCCA : (3.43)Aus der fr�uheren 2 � 2-Matrix A(x0) wird nun eine N � N -Matrix mitden Komponenten (A(x0))jj0 := a�j�j0 (x0). So l�a�t sih (3.42) kompaktshreiben alshF1(x(�1)) : : : FN (x(�N ))ix0
 = NYj=18<: +1Z�1 dkj2� ~Fj(kj)9=;� exp�ikTx0 � 12kTA(x0)k� : (3.44)Die Funktionen ~Fj werden nah (3.37) f�ur alle j = 1; : : : ; N r�uktrans-formiert, und wir erhalten nah den kj-Integrationen mit Formel (3.40)das ErgebnishF1(x(�1)) : : : FN(x(�N ))ix0
 = 1q(2�)Ndet(A(x0)) NYj=18<:+1Z�1 dyjFj(yj)9=;� exp��12(y� x0)TA�1(x0)(y� x0)� : (3.45)27



3.2 Interpretation der MatrixelementeWie lassen sih die Matrixelemente a�j�j0 (x0) interpretieren? Zun�ahsterh�alt man f�ur den Erwartungswert des Ortes durh Anwendung von(3.18) unmittelbar, da� hx(�)ix0
 = x0: (3.46)Setzt man desweiteren in (3.41) die FunktionenF1(x(�1)) = x(�1)� x0 ; F2(x(�2)) = x(�2)� x0 (3.47)ein, so resultiert f�ur die Kreuzkorrelationsfunktionen mit den Ergebnissenaus (3.27) und (3.46)h[x(�j)� x0℄[x(�j0)� x0℄ix0
 =hx(�j)x(�j0)ix0
 � hx(�j)ix0
 hx(�j0)ix0
 = a�j�j0 (x0) : (3.48)Die Gleihung (3.48) gibt a�j�j (x0) = a2 die Bedeutung der Standardab-weihung der Koordinate x(�) bez�uglih der Mittelung durh h: : :ix0
 .Einen weiteren interessanten Zusammenhang geben folgende �Uberle-gungen. Im ersten Kapitel, Formel (1.25) wurde der Erwartungswert einesOperators F̂ im quantenmehanishen statistishen Ensemble angegeben.Die Fluktuationen sind dabei sowohl thermisher als auh quantenmeha-nisher Natur. Um den reinen Quantene�ekt ablesen zu k�onnen, shreibtman (1.25) um zu hF̂ iqu = 1p2��l Z +1�1 dxe� x22�l� " 1p2�� Z +1�1 duF (u+ x)e�u22� # ; (3.49)wobei � de�niert ist durh� = �qu � �l= �h2M! (oth �h�!=2� 1�h�!=2) : (3.50)Die De�nition von � stimmt mit dem Ausdruk f�ur a2 wie in (3.16)gegeben �uberein, wenn dort 
(x0) = ! gew�ahlt wird. Hier zeigt sih28



die volle Bedeutung der Diagonalmatrixelemente a2: In der ersten Zeilevon (3.49) wird wie im klassishen Fall (1.14) die Mittelung �uber diethermishen E�ekte vollzogen. Daraus folgt, da� die zweite Zeile geradedie reinen Quantene�ekte ber�uksihtigen mu�. Die Gr�o�e q tauht in derzweiten Zeile als Parameter auf, der in der ersten Zeile die Bedeutung derklassishen Ortskoordinate erh�alt. Insbesondere l�a�t sih im Ausdruk1p2��2 Z +1�1 duF (u+ q)e�u22� (3.51)die in � enthaltene Frequenz ! als von der \klassishen" Koordinate qabh�angig betrahten ! = !(q). Dadurh gewinnen wir die volle Analogiezur Vershmierungsformel (3.18) und k�onnen sie als Erwartungswert derFunktion F1(x(�1)) bez�uglih der reinen Quantene�ekte interpretieren.3.3 Fouriertransformation der zu mitteln-den FunktionenEine andere Methode f�ur die Auswertung der harmonishen Erwartungs-werte (2.16) l�a�t die Pfade unangetastet. Sie basiert auf einer exaktl�osbaren Form des Pfadintegrals, die durh Fouriertransformation derFunktionen Fj(x(�j)); j = 1; : : : ; N und der Dirashen Delta-FunktionÆ(x� x0) erreiht wird. Es handelt sih bei dem Pfadintegral um die Zu-standssumme eines harmonishen Oszillators mit Ankopplung an einen�au�eren Strom j(�), das analytish l�osbar ist. F�ur allgemeine Str�ome j(�)gilt (vgl. Anhang C)I Dx(�) exp8><>:�1�hAx0
 [x(�)℄ + 1�h �h�Z0 d�j(�) [x(�)� x0℄9>=>; (3.52)= 12 sinh �h�
(x0)=2 exp8><>: 12M�h �h�Z0 d� �h�Z0 d� 0j(�)j(� 0)G(�; � 0)9>=>;mit der Greens-Funktion des harmonishen Oszillators mit der Frequenz
(x0), die periodishen Randbedingungen gen�ugt (vgl. Anhang C):G(�; � 0) = osh [
(x0)j� � � 0j � �h�
(x0)=2℄2
(x0) sinh �h�
(x0)=2 : (3.53)29



Es soll sofort der allgemeinere Fall mitN Zeitargumenten betrahtet wer-den, dessen Ausgangspunkt wie oben die Pfadintegraldarstellung (2.16)ist. Hier werden die Funktionen Fj(x(�j)) abermals als Fourierintegralegeshrieben, alsoFj(x(�j)) = +1Z�1 dyjFj(yj) +1Z�1 dkj2� eikj [x(�j)�yj ℄ (3.54)mit j = 1; : : : ; N . Dar�uber hinaus wird die Delta-Funktion nah Fourierentwikelt: Æ(x� x0) = +1Z�1 du2�eiu(x�x0) : (3.55)Setzt man dieses in (2.16) ein, so gelangt man zuhF1(x(�1)) : : : FN (x(�N ))ix0
 = 1Zx0
 s �h2�2�M +1Z�1 du� 8<: NYj=1 +1Z�1 dyjFj(yj) +1Z�1 dkj2� e�ikj(yj�x0)9=;I Dx(�) exp(�1�h Ax0
 [x(�)℄+1�h �h�Z0 d� 0�iu� + NXj=1 i�hkjÆ(� � �j)1A [x(�)� x0℄) : (3.56)Das zu berehnende Pfadintegral umfa�t nun lediglih die beiden letz-ten Zeilen von Formel (3.56). Der letzte Term im Exponenten wird alszeitabh�angiger Strom j(�) identi�ziert:j(�) := iu� + NXj=1 i�hkjÆ(� � �j) : (3.57)Mit der Greens-Funktion (3.53) und dem Strom (3.57) ergibt der Expo-nent in der zweiten Zeile von (3.53) nah Ausf�uhrung der Zeitintegratio-nen� 12�M
(x0)2u2 � NXj=1 1�M
2kju� �h2M NXj=1 NXj0=1G(�j; �j0)kjkj0 : (3.58)30



Einsetzen dieses Ergebnisses in (3.56) lieferthF1(x(�1)) : : : FN(x(�N ))ix0
 = 1Zx0
 12 sinh �h�
(x0)=2s �h2�2�M +1Z�1 du� 8<: NYj=1 +1Z�1 dyjFj(yj) +1Z�1 dkj2� e�ikj(yj�x0)9=; exp(� 12�M
(x0)2u2� NXj=1 1�M
2kju� �h2M NXj=1 NXj0=1G(�j; �j0)kjkj09=; : (3.59)Die u-Integration kann jetzt mittels quadratisher Erg�anzung durhge-f�uhrt werdenhF1(x(�1)) : : : FN(x(�N ))ix0
 = 1Zx0
 �h�
=2sinh �h�
(x0)=2� 8<: NYj=1 +1Z�1 dyjFj(yj) +1Z�1 dkj2� 9=; exp8<:�i NXj=1 kj(yj � x0)�12 NXj=1 NXj0=1 " �hMG(�j; �j0)� 1�M
2 # kjkj09=; : (3.60)An dieser Stelle enstehen dieselben Ausdr�uke a�j�j0 (x0), die shon in denvorhergehenden Rehnungen auftraten. Nah (3.29) und (3.53) gilt dabei�hMG(�j; �j0)� 1�M
(x0)2 = a�j�j0 (x0) : (3.61)Au�erdem ist der Vorfaktor�h�
=2Zx0
 1sinh �h�
(x0)=2 (3.62)wegen Gleihung (3.8) gerade eins. Es dient der �Ubersihtlihkeit, analogzu (3.43) die Vektorshreibweise einzuf�uhren und die a�j�j0 (x0) zu einerN �N -Matrix A(x0) := (a�j�j0 (x0)) zusammenzufassen, denn so gewinnt(3.60) die einfahe FormhF1(x(�1)) : : : FN (x(�N ))ix0
 = Z dNy8<: NYj=1Fj(yj)9=;� Z dNv(2�)N exp�ivT (x0 � y)� 12vTA(x0)v� : (3.63)31



Mit Hilfe von Formel (B.9) erh�alt man erneut das Ergebnis (3.45) das inKomponentenshreibweise folgenderma�en lautet:hF1(x(�1)) : : : FN (x(�N))ix0
 = 8<: NYj=1 +1Z�1 dyjFj(yj)9=; 1q(2�)Ndet(A(x0))� exp8<:�12 NXj=1 NXj0=1[A�1(x0)℄jj0(yj � x0)(yj0 � x0)9=; : (3.64)Nat�urlih reduziert sih (3.64) f�ur N = 1 auf die Form (3.18), denn dieInversion einer eindimensionalen Matrix ist trivial. Entsprehend liefert(3.64) f�ur N = 2 das fr�uhere Ergebnis (3.41).3.4 Spezielle ErwartungswerteUm die Vershmierungsformel zu illustrieren, aber auh um einige f�ur dieAnwendung im Kapitel 6 wihtige Ergebnisse zu erhalten, werden hierSpezialf�alle von (3.64) betrahtet.3.4.1 Auswertung des Erwartungswertes f�ur zweiFunktionenAusgangspunkt ist die Formel (3.41). Sie ergibt mit den Translationenyj ! yj � x0 f�ur j = 1; 2hF1(x(�1))F2(x(�2))ix0
 = 1q(2�)2det(A(x0)) +1Z�1 dy1 +1Z�1 dy2�F1(y1 + x0)F2(y2 + x0) exp��12yT [A�1(x0)℄y� : (3.65)An dieser Stelle ist die zu A(x0) (3.35) inverse Matrix A�1(x0) zu bilden,was in 2 Dimensionen leiht f�allt:A�1(x0)= 1a2�1�1(x0)�a2�1�2(x0) a�1�1(x0) �a�1�2(x0)�a�1�2(x0) a�1�1(x0) ! : (3.66)
32



Die Symmetrie von A(x0) in der Haupt- und Nebendiagonalen �ubertr�agtsih dabei auf die Inverse A�1(x0). In Komponentenshreibweise ausge-dr�ukt lautet der Exponent von (3.65)� 12[a2�1�1(x0)� a2�1�2(x0)℄ n(y21 + y22)a�1�1(x0) + 2y1y2a�1�2(x0)o : (3.67)Nah einer quadratishen Erg�anzung in y2 und einer Variablensubstitu-tion folgthF1(x(�1))F2(x(�2))ix0
 = 1q(2�)2[a2�1�1(x0)�a2�1�2(x0)℄ +1Z�1 dy1F1(y1)�exp(� 12a�1�1(x0)(y1�x0)2) +1Z�1 dy2F2"y2+x0+a�1�2(x0)a�1�1(x0)(y1�x0)#�exp(� a�1�1(x0)2[a2�1�1(x0)�a2�1�2(x0)℄y22) : (3.68)Von (3.68) ausgehend werden nun die Erwartungswerte von FunktionenF1(x) = (x� x0)n (3.69)und F2(x) = (x� x0)m (3.70)mit positiven ganzen Zahlen n;m betrahtet.3.4.2 Spezialfall: F2(x) � 1F�ur F2(x0) � 1 folgt aus (3.68) nah Ausf�uhrung der Gau�-Integrationdie Vershmierungsformel (3.18). Jede dieser Potenzen (3.69) hat nah(3.18) und einer Variablentranslation um x0 den Erwartungswerth[x(�1)� x0℄nix0
 = 1q2�a�1�1(x0) +1Z�1 dxxn exp(� x22a�1�1(x0)) : (3.71)Die Erwartungswerte ungerader Potenzen vershwinden demnah, da dieGau�-Funktion gerade ist. F�ur alle geraden nat�urlihen Zahlen n gilt33



allgemein [19, (S. 66, Nr. 2)℄+1Z�1 dxxn exp n�ax2o = 1 � 3 : : : (n� 1)p�2n2 an+12 (3.72)mit a > 0. Damit folgt f�ur die geraden Potenzenh[x(�1)� x0℄nix0
 = 1 � 3 : : : (n� 1) an=2�1�1(x0) : (3.73)3.4.3 Spezialfall: F2(x) = x� x0Aus (3.68) folgt zun�ahst durh Ausf�uhren des y2-IntegralshF1(x(�1))[x(�2)� x0℄ix0
 = a�1�2(x0)a�1�1(x0)hF1(x(�1))[x(�1)� x0℄ix0
 (3.74)f�ur beliebige Funktionen F1(x). Das bedeutet wegen (3.73), da� (3.74) f�urFunktionen (3.69) mit geradem n vershwindet. F�ur ungerades n folgth[x(�1)� x0℄n[x(�2)� x0℄ix0
 = 1 � 3 : : : n a�1�2(x0)a(n�1)=2�1�1 (x0) : (3.75)3.4.4 Spezialfall: F2(x) = (x� x0)2F�ur allgemeines F1(x0) folgt aus (3.68)hF1(x(�1))[x(�2)� x0℄2ix0
 = (1� a2�1�2(x0)a2�1�1(x0)) a�1�1(x0)hF1(x(�1))ix0
+a2�1�2(x0)a2�1�1(x0)hF1(x(�1))[x(�1)� x0℄2ix0
 : (3.76)Dieses Ergebnis mit (3.73) zusammengenommen liefert f�ur F1(x) in derForm (3.69) mit geradem n die Formelh[x(�1)� x0℄n[x(�2)� x0℄2ix0
 = (1� a2�1�2(x0)a2�1�1(x0)) (3.77)�1�3 : : : (n�1) a(n+2)=2�1�1 (x0)+a2�1�2(x0)a2�1�1(x0)1�3 : : : (n+1) a(n+2)=2�1�1 (x0) ;w�ahrend der Ausdruk f�ur ungerades n vershwindet.34



3.4.5 Spezialfall: F2(x) = (x� x0)3Hier gilt die allgemeine FormhF1(x(�1))[x(�2)� x0℄3ix0
 = (1� a2�1�2(x0)a2�1�1(x0)) 3a�1�2(x0) (3.78)�hF1(x(�1))[x(�1)� x0℄ix0
 + a3�1�2(x0)a3�1�1(x0)hF1(x(�1))[x(�1)� x0℄3ix0
 :Es folgt daraus mit den Formeln (3.69), (3.73) (3.69)h[x(�1)� x0℄n[x(�2)� x0℄3ix0
 = 3a�1�2(x0)(1� a2�1�2(x0)a2�1�1(x0))� 1 � 3 : : : n a(n+1)=2�1�1 (x0) + a3�1�2(x0)a3�1�1(x0)1 � 3 : : : (n+ 2) a(n+3)=2�1�1 (x0) (3.79)f�ur ungerade n, w�ahrend die linke Seite von (3.79) f�ur gerade n vershwin-det.3.4.6 Spezialfall: F2(x) = (x� x0)4Es gilt shlie�lih f�ur allgemeine Funktionen F1(x)hF1(x(�1))[x(�2)� x0℄4ix0
 = 3[a2�1�1(x0)� a2�1�2(x0)℄2a2�1�1(x0) hF1(x(�1))ix0
+6a2�1�2(x0)[a2�1�1(x0)� a2�1�2(x0)℄a3�1�1(x0) hF1(x(�1))[x(�1)� x0℄2ix0
+a4�1�2(x0)a4�1�1(x0)hF1(x(�1))[x(�1)� x0℄4ix0
 : (3.80)Die erneute Spezialisierung von F1(x0) auf (3.69) ergibt mit (3.73) dasErgebnish[x(�1)�x0℄n[x(�2)�x0℄4ix0
 =3[a2�1�1(x0)�a2�1�2(x0)℄2a2�1�1(x0) 1�3 : : : (n�1) an=2�1�1(x0)+6a2�1�2(x0)[a2�1�1(x0)� a2�1�2(x0)℄a3�1�1(x0) 1 � 3 : : : (n + 1)a(n+2)=2�1�1 (x0)+a4�1�2(x0)a4�1�1(x0)1 � 3 : : : (n+ 3)a(n+4)=2�1�1 (x0) (3.81)35



f�ur gerades n, w�ahrend die linke Seite f�ur ungerades n vershwindet.Diese Resultate, hier nur unter Verwendung der Vershmierungsfor-mel abgeleitet, lassen sih durh das sogenannte Wik-Theorem auf ele-gantere Weise berehnen, das im Anshlu� behandelt wird.3.5 Wik-TheoremNah dem Wik-Theorem lassen sih die sogenannten Ortskorrelationenhx(�1) : : : x(�N )i bez�uglih eines harmonishen Erwartungswertes h: : :idurh Paarkorrelationen hx(�j)x(�j0)i mit j; j 0 = 1 : : :N ausdr�uken:hx(�1): : : x(�N )i= XPaarehx(�p(1))x(�p(2))i: : :hx(�p(N�1))x(�p(N))i : (3.82)Zu summieren ist dabei �uber alle (N �1)!! Paare aus N Zeitargumenten.F�ur N = 4 gilt z.B.:hx(�1)x(�2)x(�3)x(�4)i = hx(�1)x(�2)ihx(�3)x(�4)i+hx(�1)x(�3)ihx(�2)x(�4)i+ hx(�1)x(�4)ihx(�2)x(�3)i : (3.83)3.5.1 Harmonishe ErwartungswerteDer Erwartungswert sei zun�ahst de�niert durhh: : :i := 1Z I Dx(�) : : : exp��1�hA
[x(�)℄� (3.84)mit der euklidishen Wirkung des harmonishen OszillatorsA
[x(�)℄ = �h�Z0 d� �M2 _x(�)2 + M2 !2x(�)2� (3.85)und der Zustandssumme Z nah (2.1). Zum Beweis von (3.82) bez�uglihdieses Erwartungswertes de�niert man das sogenannte erzeugende Funk-tional Z[j(�)℄=I Dx(�) exp8><>:�1�hA[x(�)℄+ 1�h �h�Z0 d�j(�)x(�)9>=>; ; (3.86)36



unter erneuter Verwendung von (2.2). Mit (3.86) l�a�t sih die linke Seitevon (3.82) darstellen durh"Z[j(�)℄�1�h ÆÆj(�1) : : : �h ÆÆj(�N)Z[j(�)℄#j(�)=0 : (3.87)Hier steht ÆÆj(�n) mit n = 1; : : : N f�ur die Funktionalableitung nah demStrom j(�n). Im Anhang (C.15) wird gezeigt, da� (3.86) die Form hat12 sinh!�h�=2 exp8><>: 12M�h �h�Z0 d� �h�Z0 d� 0j(�)G(�; � 0)j(� 0)9>=>; (3.88)mit der Greens-Funktion (C.19). Die Berehnung von hx(�j)x(�j0)i zeigtG(�j; �j0) = M�h hx(�j)x(�j0)i ; (3.89)so da� durh Anwendung der Produktregel f�ur Funktionalableitungenaus (3.87) das Ergebnis (3.82) folgt.3.5.2 Lokale harmonishe ErwartungswerteBez�uglih der lokalen harmonishen Erwartungswerte aus (2.16) gilt dasWik-Theorem in der Formh[x(�1)�x0℄ : : : [x(�N)�x0℄ix0
 = XPaareh[x(�p(1))�x0℄[x(�p(2))�x0℄ix0
: : : h[x(�p(N�1))� x0℄[x(�p(N))� x0℄ix0
 : (3.90)Zum Beweis wird hier das erzeugende FunktionalZ[j(�)℄x0
 = s2��h2�M I Dx(�) Æ(x� x0)exp8><>:�1�hAx0
 [x(�)℄ + 1�h �h�Z0 d�j(�)[x(�)� x0℄9>=>; (3.91)mit der Wirkung (2.11) de�niert, so da� die erste Zeile von (3.90) durh"Zx0
 [j(�)℄�1�h ÆÆj(�1) : : : �h ÆÆj(�N )Zx0
 [j(�)℄#j(�)=0 (3.92)37



ausgedr�ukt werden kann. Im Anhang (C.25) wird gezeigt, da� (3.91) dieForm [22℄ Z[j(�)℄x0
 = 
(x0)�h�=2sinh
(x0)�h�=2� exp8><>: 12�h2 �h�Z0 d� �h�Z0 d� 0j(�)h[x(�)� x0℄[x(� 0)� x0℄ix0
 j(� 0)9>=>; ; (3.93)besitzt, woraus durh Anwendung der Produktregel f�ur Funktionalablei-tungen (3.90) folgt.
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Kapitel 4Diskussion derApproximation WN
 (x0)Der erste Term in der Summe (2.23) ist das exakte e�ektive Potential desharmonishen Oszillators. Alle nahfolgenden Terme liefern Korrekturenim Hinblik auf das zu approximierende e�ektive Potential. Die ersteN�aherung des e�ektiven Potentials W 1
(x0) lautet nah (2.23)W 1
(x0) = � 1� lnZx0
 + 1�h� hAx0int(x(�1))ix0
; : (4.1)Der Index  kann hier auh fallengelassen werden, weil wegen (2.19) dieerste Kummulante mit dem ersten Moment �ubereinstimmt.4.1 Feynman-Kleinert-VariationsansatzHistorish wurde dieser Spezialfall der Variationsst�orungstheorie durheinen Ansatz von Feyman und Kleinert gefunden [1℄. Dieser Ansatz lie-fert eine obere Shranke f�ur die lokale Zustandssumme, indem auh hierein um x0 zentrierter harmonisher Oszillator als Vergleihssystem ange-nommen wirdZx0 = s2��h2�M I Dx(�) Æ(x� x0) exp��1�hA[x(�)℄� (4.2)mit A = Ax0int[x(�)℄ +Ax0
 [x(�)℄ ; (4.3)39



wie in (2.11) und (2.12) de�niert. Teilt man die Gleihung durh dielokale harmonishe Zustandssumme Zx0
 , erh�alt man unter Verwendungder De�nition der Erwartungswerte (2.16)Zx0Zx0
 = � exp��1�hAx0int[x(�)℄��x0
 : (4.4)Dabei stellt der harmonishe Erwartungswerth: : :ix0
 = 1Zx0
 s2��h2�M� I Dx(�) : : : Æ(x� x0) exp��1�hAx0
 [x(�)℄� (4.5)ein Ma� mit der Normierung h1ix0
 = 1 dar, das der Jensen-Peierls-Ungleihung [1, S. 233 �.℄ gen�ugt:he�i � eh�i : (4.6)Angewandt auf (4.4) hei�t dasZx0 � Zx0
 exp��1�hhAx0int[x(�)℄ix0
 � (4.7)und f�ur das e�ektive Potential (2.8)V e�(x0) � � 1� lnZx0
 + 1�h� hAx0int[x(�)℄ix0
 : (4.8)Diese obere Shranke ist o�ensihtlih identish mit der ersten N�aherungder Variationsst�orungstheorie W 1
(x0) in (4.1).4.2 Variationsst�orungstheorie erster Ord-nungViele der nahfolgenden Betrahtungen beruhen auf der N�aherung vonW 1
(x0), weshalb hier noh ein paar De�nitionen getro�en werden sollen.(4.1) hat unter Verwendung der De�nitionen der Wirkung in (2.12), des40



Erwartungswertes (3.18) und der lokalen harmonishen Zustandssumme(3.8) die Gestalt:W 1
(x0) = F x0
 � M2 
2(x0)a2 + Va2(x0) ; (4.9)wobei die einzelnen Beitr�age die folgende Bedeutung haben: Der ersteSummand in (4.9) wird in Anlehnung an die thermodynamishe Bezie-hung F = � 1� lnZ auh lokale harmonishe freie Energie genanntF x0
 : = � 1� lnZx0
= 1� ln "sinh (�h
(x0)�=2)�h
(x0)�=2 # ; (4.10)w�ahrend im zweiten Term der Erwartungswerth(x(�1)� x0)2ix0
 = a2(x0) ; (4.11)als Spezialfall von (3.48) f�ur j = j 0 = 1 auftritt. Die Faltung des Poten-tials bekommt shlie�lih die Bezeihnung Va2(x0):Va2(x0) := +1Z�1 dyq2�a2(x0)V (y) exp(�(y � x0)22a2(x0) ) : (4.12)Die Extremalbedingung (2.24) wird f�ur N = 1, wenn wir W 1
(x0) sowohlals Funktion von 
(x0) als auh von a2(x0) au�assendW 1
(x0)d
(x0) = �W 1
(x0)�
(x0) + �W 1
(x0)�a2(x0) �a2(x0)�
(x0) = 0 ; (4.13)wobei die Ableitung �W1(x0)�
(x0) identish vershwindet, was eine Konsequenzder Formel (3.16) ist. Es reiht also, zu fordern�W 1
(x0)�a2(x0) = 0 : (4.14)Setzt man (4.9) ein, so folgt
2(x0) = 2M �Va2(x0)�a2(x0) ; (4.15)41



und mit der fouriertransformierten Form der Faltung von (4.12)Va2(x0) := +1Z�1 dk2� ~V (k) exp(ikx0 � k2a2(x0)2 ) (4.16)l�a�t sih (4.15) auh darstellen durh
2(x0) = 2M �2�x20Va2(x0) : (4.17)Sowohl (4.15) als auh (4.17) stellen damit die Bestimmungsgleihung f�ur
(x0) in der Variationsst�orungstheorie erster Ordnung dar.4.3 Temperaturabh�angigkeit der Fluktua-tionsbreiteNun werden die beiden Grenzf�alle hoher und tiefer Temperaturen unter-suht, zwishen denen die Theorie sowohl in den Matrixelementen a2(x0)als auh in den N�aherungen der e�ektiven PotentialeWN
 (x0) stetig inter-poliert. Deshalb wird hier die Temperatur wieder explizit in Ersheinungtreten, die �uber Gleihung (1.8) mit � zusammenh�angt. Begonnen wirdmit den Diagonalelementen a2(x0), da diese in Kapitel 3 so anshaulihinterpretiert werden konnten.4.3.1 Hohtemperaturgrenzfall(klassisher Grenzfall)In diesem Grenzfall wird die Fluktuationsbreite a2(x0) in (3.16):limT!1 a2 = limT!1( �h212MkBT +O(1=T )) = 0 (4.18)mit einem Ausdruk O (1=T ) der f�ur gro�e T st�arker als 1=T gegen Nullstrebt. Das bedeutet, da� die reinen Quantene�ekte neben den thermi-shen Fluktuationen unbedeutend werden, wie shon die Formeln (3.49)und (3.50) zeigen. Es liegt also der \klassishe Grenzfall" vor.42



4.3.2 Tieftemperaturgrenzfall(quantenmehanisher Grenzfall)Formuliert man a2(x0) unter Verwendung von Exponentialausdr�ukena2(x0) = �h2M
(x0) (exp [�h
(x0)=2kBT ℄ + exp [��h
(x0)=2kBT ℄exp [�h
(x0)=2kBT ℄� exp [��h
(x0)=2kBT ℄)� kBTM
(x0)2 ; (4.19)so folgt der GrenzwertlimT!0 a2(x0) = limT!0( �h2M
(x0) � kBTM
(x0)2 +O(T ))= �h2M
(x0) (4.20)unmittelbar. Nat�urlih mu� auh die Selbstkonsistenzgleihung (4.15)bzw. (4.17) zur Bestimmung von 
(x0) imGrenzfall T ! 0 gel�ost werden.Die Fluktuationsbreite (4.20) r�uhrt nur von quantenmehanishen E�ek-ten her, da im selben Grenz�ubergang gem�a� Formel (1.15) die klassishenFluktuationen vershwinden. Es handelt sih also um den \quantenme-hanishen Grenzfall". Das Verhalten von a2(x0) im gesamten Tempera-turbereih wird in Abbildung 4.1 zusammengefa�t.4.4 Temperaturabh�angigkeit der Approxi-mationen des e�ektiven PotentialsWN
 (x0)Die Temperaturgrenzwertbetrahtung gibt die M�oglihkeit zur Bewer-tung der G�ute der Theorie. Es zeigt sih, da� f�ur den Hohtempera-turgrenzfall jede Approximation des e�ektiven Potentials (2.23) gegendessen exakten klassishen Wert (2.8) strebt. Ist das Potential des zuApproximierenden Systems hinreihend glatt, so strebt auh das quan-tenmehanishe e�ektive Potential gegen das exakte klassishe Potential[1, S. 122 �.℄, so da� jede Approximation der Zustandssumme exakt wird.43



0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

a1
1(

T
)

TAbbildung 4.1: Die Temperaturabh�angigkeit der Fluktuationsbreite(3.16) f�ur festes 
(x0) � 1. Die Masse betr�agt M = 1, und es wurdennat�urlihe Einheiten verwandt. Gut zu erkennen sind die durh (4.18)und (4.20) beshriebenen Temperaturabh�angigkeiten proportional zu �Tf�ur kleine Temperaturen, bzw. proportional zu 1=T f�ur gro�e Temperatu-ren.Diese Vorraussetzungen sind f�ur das im Ursprung singul�are Coulomb-Potential jedoh niht gegeben. Im Tieftemperaturgrenzfall tr�agt die N -te Approximation des e�ektiven Potentials (2.23) nur in den Minima derSattelpunksapproximation bei und gewinnt dort die Bedeutung der N -ten Approximation Grundzustandsenergie (vgl. 4.4.3). F�ur intermedi�areTemperaturwerte vermittelt die Theorie stetig.4.4.1 HohtemperaturgrenzfallUm die Approximation des e�ektiven PotentialsWN
 (x0) zu untersuhen,soll in einem ersten Shritt die N�aherung W 1
(x0) wie in (4.9) betrahtet
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werden. Aus (4.10) wird im Grenz�uberganglimT!1(kBT ln "sinh [�h
(x0)=2kBT ℄�h
(x0)=2kBT #)= limT!18<:kBT ln241 + 16  �h
2kBT !2359=; : (4.21)Die Regel von l'Hôpital zeigt, da� (4.21) vershwindet. Der zweite Termin (4.9) tr�agt wegen (4.18) ebenfalls nihts zur Approximation des e�ek-tiven Potentials bei. Die Faltung (4.12) shlie�lih wird nah der Varia-blensubstitution u := y=qa2(x0) wegen (4.18)limT!1 +1Z�1 dup2�V (uqa2(x0) + x0) exp �u22 ! = V (x0) ; (4.22)so da� gilt limT!1W 1
(x0) = V (x0) : (4.23)Shon die erste N�aherung liefert also das exakte klassishe Potential,wie der Vergleih mit (1.9) zeigt. Das legt die Vermutung nahe, da� dieh�oheren Terme der Entwiklung (2.23)(�1)n+1kBTn! �hn hAx0int[x(�1)℄ : : :Ax0int[x(�n)℄ix0
; ; (4.24)mit n = 2; : : : ; N im Grenz�ubergang hoher Temperaturen vershwinden,denn die Annahme ist, da� die Variationsst�orungstheorie konvergiert: Dieerste Ordnung (4.23) ist f�ur den Hohtemperaturgrenzfall unabh�angigvom Variationsparameter, so da� diese Approximation f�ur jedes 
(x0) diebeste ist. Nihtvershwindende h�ohere Korrekturen w�urden die N�aherungjedoh imWiderspruh zur Konvergenzannahme vershlehtern. Das Ver-shwinden der Korrekturterme (4.24) soll auh formal begr�undet werden.Sie beeinhalten nah (2.22) N Zeitintegrationen, die unter der Annahmeeines beshr�ankten Intgranden abgesh�atzt werden k�onnen durh(�1)n+1kBTn! �hn �hkBTZ0 d�1 : : : �hkBTZ0 d�NhV x0int (x(�1)) : : : V x0int (x(�N ))ix0
;� CT n�1 : (4.25)45



Es folgt hieraus, da� die Korrekturterme (4.24) im betrahteten Grenzfallkeinen Beitrag zum Potential WN
 (x0) leisten. Betrahten wir noh dieBestimmungsgleihung (4.17) f�ur die optimale Frequenz 
(x0) in diesemGrenzfall. Sie wird einfah zu
2(x0) = 2M �2�x20V (x0) ; (4.26)d.h. man erh�alt einen endlihen Wert f�ur 
(x0).4.4.2 TieftemperaturgrenzfallF�ur die allgemeinen Matrixelemente a�j�j0 (x0) in (3.29) gilt bei tiefenTemperaturen:limT!0 a�j�j0 = �h2M
(x0) exp f�
(x0)j�1 � �2jg : (4.27)Nun berehnen wir W 1
(x0) in diesem Grenzfall. F�ur die lokale harmoni-she freie Energie F x0
 giltF x0
 = kBT ln " 2kBT�h
(x0)#+ kBT ln(sinh "�h
(x0)2kBT #) ; (4.28)und mit der Regel von l'HôpitallimT!0F x0
 = �h
(x0)=2 : (4.29)Es folgt dann unter Verwendung von (4.20) f�ur (4.9)limT!0W 1
(x0) = 14�h
(x0) + Va2(x0) : (4.30)Die zu l�osende Bestimmungsgleihung f�ur 
(x0), gegeben durh (4.17),nimmt in dieser allgemeinen Betrahtung keine vereinfahte Form an. Dieh�oheren Korrekturen in WN
 (x0) sind entsprehend mit (4.27) auszuwer-ten.
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4.4.3 Zusammenhang zwishen dem e�ektiven Po-tential und der Grundzustandsenergie beiT = 0Im Tieftemperaturgrenzfall l�a�t sih mit Hilfe der Sattelpunktsapproxi-mation ein fundamentaler Zusammenhang zwishen der N -ten Approxi-mation des e�ektiven Potentials WN
 (x0) und der dazugeh�origen Grund-zustandsenergie EN des Systems herstellen, falls WN
 (x0) ein lokales Mi-nimum im Punkte xmin besitzt. Der Zusammenhang lautetlimT!0WN
 (xmin) = EN : (4.31)Zum Beweis von (4.31) geht man von der N -ten Approximation der Zu-standssumme in (2.9) aus:ZN = s M2��h2� +1Z�1 dx0 exp n��WN
 (x0)o : (4.32)Der Exponent im Integranden wird nah Potenzen von Æx := x0 � xminentwikelt, was aufZN = exp n��WN
 (xmin)os M2��h2� +1Z�1 dx0 exp n��(WN
 )0(xmin)Æx��(WN
 )00(xmin)Æx22! ��(WN
 )000(xmin)Æx33! �: : :) (4.33)f�uhrt. Im Minimum von WN
 (x0), also im Punkte xmin, vershwindet dieerste Ableitung (WN
 )0(xmin) = 0 ; (4.34)w�ahrend die zweite Ableitung(WN
 )00(xmin) > 0 (4.35)positiv ist. Die Approximation der freien Energie ist durhFN = � 1� lnZN (4.36)47



gegeben. Sie wird mit (4.33) und der Substituition u := p�ÆxFN = WN
 (xmin)� 1� lns M2��h2�� 1� ln8<: +1Z�1 du exp"�(WN
 )00(xmin)u22! � 1� (WN
 )000(xmin)u33! � : : :#9=; :(4.37)F�ur den obigen Grenzfall repr�asentiert sie jedoh die Grundzustandsener-gie des Systems: limT!0FN = EN : (4.38)Unter der Annahme, da� in diesem Grenz�ubergang WN (xmin) und alleAbleitungen W (k)N (xmin) mit k = 2; 3; : : : beshr�ankt bleiben, folgt f�urT ! 0, bzw. nah (1.8) im Grenzfall � !1, die Formel (4.31).Um die Vorraussetzung der Existenz eines lokalen Minimums vonWN(x0) zu illustrieren, legen wir ein gerades Potential V (x) = V (�x)vor. Die Betrahtung der harmonishen Erwartungswerte in (3.64) zeigt,da� in ihren Argumenten gerade Funktionen Fj(yj) mit j = 1; : : :N aufin den Variablen x0 gerade Erwartungswerte f�uhren. Man �uberzeugt sihdavon, indem man in jeder Integrationsvariablen von (3.64) eine Varia-blensubstitution durhf�uhrt, gem�a� ~yj = �yj. Beahtet man dar�uberhinaus die De�nition von Ax0int[x(�)℄ in (2.12), so folgt, da� die h�oherenKorrekturen von W 1
(x0) in (2.23) gerade im Argument x0 sind, fallsV (x) gerade in x ist. Wird 
(x0) gerade gew�ahlt, werden damit dieselbstkonsistent zu l�osenden Bedingungen (2.24) bzw. (2.25) erf�ullt, soda� shlie�lih auh WN
 (x0) eine gerade Funktion in x0 ist. Dann abervershwinden die erste und alle h�oheren ungeraden Ableitungen in derEntwiklung (4.33), was ein Extremum siherstellt. Ob es sih dabei umein Minimum handelt, mu� die Untersuhung im Einzelfall kl�aren.Was aber bedeutet Formel (4.31)? Es soll noh einmal betont werden,da� die Approximation eines Potentials V (x) durh (2.23) mit einer gan-zen Shar von harmonishen Oszillatoren erfolgt. F�ur Potentiale derenN -te Approximation WN
 (x0) ein Minimum besitzt, wird im Grenzfalltiefer Temperaturen dagegen nur ein einziger Oszillator benutzt, n�amlihder mit x0 = xmin, denn die Integration �uber das Pfadmittel x0 f�allt laut48



(4.31) einfah weg. Das bedeutet, da� die in der Zustandssummenformu-lierung gew�ahrte Freiheit, 
(x0) als von x0 abh�angig zu betrahten, f�urtiefe Temperaturen niht genutzt wird und eine alternative Formulierungder Variationsst�orungstheorie mit von vornherein als konstant angenom-menem 
 dasselbe Ergebnis liefern mu�.In der Tat wird in [1, s. 177 �.℄ allgemein best�atigt, da� die Varia-tionsst�orungstheorie f�ur die Energieeigenwerte und die Variationsst�or-ungstheorie f�ur die quantenmehanishen Zustandssumme f�ur ein kon-stantes Vergleihspotential M!2x2=2 in der jeweils N -ten Approximati-on des Grundzustandes �ubereinstimmen. Diese Eigenshaft wird in denKapiteln 7 und 8 am Beispiel des Coulombsystems �uberpr�uft. Dieses istm�oglih, da die ersten beiden Aproximationen des e�ektiven Potentialsvom Coulombsystem WN
 (x0) mit N = 1; 2 tats�ahlih ein Minimum beix0 = 0 besitzten.Im n�ahsten Kapitel entwikeln wir deshalb die Grundlagen der Varia-tionsst�orungstheorie zur Approximation der Energieeigenwerte.
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Kapitel 5Variationsst�orungstheorie f�urdie EnergieeigenwerteDie Variationsst�orungstheorie f�ur die Energieeigenwerte ist eine Weiter-entwiklung der zeitunabh�angigen St�orungstheorie f�ur die Energieeigen-werte, weshalb diese im ersten Shritt vorgestellt wird.5.1 St�orungstheorie f�ur dieEnergieeigenwerteDer Hamilton-Operator des zu untersuhenden Ĥ Systems sei niht ex-plizit zeitabh�angig, d.h. ��tĤ = 0 und es gelte, die zeitunabh�angigeShr�odinger-Gleihung (1.4) zu l�osen. In den vielen F�allen, da dieses nihtanalytish exakt m�oglih ist, kann dazu ein N�aherungsverfahren konstru-iert werden. Man betrahtet die Zerlegung des HamiltonoperatorsĤ = Ĥ0 + �V̂ (5.1)in einen Teil Ĥ0 zu dem die L�osungen der Shr�odinger-Gleihung bekanntsind, und eine St�orung �V̂ := Ĥ � Ĥ0 : (5.2)Die Energieeigenwerte von Ĥ0 folgen aus der zeitunabh�angigen Shr�odin-ger-Gleihung Ĥ0j (0)m i = E(0)m j (0)m i (5.3)50



und seien niht entartet. Weiterhin seien die Eigenzust�ande orthonor-miert: h (0)n j (0)m i = Æn;m : (5.4)Zu l�osen ist die zeitunabh�angige Shr�odinger-Gleihung des SystemsĤj ni = Enj ni : (5.5)Es wird angenommen, da� sowohl die Energieeigenwerte En als auh dieEigenzust�ande j ni stetig aus den ungest�orten L�osungen E(0)n und j (0)n ihervorgehen. Insbesondere sollen sie im Kleinheitsparameter � in einePotenzreihe entwikelbar sein:En = E(0)n + �E(1)n + �2E(2)n + : : : ; (5.6)j ni = j (0)n i+ �j (1)n i+ �2j (2)n i+ : : : : (5.7)Setzt man die Entwiklungen (5.6) und (5.7) in die Eigenwertgleihung(5.5) ein, so ergibt sih auf beiden Seiten des Gleihheitszeihens einePotenzreihe in �:Ĥ0j (0)n i+ � nV̂ j (0)n i+ Ĥ0j (1)n io+ �2 nV̂ j (1)n i+ Ĥ0j (2)n io+�3 nV̂ j (2)n i+ Ĥ0j (3)n io+ : : : = E(0)n j (0)n i+� nE(1)n j (0)n i+ E(0)n j (1)n io+ �2 nE(2)n j (0)n i+ E(1)n j (1)n i+ E(0)n j (2)n io+�3 nE(3)n j (0)n i+ E(2)n j (1)n i+ E(1)n j (2)n i+ E(0)n j (3)n io+ : : : : (5.8)Wird � als klein angenommen, m�ussen sukzessive die Faktoren in jederPotenz von � gleihgesetzt werden. Die Forderung, die durh die nullteOrdnung entsteht, ist nah (5.3) von vornherein erf�ullt. Die Forderungendurh h�ohere Potenzen lauten bis zur dritten Ordnung�1 : V̂ j (0)n i+Ĥ0j (1)n i=E(1)n j (0)n i+E(0)n j (1)n i ; (5.9)�2 : V̂ j (1)n i+Ĥ0j (2)n i=E(2)n j (0)n i+E(1)n j (1)n i+E(0)n j (2)n i ;�3 : V̂ j (2)n i+Ĥ0j (3)n i=E(3)n j (0)n i+E(2)n j (1)n i+E(1)n j (2)n i+E(0)n j (3)n i :Dar�uber hinaus sollen die Eigenzust�ande j ni orthonormiert seinÆn;m = h nj mi ; (5.10)51



so da� unter Verwendung des Ansatzes (5.7) folgt:Æn;m = h (0)n j (0)m i+ � nh (1)n j (0)m i+ h (0)n j (1)m io+�2 nh (2)n j (0)m i+ h (1)n j (1)m i+ h (0)n j (2)m io + �3 nh (3)n j (0)m i+h (2)n j (1)m i+ h (1)n j (2)m i+ h (0)n j (3)m io+ : : : : (5.11)Der KoeÆzientenvergleih in Potenzen von �, liefert f�ur die nullte Potenzeine Bedingung, die gem�a� (5.4) erf�ullt ist. Das Nullsetzen der h�oherenPotenzen liefert bis zur dritten Ordnung�1 : h (1)n j (0)m i+ h (0)n j (1)m i = 0 ; (5.12)�2 : h (2)n j (0)m i+ h (1)n j (1)m i+ h (0)n j (2)m i = 0 ;�3 : h (3)n j (0)m i+ h (2)n j (1)m i+ h (1)n j (2)m i+ h (0)n j (3)m i = 0 :Um alle Freiheiten auszunutzen, wird noh gefordert, da� f�ur alle nat�ur-lihen Zahlen i und j gelten sollh (i)n j (j)m i = h (j)n j (i)m i : (5.13)Jeder Zustand j (i)k i mit nat�urlihen Zahlen i wird nah dem vollst�andi-gen Satz von Eigenzust�anden von Ĥ0 entwikelt:j (i)n i =Xm (i)n;mj (0)m i : (5.14)Im folgenden sind die Entwiklungskooe�zienten (i)n;m f�ur jede Ordnungaus den Bedingungen (5.9), (5.12) und (5.13) zu bestimmen.St�orungstheorie erster OrdnungSetzt man (5.14) mit i = 1 in die erste Zeilen von (5.9) ein und multipli-ziert mit dem Bra-Vektor h (0)k j, so folgt unter Verwendung der Orthonor-malit�at der ungest�orten Zust�ande (5.4) und der Shr�odinger-Gleihung(5.3) die Beziehung[E(0)n � E(0)k ℄(1)n;k = h (0)k jV̂ j (1)n i � E(1)n Æn;k : (5.15)Daraus ergeben sih f�ur n = k die EnergiekorrekturE(1)n = h (0)n jV̂ j (0)n i (5.16)52



und f�ur n 6= k die EntwiklungskoeÆzienten(1)n;k = h (0)k jV̂ j (0)n iE(0)n � E(0)k : (5.17)Aus (5.14) und (5.17) folgt damitj (1)n i = (1)n;nj (0)n i+ Xm6=n h (0)m jV̂ j (0)n iE(0)n � E(0)m j (0)m i : (5.18)Multipliziert man (5.18) shlie�lih mit dem Bra-Vektor h (0)n j, so legtdies unter Beahtung der ersten Zeile von (5.12), der Forderung (5.13)und der Orthonormalit�at der ungest�orten Zust�ande den verbleibendenEntwiklungskoeÆzienten fest:(1)n;n = 0 : (5.19)St�orungstheorie zweiter OrdnungHier setzt man (5.14) mit i = 2 in die zweiten Zeile von (5.9) ein underh�alt nah Multiplikation mit dem Bra-Vektor h (0)k j zun�ahst[E(0)n � E(0)k ℄(2)n;k = h (0)k jV̂ j (1)n i � E(1)n h (0)k j (1)n i � E(2)n Æn;k : (5.20)Hieraus folgt f�ur n = k unter Beahtung von (5.18) und (5.19) die Ener-giekorrektur E(2)n = � Xm6=n jh (0)n jV̂ j (0)m ij2E(0)m � E(0)n : (5.21)Im Falle n 6= k ergeben sih wieder unter Beahtung der Ergebnisse aus(5.18) und (5.19) die EntwiklungskoeÆzienten(2)n;k= Xm6=nh (0)k jV̂ j (0)m ih (0)m jV̂ j (0)n i[E(0)n � E(0)k ℄[E(0)n � E(0)m ℄ �h (0)n jV̂ j (0)k ih (0)k jV̂ j (0)n i[E(0)n � E(0)k ℄2 : (5.22)Die zweite Zustandskorrektur wird demzufolge nah (5.14) und (5.22)j (2)n i = (2)n;nj (0)n i+ Xm6=nXk 6=n h (0)k jV̂ j (0)m ih (0)m jV̂ j (0)n i[E(0)n � E(0)k ℄[E(0)n � E(0)m ℄ j (0)k i�Xk 6=n h (0)n jV̂ j (0)k ih (0)k jV̂ j (0)n i[E(0)n � E(0)k ℄2 j (0)k i : (5.23)53



Multiplikation mit dem Bra-Vektor h (0)n j und Ber�uksihtigung der zwei-ten Zeile von (5.12), der Forderung (5.13), der Orthonormalit�at der un-gest�orten Zust�ande (5.4) und der Ergebnisse aus (5.18) und (5.19) liefernshlie�lih den EntwiklungskoeÆzienten(2)n;n = �12 Xk 6=n jh (0)n jV̂ j (0)k ij2[E(0)n � E(0)k ℄2 : (5.24)St�orungstheorie dritter OrdnungDie explizite Berehnung der Energiekorrekturen soll shlie�lih bis zurdritten Ordnung vorgenommen werden, da auf dieses Ergebnis in Kapitel8 Bezug genommen wird. Wir setzen dazu (5.14) mit i = 3 in die dritteZeile von (5.9) ein und erhalten nah Multiplikation mit dem Bra-Vektorh (0)k j die Bestimmungsgleihung[E(0)n � E(0)k ℄(3)n;k = h (0)k jV̂ j (2)n i � E(1)n h (0)k j (2)n i�E(2)n h (0)k j (1)n i � E(3)n Æn;k : (5.25)Im Falle n = k vershwindet der vorletzte Term von (5.25) wegen (5.18)und (5.19), und es folgt unter Beahtung der Darstellungen von j (1)n iund j (2)n i durh (5.18), (5.19), (5.23) und (5.24) die EnergiekorrekturE(3)n = Xm6=nXk 6=n h (0)n jV̂ j (0)k ih (0)k jV̂ j (0)m ih (0)m jV̂ j (0)n i[E(0)k � E(0)n ℄[E(0)m � E(0)n ℄�Xk 6=nh (0)n jV̂ j (0)n ijh (0)n jV̂ j (0)k ij2[E(0)k � E(0)n ℄2 : (5.26)5.2 Variationsst�orungstheorie f�ur dieEnergieeigenwerteDie Variationsst�orungstheorie f�ur die Energieeigenwerte untersheidetsih von der zeitunabh�angigen St�orungstheorie dadurh, da� ein parame-terabh�angiges Vergleihsystem Ĥ0(
) gew�ahlt wird. Die einfahste niht-triviale N�aherung eines bez�uglih Spiegelung an x0 geraden Potentials54



V (x), da� dort vershwindet, wird durh seine Taylorentwiklung bis zurzweiten Ordnung gegeben:V (x) � " �2�x2V (x)#x=x0 (x� x0)22! : (5.27)Dieses Vergleihspotential entspriht einem Oszillatorpotential mit derRuhelage x0 und der Frequenz
2 = s 2M �2�x2V (x)����x=x0 : (5.28)Dieser Idee folgend shreibt man den Standard-HamiltonoperatorĤ = ��h22M �2�x2 + V (x) (5.29)eines quantenmehanishen Systems um inĤ = Ĥ
 + �Vint (5.30)mit̂H
 :=� �h22M �2�x2 +M2 
2(x�x0)2; �Vint :=V (x)�M2 
2(x�x0)2 : (5.31)Die St�orungstheorie an den Energieeigenwerten, angewandt auf (5.30),liefert analog zum vorangegangenen Kapitel 
-abh�angige PartialsummenN -ter Ordnung der Reihe (5.6) zur Approximation der Energieeigenwer-te. Man nimmt auh hier wie im Falle der Variationsst�orungstheorie f�urdie quantenmehanishen Zustandssumme an, da� bei einer geeignetenWahl des Parameters 
 eine in allen Kopplungsst�arken � konvergentePartialsummenfolge ENk (
) = NXn=1 �nE(n)k (
) (5.32)entsteht. Man geht weiter davon aus, da� die Vorshrift zur Bestimmungvon 
, die am Ende von Kapitel 2 erkl�art wurde, bei allen physikali-shen Potentialen erhalten bleibt, so da� die Variationsst�orungstheorief�ur die Energieeigenwerte eine universell konvergente Theorie darstellt.Um die Rihtikkeit dieser beiden Annahmen beispielhaft zu untersuhen,wird im Kapitel 8 die aus dieser Theorie folgende Reihenentwiklung derGrundzustandsenergie des Coulomb-Problems bis zur dritten Ordnungberehnet. 55



Kapitel 6Erstes Beispiel:Der anharmonishe OszillatorDie im Kapitel 2 entwikelte Theorie wird nun unter Verwendung derVershmierungsformel (3.64) aus Kapitel 3 angewandt, um das e�ektivePotential des anharmonishen OszillatorpotentialsV (x) = M2 !2x2 + g4x4 (6.1)bis zur zweiten Ordnung zu berehnen. Es werden dabei die Ergebnissevon H. Meyer reproduziert [10℄.6.1 Approximation erster OrdnungDie Approximation erster Ordnung ist durh (4.9) gegeben. Es ist nurnoh der Erwartungswert hV (x(�1))ix0
 = Va2(x0) zu berehnen. Nahden vorbereitenden Rehnungen in Kapitel 4 lassen sih Erwartungswer-te ganzzahliger Potenzen von [x(�1) � x0℄ besonders leiht auswerten.Deshalb wird das Potential (6.1) in ein Polynom dieser Di�erenzen ent-wikelt:V (x(�1)) = V (x0) + (gx30 +M!2x0)[x(�1)� x0℄+�M2 !2+32gx20� [x(�1)�x0℄2 +gx0[x(�1)�x0℄3 + g4[x(�1)�x0℄4 : (6.2)Die Erwartungswerte solher Potenzen sind bereits in Kapitel 4.4 bereh-net worden. Damit folgt f�ur die erste N�aherung des e�ektiven Potentials56
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(x0) des e�ektiven Poten-tials V e�(x0) f�ur den quantenmehanishen anharmonishen Oszillator(6.1) mit M = ! = g = 1. Ferner wurden die nat�urlihe Einheiten�h = kB = 1 verwandt. Die obersten Kurve gilt f�ur T = 0, die unterstef�ur T = 1. Dazwishen liegen Kurven endliher Temperaturen, wobeidie Di�erenzen �aquidistant gew�ahlt sind. Der endlihe Wert von W 1
(x0)bei T = 0 approximiert die Nullpunktsenergie des quantenmehanishenanharmonishen Oszillators.in (4.9) W 1
(x0) = 1� ln sinh (�h
(x0)�=2)�h
(x0)�=2 !� M2 
2a2(x0)+V (x0) + �M2 !2 + 32gx20� a2(x0) + 34ga4(x0) : (6.3)Die Bestimmungsgleihung (4.15) f�ur die optimale Frequenz 
(x0) lautet
2(x0) = M2 !2 + 32gx20 + 32ga2(x0) : (6.4)(6.3) ist in Abbildung 6.1 f�ur vershiedene Temperaturen �uber x0 auf-getragen. Man erkennt deutlih das monotone Verhalten mit der Tem-57



0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

a1
1(

X
o,

T
)

XoAbbildung 6.2: Hier ist die Abh�angigkeit der Fluktuationsbreite a2(x0)von der Koordinate x0 f�ur vershiedene Temperaturen und mit aus (6.4)bestimmtem 
(x0) dargestellt. Es wurden wiederum nat�urlihe Einheiten�h = kB = 1 und M = g = ! = 1 verwandt. Die oberste Kurve entsprihtder Temperatur T = 0:001K�, mit jeder weiteren steigt die Temperaturum 0:2K�. Die zu den SI-Einheiten korrespondierenden nat�urlihen Ein-heiten werden durh Sterne gekennzeihnet (vgl. zur Umrehnung AnhangE).peratur, wobei f�ur T = 1 die Approximation exakt ist, wie shon inGleihung (4.23) diskutiert. Das monotone Verhalten war zu erwarten,da die Fluktuationsbreite a2(x0) einen mit der Temperatur T ebenfallsmonotonen Abfall zeigt, wie in Abbildung (6.2) zu sehen ist. Zum Ver-gleih mit der Abbildung 4.1 f�ur festes 
, ist a2(x0) in Abbildung 6.3 f�urvershiedene x0 �uber der Temperatur aufgetragen.
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6.2 Approximation zweiter OrdnungEs wird nun die n�ahsth�ohere Korrektur im e�ektiven Potential (2.22),also � 12�h2� hAx0int[x(�1)℄Ax0int[x(�2)℄ix0
; =� 12�h2� hAx0int[x(�1)℄Ax0int[x(�2)℄ix0
 + 12�h2� fhAx0int[x(�1)℄ix0
 g2 (6.5)ber�uksihtigt. Die dabei auftretende Wirkung (2.12) hat mit (6.1) dieGestaltAx0int[x(�)℄= �h�Z0 d��M2 !2x(�)2+ g4x(�)4�M2 
2(x0)[x(�)�x0℄2� : (6.6)Zur weiteren Auswertung wird das Argument der Wirkung wieder inPotenzen von [x(�)� x0℄ entwikelt, was aufAx0int[x(�)℄ = �h�Z0 d� nV (x0) + (gx30 +M!2x0)[x(�)� x0℄+ �M2 [!2 � 
2(x0)℄ + 32gx20� [x(�)� x0℄2+gx0[x(�)� x0℄3 + g4[x(�)� x0℄4� (6.7)f�uhrt. Somit kann die Korrektur (6.5) durh Erwartungswerte vom Typh[x(�1)� x0℄n[x(�2)� x0℄mix0
 (6.8)mit ganzen Zahlen n;m = 1; 2; 3; 4 ausgedr�ukt werden. Jedes der Inte-grale (6.8) l�a�t sih dabei auf eine Summe von Produkten der sogenann-ten Zweipunktkorrelationen h(x(�1) � x0)(x(�2) � x0)ix0
 zur�ukf�uhren,wie im Kapitel 3 explizit gezeigt wurde. Dieser Sahverhalt wurde dortauh allgemein mit dem aus der Feldtheorie bekannten Wik-Theoremgezeigt. Insgesamt lautet damit die zweite Approximation des e�ektivenPotentials unter Verwendung der Erwartungswerte aus dem Kapitel 3W 2
(x0) = 1� ln sinh (�h
(x0)�=2)�h
(x0)�=2 !+ V (x0) (6.9)59
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(x0) "g22(x0)2 a42 + g2(x0)g42 a42a2 + g23(x0)6 a62 + g2424a82 + g248 a42a4# ;wobei die Zeitintegrationen in den Abk�urzungen a2m2 enthalten sind:a2m2 := 
(x0)�h� �h�Z0 d�1 �h�Z0 d�2 (h[x(�1)� x0℄[x(�2)� x0℄ix0
 )m : (6.10)
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(x0) �uber ein Minimum verf�ugt, w�ahrend61



W 2
(x0) einen Wendepunkt besitzt. Dieses Verhalten setzt sih in h�oher-en Ordnungen fort, d.h. gerade Approximationen haben Wendepunkte,w�ahrend ungerade �uber Minima verf�ugen [1, S. 277 �.℄. Das numerisheAbleiten von WN
 (x0) ist der direktere Weg zur Bestimmung von dessenx0-Abh�angigkeit, da die Bestimmungsgleihung f�ur 
(x0) (2.25) tran-szendent ist, also ebenfalls per Iteration numerish gel�ost werden mu�.Die Auftragung von W 2
(x0) �uber x0 f�ur vershiedene Temperaturenliefert gegen�uber derjenigen von W 1
(x0) in Abbildung (6.1) qualitativkein neues Verhalten. Deshalb wird zur weiteren Auswertung die \inte-grale Information" in Form der freien Energie berehnet. Dazu bestimmtman aus der Approximation des e�ektiven Potentials WN
 (x0) durh nu-merishe Integration �uber die Variable x0 in (2.9) die N -te Approximati-on der Zustandssumme ZN . Die angen�aherte freie Energie FN folgt danndurh FN = �kBT lnZN und ist in Tabelle 6.1 f�ur vershiedene Kopp-lungskonstanten g und Temperaturen T angegeben.
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g/4 � F1 F2 Fex0.1 1 0.226083 0.226075 0.2260710.1 5 0.559157 0.558681 0.5586750.2 1 0.321996 0.321970 0.3219700.2 5 0.603383 0.602193 0.6021690.3 1 0.391161 0.391112 0.3911120.3 5 0.639807 0.637909 0.6378550.4 1 0.446326 0.446241 0.4462500.4 5 0.671341 0.668780 0.6686860.5 1 0.492685 0.492578 0.4925790.5 5 0.699435 0.696248 0.6961180.6 1 0.532928 0.532787 0.5327880.6 5 0.724935 0.721174 0.7209980.7 1 0.568643 0.568468 0.5684690.7 5 0.748394 0.744091 0.7438750.8 1 0.600857 0.600645 0.6006450.8 5 0.770191 0.765388 0.7651220.9 1 0.630273 0.630022 0.6300220.9 5 0.790603 0.785317 0.7850161 1 0.657396 0.657105 0.6571051 5 0.809838 0.804102 0.80375810 1 1.48838 1.48317 1.4830710 5 1.52878 1.50692 1.50497Tabelle 6.1: Die erste und zweite Approximation der freien Energie. Dieexakten Werte der Freien Energie sind nah F = �1=� lnZ berehnet,wobei in der Summe Z = P1n=0 exp (��En) nur die ersten aht Sum-manden ber�uksihtigt wurden. Die exakten Energieeigenwerte entstam-men dabei [1, S. 266℄. Die jeweils letzte der Zi�ern gilt aufgrund dernumerishen Berehnung der Werte als unsiher.
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Kapitel 7Zweites Beispiel:Das Coulomb-ProblemDie Behandlung des Coulomb-Problems durh die Variationsst�orungs-theorie dient einerseits als weitere Illustration der Anwendbarkeit derTheorie, aber auh dazu, ihre Konvergenzeigenshaften beispielhaft zuuntersuhen. Dazu wird das e�ektive Potential des Coulomb-Problemsin der zweiten N�aherung untersuht. Dar�uber hinaus stellt das Coulomb-Problem eine wihtige Anwendung der Vershmierungsformel (3.45) dar.Eine Entwiklung des Coulomb-Potentials �=jxj nah Potenzen von Dif-ferenzen x � x0 liefert eine unendlihe Reihe von Beitr�agen, so da� dieAuswertung der Korrekturterme(�1)N+1N ! �hN� h(Ax0int)Nix0
; : (7.1)in (2.23) niht durh das Wik-Theorem (3.90) erfolgen kann. Die Ver-shmierungsformel (3.45) ershlie�t somit eine neue Klasse von Poten-tialen, auf die sih die Variationsst�orungstheorie f�ur die Zustandssum-me anwenden l�a�t. Die angestrebte Untersuhung des Coulomb-Problemsmaht es freilih notwendig, die Theorie auf mehrere Raumdimensionenzu erweitern.
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7.1 Variationsst�orungsstheorie in DRaumdimensionenDie Verallgemeinerung der Zustandssumme (2.1) auf D Raumdimensio-nen lautetZ = I Dx1(�) : : : I DxD(�) exp��1�hA[x1(�); : : : ; xD(�)℄� (7.2)mit der euklidishen WirkungA[x1(�); : : : ; xD(�)℄ =�h�Z0 d� �M2 [ _x21(�) + : : :+ _x2D(�)℄ + V (x1(�); : : : ; xD(�))� : (7.3)Auh hier ist es sinnvoll, sowohl im Pfad x, als auh im Pfadmittel x0zur Vektorshreibweise �uberzugehenx(�) := 0BBBBBB� x1(�):::xD(�)
1CCCCCCA ; x0 := 0BBBBBB� (x0)1:::(x0)D

1CCCCCCA ; (7.4)wodurh (7.2) und (7.3) die folgenden einfahen FormenZ = I DDx(�) exp��1�hA[x(�)℄� (7.5)und A[x(�)℄ = �h�Z0 d� �M2 _x2(�) + V (x(�))� (7.6)annehmen. Im Hinblik auf die Anwendung auf das Coulomb-Poten-tial beshr�anken wir uns beim Vergleihssystem der Einfahheit halberauf einen isotropen harmonishen Oszillator, der das Potential V (x(�))ann�ahern soll. Die Verallgemeinerungen von (2.11), (2.12), (2.15), (2.16)und (2.23) aus dem Kapitel 2 lauten dann wie folgt. Die harmonishen65



Erwartungswerte werdenhF1(x(�1)) : : : FN (x(�N))ix0
 = 1Zx0
 s2��h2�M D� I DDx(�)F1(x(�1)) : : : FN (x(�N))Æ(x� x0) exp��1�hAx0
 [x(�)℄� (7.7)mit der lokalen harmonishen ZustandssummeZx0
 = s2��h2�M D I DDx(�) Æ(x� x0) exp��1�hAx0
 [x(�)℄� (7.8)und den WirkungenAx0
 [x(�)℄ = �h�Z0 d� �M2 _x(�)2 + 
2(x0)M2 [x(�)� x0℄2� ;Ax0int [x(�)℄ = �h�Z0 d� �V (x(�))� 
2(x0)M2 [x(�)� x0℄2� : (7.9)Sie f�uhren zusammen auf die folgende Approximation des e�ektiven Po-tentials WN
 (x0) = � 1� lnZx0
 + NXn=1 (�1)n+1n! �hn� h(Ax0int)nix0
; : (7.10)7.2 Harmonishe Erwartungswertein D DimensionenShreibt man (7.7) als1Z(x0)1
 s2��h2�M I Dx1(�)Æ(x1 � (x0)1) exp��1�hA(x0)1
 [x1(�)℄� : : :� 1Z(x0)D
 s2��h2�M I DxD(�)Æ(xD � (x0)D) exp��1�hA(x0)D
 [xD(�)℄��F1(x(�1)) : : : FN(x(�N )) ; (7.11)66



so f�uhrt D-fahes Anwenden von (3.64) aufhF1(x(�1)) : : : FN(x(�N ))ix0
 = 8<: NYj=1 +1Z�1 dDyjFj(yj)9=; 1q(2�)Ndet(A)D� exp8<:�12 NXj=1 NXj0=1(A�1(x0))jj0[yj � x0℄T [yj0 � x0℄9=; : (7.12)Die Matrix A�1(x0) weist dieselben Elemente auf wie shon zuvor, d.hes handelt sih um die inverse Matrix von A(x0) := (ajj0(x0)). Die lokaleharmonishe Zustandssumme Zx0
 ergibt shliht die D-fahe Potenz dereindimensionalen Gr�o�e (3.8):Zx0
 = (Zx0
 )D : (7.13)7.3 Approximation erster OrdnungF�ur die folgenden Anwendungen gilt die Dimension D=3, wobei das Po-tential der Coulomb-Wehselwirkung durhV (x) = �jxj (7.14)gegeben ist mit � = �e2 und der Elementarladung e. Es wird zun�ahstdie Korrektur erster Ordnung in (7.10)1�h� �h�Z0 d�1hVint(x(�1))ix0
 (7.15)mit Vint(x) = �jxj � M2 
2(x0)[x(�)� x0℄2 (7.16)berehnet. Der Oszillatoranteil ergibt mit (7.12) f�ur N = 1 den harmo-nishen Erwartungswert��M2 
2(x0)[x(�)� x0℄2�x0
 = �3M
2(x0)2 a2(x0) : (7.17)67



Der harmonishe Erwartungswert des Coulomb-Potentials wird in Ku-gelkoordinaten ausgewertet:* �jxj+x0
 = � +1Z�1 d3yq2�a2(x0)3 1jyj exp(� 12a2(x0) [y� x0℄2)= � +1Z�1 2�rdr sin �d�q2�a2(x0)3 exp(� 12a2(x0)(r2 + r20 � 2rr0 os �))= �r0 erf(r0=q2a2(x0)) (7.18)mit der Fehler-Funktionerf(x) := 2p� xZ0 dz exp (�z2) : (7.19)Es folgt daherW 1
(x0) = 3� ln "sinh (�h
(x0)�=2)�h
(x0)�=2 #� 3M2 
2(x0)a2(x0)+ �r0 erf �r0=q2a2(x0)� : (7.20)Die Selbstkonsistenzgleihung (4.17) wird shlie�lih
2(x0) = 23 1p2� 1qa3�1�1(x0) exp( �r202a2(x0)) : (7.21)Sie zeigt eine Isotropie in x0, so da� es ausreiht, den Betrag r0 als va-riabel aufzufassen. Der resultierende Verlauf des e�ektiven Potentials inerster Ordnung ist in Abbildung 7.1 f�ur vershiedene Temperaturen auf-getragen. Da diese N�aherung des e�ektiven Potentials eine Minimum beix0 = 0 besitzt, legen die Erkenntnisse von Kapitel 4 in einer Dimensiondie Verallgemeinerung des Resultats (4.31) auf D Dimensionen nahe.7.4 Tieftemperaturgrenzfall amOrtsnullpunktIn Kapitel 4 wurde shon die allgemeine Form des Tieftemperaturgrenz-wertes vonW 1
 in einer Dimension mit Hilfe der Sattelpunktsapproximati-68



on herausgearbeitet. Mit dreidimensionalem x0 gilt analog zur Gleihung(4.30) limT!0W 1
(x0) = 34�h
(x0) + hV (x)ix0
 : (7.22)Die Approximation der Grundzustandsenergie lautet nah Formel (4.31),die sih ebenfalls m�uhelos auf D-Dimensionen �ubertragen l�a�t:limT!0WN
 (xmin) = EN : (7.23)Entwikelt man die Fehler-Funktion (7.19) f�ur kleine Argumente, folgtmit dem Tieftemperaturgrenzwert von a2 in (4.20)limT!0W 1
(xmin) = 34�h
(xmin) +sM
(xmin)��h 2� : (7.24)In der Abbildung 7.1 ist zu erkennen, da� die erste Approximation dese�ektiven Potentials ihr Minimum bei xmin = 0 aufweist, worauslimT!0W 1
(xmin) = 34�h
(0) +sM
(0)��h 2� (7.25)folgt. Die selbstkonsistent zu l�osende Gleihung f�ur 
(0) lautet also
1(0) = �16M�9�h3� : (7.26)Die optimierte Frequenz (7.26) wird in (7.25) eingesetzt, und wir erhaltendamit unter Beahtung von (7.23) als erste Approximation der Grund-zustandsenergie des CoulombsystemsE1 = �43 M�h2�� + 83 M�h2��p�� (7.27)und mit � = �1 E1 = �43 M�h2� : (7.28)In nat�urlihen Einheiten �h = kB = 1 und mitM = 1 entspriht das einerEnergie von E1 = �0:4244J� : (7.29)Zum Vergleih sei die exakte Grundzustandsenergie des Wassersto�atomsangegeben, sie betr�agt E = �0:5J� = �13:6eV .69



7.5 Approximation zweiter OrdnungDie zweite Korrektur lautet nah (7.10) und der De�nition von Ax0int [x(�)℄durh (7.9)� 12�h2� h(Ax0int)2ix0
; = (7.30)� 12�h2� �h�Z0 d�1 �h�Z0 d�2  M2
4(x0)4 h[x(�1)� x0℄2[x(�2)� x0℄2ix0
;�M
2(x0)�*[x(�1)� x0℄2 1jx(�2)j+x0
; + �2* 1jx(�1)j 1jx(�2)j+x0
;1A :F�ur Kummulanten von zwei Funktionen gilt allgemein unter Verwendungder Vorshrift (2.20) zur Berehnung von Kummulanten aus Momenten,der De�niton der Erwartungswerte in (7.12) mit D = 3 und einer Varia-blentranslation um den Vektor x0hF1(x(�1))F2(x(�2))ix0
; = +1Z�1 dy +1Z�1 dxF1(x+ x0)F2(y+ x0)q(2�)2det(A)3 (7.31)�(exp" �a�1�12det(A) [x2+y2℄+ a�1�2det(A)xy#�exp " �a�1�12det(A) [x2+y2℄#)mit det(A) = a2�1�1�a2�2�2 . Es werden deshalb zuerst die ErwartungswertehF1(x(�1))F2(x(�2))ix0
 (7.32)berehnet, und zur Bestimmung der KummulantehF1(x(�1))F2(x(�2))ix0
; (7.33)wird von (7.32) der Erwartungswert mit vershwindendem a�1�2 � 0 sub-trahiert.7.5.1 RaumintegrationenWir beginnen mit der Berehnung der Raumintegrale. Shon in (3.77)wurde gezeigt, da� gilt:h[x(�1)� x0℄2[x(�2)� x0℄2ix0
 = 9a2�1�1 + 6a2�1�2 : (7.34)70



Die verbleibenden Erwartungswerte in (7.30)�[x(�1)� x0℄2 1jx(�2)j�x0
 (7.35)und � 1jx(�1)j 1jx(�2)j�x0
 (7.36)werden durh die Vershmierungsformel (7.12) auf Gau�she Form ge-braht. Es wird dazu die Umshreibung1jx+ x0j = 4� +1Z�1 d3k(2�)3 +1Z0 d� expn��k2 � ik(x+ x0)o (7.37)benutzt. Shreibt man k in Kugelkoordinaten, so l�a�t sih die Rihtigkeitvon (7.37) in direkter Rehnung best�atigen. Setzt man (7.37) in (3.41)ein, so lassen sih durh quadratishe Erg�anzung die Raumintegrationenin (7.35) ausf�uhren, und es folgt�[x(�1)� x0℄2 1jx(�2)j�x0
 = (7.38)4� +1Z�1 dk(2�)3 +1Z0 d� h3a�1�1 � k2a2�1�2i exp n��k2 � ik(x+ x0)ound nah der k-Integration�[x(�1)� x0℄2 1jx(�2)j�x0
 = 34p� +1Z0 d�2a�1�1�+ a2�1�1 � a2�1�2q�+ a�1�1=25 : (7.39)Der dritte Ausdruk (7.36) wird unter der Umformung (7.37)� 1jx(�1)j 1jx(�2)j�x0
 =(4�)2 +1Z�1 dk1(2�)3 +1Z�1 dk2(2�)3 +1Z0 d�1 +1Z0 d�2 (7.40)� exp��a�1�12 (k21+k22)�a�1�2k1k2�ix0(k1+k2)��1k21��2k22� ;71



bzw. nah der k - Integration� 1jx(�1)j 1jx(�2)j�x0
= 2� +1Z0 d�1+1Z0 d�2 1q(a�1�1+ 2�1)(a�1�1+2�2)�a2�1�23� exp(�x20 a�1�1 + �1 + �2 � a�1�2(a�1�1 + 2�1)(a�1�1 + 2�2)� a2�1�2) : (7.41)7.5.2 Bildung der KummulantenBeim Bilden der Kummulanten in (7.30) heben sih Anteile weg, und esfolgt f�ur den ersten Term in (7.30)h[x(�1)� x0℄2[x(�2)� x0℄2ix0
; = 6a2�1�2 : (7.42)Die � -Integrationen sind ebenfalls elementar durhf�uhrbar, daher gilt� 12�h2� �h�Z0 d�1 �h�Z0 d�2h[x(�1)� x0℄2[x(�2)� x0℄2ix0
; = � 62�h
a42 (7.43)mit der Abk�urzung a42, die im Anhang D explizit angegeben ist. Weitergilt �[x(�1)� x0℄2 1jx(�2)j�x0
; = �3a2�1�24p� +1Z0 d�q�+ a�1�1=25 ; (7.44)so da� sih die elementare �-Integration ausf�uhren l�a�t:�[x(�1)� x0℄2 1jx(�2)j�x0
; = � a2�1�2q�a3�1�1=2 : (7.45)Die � -Integrationen liefern hier� 12�h2� �h�Z0 d�1 �h�Z0 d�2�[x(�1)�x0℄2 1jx(�2)j�x0
;= 1�h
q2�a3�1�1 a42 : (7.46)
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Der dritte Beitrag in (7.30) wird zu� 1jx(�1)j 1jx(�2)j�x0
; = 2� +1Z0 d�1 +1Z0 d�2 (7.47)�8><>: 1q(a�1�1+2�1)(a�1�1+2�2)�a2�1�23� exp "�x20 a�1�1 + �1 + �2 � a�1�2(a�1�1 + 2�1)(a�1�1 + 2�2)� a2�1�2 #� 1q(a�1�1+2�1)(a�1�1+2�2)3 exp "�x20 a�1�1 + �1 + �2(a�1�1+2�1)(a�1�1+2�2)#9>=>; :7.5.3 Numerishe Berehnung der zweiten Ordnungdes e�ektiven PotentialsDie in (7.47) verbleibenden Integrale konnten niht vollst�andig analytishgel�ost werden. Um wenigstens eine numerishe Berehnung zu erm�ogli-hen, wird die �2-Integration durhgef�uhrt und dazu substituiert:(�1) := a�1�1 + �1 + �2 � a�1�2(a�1�1 + 2�1)(a�1�1 + 2�2)� a2�1�2 : (7.48)Wir erhalten� 1jx(�1)j 1jx(�2)j�x0
;= (7.49)� 2� +1Z0 d�2 1(a�1�1+2�2�a�1�2) 1q2(a�1�1+2�2) aZb d expf�x20gp � amit a = 1=(a�1�1+2�2)b = (a�1�1+�2 � a�1�2)=[(a�1�1+2�2)a�1�1 � a2�1�2 ℄ : (7.50)Nah einer weiteren Variablen-Vershiebungt :=  � a (7.51)73



und unter Verwendung der Integralformel [3, 3.361.1℄uZ0 dxexpf�qxgpqx = p�q erf(pqu) (7.52)folgt bei Hinzunahme der � - Integrationen und Vorfaktoren dieses Sum-manden in (7.30) der Beitrag� 12�h2� �h�Z0 d�1 �h�Z0 d�2� 1jx(�1)j 1jx(�2)j�x0
;= � 1�h2�x0p�� �h�Z0 d�1 �h�Z0 d�2 +1Z0 d�2 expf�x20=(a�1�1+2�2)g(a�1�1+2�2�a�1�2) 1q2(a�1�1+2�2)erf8<:x0 a�1�1+2�2�a�1�2q2[(a�1�1+2�2)a�1�1 � a2�1�2 ℄(a�1�1+2�2)9=; (7.53)wobei erf(x) die Fehler-Funktion, wie in (7.19) de�niert, darstellt. Wirsetzen (7.43), (7.46), (7.53) in die zweite Korrektur des e�ektiven Poten-tials (7.30) ein, und erhalten zusammen mit der Approximation ersterOrdnung (7.20) die zweite Approximation des e�ektiven Potentials. Dasoptimale 
(x0) wird dabei direkt durh das Aufsuhen der Minima bzw.Wendepunkte von W 2
(x0) bestimmt. Die Abbildung 7.2 stellt dieses Er-gebnis graphish dar.7.5.4 Spezialisierung auf den Orts- und Tempera-turnullpunktEin weiterer gangbarer Weg physikalish bedeutsame Ergebnisse zu er-zielen, wird durh die Beziehung (7.23) zwishen Grundzustandsenergieund e�ektivem Potential zweiter Ordnung an dessen Minimum xmin ge-geben. Ein Blik auf die Abb. 7.2 zeigt, da� f�ur endlihe Temperaturenein Minimum am Ortsnullpunkt besteht, von dem wir annehmen, da�es im Temperaturnullpunkt erhalten bleibt. Am Ortsnullpunkt xmin = 0wird es m�oglih (7.47) analytish zu berehnen, und wir erhalten deshalbim Grenzfall T ! 0 die zweite Approximation der Grundzustandsenergie.74



Der Tieftemperaturgrenzwert von a2�1�2 ist durh (4.27) gegeben. Mitder Hinzunahme der � -Integrationen wird der Beitrag von (7.47) zurzweiten Korrektur (7.30)lim�!18><>:� 12�h2� �h�Z0 d�2 �h�Z0 d�1� 1jx(�1)j 1jx(�2)j�x0
;9>=>; =lim�!18><>:� 1�h2�� �h�Z0 d�2 �h�Z0 d�1 +1Z0 d�2 +1Z0 d�1�8><>: 1q( �h2M
+2�1)( �h2M
+2�2)�( �h2M
)2 exp (�2
j�2 � �1j)3� 1q( �h2M
+2�2)( �h2M
+2�1)39>=>;9>=>; : (7.54)Um die Rehnung �ubersihtlih zu gestalten, wird der Grenz�ubergangans Ende der Rehnung vershoben, und es wird mehrfah substituiert:� := 4M
=�h ; k(�1) := (1+��1)(1+��2) ; f(�2) := 1+��2 : (7.55)Wir berehnen also im ersten Shritt� 12�h2� �h�Z0 d�2 �h�Z0 d�1� 1jx(�1)j 1jx(�2)j�x0
; = (7.56)�M
2�h3�� �h�Z0 d�2 �h�Z0 d�1 +1Z1 dff +1Zf dk8><>: 1qk�exp(�2
j�2��1j)3� 1pk39>=>; :Die k-Integration ist elementar, w�ahrend im f -Integral die Formel [3,2.224.5℄ Z dxxpa+ bx = 2p�a artansa + bx�a (7.57)mit a < 0 zur Anwendung kommt. Es folgt f�ur (7.57)� M
�h3�� �h�Z0 d�2 �h�Z0 d�1�� exp(
j�2��1j)�2 exp(
j�2��1j) artanqexp(2
j�2��1j)� 1�2� : (7.58)75



Die � -Integrationen f�uhren �uber ein Quadrat im ersten Quadranten, dasvon der Geraden �1 = �2 halbiert wird. Der Integrand von (7.58) ist sym-metrish bez�uglih Spiegelung an dieser Geraden. Deshalb kann (7.58)auh durh das zweifah zu wertende Integral �uber das untere Dreiekausgedr�ukt werden, was die Betragsstrihe �uber�ussig maht:�2M
�h3�� �h�Z0 d�2 �2Z0 d�1�� exp[
(�2��1)℄�2 exp[
(�2��1)℄ artanqexp[2
(�2��1)℄� 1�2� : (7.59)Wir teilen den Integranden auf und �nden durh elementare Integration�h�Z0 d�2 �2Z0 d�1 exp [
(�2��1)℄ = 1
2 [exp (�h�
)� 1℄� �h�
 : (7.60)Im n�ahsten Shritt untersuhen wir�h�Z0 d�2 �2Z0 d�1 exp [
(�2��1)℄ artanqexp[2
(�2��1)℄� 1 : (7.61)Unter Verwendung der trigonometrishen Beziehung [19, 2.5.2.1.7℄artan x = arsin xp1 + x2 (7.62)und Einf�uhrung der Substitutionen(�1) = q1� exp[�2
(�2 � �1)℄~(�2) = q1� exp(�2
�2) ; (7.63)wird (7.61) zu 1
2 bZ0 d~ ~1� ~2 ~Z0 d p1� 23 arsin  (7.64)mit der oberen Integrationsgrenze b = q1� exp(�2
�h�). Die Formel [3,2.838.2℄ Z xp1� x23 arsin x = arsinxp1� x2 + 12 ln�1� x1 + x� (7.65)76



gestattet es uns dann, die -Integration durhzuf�uhren, und wir erhaltenf�ur (7.64) 1
2 bZ0 d~ ~1� ~2 ( arsin ~p1� ~2 + 12 ln�1� ~1 + ~�) : (7.66)Der erste der Beitr�age l�a�t sih wiederum mit (7.65) berehnen:1
2 bZ0 d~ ~p1� ~23 arsin ~= 1
2 exp(
�h�) arsinq1� exp(�2
�h�)+ 12
2 ln241�q1� exp(�2
�h�)1 +q1� exp(�2
�h�)35 : (7.67)Den zweiten Beitrag in (7.66) bringen wir durh eine weitere Substitutiony(~) = 1� ~1 + ~ (7.68)und eine Partialbruhzerlegung auf die Form12
2 bZ0 d~ ~1� ~2 ln�1� ~1 + ~� = � 18
2 (ln ~y)2 � 12
2 1Z~y dy ln y1 + y (7.69)mit ~y = 1�q1� exp(�2
�h�)1 +q1� exp(�2
�h�) : (7.70)Der letzte der Summanden in (7.59) ist ebenfalls elementar zu integrieren:�h�Z0 d�2 �2Z0 d�1 1 = (�h�)22 : (7.71)Unter Beahtung von (7.60), (7.67), (7.69), (7.71) wird (7.57) shlie�lihzu 4M
��h3� �� �2
2 [exp (�h�
)� 1℄ + ��h�2
+ 1
2 exp(
�h�) arsinq1�exp(�2
�h�)+ 12
2 ln ~y � 18
2 (ln ~y)2 � 12
2 1Z~y dy ln y1 + y + (�h�)22 � : (7.72)77



Um den Grenz�ubergang � !1 vollziehen zu k�onnen, werden einige derTerme aus (7.72) in Potenzen von exp(�2
�h�) taylorentwikelt. Es giltf�ur gro�e Werte von �:1�q1�exp(�2
�h�)1+q1�exp(�2
�h�) � 14 exp(�2�h�
) (7.73)und damit ln241�q1�exp(�2
�h�)1+q1�exp(�2
�h�)35 � � ln 4� 2�h�
 : (7.74)Die Integrationsgrenze ~y vershwindet nah (7.73) im Grenz�ubergang� !1 und es gilt [3, 4.231.1℄lim�!1 1Z~y dy ln y1 + y = ��212 : (7.75)Mit diesen Vorbereitungen l�a�t sih der Grenz�ubergang in (7.72) durh-f�uhren, und wir erhalten f�ur (7.54) das Ergebnislim�!18><>:� 12�h2� �h�Z0 d�2 �h�Z0 d�1� 1jx(�1)j 1jx(�2)j�x0
;9>=>;= �4M�h2� (1� �2 + ln 2) : (7.76)Ber�uksihtigt man den Tieftemperaturgrenzwert von a42 nah (D.1)lim�!1a42 = lim�!1� " �hM2
(x0)#2 18�h�
(x0) 1sinh2(�h�
(x0)=2)� n4 + [�h�
(x0)℄2 � 4 osh �h�
(x0) + �h�
(x0) sinh �h�
(x0)o�= �h2M
!2 ; (7.77)so wird aus (7.43)lim�!1� �12�h2� �h�Z0 d�1 �h�Z0 d�2h[x(�1)�x0℄2[x(�2)�x0℄2ix0
;�= �3�h4M2
3 (7.78)78



und (7.46) wirdlim�!1� �12�h2� �h�Z0 d�1 �h�Z0 d�2�[x(�1)�x0℄2 1jx(�2)j�x0
;�= 12p�M�h
3 : (7.79)Wir setzen die Beitr�age (7.76), (7.78), (7.79) in die Korrektur (7.30) dese�ektiven Potentials ein, und erhalten zusammen mit der Approximationerster Ordnung (7.25) im Spezialfall T = 0 und x0 = 0 das Ergebnislim�!1W 2
(0) = 916�h
(0) + 32sM
(0)�h� �� 4M�h2� (1 + ln 2� �2 )�2 : (7.80)Die Selbstkonsistenzgleihung (4.17) ist auh in zweiter Ordnung, wieshon im Tieftemperaturgrenzfall der ersten Ordnung, durh (7.26) ge-geben. Aus (7.80) und (7.26) zusammengenommen, folgt unter Beah-tung von (7.23) die zweite Approximation der Grundzustandsenergie desCoulombsystems zuE2 = � M�h2��+ 2 M�h2��p�� � 4M�h2� (1 + ln 2� �2 )�2 (7.81)und mit � = �1 E2 = �4M�h2� �54 + ln 2� �2� : (7.82)Zusammenfassend wird in nat�urlihen Einheiten, d.h. �h = KB = 1 sowieM = 1, die Energieapproximation in zweiter Ordnung nah (7.82)E2 = �0:4741J� : (7.83)Demgegen�uber betr�agt die exakte Grundzustandsenergie Eex = 0:5J�.
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roAbbildung 7.1: Der Potentialverlauf der ersten Approximation des e�ek-tiven Potentials vom Coulomb-System mit � = �1 f�ur vershiedene Tem-peraturen in nat�urlihen Einheiten. Die unterste Kurve gibt den exak-ten Potentialverlauf wieder. Die n�ahste dar�uberliegende Kurve stellt denVerlauf vonW 1
(r0) bei T = 1K� dar. Die Temperaturen dar�uberliegenderKurven sind jeweils um eine Zehnerpotenz kleiner gew�ahlt. Der verwende-te Rehneralgorithmus lie� Berehnungen f�ur Temperaturen T � 10�7K�und Radien r0 � 0:0001m� zu. An der Stelle T = 10�7K�, r0 = 0:0001m�betr�agt der numerish berehnete Wert W 1
 = �0:4246J�. Zum Vergleih:Die analytishe Berehnung durh (7.25) und (7.26) liefert am Orts- undTemperaturnullpunkt r0 = T = 0 das Ergebnis W 1
 = �0:4244J�.
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Kapitel 8Das Coulomb-Problem in derVariationsst�orungstheorie derGrundzustandsenergieIn [1, S. 177 �.℄ wird gezeigt, da� im Tieftemperaturgrenzfall die N -ten Approximationen der Grundzustandsenergie, die sih der aus Va-riationsst�orungstheorie f�ur die quantenmehanishe Zustandssumme undder Variationsst�orungstheorie f�ur die Energieeigenwerte ergeben, �uberein-stimmen, falls in beiden Formulierungen ein harmonisher Oszillator zurApproximation genutzt wird. Die Ergebnisse des letzten Kapitels sollendeshalb wie in Kapitel 4 angedeutet, auh durh die Variationsst�orungs-theorie f�ur die Grundzustandsenergie erhalten werden. Dieses ist m�oglih,da die Freiheit der Variationsst�orungstheorie an der Zustandssumme, dasOszillator-Potential als von der \klassishen" Koordinate x0 abh�angig zubetrahten, im Tieftemperaturgrenzfall wegf�allt. Die allgemeine Vorge-hensweise der Variationsst�orungstheorie f�ur die Energieeigenwerte wurdeshon in Kapitel 5 erl�autert. Gesuht ist eine St�orungsreihe mit einemVariationsparameter zum niedrigsten Energieeigenwert vom Hamilton-Operator des Coulomb-Systems in OrtsdarstellungĤ = � �h22M4+ �jxj (8.1)mit dem Laplae-Operator4, der Konstanten � = �e2 und der Elemen-tarladung e. Um die erw�ahnte �Ubereinstimmung mit den Ergebnissen82



des letzten Kapitels zu erreihen, wird auh hier ein approximierenderOszillator, jedoh mit fester Frequenz 
 eingef�uhrt:Ĥ = � �h22M4+ M2 
2x2 +  �jxj � M2 
2x2! : (8.2)Die St�orungsentwiklung ist im Klammerausdruk vorzunehmen. Um dieRehnungen �ubersihlih zu gestalten, wird ein indirekter Weg eingeshla-gen.8.1 St�orungsreihe eines HilfssystemsEs wird ein Hilfssystem mit dem Hamilton-OperatorĤh = � �h22M4+ M2 !2x2 + �jxj (8.3)betrahtet, der im Ladungsquadrat � bis zurN -ten Ordnung st�orungsent-wikelt wird. Die zu berehnenden Matrixelemente in den Korrekturen(5.16), (5.21) und (5.26) sind hierbei leihter zu berehnen. Nah demEinsetzen der Frequenz ! := s
2 �  2�M (8.4)und erneuter Entwiklung bis zur N -ten Ordnung in �, wird  gew�ahlt := M
22� ; (8.5)was einer direkten Entwiklung von (8.2) bis zur N -ten Ordnung in �gleihkommt: Setzt man (8.4) in (8.3) ein, ergibt sihĤ = � �h22M4+ M2 
2x2 + � 1jxj � x2! : (8.6)Mit der Wahl von  in (8.5) stimmt (8.6) o�ensihtlih mit (8.2) �uberein.Im folgenden wird die N -te Partialsumme der Entwiklung der Grundzu-standsenergie (5.6) des hilfsweise eingef�uhrten Hamilton-Operators (8.3)mit EhN bezeihnet, w�ahrend diejenige des Operators (8.2) das SymbolEN erh�alt. 83



8.2 Berehnung der Matrixelemente derSt�orungsreiheIn einem ersten Shritt wird der Hamilton-Operator des dreidimensio-nalen harmonishen Oszillators in (8.3) als Ĥ0 aufgefa�t, w�ahrend dasCoulomb-Potential die St�orung �V̂ darstellt. Als Kleinheitsparameter �kann das Produkt der Ladungen � aufgefa�t werden. Im Temperatur-nullpunkt ist der ungest�orte Zustand der Grundzustand des dreidimen-sionalen harmonishen Oszillators, ensprehend ist die ungest�orte EnergieE(0) = 32�h!. F�ur die h�oheren Korrekturen (5.16), (5.21) und (5.26) sinddie Matrixelemente, in der Dirashen Shreibweisehnr; m; ljjxj�1jn0r; m0; l0i ; (8.7)zu berehnen, wobei nr; m; l bzw. n0r; m0; l0 das dreier-Tupel der Quanten-zahlen des dreidimensionalen harmonishen Oszillators darstellt. Um dieRotationssymetrie des Coulomb-Systems auszunutzen, werden die Eigen-funktionen des dreidimensionalen harmonishen Oszillators in Kugelko-ordinaten geshrieben [1, 9.76, 9.77, 9.84℄ nr;l;m(r; �; �) = 1r p2�(32 + l)vuut�(nr + l + 32)nr! �M!�h � 14 �M!�h r2� l+12exp �M!r22�h !1F1(�nr; l + 32 ;M!r2=�h)Yl;m(�; �) ; (8.8)wobei 1F1(�nr; l + 32 ;M!r2=�h) die konuent hypergeometrishe Reihe(engl. \degenerate hypergeometri funtion", Reihendarstellung siehe [3,(9.210.1)℄ oder (8.28) mit p = q = 1 ) und Yl;m(�; �) die Kugel�ahenfunk-tionen darstellen. Diese lassen sih ihrerseits durh zugeordnete Legendre-Polynome Pml ausdr�uken [1, (8.84)℄Yl;m(�; �) = (�1)mvuut(l �m)!(2l + 1)(l +m)!4� Pml (os �) exp (im�) : (8.9)Sie haben die Form [1, (8.86)℄Pml (z) = (1� z2)m22ll! (l �m)!(l +m)! dl+mdzl+m (z2 � 1)l : (8.10)84



Die Quantentenzahlen nehmen die Werte nr = 0; 1; 2; : : : ; l = 0; 1; 2; : : :und �l � m � l an. Die zugeh�origen Energieeigenwerte sind in diesenKoordinaten [1, (9.60)℄Enr;l = �h! �2nr + l + 32� : (8.11)Man erkennt, da� nur im Grundzustand keine Entartung besteht. Shonf�ur den ersten Anregungszustand, nr = 0 und l = 1, besteht Entar-tung der Energie bez�uglih der Quantenzahlen m = �1; 0; 1. Die vorlie-gende Rehnung kann demnah niht zur Approximtion h�oherer Anre-gungszust�ande benutzt werden, da die Ableitung der Energiekorrekturen(5.16), (5.21) und (5.26) im 2.Kapitel eine Entartung der Zust�ande ex-plizit ausshlo�. Nutzt man die Orthonormalit�at der Kugelfunktionen [1,(8.90)℄ +�Z�� d� +1Z�1 d os � Yl0;m0(�; �)Yl;m(�; �) = Æl;l0Æm;m0 ; (8.12)folgt unmittelbarhnr; m; ljjxj�1jn0r; m0; l0i = Æl;l0Æm;m0Vnr;n0r;l (8.13)mit den Abk�urzungenVnr;n0r;l := 1Z0 dr1rRnr;l(r)Rn0r;l(r) (8.14)und Rnr;l(r) =: 1r p2�(32 + l)vuut�(nr + l + 32)nr! �M!�h � 14 �M!�h r2� l+12exp �M!r22�h !1F1(�nr; l + 32 ;M!r2=�h) : (8.15)Um die verbleibende r-Integration in (8.14) auszuf�uhren, werden diekonuent hypergeometrishen Funktionen durh Laguerre-Polynome [3,8.972.1℄ und Gamma-Funktionen dargestellt1F1(�nr; l + 32 ;M!r2=�h) = nr!�(l + 32)�(nr + l + 32)Ll+ 12nr  M!r22�h ! ; (8.16)85



und es wird substituiert u := M!�h r2 : (8.17)Die Matrixelemente Vnr;n0r;l gewinnen dabei die FormVnr;n0r;l = sM!�h vuut nr!n0r�(nr + l + 32)�(n0r + l + 32)1Z0 du ul e�uLl+ 12nr (u)Ll+ 12n0r (u) : (8.18)Unter Verwendung der Integralformel [20, (2.19.14.15)℄1Z0 dx x��1e�xLm (x)L�m0 (u) = (1 + )m(�� � + 1)m0�(�)m!m0!�3F2(�m;�; �� �;  + 1; �� ��m0; 1) (8.19)folgt mit � = l + 1;  = 1;  = � = l + 12 ; m = nr und m0 = n0r dasvorl�au�ge ErgebnisVnr;n0r;l = sM!��h �(l + 1)� �nr + 12��(l + 32) vuuut � �n0r + l + 32�nr!n0r!� �nr + l + 32�3F2(�n0r; l + 1; 12; l + 32 ; 12 � nr; 1) (8.20)wobei 3F2 eine verallgemeinerte hypergeometrishe Funktion darstellt.Um die Berehnungen spezieller Matrixelemente vorzubereiten, werdendiese und einige andere Funktionen kurz erl�autert.Gamma-FunktionDiese Funktion gen�ugt dem Legendreshen Verdopplungssatz [19, S. 331℄�(x)�(x+ 12) = p�22x�1�(2x) ; (8.21)der Funktionalgleihung�(x+ 1) = x�(x) mit �(1) = 1 (8.22)86



sowie dem Erg�anzungssatz�(x)�(1� x) = �sin x� f�ur 0 � x � 1 : (8.23)Dar�uber hinaus beziehen wir uns auf das Pohhammer Symbol.Pohhammer SymbolEs ist allgemein durh(�)k = �(�+ 1)(� + 2) : : : (� + k � 1) (8.24)und (�)0 = 1 (8.25)de�niert, woraus (1)k = k! ; (0)k = Æk;0 (8.26)und mit (8.22) (�)k = �(�+ k)�(�) (8.27)f�ur nihtnegative ganze Zahlen k folgen. Das Pohhammer-Symbol er-sheint in der Reihendarstellung der verallgemeinerten hypergeometri-shen Reihe aus (8.20), die hier ebenfalls kurz diskutiert wird.Verallgemeinerte hypergeometrishe FunktionDie Reihendarstellung der verallgemeinerten hypergeometrishen Funk-tion lautet [3, 9.14.1℄pFq(�1; : : : ; �p; �1; : : : ; �q; z) = 1Xk=0 (�1)k; : : : ; (�p)k(�1)k; : : : ; (�q)k zkk! : (8.28)Ist p = 3 und q = 2, ergibt sih3F2(�1; �2; �3; �1; �2; z) = 1Xk=0 (�1)k; (�2)k; (�p)k(�1)k; (�q)k zkk! : (8.29)87



Betrahten wir speziell 3F2(0; 1; 12 ; 32 ; 12 ; 1), so liefern die Formeln (8.26)und (8.29) unmittelbar3F2(0; 1; 12; 32 ; 12; 1) = 1 : (8.30)Analog folgt f�ur 3F2(0; 1; 12 ; 32 ; 12 � n; 1) mit nat�urlihen Zahlen n:3F2(0; 1; 12; 32 ; 12 � n; 1) = 1 : (8.31)Die Reihe 3F2(�n; 1; 12 ; 32 ; 12 ; 1) ergibt f�ur nat�urlihen Zahlen n nah kur-zer Rehnung 3F2(�n; 1; 12; 32 ; 12; 1) = 2F1(�n; 1; 32; 1) : (8.32)Unter Verwendung von [3, 9.122.1℄2F1(�n; 1; 32; 1) = �(3=2)�(3=2 + n+ 1)�(3=2)�(3=2� 1) (8.33)sowie den Formeln (8.21), (8.22) und (8.23) folgt shlie�lih der Ausdruk3F2(�n; 1; 12; 32 ; 12; 1) = 1=2n + 1=2 : (8.34)8.3 Erste Korrektur der Grundzustands-energieDiese Vorbereitungen erm�oglihen es, die erste Korrektur in der St�orungs-entwiklung der Grundzustandsenergie als Spezialfall von (5.6) zu be-stimmen. Sie besteht laut (5.16) aus dem Matrixelement (8.20) mit nr =n0r = l = 0. Es lautetV0;0;0 = sM!��h �(1)� �12��(32) 3F2(0; 1; 12; 32 ; 12; 1) : (8.35)Die Anwendung der Funktionalgleihung (8.22) und vom Ergebnis (8.30)ergeben so E(1)0 = h0; 0; 0jjxj�1j0; 0; 0i = V0;0;0 = 2sM!��h : (8.36)88



8.4 Zweite Korrektur der Grundzustands-energieHier werden Spezialf�alle von (8.20) mit nr = l = 0 und allgemeinem n0rbetrahtet. Es folgtV0;n0r;0 = sM!��h �(1)� �12��(32) vuuut� �n0r + 32�n0r!� �32�3F2(�n0r; 1; 12; 32 ; 12; 1) : (8.37)Setzt man dagegen n0r = l = 0 f�ur allgemeines nr, wird die in (8.18)erkennbare Symetrie in nr und n0r best�atigt, also V0;n0r;0 = Vn0r;0;0. UnterVerwendung der Formeln (8.21), (8.22) und (8.23) folgt� �n0r + 32�� �32� = (2n0r + 1)(2n0r � 1)!22n0r�1(n0r � 1)! : (8.38)Damit und mit (8.32) ergibt sih f�ur das Matrixelementh0; 0; 0jjxj�1jn0r; 0; 0i=V0;n0r;0=sM!��h (2n0r�1)!(n0r � 1)!2n0r�2q(2n0r+1)! : (8.39)Der zweite Term in der St�orungsentwiklung der Grundzustandsenergieist laut (5.21) mit den Energieeigenwerten (8.11) und dem Matrixelement(8.39) die Summe E(2)0 = �4M��h2 1Xn=1 (2n� 1)![(2n)!!℄2 12n+ 1 : (8.40)Die auftretende Summe wird im Anhang A ausgewertet, so da� sih (8.40)auf E(2)0 = �4M��h2 (1� �2 + ln 2) (8.41)reduziert.
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8.5 Dritte Korrektur der Grundzustands-energieDie dritte Energiekorrektur hat die allgemeine Form (5.26). Sie wird f�urden Grundzustand mit den Matrixelementen (8.20), (8.36) und (8.39)E(3)0 = s M�h7�! (2 1Xn=2 n�1Xm=1 3F2(�m; 1; 12; 32 ; 12 � n; 1)� (2n� 1)!(2m� 1)!�(n+ 1=2)q�(m+ 3=2)pn!m!32(n+m�2)�(3=2)q(2n+ 1)!(2m+ 1)!�(n+ 3=2)+ 1Xn=1 3F2(�n; 1; 12; 32 ; 12 � n; 1) [(2n� 1)!℄2�(n+ 1=2)n!32(2n�2)(2n+ 1)!�(3=2)�2 1Xn=1 [(2n� 1)!℄2n!22(2n�2)(2n+ 1)!) : (8.42)(5.26) enth�alt eine inde�nite Doppelsumme, die durh die Symetrie derSummanden in den Indizes n und m in eine gew�ohnlihe inde�nite Sum-me und eine inde�nite Summe �uber eine endlihe Summe zerlegt werdenkann, was die Berehnung erleihtert. Der Ausdruk wird numerish aus-gewertet und ergibt den KorrekturfaktorE(3)0 = 0:0317s M�h7�! : (8.43)8.6 St�orungsreihe bis zur dritten OrdnungDie St�orungsentwiklung der Grundzustandsenergie des Hamiltonopera-tors (8.3) bis zur dritten Ordnung in Potenzen von � wird damitEh3 =�h!32+sM!�h� 2�� 4M��h2 (1��2 +ln 2)�2+0:0317s M�h7�!�3 : (8.44)
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8.7 Umsummation der St�orungsreihe:Variationsst�orungsreihe des Coulomb-Systems bis zur dritten OrdnungIn der nullten N�aherung stimmen die St�orungsentwiklungen der Grund-zustandsenergie von (8.2) und (8.3) �uberein. Um die St�orungsentwiklungzur h�oheren Ordung im Klammerausdruk vom Hamiltonoperator (8.2)zu berehnen, wird die Entwiklung von (8.3) nah der Ersetzung (8.4)erneut in eine Potenzreihe in � entwikelt. Es folgt nah dem Einsetzenvon (8.5) die St�orungsentwiklung erster OrdnungE1 = 34�h
 +sM
�h� 2� : (8.45)Dieser Ausdruk stimmt o�ensihtlih mit (7.25) �uberein, wie durh dieBeziehung (7.23) vorrausgesagt. F�ur die St�orungsentwiklung bis zurzweiten Ordnung ergibt sihE2 = 916�h
 + 32sM
�h� �� 4M�h2� (1 + ln 2� �2 )�2 ; (8.46)in �Ubereinstimmung mit den Ergebnissen aus Kapitel 7 in Formel (7.25)und (7.80). Die optimale Variationsfrequenz 
 wird nah der Gleihung(2.24) bestimmt und ist f�ur E1 und E2 identish:
 = �16M�9�h3� : (8.47)Die St�orungsentwiklung dritter Ordnung wirdE3= 1532�h
+2116sM
�h� �� 4M�h2� (1+ln2��2 )�2+0:0317s M�h7�
�3 (8.48)und die Forderung (2.24) zur Bestimmung von 
 lautet0 = 15p
3 � 21p�
 + 16� 0:0317s M�h7� : (8.49)Sie kann im Gegensatz zu den Bestimmungsgleihungen der Frequenzenbis zur zweiten Ordnung niht mehr analytish, sondern nur noh nume-rish gel�ost werden und liefert mit nat�urlihen Einheiten, M = 1 und91



� = �1 die optimale Variationsfrequenz 
 = 0:5264(s�)�1 und damit diedritte Approximation der GrundzustandsenergieE3 = �0:490J� : (8.50)
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Kapitel 9AusblikIn vorliegenden Arbeit ist die Pfadintegral-Formulierung der quanten-mehanishen Zustandssumme der Ausgangspunkt f�ur die Entwiklungder Variationsst�orungstheorie. Von noh gr�o�erer Allgemeinheit jedohist die Untersuhung der Dihtematrix, die wie in Kapitel 1 de�niert, dieBerehnung von Erwartungswerten beliebiger Observabler gestattet, unddurh Spurbildung auf die Zustandssumme selbst f�uhrt. Wenn man dieVariationsst�orungstheorie auf die Dihtematrix �ubertragen m�ohte, f�uhrtdieses auf Erwartungswerte1Zx0
 s2��h2�M Z(xa;0);(xb;�h�)Dx(�)Æ(x� x0) exp��1�hAx0
 [x(�)℄��F1(x(�1)) : : : FN(x(�N )) : (9.1)Die nihtperiodishen Pfade f�uhren von xa(0) nah xb(�h�), so da� eineFourierzerlegung des Pfades zur Auswertung niht mehr m�oglih ist. Eswurden hierzu shon Methoden konstruiert, die Pfadintegrale wie (9.1)auf solhe �uber periodishe Bahnen zur�ukf�uhren. Dabei wird eine Zer-legung des Pfades in eine niht geshlossene klassishe Bahn und einenverbleibenden periodishen Pfadanteil vorgenommen [1℄, oder es werdendurh eine Grenzwertvertaushung periodishe Bahnen erzeugt [15℄. Dieim Kapitel 4 dieser Arbeit entwikelte Methode der Fouriertransforma-tion im Pfadintegral zur Herleitung der Vershmierungsformel kann diebestehenden Tehniken erg�anzen, da sie ganz ohne die Vorraussetzungperiodisher Pfade auskommt. Der n�ahste Shritt besteht also darin,die Variationsst�orungstheorie f�ur die Zustandssumme so auf die Dihte-matrix zu �ubertragen, da� sih erstere als Spezialfall der zweiten ergibt.93



Eine weitere Entwiklungsm�oglihkeit stellt die Abkehr vom Standard-Hamilton-Operator hin zu dissipativen quantenmehanishen Systemendar, die eine besonders wihtige Anwendung der N�aherungsverfahren dar-stellen, da sie in der Regel niht explizit analytish l�osbar sind [15℄.
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Anhang ABerehnung von ReihenReihen lassen sih oft unter Zuhilfenahme des Residuensatzes aus derFunktionentheorie berehnen. Er lautet [19, 3.4.8.2℄IC dzf(z) = 2�iXj Resf(z)����z=zj (A.1)mit einer im Gebiet G mit stetiger Randkurve C, bis auf isolierte Sin-gularit�aten z1; z2 : : : analytishen Funktion f(z). Hat eine Funktion f(z)einen Pol k-ter Ordnung an der Stelle z0, so l�a�t sih das Residuum durh[19, 3.4.8.1℄Resf(z)jz=z0 = 1(k � 1)! limz!z0( dk�1dzk�1 �(z � z0)kf(z)�) (A.2)berehnen. Das Verfahren soll hier auf zwei Reihen angewandt werden.A.1 Summation der Zweipunktkorrelatio-nenIn diesem Abshnitt wird die Reihe2M� 1Xm=1 os (!m(�1 � �2))!2m + 
2(x0) (A.3)mit den Matsubara-Frequenzen!m = 2��h�m (A.4)95



berehnet. Da die Summation f�ur jedes feste x0 ausgef�uhrt wird, solldieses Argument niht mehr erw�ahnt werden. Es mu� nun eine Funktionf(z) gew�ahlt werden, so da� zum einen die Residuen in einem gewissenGebiet G die Reihe (A.3) ergeben, und gleihzeitig die Anforderungenan die Analytizit�at erf�ullt sind. Zus�atzlih soll die Funktion f�ur gro�eWerte von z auh noh st�arker als 1=jzj vershwinden, denn dann, sozeigt sih, f�allt das Kurvenintegral in (A.1) im Unendlihen weg, und esverbleibt die einfahe Berehnung einiger Residuen. Dazu betrahten wirdie Funktionf(z) := �� 2��h�z � i
� � 2��h�z + i
� os � 2��h� j�1 � �2jz � �z�sin�z ; (A.5)die �uber Singularit�aten bei allen ganzen Zahlen und bei z = �i
�h�=2�verf�ugt.Bei den Singularit�aten von f(z) handelt es sih ausshlie�lih um ein-fahe Pole, deren Residuen wie folgt ausgewertet werden. An den Stellen,an denen z eine ganze Zahl m ist, lautet der Grenzproze�:Resf(z)jz=m = limz!m f(z �m)f(z)g= os � 2��h� j�1 � �2jm�� 2��h�m� i
� � 2��h�m+ i
�= os (!m(�1 � �2))!2m + 
2 : (A.6)Die anderen beiden Residuen haben den WertResf(z)jz=� i
�h�2� = limz!� i
�h�2� [(z � i
�h�2� )f(z)℄= ��h�4
  osh (
j�1 � �2j � �h
�=2)sinh �h
�=2 ! : (A.7)Die Funktion f(z) hat dar�uber hinaus die Eigenshaft, f�ur gro�e z st�arkerals 1=jzj zu vershwinden, sofern man die Singularit�aten der Sinus-Funk-tion auf der reellen Ahse umgeht:f(z) � 1jzj1+� ; � > 0 : (A.8)96



W�ahlt man als Kurve C einen Kreis um den Ursprung, der die reelleAhse jeweils zwishen zwei ganzen Zahlen shneidet, d.h. dessen Radiusr = n+ 12 ist, so l�a�t sih f�ur gen�ugend gro�e n absh�atzenICKreis(n+12 ) dzf(z) < K(n+ 12)� ; (A.9)mit einer Konstanten K. Deshalb vershwindet die rehte Seite von (A.1)f�ur Kreise CKreis im Limes n ! 1. Im selben Grenzwert jedoh werdenalle Singularit�aten von f(z) durh CKreis eingeshlossen, so da� die Sum-me auf der rehten Seite �uber alle Residuen zu f�uhren ist. Die Gleihung(A.1) reduziert sih dann auf0 = +1Xm=�1 os (!m(�1 � �2))!2m + 
2 � �h�2
  osh (
j�1 � �2j � �h
�=2)sinh �h
�=2 !(A.10)= 2 1Xm=1 os (!m(�1 � �2))!2m + 
2 + 1
2 � �h�2
  osh (
j�1 � �2j � �h
�=2)sinh �h
�=2 ! :Die gew�unshte Summe (A.3) ist nun abzulesen. Sie hat die geshlosseneForm 2M� 1Xm=1 os (!m(�1 � �2))!2m + 
2= �h2M
  osh (
j�1 � �2j � �h
�=2)sinh �h
�=2 � 2�h
�! : (A.11)Um die Eigenshaft (A.8) nahzuweisen, gen�ugt es, die Beshr�anktheitvon �!2m + 
2� f(z) (A.12)zu zeigen. Dazu shreibt man (A.12) alsos � 2��h� j�1 � �2jz � �z�sin �z = os�zsin�z : (A.13)mit der Gr�o�e � := 2��h� j�1 � �2j � �. Hier erkennt man deutlih dieSingularit�aten auf der reellen Ahse, die angemessen umlaufen werden97



m�ussen. F�ur Di�erenzen j�1� �2j � �h� kann man den Betrag von (A.13)absh�atzen: je(�i�x+�y) + e(+i�x��y)e(�i�x+�y) � e(+i�x��y) j � e+�y + e��yje+�y � e��yj (A.14)mit z = x + iy und � =� �. Dieser Ausdruk bleibt f�ur alle x 6= n undalle y beshr�ankt.Insgesamt folgt, da� (A.11) nur f�ur j�1��2j � �h� gilt, was jedoh keinewesentlihe Einshr�ankung darstellt, da die relevanten Integrationen nurf�ur 0 � �j � �h� mit j = 1; 2 gef�uhrt werden. Im Fall �1 ! �2 geht (A.3)in (3.15) �uber, und entsprehendes gilt auh f�ur die geshlossene Form(A.11).A.2 Summation der zweitenEnergiekorrekturEine weitere Summe, die in Gleihung (8.40) auftrat, wird auf shlihtereWeise gebildet: Der direkte Vergleih mit der Taylorentwiklung einertranszendenten Funktion f�uhrt hier shon zum Erfolg. Mit der De�nitionf(x) := 12 � 3x+ 1 � 32 � 4 � 5x3 + : : :+ 1 � 3 : : : (2n� 1)2 � 4 � : : : (2n)(2n+ 1)x(2n�1) + : : : (A.15)folgt einerseits f(1) = 1Xn=1 (2n� 1)![(2n)!!℄2 12n+ 1 (A.16)und andererseits nah [19, S. 33℄df(x)dx = arsinxx2 � 1x : (A.17)Mathematish gesehen ist (A.17) eine inhomogene Di�erentialgleihungerster Ordnung in f(x), deren L�osung im Intervall (0; 1℄ durh die Rand-bedingung f(0) = 0 eindeutig gemaht wird:f(x) = 1 + ln 2� 1x arsinx� ln(1 +p1� x2) : (A.18)98



Mit (A.16) und (A.18) erh�alt man also als Ergebnis f�ur die in (8.40)auftretende Reihe:1Xn=1 (2n� 1)![(2n)!!℄2 12n+ 1 = 1� �2 + ln 2 : (A.19)
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Anhang BGau�integration in mehrerenDimensionen durhVariablensubstitutionDas Integral (3.39) soll durh Variablensubstitution gel�ost werden. Sindallgemein Integrationsvariablen durh einen Satz neuer Koordinaten ge-geben kj = kj(h1 : : : hN), kurz k = k(h), so gilt f�ur das Integral �ubereine Funktion �(k) := �(k1 : : : kN)ZG dNk�(k) = ZG0 dNh ������(k1 : : : kN)�(h1 : : : hN) ������(k(h)) (B.1)mit der Funktionaldeterminante ��� �(k1:::kN )�(h1:::hN ) ��� und dem UrbildG0. Ausgangs-punkt der Umformungen sei hier der Exponent aus (3.39):ikTy� 12kTAk : (B.2)�Uber die Komponenten des Vektors k wird integriert. Diese Variablenwerden durh den �Ubergang zuh := A 12k+ iA� 12y (B.3)ersetzt. Die Matrix A 12 ist dabei so zu w�ahlen, da� A 12A 12 = A gilt. Ausdem Exponenten (B.2) wird so�12hTh� 12yTA�1y : (B.4)100



In den neuen Variablen ist damit der Exponent auf quadratishe Formgebraht. Die Funktionaldeterminante hat aufgrund von������(k1 : : : kN)�(h1 : : : hN ) ����� = ������(h1 : : : hN )�(k1 : : : kN) ������1 (B.5)und der De�nition (B.3) die Form������(k1 : : : kN)�(h1 : : : hN ) ����� = det(A 12 ) = 1q(detA) : (B.6)Mit der Substitution (B.3)Z +1�1 dNk(2�)N exp��ikTy + 12kTAk� (B.7)wird aus (3.39) unter Verwendung von(B.1), (B.4) und (B.6)Z +1�1 dNhq(detA)(2�)N exp��12hTh� 12yTA�1y� : (B.8)Die h-Integrationen lassen sih ausf�uhren und liefern den Faktor p2�N .Das Ergebnis ist demnahZ +1�1 dNk(2�)N exp��ikTy+ 12kTAk� =1q(2�)N(detA) exp��12yTA�1y� : (B.9)
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Anhang CDer Stromterm in derWirkung eines PfadintegralsIn der vorliegenden Arbeit tauhten Pfadintegrale auf, deren Wirkungneben dem kinetishen Anteil und einem quadratishe Term im Pfadaus einem linearen Stromterm besteht. Wenden wir uns zun�ahst derBerehnung der Zustandssumme zu.C.1 Berehnung der Zustandssumme einesharmonishen Oszillators mit Strom-ankopplungDie Berehnung soll auf das als bekannt vorrausgesetzte Pfadintegraldes gew�ohnlihen harmonishen Oszillators ([1℄, Kap 2) zur�ukgef�uhrtwerden. Gegeben sei alsoZ[j(�)℄ = I Dx(�) exp��1�hAj[x(�)℄� (C.1)mit der euklidishen WirkungAj[x(�)℄ = �h�Z0 d� (M2 _x(�)2 + M!22 x(�)2 � j(�)x(�)) : (C.2)
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Der kinetishe Anteil in der Wirkung (C.2) wird partiell integriertAj[x(�)℄ = �h�Z0 d� (�M2 x(�)�x(�) + M!22 x(�)2 � j(�)x(�))+M2 x(�) _x(�)j�h�0 : (C.3)Die Periodizit�at der Pfade x(0) = x(�h�) und der Zeitableitungen derPfade _x(0) = _x(�h�) lassen den letzten Term in (C.3) vershwinden. Wei-terhin wird die Identit�at�x(�) = �2�� 2 �h�Z0 d� 0Æ(� � � 0)x(� 0) (C.4)eingesetzt, so da� (C.2) mit dem Di�erentialoperatorD(�; � 0) :=  � �2�� 2 + !2! Æ(� � � 0) (C.5)die FormA[x(�)℄ = �h�Z0 d� �h�Z0 d� 0M2 x(�)D(�; � 0)x(� 0)� �h�Z0 d�j(�)x(�) (C.6)gewinnt. Die Inverse des Di�erentialoperatos D(�; � 0) ist de�niert durh�h�Z0 d� 0D(�; � 0)D�1(� 0; � 00) = Æ(� � � 00) : (C.7)Diese Matrix D�1(�; � 0) geht aus (C.7) jedoh niht eindeutig hervor,vielmehr folgt, da� gelten mu�: � �2�� 2 + !2!D�1(�; � 0) = Æ(� � � 0) : (C.8)Diese Di�erentialgleihung erf�ullt jedoh eine ganze Funktionenklasse,deren Elemente Greens-Funktionen hei�en. Je zwei Greens-Funktionenk�onnen sih durh eine beliebige L�osung der Di�erentialgleihung des har-monishen Oszillators untersheiden. Diese Unbestimmtheit wird durh103



die Forderung von Randbedingungen beseitigt. Die Greens-FunktionD�1(�; � 0)ist L�osung von (C.8) sowohl in � als auh in � 0. Aus der Theorie derDi�erentialgleihungen ist bekannt, da� jede der L�osungen durh zweiRandbedingungen festgelegt wird, da es sih um Di�erentialgleihungenzweiter Ordnung handelt. Es soll hier gefordert werdenD�1(0; �) = D�1(�h�; �) = 0 ;D�1(�; 0) = D�1(�; �h�) = 0 (C.9)f�ur alle � aus dem Intervall (0; �h�). Die Funktion, die diese Bedingun-gen erf�ullt, wird mit G(�; � 0) bezeihnet. Sie hei�t periodishe Greens-Funktion. Die Pfade in (C.6) werden substituierty(�) := x(�) + 1M �h�Z0 d� 0G(�; � 0)j(� 0) ; (C.10)wobei das Pfadma� Dx(�) = Dy(�) invariant bleibt. Unter Verwendungder De�nitionen (C.5), (C.7) und (C.10) in die Wirkung (C.6) ergibt sihA[x(�)℄ = �h�Z0 d� �h�Z0 d� 0M!22 x(�)D(�; � 0)x(� 0)� 12M �h�Z0 d� �h�Z0 d� 0j(�)D�1(�; � 0)j(� 0)� 12 �h�Z0 d�j(�)x(�)+12 �h�Z0 d� �h�Z0 d� 0 �h�Z0 d� 00D�1(�; � 0)j(� 0)D(�; � 00)x(� 00) : (C.11)W�ahlt man G(�; � 0) = D�1(�; � 0) so folgt nah zweimaliger partiellerIntegration in der letzten Zeile von (C.11), da die Randterme wegen(C.9) vershwinden12 �h�Z0 d� �h�Z0 d� 0 �h�Z0 d� 00G(�; � 0)j(� 0) � �2�� 2 + !2! Æ(� � � 00)x(� 00)= 12 �h�Z0 d�j(�)x(�) (C.12)104



und damit A[x(�)℄ = �h�Z0 d� �h�Z0 d� 0M!22 x(�)D(�; � 0)x(� 0)� 12M �h�Z0 d� �h�Z0 d� 0j(�)G(�; � 0)j(� 0) : (C.13)Jetzt h�angt nur noh die erste Zeile in (C.13) vom Pfad ab. Dieser Teilder Wirkung ist aber shliht der eines harmonishen Oszillators, so da�dessen Zustandssumme [1, 2.278℄Z! = 12 sinh !�h�2 (C.14)hier nur als Vorfaktor eingeht. Es folgt insgesamtZ = I Dx(�) exp8><>:�1�h �h�Z0 d� (M2 _x(�)2 + M!22 x(�)2 � j(�)x(�))9>=>;= 12 sinh !�h�2 exp8><>: 12M�h �h�Z0 d� �h�Z0 d� 0j(�)G(�; � 0)j(� 0)9>=>; : (C.15)Vershiebt man den Pfad durh y(�) := x(�) � x0, bleiben Pfadma�Dx(�) = Dy(�) und kinetisher Term _y(�)2 = _x(�)2 invariant, und esgiltZ[j(�)℄ = I Dx(�) exp8><>:�1�hAx0! [x(�)℄� 1�h �h�Z0 d�j(�)(x(�) � x0)9>=>;= 12 sinh !�h�2 exp8><>: 12M�h �h�Z0 d� �h�Z0 d� 0j(�)G(�; � 0)j(� 0)9>=>; (C.16)mit der Wirkung Ax0! [x(�)℄ wie in (2.11) und ! = 
(x0). Es bleibt dieBestimmung der Funktion G(�; � 0), was nah der Vorarbeit in AnhangA leiht zu erledigen ist. Es ist die Di�erentialgleihung (C.8) mit denRandbedingungen (C.9) zu l�osen. Da die L�osung symmetrish in � und105



� 0 ist, liegt ein Ansatz von G(�; � 0) = G(j� � � 0j) nahe. Weiterhin soll dieL�osung nah ebenen Wellen entwikelt werden. Die periodishen Rand-bedingungen werden durh den L�osungsansatz in Form einer Fourierreihemit den Matsubara Frequenzen wie in Gleihung (3.2) automatish ein-gehalten G(�; � 0) = +1Xm=�1 m exp (i!mj� � � 0j) ; (C.17)mit KoeÆzienten m, die durh Einsetzen in (C.8) bestimmt werden. Esfolgt 1�h� +1Xm=�1 1!2m + !2 exp (i!mj� � � 0j) : (C.18)Die Summe trat shon in Gleihung (A.10) auf, so da� folgtG(�; � 0) = osh (!j�1 � �2j � �h
�=2)2! sinh �h
�=2 : (C.19)C.2 Berehnung der lokalen Zustandssum-me eines harmonishen Oszillators mitStromankopplungEs soll nun Zx0
 [j(�)℄ wie in (3.91) de�niert, bestimmt werden. DieseRehnung kann im wesentlihen auf die Ergebnisse des vorangegangenenAbshnitts zur�ukgef�uhrt werden. Shreibt man die Delta-Funktion alsFouriertransformierte wie in (3.55), so folgtZx0
 [j(�)℄ = s2��h2�M I Dx(�) +1Z�1 du2�exp8><>:�1�hAx0
 [x(�)℄ + 1�h �h�Z0 d� "j(�) + iu� # [x(�)� x0℄9>=>; : (C.20)Die Formel (C.16) auf (C.20) mit dem e�ektiven Stromje�(�) := j(�) + iu� (C.21)106



angewandt, liefertZx0
 [j(�)℄ = 12 sinh !�h�2 +1Z�1 du2� exp8><>: 12M�h �h�Z0 d� �h�Z0 d� 0j(�)G(�; � 0)j(� 0)+ iuM�h� �h�Z0 d� �h�Z0 d� 0j(�)G(�; � 0)� u22M�h�2 �h�Z0 d� �h�Z0 d� 0G(�; � 0)9>=>; : (C.22)Die Fouriertransformierte der Greens-Funktion (C.18) zeigt unmittelbar,da� f�ur alle � 2 (0; �h�) gilt:�h�Z0 d� 0G(�; � 0) = 1
2 : (C.23)Wir setzten nun (3.48) und (3.61) gleih und erhalten�hMG(�; � 0)� 1�M
2 = h(x(�)�x0)(x(� 0)�x0)ix0
 : (C.24)Mit diesem Zusammenhang folgt shlie�lih, nahdem in der Variablen uquadratish erg�anzt und integriert wurdeZx0
 [j(�)℄ =Zx0
 exp8><>: 12�h2 �h�Z0 d� �h�Z0 d� 0j(�)h(x(�)�x0)(x(� 0)�x0)ix0
 j(� 0)9>=>; : (C.25)
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Anhang DZeitintegrale derZweipunktkorrelationenDie Berehnung der Integrale (6.10) ist sehr tehnish, deshalb sollen nurdie Ergebnisse angegeben werden:a42 =  �hM
(x0)!2 18�h�
(x0) 1sinh2 �h�
(x0)2 (D.1)n4 + (�h�
(x0))2 � 4 osh �h�
(x0) + �h�
(x0) sinh �h�
(x0)o ;a62 =  �hM
(x0)!3 124 (�h�
(x0))2 1sinh2 �h�
(x0)2 (D.2)n�24� 4(�h�
(x0))2 + 24 osh �h�
(x0)+(�h�
(x0))2 osh �h�
(x0)� 9�h�
(x0) sinh �h�
(x0)o ;a82 =  �hM
(x0)!4 1768 (�h�
(x0))3 1sinh4 �h�
(x0)2 (D.3)n�864 + 18 (�h�
(x0))4 + 1152 osh �h�
(x0)+32 (�h�
(x0))2 osh �h�
(x0)� 288 osh 2�h�
(x0)�32 (�h�
(x0))2 osh 2�h�
(x0)�288�h�
(x0) sinh �h�
(x0) + 24 (�h�
(x0))3 sinh �h�
(x0)+144�h�
(x0) sinh 2�h�
(x0) + 3 (�h�
(x0))3 sinh 2�h�
(x0)o :108



Anhang ENat�urlihe EinheitenDie Abbildungen der vorliegenden Arbeit sind alle in nat�urlihen Einhei-ten vorgenommen. In diesen werden alle Naturkonstanten zu eins gesetzt:Elementarladung e,Wirkungsquantum �h,Elektronenmasse me,Inuenz 4��,Boltzman-Konstante kB .Die resultierenden Einheiten der in den Abbildungen verwandten Gr�o�ensind:[Energie℄ = J� = 27; 21eV ,[Temperatur℄ = K� = 315605:22K ,[L�ange℄ = m� = 0:53� 10�10m .
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