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Kurzfassung

In dieser Diplomarbeit werden Eigenschaften der Gleichgewichtsthermodynamik und der
Dynamik idealer Bosonen und Fermionen mit 2F + 1 Spinfreiheitsgraden untersucht. Den
Betrachtungsschwerpunkt bilden Spinor-Kondensate, deren Magnetisierung ein experi-
mentell kontrollierbarer Parameter ist.

Es werden exakte numerische Resultate und analytische Naherungen des M-T-
Phasendiagramms, der Kondensatdichte sowie der thermischen Besetzung der Zeeman-
Zustande, des chemischen Potentials und der nichtlinearen inneren magnetischen Sus-
zeptibilitdt homogener Spinor-Bosonen abgeleitet. Im Rahmen einer semiklassischen Né&-
herung werden diese Ergebnisse auf Bosonen im harmonischen Potential erweitert. Das
chemische Potential und die innere magnetische Suszeptibilitdt werden auch fiir Fermionen
dargestellt und durch exakte analytische Ergebnisse am Temperaturnullpunkt erganzt.

Mittels Korrelationsfunktionen wird die Dynamik untersucht. Es werden exakte Resultate
der Teilchen- und Magnetisierungsdichte-Spektralfunktion sowie der longitidunalen und
der transversalen Strom-Spektralfunktionen bei endlicher Temperatur abgeleitet. Daraus
werden die entsprechenden statischen Suszeptibilitdten berechnet. Es folgen die super-
fluide Dichte, der dynamische und der statische Strukturfaktor. Diese Ergebnisse werden
teilweise im Rahmen einer semiklassischen (LDA) Naherung auf Systeme im harmonischen
Potential erweitert.

Abstract

In this diploma thesis properties of equilibrium thermodynamics and dynamics of ideal
bosons and fermions with 2F 41 inner degrees of freedom are investigated. Special empha-
sis is given to Spinor-condensates, whose magnetization is an experimentally controllable
parameter.

Exact numerical results and analytical approximations for the M-T-phase diagram, the
condensate density, as well as for the thermal occupation of all zeeman states, the chemical
potential and the nonlinear inner magnetic susceptibility are derived. Within a semi-
classical approximation these results are extended to harmonically trapped bosons. The
chemical potential and the inner magnetic susceptibility are also presented for fermions
and supplemented with exact, analytical results at zero temperature.

Using correlation functions the dynamics is studied. Exact results of both, particle- and
magnetic-density-spectral functions, as well as the corresponding current-spectral functi-
ons at finite temperatures are calculated. Herefrom, the corresponding static susceptibi-
lities are derived. The superfluid density and the dynamic and the static structure factor
are following. These results were partly extended to harmonically trapped systems within
a semi-classical (LDA)-approximation.
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Kapitel 1

Einleitung

Am Beginn steht ein Abriss der historischen Entwicklung der Bose-Einstein Kondensation
(BEK). Dabei finden die Referenzen [1]-[8] kontextuale Verwendung. Anschliefend werden
die zentralen Begriffe dieser Arbeit mit Definitionen bedient und fundamentale Konzepte
erlautert. Es folgt eine Darlegung der Bedeutung des Strukturfaktors in Zusammenhang
mit BEKen und der Methode der Bragg-Spektroskopie. Die Einleitung schliefft mit einer
Inhaltsiibersicht dieser Arbeit.

1.1 Abriss der Historie

Im Jahre 1995 gelang Anderson, Ensher et al. am Joint Institute for Laboratory Astro-
physics in Boulder, Colorado die erste Erzeugung eines Bose-Einstein Kondensats (BEKSs)
in einem Gas aus 8"Rb Atomen [9]. Auf der gleichzeitig tagenden International Conference
of Laserspectroscopy auf Capri war indessen die Atmosphére von Gespanntheit ob dieses
Experimentes gezeichnet.

Woher riithrte diese Erwartung?

Die Erzeugung eines BEKSs bestétigte einerseits die theoretische Vorhersage von 1925 (s.u.)
und eroffnete andererseits ein Feld der Physik, zur Erforschung dieses neuen Zustands von
Materie. Was ist die Besonderheit eines BEKs? BEKe sind kohédrent. Was der Laser fiir
die immateriellen Photonen verwirklicht, gelingt im BEK fiir Atome: Eine makroskopische
Atomzahl ist im selben Quantenzustand. Sie werden alle durch dieselbe Wellenfunktion
beschrieben, héufen sich bei Geschwindigkeit null und folgen alle derselben Dynamik. Wie
Photonen im Laser ist ihre Phasenbeziehung konstant und die Interferenz rein konstruktiv.

Wie kam es dazu?




1.1. ABRISS DER HISTORIE

Um die Wende zum 19. Jahrhundert baute H.K. Onnes an der Universitéit Leiden in den
Niederlanden Kéltemaschinen mit dem Ziel, alle chemischen Elemente in den fliissigen
und festen Aggregatzustand zu uberfithren, vor allem um deren Existenz nachzuweisen.
Grofite Schwierigkeit bereitete dabei die Kondensation von Helium. 1894 konnte er Tem-
peraturen von etwa 90K erzeugen und ein Kéltebad aus Fliissigsauerstoff herstellen. 1908
gelang die Verflissigung von Helium, dessen Schmelzpunkt bei 4,11K liegt. Allein des
festen Aggregatzustandes verwehrte sich Helium. 1911 beobachtete Onnes, dass der elek-
trische Widerstand von Quecksilber unterhalb von etwa 4, 1K plétzlich unter die Gren-
ze der Messbarkeit springt. Dies war die Entdeckung der Supraleitung. Im selben Jahr
kroch in seinem Labor ein diinner Helium-Film an den Gefawénden des Kiihlbehaltnis-
ses aufwérts, der Schwerkraft entgegen. Es war die Entdeckung des ,,Onnes-Effektes” als
wesentlicher Eigenschaft der Superfluiditét.

Die Quantentheorie steckte damals noch in den Kinderschuhen und die Phénomene voll-
kommen verlustfreien Stromflusses und der widerstandsfreien Bewegung einer Fliissigkeit
waren ein Ratsel. Onnes Schiiler W. Keesom, dem 1926 durch Verwendung eines Druckes
von tiber 25 bar schliellich die Verfestigung des Heliums gelang, driickt das Erstaunen
seiner Zeit aus: ,,...dass sich die Wirmeleitfihigkeit beim Ubergang von He I in He II auf
das Dreimillionenfache vergrofert..“[1] Wie wir heute wissen, liegt beiden Phénomenen
eine BEK zugrunde.

Die Existenz von Bose-Einstein-Kondensaten wurde bereits 1924/25 von S. Bose [10]
und A. Einstein [11, 12] theoretisch begriindet. Bose fand eine statistische Ableitung
des Planckschen Strahlungsgesetzes fiir Photonen, die unabhéngig von der klassischen
Elektrodynamik ist. Anstatt wie Planck die mégliche Anzahl stehender Wellen in einem
Hohlraum gegebenen Volumens abzuzahlen, berechnete er die Anzahl der Zellen des Ein-
teilchenphasenraums. Einstein registrierte, dass die Ableitung des Planck-Gesetzes fiir
Wellen wie auch fiir Teilchen gelungen war. Er griff als erster De Broglies neue Idee der
Materiewellen auf und verallgemeinerte Boses Berechnungen auf massive Teilchen. In der
zweiten Arbeit [12] ist dabei erstmals von der Kondensation die Rede: .,...etwas dhnliches
Eintritt wie beim isothermen Komprimieren eines Dampfes iiber das Séttigungsvolumen.
Es tritt eine Scheidung ein; ein Teil kondensiert, der Rest bleibt ein geséttigtes ideales
Gas (Uberschreitet die Dampfkonzentration einen kritischen Wert, setzt Kondensation
ein - wodurch das System weiterem Druckanstieg ausweicht.)

Bis 1928 galt die BEK als Theorie von rein imagindrem Charakter. F. London schlug
1938 vor, die (bereits in Vergessenheit geratene) Theorie zur Erklarung des 1928 von W.
Keesom verwenden Phaseniibergangs von He I zu superfluidem He II als BEK aufzufassen
[13]. Einen Meilenstein legte auch Beliaev 1958, als er am Beispiel der BEK das Konzept
des Ordnungsparameters zur Beschreibung von Phaseniibergéangen einfiithrte [14].

So gewann die BEK Bedeutung in der Theorie der kondensierten Materie und die erste
experimentelle Begegnung geschah mit Helium. Was ist die Besonderheit des Heliums?

10



1.1. ABRISS DER HISTORIE

Selbst unter den Edelgasen ist Helium ein Sonderling. Die voll gefiillte s-Schale und die
Kleinheit des Atoms fiithrt zu einmaliger Symmetrie und Stabilitit. Es ist das einzige
Element, das bei Normaldruck bei keiner Temperatur flissig wird. Schon der Bildung ein-
zelner Molekiile widersetzt es sich, energetisch begriindet, noch bei sehr tiefer Temperatur.
Dann jedoch, wird die thermislche De Broglie-Wellenlange grofl im Verhéltnis zur mittle-
ren freien Weglange /\/\TL X "—fp und die Interferenz der Wellenfunktionen wird relevant.
Dieser quantenmechanische Effekt der Interferenz der Atome selbst fihrt dazu, dass sie
nicht langer individuell beschrieben werden kénnen. Vielmehr bilden sie in Folge der Hei-
senbergschen Unscharferelation ein System prinzipiell ununterscheidbarer Teilchen. Der
Begrift der Trajektorie verliert seinen Sinn. Anstatt des Zustands der einzeln Atome ist
nur noch der Zustand des Systems sinnvoll erkldrt. Die Atome verlieren ihre Identitdt im
Kollektiv.! Diese Situation in kaltem Helium ist aus klassischer Perspektive eine Absur-
ditat. Wir konnen uns nur vorstellen, was wir aus unseren sinnlichen Erfahrungen, den
Quellen der Bilder unseres Vorstellungsvermogens, konstruieren bzw. kombinieren kon-
nen. Das Verhalten eines solchen Systems identischer Teilchen ist deshalb prinzipiell nicht

anschaulich.

Bei hoher Temperatur ist die thermische De Broglie-Wellenldnge hinreichend klein und
die Teilchen in guter Ndherung als unterscheidbar behandeln zu kénnen. Dann verhalten
sie sich der klassischen Mechanik und unserer Vorstellung treu. Helium jedoch widersetzt
sich bei tiefen Temperaturen der Kondensation und die Ununterscheidbarkeit der Atome
wird relevant. Die Quantenmechanik iibertritt dann die Schwelle des Mikrokosmos, um
auf der Skala des Makrokosmos sinnlich erfahrbar zu werden. Superfluiditéit, Supraleitung,
Quanten-Hall-Effekt, Laser und BEK sind Beispiele makroskopischer Quantenphénomene.

Es ist erstaunlich, dass es trotzdem gelungen ist, quantitative Vorhersagen zu treffen und
dartiber Verfahren zu entwickeln, mit denen die Konsequenzen erfassbar wurden. Fur
L.D. Landau war es der Triumph des menschlichen Geistes, verstehen zu konnen, was
nicht einmal vorstellbar ist. [1]

Allein in Helium ist nicht mehr als 8% Kondensatdichte moglich. Es blieb der Vorge-
schmack der wirkte und den Wunsch nach reinen BEKen evozierte. Dies gelang erst 1995
Anderson Ensher et al. [9], durch Verwendung einer Kombination aus Laserkithlung und
evaporativer Kithlung von 8’Rb Atomen am JILA in Boulder/Colorado. Im selben Jahr
erfolgte die Realisierung mit **Na Atomen durch Davis, Mewes et al. am MIT in Cam-
bridge/Massachusetts [15]. Warum dauerte es so lange?

Der Grund fiir die geringe Kondensatdichte in Helium ist die rein quantenstatistische Na-
tur der BEK. Im stark wechselwirkenden Helium erfahrt, wie in Abschnitt 1.3 dargestellt,
die Ursache der Kondensation durch die Zweiteilchenwechselwirkung partielle Kompen-
sation. Um eine eintrigliche Kondensatdichte zu erzielen, miissen deshalb anstatt von

!Deshalb ist die Identifikation bestimmter Atome mit der Eigenschaft der BEK eine Unsitte. Die
Kondensatdichte ist wie die Superfluiditat Eigenschaft des Systems als Ganzem.

11



1.1. ABRISS DER HISTORIE

fliissigem Helium, schwach wechselwirkende atomare Gase verwendet werden.

Fiir jene ist, wie Abbildung 1.1 zeigt, bei den erforderlichen Temperaturen allein die feste
Phase stabil. BEK kann in solchen Gasen deshalb hochstens als metastabiler Zustand
auftreten. Dies wiederum macht die kinetische Hemmung der Molekiilbildung erforderlich.
Dem ist nur durch Verwendung stark verdiinnter Gase nachzukommen, sowie der Isolation

von jedweder materiellen Umgebung durch die Verwendung magnetischer oder optischer
1

Fallenpotentiale. Gilt Agei = (X}) 3, dann ist

1
AT ns3

[ m —_—
)\frei ﬁ

mit der Proportionalitatskonstanten 4/ 27th Bei T, ist das Verhaltnis )‘T ~ 0.777(2s+ 1)
also von der Groflenordnung 1. Bei geringer Dichte wird Ag; jedoch sehr grof} und es smd
ultratiefe Temperaturen in der Gréfienordnung von 107¢ K nétig, damit die Wellenfunk-
tionen trotzdem in derart relevantem Mafle interferieren, dass Kondensation eintritt.

(1.1)

A
P BEC line

>

T

Abbildung 1.1: Typisches p-T-Phasendiagramm: Die BEK-Linie liegt in der festen Phase eines
Systems im thermodynamischen Gleichgewicht. Ein BEK kann deshalb in atomaren Gasen nur
als metastabiler Zustand exisitieren [2].

Heute sind die erforderlichen Kiihltechniken wohl etabliert und der kélteste Punkt des
Universums wandert um den Erdball. BEKe aus verdinnten Alkali- und Erdalkalimetallen
sowie aus Wasserstoff und Chrom werden regelméaflig in zahlreichen Labors der Welt als
Experimentiergut hergestellt.

Als der erste Rubinlaser 1960 durch T. Maiman erfunden wurde, ahnte zuerst niemand
dessen gewaltigen Feldzug durch Haushalte, Krankenhauser, Zahnarztpraxen, Industrie
und Wissenschaft. Heute erscheint ein Leben ohne Laser antiquiert. Die stimulierte Emis-
sion erfolgt fiir ununterscheidbare Atome entsprechend denselben GesetzmafBigkeiten wie
fir Licht. Der Atomlaser auf Basis von BEKen wurde zuerst 1997 von M.O. Mewes et

12



1.2. IDEALE QUANTENGASE

al. entwickelt [16]. Eine stabile Version erscheint greifbar. Auch als Informationsspeicher
kinftiger Quantencomputer, wie zur Prazession von Atomuhren und Messinstrumenten
kommen BEKe in Betracht. In jiingerer Zeit sind Ideen zur Simulation der inflationaren
Phase des Universums mithilfe von BEKen entstanden [17] und es werden Zusammen-
hénge zwischen galaktischen BEKen und dunkler Materie diskutiert [18]. Ein Blick auf
die rasche Entwicklung seit 1995 lasst die Moglichkeiten ihres kiinftigen Wirkungsfeldes
erahnen:

Stamper-Kurn et al. gelang 1998 am MIT die erste Realisierung eines BEKes mit inneren
Freiheitsgraden [19] als ein im Vergleich zu Festkorpern gut kontrollierbares magnetisches
System. Damit ist die Verbindung der fruchtbaren und sehr aktiven Gebiete des Magne-
tismus und der BEK gelungen.

Mittels Feshbach-Resonanzen kann die Wechselwirkung zwischen Atomen kontrolliert wer-
den. Damit gelang 2003 S. Jochim et al. in Innsbruck [20] die Erzeugung einer attraktiven
Wechselwirkung zwischen Fermionen, die gemaf der theoretischen Erwartung [21] zur
BEK in einem Fermionensystem fithrte. Dies ermdglicht kontrollierbare Untersuchungen
der in Festkorpern unzugénglichen Supraleitung.

Im Zuge einer Reihe von Vorschlagen durch D. Jaksch und P. Zoller konnte kiirzlich
ebendort durch J.G. Danzl et al. das erste BEK aus chemisch stark gebundenen 3Li,
Molekiilen [22] erzeugt werden.

Die Wurzeln der BEK gereichen bis tief an die Quellen der modernen Physik. Es bleibt
abzuwarten, ob der BEK eine Ara wie dem Laser blitht und welche Rolle Atomlaser und
BEK-Speichermedien in ferner Zukunft spielen.

1.2 Ideale Quantengase

Ein Quantengas ist ein System prinzipiell ununterscheidbarer Teilchen, dessen Phanome-
nologie sowohl durch die Quantenmechanik als auch durch die Quantenstatistik bestimmt
ist. Im Unterschied zu einer Quantenfliisssigkeit wie Helium ist der Energiebeitrag der
Zwei- (und Mehr)teilchenwechselwirkung im Quantengas klein.

Ein ideales Gas ist ein System aus Punktteilchen, dessen Hamilton-Funktion keinen Wech-
selwirkungsterm enthélt. Fiir freie klassische ideale Gase werden die Termini ,,wechselwir-
kungsfrei und ,ideal“ sinnvoll dquivalent gebraucht. Fiir ideale Quantengase ist diese
Gleichsetzung nicht sinnvoll. Sie folgen einer anderen Statistik. Die Wahrscheinlichkeit,
sich in einem bestimmten Impuls- bzw. Energiezustand zu befinden, ist davon abhéan-
gig, ob sich dort bereits ein anderes Teilchen befindet. Dies lasst sich als implizite, auf
der kollektiven Identitét der Teilchen beruhende Wechselwirkung verstehen, die natiirlich

13



1.3. BOSE-EINSTEIN-KONDENSATION

von deren Ununterscheidbarkeit herrithrt. Die effektive Anziehung zwischen Bosonen ist
deshalb unmittelbare Konsequenz der beziiglich Vertauschung zweier Teilchen symmetri-
schen Wellenfunktion und ebenso resultiert die effektive Abstoflung zwischen Fermionen
aus deren antisymmetrischer Wellenfunktion.

Fiir hohe Temperaturen konvergieren sowohl die Fermi-Dirac- als auch die Bose-Einstein-
Statistik gegen die klassische Boltzmann-Statistik. Quantenstatistische Effekte diirfen also
in idealen Quantengasen nur bei niedrigen Temperaturen erwartet werden. Dies wird auch
dadurch illustriert, dass die thermische De Broglie-Wellenlange mit steigender Temperatur
kleiner wird. Fiir hohe Temperaturen interferieren die Wellenfunktionen in nur geringem
Mafle, und die Teilchen kénnen in guter Néherung als unterscheidbar begriffen werden.
Die mit der Fermi-Dirac-Statistik verbundene effektive Abstoung wird einfach aus dem
Pauli-Prinzip verstédndlich, dem zufolge die zeitgleiche Besetzung ein und desselben Quan-
tenzustands durch zwei identische Fermionen ausgeschlossen ist. Deshalb wird auch von
Pauli-Abstoflung gesprochen.

Bosonen ist dagegen eine effektive Anziehung zu eigen, die die Besetzung eines Quan-
tenzustandes desto wahrscheinlicher macht, je mehr Bosonen sich dort bereits befinden.
Dies manifestiert sich fiir tiefe Temperaturen besonders eindrucksvoll in Form der BEK.
Inzwischen hat sich die Manipulation der s-Wellen Streulénge durch Ausnutzung von
Feshbach-Resonanzen zu einer haufig verwendeten Technik entwickelt. Waren Systeme
idealer Fermionen und Bosonen schon immer Ausgangspunkt zum Verstdndnis wechsel-
wirkender Systeme und ferner von prinzipiellem Belang, so ist es heute, dieser Entwicklung
zum Danke, moglich geworden solche Systeme sogar im Bereich ultrakalter Temperaturen
Zu erzeugen.

1.3 Bose-Einstein-Kondensation

BEK bezeichnet die makroskopische Besetzung eines Quantenzustandes. Dabei andert
sich die Ordnung des Systems. Das Phénomen wird der Klasse der kritischen Phdnomene
zugeordnet. Es ist bemerkenswert, dass die BEK nicht auf Zwei- oder Mehrteilchenwech-
selwirkungen beruht, sondern in idealen Bosonengasen auftritt. An dieser Stelle erfolgt
die Begriindung des Phénomens ausgehend von der Bose-Einstein-Verteilungsfunktion um
unmittelbare Einsicht in die rein quantenstatistische Natur des Phédnomens zu erzielen.
Die historische Ideenfolge zur Begriindung derselben, gleichwie der BEK wird in Abschnitt
C dargestellt, macht sie doch auf Gewohnheit und Voreingenommenheit aufmerksam, wel-
che dem Ansatz der iiblichen Ableitung der Bose-Einstein Verteilungsfunktion durch Ma-
ximierung des Unbestimmtheismafles unter Nebenbedingungen zugrunde liegt. Sie zeigt
dariiber die Qualitat des Einflusses auf die Entwicklung der Quantenmechanik in den
Jahren 1926/27.
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1.3. BOSE-EINSTEIN-KONDENSATION

Die Bose-Einstein-Verteilungsfunktion beschreibt die mittlere Besetzungszahl eines Ein-
teilchenzustands |ko ) mit Energie ey, fiir ein idealer Bose-Gas im thermodynamischen

Gleichgewicht,
1
Nkoe = o= > N = ano' (1.2)
e kBT — 1] ko

Die Gleichung (1.2) impliziert die Bedingung?

txo > 1 V(k,0) (1.4)

mit Gleichheit fiir den Grundzustand ey. Golte namlich ey, < pu, flir einen angeregten
Zustand, so wire g9 < p und damit der Erwartungswert der Grundzustandsbesetzung
negativ. Da also fiir alle angeregten Zustande und Temperaturen ey, p > 0 gilt, steigt der
Nenner von (1.2) mit fallender Temperatur an, wodurch Zustédnde hoher Einteilchenener-
gie €y, zunehmend ausgeschlossen werden. Andererseits muss die Gesamtzahl der Atome
N in allen Zustanden |ko) erhalten bleiben. Das System muss diesem Besetzungsaus-
schluss bei hinreichend tiefer Temperatur mittels ex—g, = p ausweichen. Dann wird der
Erwartungswert des | ko) = |00 ) Zustands makroskopisch und kann alle Atome aufneh-
men, die in angeregten Zustinden nicht unterkommen. Diese Uberlegung griindet allein
auf der Bose-Einstein-Verteilungsfunktion. BEK ist deshalb ein rein quantenstatistischer
Effekt. Deshalb zeigt sie sich besonders ausgepragt in verdiinnten Quantengasen. Im stark
wechselwirkenden *He ist ein Teil der Systemenergie in der Wechselwirkung zwischen den
Teilchen gespeichert. Selbst am Temperaturnullpunkt betragt der Kondensatanteil nur
etwa 8%.

Welche Besonderheiten gewéhrt die theoretische Beschreibung von BEKen in verdiinnten
Quantengasen?

Es war die zentrale Erkenntnis von Ginzburg und Landau [23], dass - unabhéngig von ei-
nem mikroskopischen Verstandnis - der kohérente Anteils eines Vielteilchensystems durch
eine einzige makroskopische Wellenfunktion ¥ beschrieben werden kann.

E.P. Gross und L.P. Pitaevkii fanden bei der Erforschung von Vortices in Superfluiden
1961 die Wellengleichung zur W-Funktion (Gross-Pitaevskii-Gleichung) [24, 25], welche
die Dynamik des kohérenten Systemanteils beschreibt. In stark wechselwirkenden Syste-
men wie *He bleiben infolge des geringen Kondensatanteils innere Freiheitsgrade und die
Beschreibung ist unvollstandig. In Bose-Einstein-kondensierten verdiinnten Quantenga-
sen liefert dagegen die makroskopische Wellenfunktion eine vollstandige und quantitative

’Die Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion impliziert dagegen keine vergleichbare Einschrinkung des che-

mischen Potentials. Vielmehr liefert 1
Nko = =5 (1.3)

e T 41
fiir jeden reellen Wert von p eine mittlere Besetzungszahl im Intervall (0, 1]. Dies driickt das Pauli-Prinzip
aus: ,Jeder Einteilchenzustand kann entweder unbesetzt oder von einem einzigen Fermion besetzt sein.”
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Beschreibung der Dynamik. Das Vielteilchenproblem reduziert sich auf ein effektives Ein-
teilchenproblem, wobei die Wechselwirkung zwischen den Teilchen formal als Potential in
der Wellengleichung auftritt.

1.4 Spinorkondensate

Ein Spinor-Quantengas ist ein Quantengas mit inneren Spinfreiheitsgraden. Mit Spinor-
kondensat wird ein derartiges System bezeichnet, sobald mindestens eine Spinkomponente
Bose-FEinstein-kondensiert vorliegt.

Die ersten BEKe wurden in magnetischen Fallen erzeugt. In diesen kénnen nur Atome mit
negativem magnetischen Moment gefangen werden, weil es unmoglich ist, ein Magnetfeld
mit einem lokalen Maximum in einer stromfreien Region zu erzeugen. Aus diesem Grund
verhalten sich magnetisch gefangene BEKe wie spinentartete bzw. einkomponentige Sy-
steme. Der Spin ist dann ,eingefroren®. In optischen Fallen dagegen bleiben die Spinfrei-
heitsgrade erhalten. Mithilfe von Laserstrahlen wird per AC-Stark-Effekt ein elektrisches
Potentialminimum erzeugt, welches die Atome durch Wechselwirkung mit ihrem induzier-
ten elektrischen Dipolmoment lokalisiert.

Die Magnetisierung ist beliebig einstellbar, weil Atome mittels starker magnetischer Wech-
selfelder (~150G) im Radiofrequenzbereich (=80Hz), genauer mit Populationsinversions-
verfahren (ARP, OARP) in andere Hyperfeinzustdnde angeregt werden koénnen.

Da im stark inhomogenen Magnetfeld eine vom Spinzustand der Atome abhingige Ablen-
kung derselben geschieht, kann mithilfe einer Stern-Gerlach-Apparatur die Besetzung der
einzelnen Zeeman-Niveaus nach Abschalten des Fallenpotentials gemessen werden. Wie
spater genauer diskutiert, ist die Magnetisierung in BEKen zeitlich erhalten, weshalb der
erhaltene Messwert auch die Magnetisierung vor Abschalten der Falle ergibt.

Als Nebeneffekt der Notwendigkeit, (Spinor-)BEKe aus verdiinnten Quantengasen in Fal-
len zu erzeugen, tritt also im Experiment die Kontrollierbarkeit ihrer Magnetisierung auf.
Aus diesem Grund werden in dieser Arbeit alle Groflen als Funktion der Magnetisierung
und nicht als Funktion des (Vakuum)magnetfeldes berechnet.

Im Vergleich zum Magnetismus des Festkorpers bieten Spinorkondensate neben hoher
Kontrolle die Vorteile vergleichsweise guter experimenteller Zugénglichkeit und eine Ein-
fachheit der Verhéltnisse. So ergibt sich in dieser Arbeit der Magnetismus des Systems auf
natiirliche Weise, wohingegen der Magnetismus der Festkorper bis heute nicht einheitlich
beschrieben werden kann, sondern je nach (kiinstlich klassifizierter) Erscheinung unter-
schiedliche, phdnomenologisch motivierte Ansitze notig sind. Spinorkondensate wecken
die Hoffnung, durch das hohe Maf8 an Kontrolle Einsicht in die Ubergéinge zwischen die-
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sen Erscheinungsformen zu finden und einen einheitlichen Standpunkt vorzubereiten. Dar-
iiber erfihrt die Erforschung derart kontrollierbarer Magnete schon allein durch die hohe
technische Potenz und die Tatsache, dass sie als BEK einen neuen Zustand magnetischer
Materialien darstellen, Rechtfertigung, die zur Geniige darreicht.

Die Magnetisierung bewirkt ein induziertes Magnetfeld, welches per Zeeman-Effekt eine
energetisch gestaffelte Begiinstigung der einzelnen Spinzustinde beférdert. Dies hat eine
selektive Kondensation der einzelnen Spinzustédnde zur Folge, was im Auftreten mehrerer
BEK Phasen miindet.

Das erste Spinorkondensat wurde 1998 von Stamper-Kurn et al. in 23Na am MIT er-
zeugt. [19] Auch mit 8Rb wurde ein Spin F' = 1 Spinorkondensat erzeugt [26]. Ein Spin
F = 2-Kondensat gelang in 8"Rb [27]. Die Moglichkeit eines Spin F' = 3-Kondensats
wurde fiir 2Cr vorgeschlagen [28]. Die ersten theoretischen Untersuchungen von Spinor-
kondensaten erfolgen 1998 durch T. Ohmi und K. Machida [29], sowie durch T.L. Ho
30].

1.5 Strukturfaktor und Bragg-Spektroskopie

Der dynamische Strukturfaktor beschreibt das Streuvermogen eines physikalischen
Systems beziiglich neutraler Teilchen, genauer die Enstehung kollektiver (q,E)-
Dichteanregungen bei Storung der Teilchendichte des Systems.

Bei der Erforschung von BEKen wird dem dynamischen Strukturfaktor eine Schliisselrolle
zugedacht: Einerseits ist derselbe, obgleich eine hochst nichttriviale Grofle, mittels der
Methode der Bragg-Spektroskopie direkt experimentell zugédnglich. Andererseits gewahrt
der dynamische Strukturfaktor mannigfachen Einblick in die Natur des Systems.

So zeigt die Geschichte der Erforschung von superfluidem *He, von der Messung des
Rotonenspektrums in Neutronenstreuexperimenten, bis hin zur Messung der BEKdichte,
was als endgiiltiger Beweis der Existenz eines BEKs im Superfluid gilt, die Bedeutung
dieser Grofle.

Auch ist das Absorptionsvermogen an sich von Interesse. Als die ersten BEKe im Labor
hergestellt wurden, war deren Wechselwirkung gegeniiber Licht fraglich. Der dynamische
Strukturfaktor liefert die quantitative Antwort. Als Teilchendichtekorrelationsfunktion ge-
wahrt der dynamische Strukturfaktor eine mikroskopische Perspektive, ist eng verkntipft
mit dem Teilchendichteanregungsspektrum, gibt Auskunft iiber die Korrelation von Teil-
chendichtefluktuationen und liefert exakte Resultate fiir Messgrofien wie Kompressibilitat
und Schallgeschwindigkeit. Infolge unmittelbarer Verkntipfung mit der Teilchendichte-
Responsefunktion stellt der dynamische Strukturfaktor ferner die thermodynamische Sy-
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stemeigenschaft bei Storung der Dichte fern des Gleichgewichts bereit.

Ein Problem bei der Erforschung von BEKen ist, dass im Nanokelvinbereich kein Thermo-
meter existiert. In Anbetracht dieses Mangels konnte die starke Temperaturabhéngigkeit
des Strukturfaktors dienlich sein. Sobald eine gute Theorie desselben besteht, kann aus
den Bragg-Spektroskopischen Messungen die Temperatur ermittelt werden. Schliellich
gilt der Strukturfaktor, verglichen mit der Time-of-flight-Methode, als zuverléssige und
rauscharme Nachweismethode fiir BEKe.

F. Zambelli et al. berechneten in Referenz [31] den dynamischen Strukturfaktor von
Bose-Gasen mit Bogoliubov-Spektrum im harmonischen Potential in LDA-Né&herung bei
T = 0. K. Baerwinkel [32], sowie J. Bosse et al. [33, 34] entwickelten eine Theorie der
Teilchendichte-Spektralfunktion fiir homogene, ideale Bose-Gase bei endlicher Tempera-
tur. Die im Rahmen dieser Arbeit dargebotene Theorie reproduziert das Ergebnis aus [34]
und bietet zudem eine Erweiterung auf ideale Spinor-Bose-Gase, gleichwie auf Systeme in
einem harmonischen Potential.

Neben der mikroskopischen Information, der beim Studium von reinen Bose-Einstein Kon-
densaten in verdiinnten Quantengasen eine ebenbtirtige Rolle wie bei der Erforschung des
“He zukommt, hat der Strukturfaktor hier die zusétzliche Bedeutung als im Vergleich zu
time-of-flight zuverlassige und rauscharme Nachweismethode.

Wie sich im Laufe dieser Arbeit zeigt, ist der dynamische Strukturfaktor eines BEKes
durch einen scharfen deltafunktionsartigen Peak gegeben. Der Peak dient zum Nachweis,
dass ein BEK vorliegt.

Die Methode der Bragg-Spektroskopie [35, 36, 37, 38, 39] ist ein Verfahren, mit dem der
dynamische Strukturfaktor von BEKen direkt gemessen werden kann.

Nachdem W.H. Bragg und W.L. Bragg 1912 die Braggsche Beugungsgleichung in ei-
ner Reihe von Experimenten mithilfe der Drehkristallmethode anhand der Streuung von
Rontgenstrahlen an Kristallebenen demonstriert hatten, konnte die Bragg-Streuung von
Neutronen De Broglie-Wellen an Kristallebenen 1946 beobachtet werden [40]. 1987 gelang
P.J. Martin et al. die Bragg-Beugung des Atomgases ?*Na an einer stehenden Lichtwelle
[41].

Mit der Erzeugung von BEK 1995 erfuhr das entwickelte Verfahren steigendes Interesse,
weil das Kondensat als makroskopisches, physikalisches System infolge seiner Kohérenz als
einzelne De Broglie-Welle gestreut wird. Statt seiner einzelnen Atome wird das Kondensat
als Ganzes durch Streuung an einem optischen Potential kollektiv angeregt. Die Koharenz
erhélt ihren Bestand und der Streuprozess fiihrt zu elementaren Dichteanregungen des
Kondensats.

Die Bezeichnung ,Bragg-Spektroskopie® rithrt daher, dass einerseits der Streuprozess ei-
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ner Bragg-Streuung entspricht, sowie die Atome als Materiewellen und die Maxima der
stehenden Lichtwelle als Kristallebene aufgefasst werden, andererseits das Aufnahmever-
fahren des Impulsspektrums in seinem Wesen das der Spektroskopie ist. Die Methode
wurde erstmals 1997 von Berman und Bian [42] verwendet.

—— Laser beam
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Abbildung 1.3: Messergebnis: Mithilfe
der Time-of-flight Methode wird die An-
zahl der gestreuten Atome als Funkti-
on der Verstimmung Av, bei jeweils fe-
stem Impulsiibertrag zwischen den Lasern
gemessen. Durch Vergleich des Gesam-
timpulsiibertrages mit dem eingestrahlten
Gesamtimpuls folgt die Absorptionswahr-
scheinlichkeit [37].

Mumber of
stallered atoms

Abbildung 1.2: Aufbau: Zwei Laser strah-
len in festem Winkel 6 Licht bei verschie-
dener Frequenzverstimmung v — vy ins
Kondensat [39].

Das naheliegendste Verfahren zur Messung des Strukturfaktors ist die Laser-
Absorptionsspektroskopie. Dabei wird Laserlicht der Frequenz v ins System gestrahlt.
Ein Detektor im Winkel o zéhlt die eintreffenden Lichtquanten und analysiert deren
Frequenz /. Daraus folgt die Anzahl der absorbierten Anregungsquanten, mit Energie
E =2rh(v — 1) und Impuls ¢ = 27 (v — 1) sin a.

Im Prinzip funktioniert dieses Verfahren auch fiir BEKe. Da diese jedoch nur aus etwa
10° — 107 Atomen bestehen, stehen so wenige Streuteilchen zu Verfiigung, dass das vom
Detektor akzeptierte Winkel- und Frequenzintervall so grofl gewahlt werden muss, um
dominant gegeniiber dem Hintergrund zu sein, dass die Ergebnisse unbrauchbar werden.

Die Methode der Bragg-Spektroskopie [43, 42, 44, 36] umgeht dieses Problem. Statt eines
einzelnen Lasers, strahlen zwei Laser Lichtquanten mit leicht gegeneinander verstimmten
Frequenzen v, und 14 in einem groflen Winkel ¢ von etwa 166° ins Kondensat. Die Licht-
quanten interferieren und erzeugen ein Lichtgitter, an dessen Potential das Kondensat
gestreut wird.3

3Genauer: Das Kondensat wird vom energiereicheren Laser angeregt und in Bewegung versetzt und
vom anderen Laser zur stimulierten Absorption gebracht. Da die Einstein-Koeffizienten fiir Absorption
und stimulierte Emission gleich sind, kann statt von der stimulierten Emissionswahrscheinlichkeit direkt
von der Absorptionswahrscheinlichkeit gesprochen werden. Da nach dem Absorptions-Emissions-Prozess
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Mittels der Time-of-flight Methode kann, wie in Abbildung 1.5 dargestellt, die Anzahl der
gestreuten Atome detektiert werden. Bei fest eingestelltem Winkel 6, zwischen den Lasern,
wird bei jedem Streuprozess derselbe Impuls iibertragen. Durch Vergleich von eingestrahl-
tem Impuls und absorbiertem Gesamtimpuls ergibt sich die Streuwahrscheinlichkeit. Dies
wird fiir verschiedene Verstimmungen Av wiederholt, so dass der Strukturfaktor S(q, F)
als Funktion der Energie 1.5 (unten), fiir feste Anregungswellenzahl q resultiert.

Der Vorteil der Bragg-Spektroskopie besteht schlieBllich darin, dass Streuenergie und Im-
puls vor dem Streuprozess iiber die Verstimmung v, — v; zwischen den Lasern und dem
Winkel 6 zwischen ihnen eingestellt werden, statt nach dem Streuprozess gemessen zu
werden. Hierdurch ist das Signal an der Stelle F, q stéarker und praktisch rauschfrei.
Desweiteren entfallt die oft problematische Frequenzmessung.

Die Laserstrahlen entstammen derselben Quelle um Kohérenz zu gewahren und werden
durch Bragg-Streuung in Piezo-Kristallen in zwei Strahlen geteilt. Durch Regelung der
anliegenden Spannung kann der Gitterabstand und damit die Frequenzverstimmung zwi-
schen den Laserstrahlen eingestellt werden.

Es sei noch auf die Eindriicklichkeit hingewiesen, mit der die Entwicklung von Bragg-
Beugung zu Bragg-Spektroskopie die Komplementaritiat von Teilchen und Welle demon-
striert. Wo im Anbeginn Rontgenlicht an Kristallatomen gebeugt wurde, wird heute das
BEK nach demselben Beugungsgesetz als System aus 107 Atomen an den optischen Po-
tentialen eines Gitters aus Lichtwellen gestreut.

1.6 Aufbau der Arbeit

Es werden Eigenschaften der Gleichgewichtsthermodynamik und der Dynamik von Quan-
tengasen mit inneren Spinfreiheitsgraden und einem Hamiltonoperator vom Einteilchen-
typ untersucht.

In Angesicht der bislang nur selektiv durchgefiihrten Experimente zu Spinorkondensaten,
liegt der Fokus auf Vorhersagen zu deren Phénomenologie, die in kiinftigen Experimen-
ten gemessen werden konnten. Die Berechnungen werden fiir Bosonen, Fermionen und
Maxwell-Boltzmann Gase mit Spin F' einheitlich durchgefiihrt, jedoch aufgrund der BEK
in bosonischen Systemen, zuerst nur fiir Bosonen diskutiert.

Da einerseits BEKe den Mittelpunkt der Betrachtung darstellen und zudem eine komple-
xere Betrachtung erforderlich machen, werden die Ergebnisse zunachst nur fiir Bosonen
diskutiert und fiir Fermionen spéter gesondert dargestellt:

das Kondensat bis auf seinen Bewegungszustand wieder im Ausgangszustand ist, kann der Prozess hin-
sichtlich iibertragener Energie und Impuls als Streuprozess verstanden werden.

20



1.6. AUFBAU DER ARBEIT

In Kapitel 2 werden allgemeine Ausdriicke von Korrelationsgrofien als formaler Ausgangs-
punkt der folgenden Kapitel abgeleitet.

In Kapitel 3 werden thermodynamische Eigenschaften von Spinor-Bosonen im thermody-
namischen Gleichgewicht untersucht. Zunachst wird das System anhand des Hamiltonope-
rators definiert. Es wird erortert, warum die Magnetisierung als experimentell kontrollier-
barer Parameter aufzufassen ist und wie die Wechselwirkung mit dem induzierten Magnet-
feld implizit und exakt berticksichtigt werden kann. AnschlieBend wird ein vollstandiges
Gleichungssystem aufgestellt und das T-M-Phasendiagramms, die Kondensatdichte sowie
das chemische sowie das magnetochemische Potentials ermittelt.

Gegenstand von Kapitel 4 ist die Systemdynamik. Hierzu werden die Magnetisierungs-
und die Teilchenzahldichte-Spektralfunktion, sowie die entsprechenden Strom-
Spektralfunktionen bei endlicher Temperatur berechnet. Anschliefend werden Ausdriicke
fiir die korrespondierenden statischen Suszeptibilititen gefunden.

In Kapitel 5 werden Spinor-Bose-Gase hinsichtlich der Eigenschaft der Superfluiditéit un-
tersucht. Hierzu erfolgt eine kurze Einfithrung in die Superfluiditiat auf Basis der Landau-
Theorie und eine vergleichende Diskussion der in der Literatur konkurrierenden Defini-
tionen der superfluiden Dichte. Ferner werden der statische und der dynamische Struk-
turfaktor aus den Ergebnissen des vorigen Kapitels deduziert.

In Kapitel 6 werden die Resultate der Kapitel 4 und 5 fiir Fermionen ausgewertet. Zudem
werden exakte analytische Ausdriicke bei T' = 0 abgeleitet.

In Kapitel 7 wird der Einfluss eines harmonischen Fallenpotentials auf die Ergebnisse
aus Kapitel 2 im Rahmen einer semiklassischen Naherung untersucht. Danach werden die
dynamischen Betrachtungen aus Kapitel 4 auf inhomogene Systeme erweitert.

Im Anhang befindet sich eine Darstellung der Methode der Greenschen Funktionen (A)
als theoretischer Rahmen dieser Arbeit, sowie der Matsubara-Methode mit einer formalen
Ableitung der effektiven Wirkung und der Gross-Pitaevskii-Gleichung (B).Zudem sind
dort neben einer Zusammenfassung der urspringlichen Ideen von Bose und Einstein (C),
einige Betrachtungen zum Maxwell-Boltzmann-Gasen aufgefiithrt. Schlieflich finden sich
dort Berechnungen (E), die den Fluss der Darstellung behindert hétten und die Definition
der zur Erstellung der Abbildungen verwendeten reduzierten Einheiten (F).
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Kapitel 2

Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel wird der formale Rahmen dargelegt, dessen Giiltigkeit allgemeiner ist,
als die spéateren Abhandlungen iiber Spinor-Bosonen. Die physikalische Bedeutung der
betrachteten Grofien, wie der erhaltenen Resultate findet deshalb erst spater, im Rahmen
eines konkreten Kontextes eingehende Betrachtung.

Ausgehend von der anschaulichen quantenmechanischen Definition des Teilchendichte-
operators eines Vielteilchensystems, wird die Form der Teilchendichte-Green-Funktion
begriindet. Es folgen analoge Begriindungen der Form von Magnetisierungs- und
Stromdichte-Green-Funktionen. Hierbei zeigt sich, dass all diese GroBlen durch Summen
iiber elementare Zweiteilchen-Green-Funktionen ausgedriickt werden konnen. Die Idee die-
ses Kapitels besteht ferner in einer allgemeinen Bestimmung dieser Zweiteilchen-Green-
Funktionen fiir Systeme mit Hamiltonoperator vom Einteilchentyp, durch Losung der
Bewegungsgleichung (A.32) mittels geeigneter Kommutatoridentitaten. In gleicher Weise
resultieren die iiblichen Ausdriicke der Verteilungsfunktionen idealer Quantengase.

2.1 Teilchendichte und Teilchenstromdichte

Der Teilchendichteoperator eines N-Teilchensystems ist definiert als:

N

N(r) = Y6~ #,) (2.1)

=1

Darin wird tiber die Ortskoordinaten r; aller Teilchen des Systems summiert. Seien { | )}
und {|a’)} zwei vollsténdige Orthonormalbasen. Dann lautet der Dichteoperator in die-
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sen nach Ergénzen zweier Einheitsmatrizen und Ausnutzen der Vollstandigkeitsrelation

=¥ la){al ¥@)|a) (o]

(2.2)

Spezielle Wahl einer Basis aus Produkteigenzustianden |ro ) zum Ortsoperator r und der

Projektion E., des Spinoperators F ergibt:
N(r) = / @i [ d'ra(rioy | N(x) [ 1202) 1101 )20
o1,090=—F

In einer solchen Basis gilt definitiv:
tlr'o’)y=0(r — 1)1’ |r'o")
Damit gilt auch:

N

N(r)|ry05) = D 6(r — 1) |ra09) = 6(r —ra) | r20)

i=1

Verwendung von U} |0) = |ro) in (2.3), fiihrt mit (2.5) auf:

/d3r1/d3r25 r— I')<I‘10'1 ‘ I'20'2> I“+10'1\III‘2U2
————
o(ri—r2)

01,02

Nach Ausfithren der Integrale lautet der Dichteoperator im Orts-Spin-Fockraum:

Die Fourier-Komponenten des Dichteoperators lauten:
N /d?’rN el = Z /cl?’r\IfJr U, eldr
o=—F

Einsetzen von

A

(o © —ikr
\/ 27rh3 zk:

A—l— 1kr
w \/ 27Th3 ;

in (2.8) fithrt nach Ausfithren des Integrals auf:

Z Zakgak’ ’5q+k k’5a o’

o,0'k’ k

ro

A

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.9)

(2.10)

(2.11)
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2.1. TEILCHENDICHTE UND TEILCHENSTROMDICHTE

Ausfithren der k’-Summe liefert schliefilich:

T At A
Ny = Zakgak+qo (2.12)
Mithilfe der Kommutatoridentitét
A+ A A+ A _ A+ A A+ A
Z [akaak+qoaak'-s-qo'ak/a’]*n = Z [akaak+qmak+qaaka]fn5k,k/500’
k.k’,0,0' k.k’,0,0'
o /\J’- A /\+ A
= D _lkoGktqos A golne]—n (2.13)
ko

folgt durch Einsetzen von (2.12) in (A.2), (A.3) die Teilchendichte-Green-Funktion. Es
wird, wie tiiblich, der Faktor % dazudefiniert, damit die Green-Funktion einerseits eine
intensive Grofle ist und andererseits ein klassischer Limes A — 0 durchfithrbar ist. Damit
lautet sie im Impuls-Spin-Raum schliefflich:

! G““V L (t=t) (2.14)

Vh akcra‘k‘"’ilffr a‘k+qo'a o

Gynilq,t—t) = ﬁGj\e}:a]:}ﬁ (t—t)=

Ebenso lautet die Teilchendichte-Spektraldichte nach (A.5)

1

1 / 1/ /

N,N+<q7t_t) - Gfl,+ ~ At ~ (t_t) (215)
h ko

koak+q0' ’C"k+qcra'kCr

Die Kontinuitatsgleichung

ON,o
VI =0 2.16
T (2.16)
motiviert die Definition des Teilchenstromdichteoperators:
h [a

Joy = — - (2.17)

2m

In vollstandiger Analogie zu obigem Vorgehen finden sich die Fourier Komponenten des
Teilchenstromdichteoperators und die entsprechenden Greenfunktionen, sowie die Spekt-

raldichte als: 5
Jo =Ykt ) (lnrlitcrar) (2.18)

ko

ko Ak+qo ’ak+qo ko

ret,av / h ret,av /
G (a, _t):mQV;(k + 2)(k +7)G&+ﬂ o (t=t) (2.19)

(@t —1) = VmQZk + 4 )(k +—)Gg (t—1t) (2.20)

At A~
ko (lk+qg ak+qoak‘7
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2.2. MAGNETISIERUNG UND MAGNETISIERUNGSSTROM

Da die energieabhingigen Green-Funktionen einfach tiber eine Fourier-Transformation
mit den zeitabhéngigen Green-Funktionen zusammenhéngen, gelten alle hier aufgefiihr-
ten Zusammenhange natirlich auch fir energieabhiangige Green-Funktionen, sowie die
Spektralfunktion.

2.2 Magnetisierung und Magnetisierungsstrom

Der Operator der Magnetisierung ist in Analogie zum Teilchendichteoperator (2.1) defi-
niert:

/§>
i
.MZ

mit m = %F als Operator des magnetischen Moments von Teilchen mit Gesamtspin-
operator F. Die z-Komponente der Magnetisierung kann mithilfe von

F*#|r'o’) = 6(r — ') |1/ Vho'0y 0 | o) (2.22)

wie oben in Fock-Raum-Darstellung umgeschrieben werden:

F
M*(r) = grpp Y, 0Utre (2.23)
o=—F
Mé = gripY 0l ,0k qe (2.24)
k,o

Ebenso kann fiir den Magnetisierungsstrom! verfahren werden:

~ hg r N ~ ~ ~
Tare (1) = =FEE 37 o[, (Vo) = (Vi )ino] (2:25)
o=—F
A h,
Jus = 25 e+ DYoot dnerqo (2.26)
a m e 2

Mit (A.5), (2.13) und dem Faktor - konnen Magnetisierungs- und Teilchendichte-

Spektralfunktion sowie Magnetisierungsstrom- und Teilchenstromdichte-Spektralfunktion

'Im Folgenden ist allein der Strom von Magnetisierung in z-Richtung < M, > relevant. Im Allgemeinen

ist der Magnetisierungsstrom kein Vektor, sondern ein Tensor.
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2.3. HAMILTONOPERATOR VOM EINTEILCHENTYP

mithilfe der Funktion:

2

Alo) 1 ; Teilchen (2.27)
o) = '
gruko? s Magnetisierung

in einheitlicher Form geschrieben werden:

"

o (At — ZA L (=) (2.28)

ako'ak"’q(7 ak+qo‘ ko

Q" ula, —t’):vi;QZA( ) (ko + 2)(k +q;’)G7+A L (t—t) (229

Oy o ktqo 7ak+qa‘ ko
ko

2.3 Allgemeine Losungen fiir Systeme mit Hamilton-
operator vom Einteilchentyp

In der Bewegungsgleichung (A.32), steht auf der rechten Seite fzt;,v]i 5(E). Gemé$ den
Definitionen (A.2) und (A.3) gilt die folgende Implikation:

[A,H]_ = const- A — G][rjxt,}?],,,B( ) x GAEY(E) (2.30)

Dann kann die Bewegungsgleichung (A.32) algebraisch aufgelost werden. Folgend wird
dies ausgenutzt, um mittels der Kommutatoridentitdten aus Abschnitt E.1 allgemeine
Ausdriicke spezieller 1- und 2-Teilchen Green-Funktionen von Systemen mit Hamilton-
operator vom Einteilchentyp anzugeben, deren zugehoriges Einteilcheneigenwertproblem
h| W) = e|U) als gelost vorrausgesetzt werden kann. Insbesondere beinhaltet dies die
Losungen fiir ideale Systeme.

2.3.1 Allgemeine Losungen

Einteilchengroflen:
Einsetzen von (E.3), (E.5) sowie (E.10), nach Wahl O := H in (A.32), liefert mit
hoo = (a|h|a") die Einteilchen-Green-Funktion:

hoa,ar
E — haoq £10T

Gfret,a.\_/F (E) _

[e76Y 7(1@,

(2.31)
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2.3. HAMILTONOPERATOR VOM EINTEILCHENTYP

Die entsprechende Spektralfunktion folgt hieraus durch Einsetzen in (A.46) nach
Erweiterung mit dem Inversen des komplex konjugierten Nenners von (2.31):

Roao(E — haa F i07)
Gret7av E — y
aa,aZ,( ) (E _ haa)2 + (O+>2
hoa,or

= T e 1 (07 T maad(E = hao) (2.32)

Im letzten Schritt wurde die Dirac-Lorentz Darstellung der Delta-Distribution verwendet:

) = 5(c) (2.33)

Es resultiert:

G (B) = h(E — how)da. (2.34)

aa,aa/

Das Spektraltheorem (A.22) liefert hieraus nach Wahl von a = o/ mit

1 ; Bosonen
n =14 0;Maxwell-Boltzmann-Teilchen (2.35)

—1; Fermionen

unmittelbar die bekannten Bose-Einstein-, Maxwell-Boltzmann- und Fermi-Dirac-
Verteilungsfunktionen:

. 1
Ne 1= (N ) = T (2.36)

Die Verteilungsfunktion ist als Erwartungswert des Besetzungszahloperators n, = a}a,
des Quantenzustands |« ) definiert und deshalb als Besetzungswahrscheinlichkeit des
vollstandigen Einteilchenquantenzustands |« ) im entsprechenden Vielteilchensystem zu
interpretieren.

Zweiteilchengroflen:
Einsetzen von (E.7) und (E.11) nach Wahl von O := H in (A.32) liefert:

e —na)
aaaa/,a;r,aa E — (ho/o/ — haa) :i: 'ZO+

(2.37)

Die Spektralfunktion folgt wie oben durch Erweiterung mit dem Inversen des kom-
plex konjugierten des Nenners als:
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2.3. HAMILTONOPERATOR VOM EINTEILCHENTYP

G", . (E)=h(na — ﬁa/)(5<E — (horer — hm)> (2.38)

A Qorsa, G

Weiteres Einsetzen ins Spektraltheorem (A.22) liefert die Korrelationsfunktionen

Ng — Ny

0t G0 (o ) = 2.39
(abattin ) = Gatmms = (2.39)

2.3.2 Beispiele in Impuls-Spin-Darstellung
Es werden die obigen allgemeinen Ausdriicke auf spezielle Systeme in der Impuls-Spin-
Basis { |a)} — {| ko )} spezialisiert.

Fiir ein freies ideales System im groflkanonischen Ensemble gilt:

A2 21.2
P A h*k
hka,ka = <k0| 2m* —,u1|kc7> = o

— (2.40)

Durch Einsetzen in (2.36) folgt die Verteilungsfunktion in Impuls-Spin Basis:

1
Mo = (Mo ) = — g 2.41
o 5= () = g — (241)
Zusammen mit Pk »
+q
Pictaoicrar = —om M (2.42)
folgt durch Einsetzen in (2.38) zusammen mit e, = h; r’f die Spektralfunktion:
Gt aramtt e () = e = nk+q)5(E - gkg)) (2.43)

Durch Einsetzen in (2.28) folgt die Teilchendichte-Spektralfunktion idealer freier Quan-

tengase:
1
Gl = 30— OB — (B — 1) 2.4
ko
Ebenso folgt durch Einsetzen von (2.38) in (2.29) die Teilchenstromdichte-

Spektralfunktion:

1 h?

" Qo o’
GJ(Z],]I’;F = Vﬁg(ka -+ ?>(l€a/ -+ 7)(711{5 — nk+qg)(5(E — (€k+q — €k)) (245)

Der Hamiltonoperator eines Atoms mit Gesamtspinoperator F in einem Magnetfeld B =
Be, lautet, wie in Abschnitt 3.1 nachtraglich begriindet wird:

A2
h=Y i 9lEpph (2.46)
2m
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2.3. HAMILTONOPERATOR VOM EINTEILCHENTYP

Mit F, |o) = ho gilt:

- h2k?
hxoxo = (ko |h|ko) = 5 TR griipBo (2.47)
m
Einsetzen in (2.36) liefert mit
ko = €k — gp,uBBa (248)
die Verteilungsfunktion:
1
Nko = —7F————— (2.49)

eB(Eko'flu) — T]
Durch Einsetzen von (2.46) und

2 2
hxtqoktqo = h(k2+q) — i — grupBo (2.50)
m
in (2.38) folgt wieder der Ausdruck (2.43) fiir die Spektralfunktion, weil sich die Spinin-
dizes in der Delta-Funktion aufheben. Durch Einsetzen dieses Ausdruckes in (2.28) folgt
die Magnetisierungs- und Teilchendichte-Spektralfunktion fiir ein ideales freies System in
einem Magnetfeld B = Be,:

" 1
GNq:N;_ - VZA(O’XnkU - nk+q0>6(E - (€k+qa - Eko)) (251)
ko

Nach Einsetzen von (2.38) in (2.29) lautet die Teilchen- und Magnetisierungsstrom-
Spektralfunktion fiir derartige Systeme in Impuls-Spin-Darstellung:

1 n? 4o do
Gy o = VW;A(@(% 5 ) (ko + ) (e = Micrao) (B = (Erevar — €ir)) (2:52)

Der Vergleich von (2.44) mit (2.51) und von (2.45) mit (2.52) zeigt die formale Invarianz
der Spektralfunktionen gegentiber der Existenz eines homogenen Magnetfeldes.

Offensichtlich verandert ein an ideale Quantengase angelegtes homogenes Magnetfeld die
Form von Teilchendichte-Spektralfunktion und Teilchenstrom-Spektralfunktion nicht. Der
einzige Unterschied besteht darin, dass sich die enthaltenen Verteilungsfunktionen veréan-
dern. Dies hat betrachtliche Konsequenzen fiir dynamische Messgrofien, wie den Struk-
turfaktor und die Nichtgleichgewichtsthermodynamik von Spinor-Quantengases, die in
Kapitel 4 diskutiert werden.
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Vorbemerkung zu Kapitel 3:

Der Beginn an dieser Arbeit lésst sich durch die Frage ,,Wie veréindern sich Thermodyna-
mik und Dynamik nichtwechselwirkender Quantengase durch ein angelegtes Magnetfeld?*
umreiflen. Teilchen derartiger Systeme reagieren per Definition in keiner Weise auf ihr ge-
genseitiges Verhalten und richten sich deshalb nur im dufleren Feld aus. Es zeigte sich
schnell, dass diese Frage ein triviales Problem darstellt, weil das Spektrum eines solches
Systems temperaturunabhéngig bleibt, so dass die Auswirkungen des Feldes allein in einer
konstanten Verschiebung des chemischen Potentials miinden. Schliellich kondensierte nur
der 0 = F Zustand und die Kondensationstemperatur stiege proportional zu H an.

Nach Einsicht in die experimentellen Bedingungen, wie sie in den Abschnitten 1.3 und
1.4 dargestellt sind, wurde klar, dass in BEKen interessanterweise die Magnetisierung ein
im Experiment kontrollierbarer, Parameter ist. Wie dieses Kapitel zeigt, war es einer-
seits moglich das effektiv im System wirkende Magnetfeld als Funktion der Temperatur
zu berechnen und andererseits die Wechselwirkung der magnetischen Momente mit dem
induzierten Feld in Betracht zu nehmen. Hierdurch wird das Einteilchenenergiespektrum
temperaturabhéngig, was, so wird gezeigt, insbesondere die Existenz einer zuséatzlichen
Kondensatphase bewirkt.



Kapitel 3

Allgemeine Charakteristika idealer
Spinor-Quantengase

In diesem Kapitel wird die statische Phénomenologie freier Spinor-Quantengase ohne
Zwei- und Mehrteilchenwechselwirkung untersucht.

Zunéchst wird die allgemeine Form des Hamiltonoperators solcher Quantengase in Ma-
gnetfeldern begriindet und das System im Sinne der in Abschnitt 1.4 dargebotenen
Motivation definiert. Darauf folgt eine Diskussion zur Erhaltung der Magnetisierung,
die insbesondere herausstellt, dass die experimentelle Kontrollierbarkeit derselben eine
sinnvolle Vorraussetzung ist. Anschliefend wird simultan zur Teilchenzahlidentitéit eine
entsprechende Identitat fur die Magnetisierung angesetzt. Fir Fermionen und Maxwell-
Boltzmann Gase stellen diese Gleichungen ein vollstandiges System dar, was die Bestim-
mung des chemischen Potentials und des induzierten Magnetfeldes ermoglicht.

Fiir Bosonen ist dieses Gleichungssystem zunachst unterbestimmt, weil der energetisch
tiefste Zustand jeder Spinrichtung makroskopische Besetzung erfahren kann, die es zusétz-
lich zu bestimmen gilt. Erst die stationdren Gross-Pitaevskii-Gleichungen komplettisieren
das Gleichungssystem fiir Bosonen. Aus diesem kénnen dann zuerst das Phasendiagramm
und die BEK-Dichte aller Spinzustdnde bestimmt werden, ferner das chemische Potential
und das effektiv im System wirkende Magnetfeld. Weitere Untersuchungen zum magneti-
schen Verhalten idealer Quatengase und von BEKen schlieflen dieses Kapitel ab.
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3.1. DEFINITION DES SYSTEMS

3.1 Definition des Systems

Dieser Abschnitt beginnt mit der Begriindung der allgemeinen Form des Hamiltonopera-
tors magnetisierter Systeme. Anschlieend wird die zeitliche Erhaltung der Magnetisierung
diskutiert, um sie dann, wie in Abschnitt 1.4 erlautert, als Erhaltungsgrofie auffassen zu
konnen.

3.1.1 Hamiltonoperator

Welchen zusétzlichen Term verursacht ein Magnetfeld im Hamiltonoperator

A

2

I P
=> ho= Z——,ul— —— —uN (3.1)
=1

2m

eines freien idealen N-Teilchen-Systems im grofikanonischen Ensemble?
Ein klassisches Teilchen mit magnetischem Dipolmoment m erfahrt durch Wechselwirkung
mit einem stationiren Magnetfeld B'die Energieverschiebung:

AE=-m- B (3.2)

Ebenso verandert sich die Energie eines zuféllig aus einem N-Teilchen System im Gleich-
gewicht herausgegriffenen Teilchens mit magnetischen Moment

N griB

m:=(m) = - < F > (3.3)

und Hamiltonoperator o
h=hy—m-B (3.4)

andert sich im Mittel um

Ae = (Ah) = —(mB) (3.5)
Darin bezeichnet F := J + I den Operator des Gesamtspms eines Atoms mit Kern-
spin I und Gesamtelektronenspin J, up = 2- das Bohrsche Magneton und gr =
1+ (FH)Z ;Eéfl)) [0+ den Landé-Faktor. In einem Koordinatensystem in dem B || e,

gilt, folgt mit: X
F-B=F,B,=hoB : (3.6)
Ae, = —gpupB.,o (3.7)

'Es wird mit poH das Vakuummagnetfeld bezeichnet, mit oM das induzierte Magnetfeld mit M
als Mittelwert des Operators der Magnetisierung M und mit B = poM + H das tatsichlich im System
auftretende Gesamtmagnetfeld. Letztere ist also die messbare Grofle.
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3.1. DEFINITION DES SYSTEMS

Mithilfe der Definition der Magnetisierung eines Systems des Volumens V'
M= (M) = L5 (1) = -3 mi = n () (3.8)
Ve %

lautet der Hamiltonoperator des Gesamtsystems:

H=Hy > (m.);B, = Hy— VM,B, (3.9)

7

In idealen Systemen gibt es nach Definition keine Wechselwirkung zwischen den Teilchen.
Die magnetischen Momente der Atome richten sich nur im &duleren Feld poH aus, weil sie
in keiner Weise auf das Verhalten der tibrigen Teilchen reagieren. (3.7) und (3.9) reduzieren
sich auf:

At — g puoH o (3.10)

o

E[ideal = Zill == ﬁ(] - /JJQVMZHZ (311)

Tatsachlich spiiren die Teilchen natiirlich nicht allein das Vakuumfeld poH, sondern auch
das durch Ausrichtung der magnetischen Momente der anderen Systemteilchen verursach-
te induzierte Feld poM. Die Wechselwirkung der magnetischen Momente geschieht indes-
sen mit dem Gesamtmagnetfeld B = uo(H + M). In dieser Arbeit finden deshalb ideale,
magnetisierte Quantengase mit 2F + 1 inneren Spinfreiheitsgraden, bei zusétzlicher Be-
riicksichtigung der Wechselwirkung mit dem induzierten Magnetfeldes (Abschirmeffekt),
Betrachtung. Den Ausgangspunkt stellt der Hamiltonoperator in der Form (3.9) dar.

Wihrend die Zustandssumme fir (3.10) einfach berechnet werden kann, stellt (3.9) (un-
abhéngig davon ob H oder M vorgegeben ist) ein implizites Problem dar, weil B zunéchst
unbekannt ist und selbstkonsistent ermittelt werden muss.

3.1.2 Erhaltung der Magnetisierung

Welche Groflen sind als vorgegeben aufzufassen? Die im Experiment kontrollierbaren Pa-
rameter. Fir freie ideale Quantensysteme sind dies iiblicherweise Teilchenzahl N, Tempe-
ratur 7" und Volumen V. Durch diese ist das chemische Potential p im thermodynamischen
Gleichgewicht eindeutig festgelegt, weil letzteres durch drei Zustandsgrofien vollstiandig
und eindeutig bestimmt ist. Die Teilchenzahlidentitat kann dann als Bestimmungsglei-
chung fiir p aufgefasst werden. Mit (2.49) lautet sie:

1

N=S{fg)=S"— 3.12
§<nk > kzaeﬁ(skaju) —n ( )

20bwohl die Teilchenzahl vorgegeben ist, werden die Berechnungen in dieser Arbeit wie iiblich, aus
Griunden der Einfachheit anstatt im kanonischen im grofikanonischen Ensemble durchgefiihrt.
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3.1. DEFINITION DES SYSTEMS

Wie éndert sich die Situation in magnetischen Systemen?

Im Hamiltonoperator des magnetisierten Systems (3.9) und im Energiespektrum (2.48)
tritt das zunédchst unbekannte Gesamtmagnetfeld B = po(H + M) auf. Obige Teilchen-
zahlerhaltungsgleichung ist damit unterbestimmt und das chemische Potential nicht mehr
wie flir neutrale Systeme einfach berechenbar.

In Abschnitt 1.4 wurde unter Vorraussetzung zeitlicher Erhaltung der Magnetisierung
erlautert, dass dieselbe in gleichem Mafle wie die Teilchenzahl als im Experiment kon-
trollierbarer Parameter aufzufassen ist. Diese Kenntnis der Magnetisierung ermdoglicht die
Verwendung einer zweiten Identitat. Mit (3.3), (3.6) und (3.8) kann sie wie folgt geschrie-
ben werden:?

M, = Jris > oni, (3.13)
4 ko
Die Gleichungen (3.12) und (3.13) stellen ein vollstandiges, implizites Gleichungssystem
zur Bestimmung des chemischen Potentials und der B-Feldstarke dar. Die praktische
Auswertung beginnt im néchsten Abschnitt. Indessen erfolgt hier noch die Begriindung
der zeitlichen Erhaltung der Magnetisierung in BEKen:

Da BEKe in Fallenpotentialen erzeugt werden, gibt es keine materielle Umgebung, die zu
einer schnellen Relaxation der magnetischen Momente fithrt. Anderungen der Magnetisie-
rung konnen also hochstens durch magnetische Dipol-Dipol-Wechselwirkungen verursacht
sein, die allerdings so schwach sind, dass in Zeitraumen, die mit der iiblichen Lebensdau-
er eines Bose-Einstein Kondensats (wenn gleichzeitig Teilchenzahlerhaltung angenommen
wird, ist die GroBlenordnung 1s sinnvoll. Vgl. [19]) vergleichbar sind, keine praktisch rele-
vante Anderung der Magnetisierung geschieht.

Speziell fiir freie, ideale Systeme ist die Magnetisierung sogar streng erhalten, weshalb
die Vorraussetzung auch fiir Fermionen und Maxwell-Boltzmann-Gase sinnvoll sind: Da
der Operator des magnetischen Spinmoments im Spin-Fock Raum wirkt und [F,F] =0
gilt, folgt [M, H] = 0. Damit ist die Magnetisierung gleichzeitig mit der Energie scharf
bestimmt. Zusammen mit 24 = 0 folgt die zeitliche Erhaltung der Magnetisierung aus

ot
der Heisenbergschen Bewegungsgleichung fiir Operatoren (A.28).

In frithen Studien zu Spinor-Bose-Einstein Kondensaten wurde die Erhaltung der Ma-
gnetisierung nicht beriicksichtigt. Dies fiihrte zu schlechter Ubereinstimmung mit dem
Experiment. Yi et al. [45] zeigten, dass der Grundzustand ohne explizite Beriicksichti-
gung der Erhaltung der Magnetisierung vom tatséchlichen Grundzustand bei erhaltener

3Es ist zu beachten, dass im Experiment die momentane Magnetisierung gemessen wird, hier dagegen
die Kenntnis des thermodynamischen Mittelwertes M = ‘<M >‘ vorrausgesetzt wird. Dies stellt jedoch

infolge der zeitlichen Erhaltung der Magnetisierung (die im idealen System iiber eine unendliche Dau-
er gilt) und der Generalvorraussetzung der statistischen Mechanik , Ensemblemittel=Zeitmittel“ keine
zusétzliche Einschrinkung der Giiltigkeit dar.
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3.2. GLEICHUNGSSYSTEM ZUR THERMODYNAMIK

Magnetisierung abweicht. In den folgenden Arbeiten fand die Erhaltung der Magnetisie-
rung bereits explizite Berticksichtigung: [46, 47, 48|.

3.2 Gleichungssystem zur Thermodynamik

Jetzt werden die Identitéten (3.12) und (3.13) in Bestimmungsgleichungen fiir das che-
mische Potential und das Gesamtmagnetfeld im thermodynamischen Gleichgewicht um-
geformt. Mathematisch ist dies ein Optimierungsproblem mit zwei Nebenbedingungen:
Das thermodynamische Gleichgewicht ist durch Extremalitdt des Unbestimmtheitsma-
Bes S unter den Nebenbedingungen vorgegebener Teilchenzahl N und Magnetisierung M
charakterisiert. Die Werte der B-Feldstarke und des chemischen Potentials p resultie-
ren als Werte der Lagrange-Multiplikatoren im thermodynamischen Gleichgewicht. Um
den Lagrange-Parameter der B-Feldstiarke auf derselben logischen Ebene als Potential
zu einem Parameter M* = <M *> begreifen zu konnen, wie das chemische Potential i,

Potential zur Teilchenzahl N = <N > ist, wird die dimensionslose Magnetisierung pro

Teilchen v
M* = M (3.14)
Nupgr

sowie das magnetochemische Potential a als Grofle mit Energiedimension definiert:

« = uggrB, =: B* -, ; &, : Energieeinheit (3.15)

Der durch (3.9) gegebene Hamiltonoperator des Systems lautet damit:

. p2 . .
H=— —uN —aNM: (3.16)
m

Umschreiben wie in Abschnitt 2.1 ergibt die entsprechende Fock-Raum-Darstellung:

A2
a=Ya (p . an)&a (3.17)

~ 2m

3.2.1 Identitaten fiir Teilchenzahl und Magnetisierung

Die Erhaltungsgleichungen fiir Teilchenzahl und Magnetisierung dienen folgend als Be-
stimmungsgleichungen fiir die Parameter 1 und «. Fiir Bosonen muss jedoch mit Phasen-
iibergangen zwischen Gasphase und Bose-Einstein-kondensierten Phasen gerechnet wer-
den. Hierdurch treten die Besetzungszahlen ng , der Zustédnde verschwindenden Impulses
|ko ) = |00 ) als zunichst unbestimmte Parameter in den Erhaltungsgleichungen auf?.

4Es ist zu bemerken, dass sich die Magnetisierung (aber wegen des Kiihlmechanismus und des stéin-
digen Verlusts von Teilchen auch die Teilchenzahl) wiahrend des Abkiihlvorgangs dndert. Der gelaufige
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3.2. GLEICHUNGSSYSTEM ZUR THERMODYNAMIK

Teilchenzahlidentitat

N =3 (i) (3.18)

Nach Definition der Konzentration

Cxo = (3.19)
gilt:

F F
- > Cor= > Cio (3.20)
o=—F o=—Fk+#0
In makroskopischen Systemen bilden die Impulsniveaus ein Quasikontinuum, so dass die k-
Summe durch ein Integral ersetzt werden kann®. Mit Y=V [ (21371)93 und der Teilchendichte

k k

n := ¥ mit der Verteilungsfunktion (2.49) und (3.19):

i d3k: 1
— Y Cop = / (3.21)
o=—F

h2 [ 2
)? BUIEE —n—0o) _

Nach Umschreiben des Integrals in sphéarische Koordinaten, kann zusatzlich tiber den
Ursprung integriert werden, da der Integrand dort verschwindet. Mit der Definition A\, :=
ePlutao) oilt weiter:

com 6

F
0
— Y Cop = / / / dkdfdy fig (3.22)
o=—F AteP e —p
Ausfithren der Winkelintegrale ergibt den Faktor 47. Mit (E.30) folgt:
a 1
1-— = 2
P — (s W) z Gl (3.23)
Einsetzen der thermischen De Broglie Wellenlénge
27h?
WY L (3.24)
m

Terminus ,,Erhaltungsgleichung® darf nicht dariiber hinwegtduschen, dass die Gleichungen ihrem We-
sen nach einfache Normierungsgleichungen /Identitéten sind, weil die hier vorgegebenen Mittelwerte fiir
Teilchenzahl und Magnetisierung erst im Rahmen eines vollstdndigen Satzes thermodynamischer Grofien
vollsténdig bestimmt sind. Insbesondere sind sie temperaturabhéngig. Die Losungen dieser Gleichungen
gelten deshalb bei der jeweiligen Temperatur fiir den dann vorliegenden Wert der Magnetisierung. Des-
halb ist es entscheidend, dass die Magnetisierung nach Erreichen der Endtemperatur zeitlich konstant ist
und, wie in Abschnitt 1.4 beschrieben, nach Abschalten der Falle ermittelt werden kann.

°Im thermodynamischen Limes ist diese Ersetzung natiirlich exakt. In endlichen Systemem stellt sie
eine sehr gute Niherung dar, solange das System makroskopisch ist. Fiir zu kleine Systeme sind die
groflkanonischen Resultate ohnehin unbrauchbar, weshalb die Ersetzung keine zusétzliche Einschrankung
beziiglich der Giiltigkeit der folgenden Resultate nach sich zieht.
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fithrt auf:

> Calnho) (3.25)

ul 1
1= Y Cop=—y

Identitat der Magnetisierung

Mit (3.14) kann die Identitat der Magnetisierung (3.13) umgeschrieben werden in:

<ﬁk0>
N

M :=M:=>o (3.26)
ko

Ein System identischer Teilchen mit Gesamtspin F' ist dann fir M* = F vollstindig

polarisiert. Mit (3.19) gilt:

F Cb F
M= > o Na = > 0> Co» (3.27)
o=—F

o=—F k#0

Durch Umformumg der k-Summe wie oben, resultiert nach Einsetzen des mit (3.20)—(3.23)
glltigen Ausdruckes

1
Chw = ——Cs (), 3.28
3 Cho = Gy ) (328)

die folgende Form der Identitat der Magnetisierung;:

F 1 F
M* — Z 0Co»r = Z O’C%(?’])\g) (3.29)

3
o=—F nAT”J:—F

Die Gleichungen (3.25) und (3.29) stellen fiir Fermionen und Maxwell-Boltzmann Gase
zusammen mit ng, = 0 Vo, ein vollstandiges Gleichungssystem zur Bestimmung von
w und « dar. Fir Bosonen kénnen die Zustdnde |ko) = |00 ) makroskopisch besetzt
werden, so dass die Groflen Cy, ebenfalls unbekannt sind. Damit liegen fiir Bosonen nur
zwei Gleichungen, aber 2F + 3 unbekannte Groflen vor. Die zur Vervollstandigung des
Gleichungssystems fehlenden 2F 4+ 1 Gleichungen liefern die stationdren Gross-Pitaevskii-
Gleichungen aus B.4. In der Folge betreffen alle Abschnitte dieses Kapitels bis einschlief3-
lich Abschnitt 3.3.2 nur Systeme aus Bosonen.
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3.2.2 Losung der stationiaren Gross-Pitaevskii-Gleichungen

Die 2F+1 zeitunabhéngigen Gross-Pitaevskii-Gleichungen (B.50) lauten mit Fy = 0 damit
nach Normierung durch die Gesamtteilchenzahl N und das Systemvolumen V' einfach:

(—u—aa)C’og:O Vo e {—-F,—-F+1,...F} (3.30)

Wie erlautert, bilden diese Gleichungen fiir Bosonen zusammen mit den Identitéten (3.25)
und (3.29), ein 2F + 3 dimensionales Gleichungssystem zur Bestimmung der Parameter
i und o sowie den Kondensatdichten Cy,. ¢ Es erweist sich als zweckmiBig, zunéchst das
Teilsystem der Gross-Pitaevskii-Gleichungen aufzulosen. Dies ergibt Nebenbedingungen
fir Parameter pu, o und Cp,, die dann weiter in (3.25) und (3.29) eingesetzt werden
konnen. Die Anzahl der Losungen kann als Anzahl der Phasen des Systems interpretiert
werden, weil sie ausdriicken, welche | Qo )-Zustdnde makroskopisch besetzt sein kénnen.
Die Unternechmung des folgenden Abschnitts ist deshalb die formale Losung des doppelt
unterbestimmten Systems der 2F + 1 Gross-Pitaevskii-Gleichungen (B.50), gleichwie
dieselben danach zur Loésung des vollstandigen Gleichungssystems verwendet werden.
Eine triviale Losung von (B.50) ist gegeben durch:

1.Losung - Gasphase:

C()_F =..= COF—l = C()F =0 (331)

2.Losung - ferromagnetische Phase:

Es gelte 0.B.d.A.7
B,M >0 (3.32)

Die Teilchenzahlerhaltung (3.25) kann offensichtlich nur dann erfiillt sein, wenn

Njw

2. Ganro) = D, i(m”) (3.33)

o=—Fl=1 !

eine konvergente Reihe ist. Mit n = 1 und e* > 0 V& € R muss jeder o-Summand einzeln
konvergieren. Notwendiges Kriterium fiir die Konvergenz einer unendlichen Reihe ist das

SDiese Beschreibung ist trotz Verwendung der Gross-Pitaevskii-Gleichungen im thermodynamischen
Limes exakt, da einerseits fiir ideale Systeme Kondensatanteil und thermischer Anteil separat beschrie-
ben werden konnen, andererseits die Bogoliubov-Ersetzung d¢ ~ /Ny fiir unendlich grofie Systeme exakt
gilt und schliefllich fiir verschwindende s-Wellen Streuléinge auch das Verdiinnungskriterium na? << 1
perfekt erfillt ist und somit (wie etwa im Rahmen der Bogoliubov-Theorie einsichtig wird) keine Quan-
tenkorrekturen auftreten. (vgl auch [2])

"Umgekehrte Wahl der z-Achse liefert mit obigen Ublerlegungen den Fall B, M < 0.
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Nullfolgenkriterium, d.h. die Erhaltung der Teilchenzahl impliziert:

l l o
AL elB(ptac)

T

sy (3.34)
Es gilt deshalb bei allen Temperaturen und fiir jeden Spinzustand:

pw+ac < 0 (3.35)

Mit g = % > 0 folgt:
ek — (u+aoc) >0 Vk,o,M,T (3.36)

Nach (3.32) und (3.15) gilt a > 0 und damit folgende Gleichungen:
(u+ aoc)y/Cosr =0 (3.37)
—p—ac >0 (3.38)

a>0 (3.39)

Die einzige Moglichkeit, diese drei Gleichungen fiir o > 0 widerspruchsfrei zu 16sen, ist:

— Ml — af = 0; CO—F = ... = COF_2 = COF—I =0 (340)

(Wéire —pp — ac = 0 fir ein ¢ # F folgte —u — oF < 0, im Widerspruch zur
zweiten Gleichung)

3.Losung - antiferromagnetische Phase:

Mit —p = oF folgt:
a(F —0)y/Cor =0 Vo (3.41)

Die einzige neue Losung ist:

a=p=0 (3.42)

Die Spinzustéinde ¢ = —F,...,F — 2, F — 1 kondensieren damit bei vorgegebener
Magnetisierung alle bei derselben Temperatur.

Fir das vorliegende System existieren insgesamt drei Phasen: Die Gasphase und zwei
Bose-FEinstein-kondensierte Phasen. Letztere werden aus spéater ersichtlichen Griinden fer-
romagnetische Phase und antiferromagnetische Phase genannt. Die 2F'+1 Gross-Pitaevskii
Gleichungen waren in der ferromagnetischen Phase redundant, so dass zusatzliche For-
derungen nétig sein werden, um ein vollstdndiges Gleichungssystem fiir diese Phase zu
erhalten.
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Diskussion der Losungen der Gross-Pitaevkii-Gleichungen

Die Losungen der Gross-Pitaevskii-Gleichungen haben gezeigt, dass fiir das betrachtete
System drei Phasen existieren.

Die physikalische Situation spiegelt sich in den Verteilungsfunktionen (2.49) wie folgt
wider: Bei abnehmender Temperatur kondensiert zuerst der energetisch giinstigste, der
o = F Zustand, in der ferromagnetischen Phase. In dieser sind chemisches und magneto-
chemisches Potential proportional zueinander, es gilt 0 = —aF’, so dass das Argument des
|0F ) Zustandes im Exponenten der Exponentialfunktion der Verteilungsfunktion (2.49)
verschwindet. Der |OF ) Zustand kann dann makroskopisch besetzt werden. Dabei geht
die Magnetisierung M* = f: onkes vom Gas ins Kondensat iiber, bis M* — F'ngr=0 gilt.

o=—F

Der Gasanteil wird mit abnehmender Temperatur zunehmend feldfrei. Dies manifestiert
sich darin, dass o und « (proportional) gegen Null konvergieren. Das Einteilchenspektrum
€ko ist in dieser Kondensatphase wie in der Gasphase noch temperaturabhangig. Sobald
soviele Teilchen in den |ko) = |00 ) Zustand kondensiert sind, dass kein effektives Feld
(d.h. @ = 0) mehr im Gas herrscht, ist keine Spinrichtung mehr energetisch ausgezeich-
net. Diese Situation markiert den zweiten kritischen Punkt. Dann gilt « = o = 0, so dass
die Argumente der |ko) = |0c )-Zustinde in den Exponentialfunktionen der Vertei-
lungsfunktionen (2.49) aller Spinzustande verschwinden. Die Zustdnde verschwindenden
Impulses aller Spinrichtungen kondensieren dann simultan.

Es ist zu bemerken, dass sich die Bezeichnung . ferromagnetische Phase“ auf die im Kon-
densat entstehende Ordnung paralleler Spins ¢ = F' bezieht. Die Bezeichnung ,antiferro-
magnetische Phase“ bezieht sich dagegen auf den Gasanteil, der in dieser Phase vollstandig
unpolisiert ist. Keinesfalls diirfen mit den Bezeichnungen Verhaltnisse magnetischer Fest-
korper identifiziert werden. In einem Ferromagneten geniigt ein infinitesimales H-Feld zur
Erzeugung einer endlichen Magnetisierung. Hier ist die Magnetisierung dagegen ein im
Experiment kontrollierbarer Parameter und das effektive Feld nimmt in der ferromagne-
tischen Phase mit fallender Temperatur durch Entpolarisation des Gasanteils ab.

Es lasst sich restimieren, dass die Existenz des zweiten Phaseniibergangs in der Bertick-
sichtigung der Wechselwirkung mit dem induzierten Magnetfeld begriindet liegt.

Wiirde stattdessen ein BEK in einem externen Feld poH, ohne Berticksichtigung des in-
duzierten Magnetfeldes betrachtet, wie in der Vorbemerkung erlautert, wéare p, wie im
neutralen System fiir T' < Tg, temperaturunabhéngig. Die Exponenten in der Expo-
nentialfunktion der Verteilungsfunktionen blieben konstant und es trate kein weiterer
Phasentibergang auf.

Auch bei Beriicksichtigung von Wechselwirkungseffekten bleibt geméafl Ref. [46] fur F' = 1
eine solche ,,double condensation“ zu erwarten: Die iibrigen Spinzustidnde kondensieren
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erst, sobald u — aoc=p — aF gilt, was nicht eintritt, ehe die Zeeman Aufspaltung durch
«a = 0 aufgehoben ist. Dies ist, wie sich spéater zeigt, dquivalent zur vollstdndigen Konden-
sation der Magnetisierung. Dann aber sind alle Spinzustéande entartet und kondensieren
gleichzeitig. Dagegen wurde in Ref. [47] berechnet, dass im Falle attraktiver (ferromagne-
tischer) Zweiteilchenwechselwirkung, wie sie fiir ' Rb gegeben ist, eine zusitzliche Phase
auftritt.

3.3 Charakteristische Grofien

Zunachst werden die Kondensationstemperaturen berechnet und das M-T-
Phasendiagramm diskutiert. Dadurch sind dann die Grenzen, innerhalb derer die
jeweilige Losung der Gross-Pitaevskii-Gleichung Giiltigkeit hat, gegeben. Anschlieend
wird die Anzahl der Teilchen in den Kondensatzustanden Cy, sowie die thermische

Konzentration der Zeeman-Zustinde C, := 3. Cy, bestimmt. Schliellich, wenn die
K£0

kritischen Temperaturen und die Besetzungszahlen der Kondensatzustidnde bekannt

sind, konnen die Ergebnisse fiir Cp, der jeweiligen Phase in (3.25) und (3.29) eingesetzt

werden, um chemisches und magnetochemisches Potential zu berechnen.

3.3.1 Kritische Temperaturen
Berechnung der kritischen Temperaturen

Auf der Grenze zwischen zwei Phasen gelten die Bedingungen beider angrenzenden Pha-
sen. Es liegen dann jeweils 2F + 4 Gleichungen zur Festlegung der 2F + 3 Groflen o, u
und Cjp, vor. Das Gleichungssystem ist einfach iiberbestimmt, wodurch ein zuséatzlicher
Parameter festgelegt ist. Dies wird jetzt zur Berechnung der kritischen Temperaturen
ausgenutzt.

Auf der Grenze zwischen Gasphase und ferromagnetischer Phase gelten die Nebenbe-
dingungen (3.31) und (3.40). Einsetzen derselben in (3.25) und (3.29) liefert mit (3.24)
unmittelbar das folgende implizite Gleichungssystem zur Bestimmung von T5(M*, N, V)
und a]T:Tg (M* N, V):

a(c—F)

1 3 F 3
L(mhsy: Csle®sc ) =15 : (3.43)
n F 2

2mh?2

o=—
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a(c—F)

1 k 3 F 3
(m B>2 e (e o7 ) _ TR (3.44)
n o=—F ?

27 h?

Auf der Grenze zwischen ferromagnetischer und antiferromagnetischer Phase gelten
die Bedingungen o« = p = 0 sowie Cop, = 0 Vo # F. Rein algebraisch folgt
ein expliziter Ausdruck fiir T2: Der Polylogarithmus (%(77)\0) vereinfacht sich zur

Riemannschen-Zetafunktion ¢(2) und nach Einsetzen in (3.25) ergibt sich

M*

Cor(TE) = ia

(3.45)

Damit lasst sich (3.29) in folgende Form umschreiben:

A 2mh? n(l—l‘;{f) !
Te= ks (g(g)(2F+ 1)) (3.46)

Eine numerische Losung von (3.43) und (3.44) ergibt zusammen mit (3.46) das
Phasendiagramm 3.1:

T*
0.4

0.3 -7 ~
0.2 _-==

e ferromagnetische Phase

antiferromagnetische Phase

M/M,
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 fax

Abbildung 3.1: Phasendiagramm homogener Spinor-Bosonen: Reduzierte kritische Temperatur
als Funktion der relativen Magnetisierung. Die oberen Kurven markieren den Ubergang zwischen
Gasphase und ferromagnetischer Phase, fiir Bosonen mit Spin 1 (griin), Spin 2 (blau) und
Spin 3 (rot). Die untere Kurve zeigt den spinunabhingigen Ubergang zur antiferromagnetischen
Phase (die drei Kurven liegen iibereinander). Die gebrochenen Linien zeigen die jeweils lineare
Naherung der oberen Phasengrenze.
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Diskussion des Phasendiagramms

Abb. 3.1 zeigt die kritischen Temperaturen fir freie, ideale Bose-Gase mit Gesamtspin 1,
2 und 3 in Abhéngigkeit der relativen Magnetisierung. Die numerische Losung fiir F' =1
ist eine Reproduktion des in den Ref. [47, 49] erhaltenen Phasendiagrammes.

Die obere kritische Temperatur markiert den Kondensationsbeginn in die ferromagneti-
sche Phase. Sie steigt fiir kleine Magnetisierungen fast linear mit derselben an und fiir
hohe Magnetisierungen noch starker. Kondensation setzt fiir M # 0 desto frither ein, je
hoher der Gesamtspin ist.

Die untere kritische Temperatur beschreibt den zweiten Phaseniibergang, zwischen ferro-
magnetischer und antiferromagnetischer Phase. Sie ist unabhéngig vom Teilchenspin und
fallt mit steigender Magnetisierung ab. Im vollstandig polarisierten System mit M* = F
fallt sie natiirlich auf Null ab, weil dann alle Teilchen im o = F' Zustand vorliegen.

Beim Ubergang vom magnetisierten zum neutralen System gehen die Gleichungen (3.43)
und (3.46) mit M* — 0 und o — 0 beide in den bekannten Ausdruck der kritischen
Temperatur des neutralen, idealen Bosonengases iiber:

2mh? n :
o (<<3)(2F+ 1)) (3.47)

Gleichung (3.44) ist dann trivial erfiillt und es gibt nur noch einen Phasentibergang.

TH =

Zwecks eines analytischen Verstindnisses des linearen Anteils von Tf, wird ausgenutzt,
dass « fiir hinreichend kleine Magnetisierungen in T = T} beliebig klein wird. Zur Ent-
wicklung von (3.43) und (3.44) bis zur niedrigsten nichttrivialen Ordnung in «, sei zu-
nichst die Entwicklung von (s (e”) betrachtet. Geméf der Robinson-Formel [50]®

G(e") =T —v)(—z)" "+ Z x” Vv ¢N; Ve <0 (3.48)

gilt:

G(e) =T (—;) VT C (;’) b (;) +0(?) (3.49)

Nach Wahl von = = O‘,i”Tf: liefern (3.43) und (3.44) mit ¢ := i(QﬂkHE)Q und T (—%) =

—24/7 fir kleine Werte « die folgenden Gleichungen:

;B”TO‘F > VF —a+(2F+1)cg( ) TE (3.50)

8In einer naiven Rechnung wiirden die Reihendefinitionen von Polylogarithmus und Exponentialfunk-
tion eingesetzt und nach der linearen Ordnung abgebrochen. Es zeigt sich jedoch, dass Terme hoherer
Ordnung schon fiir beliebig kleine Entwicklungsparameter divergieren. Allein ihre Summe ist endlich.
Dieser Korrekturterm wird in der Robinson-Formel beriicksichtigt.
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2
e Z oVF — o~ MTE (3.51)
kBTCg

Nach Auflésen gilt mit (3.47):

*

T£:T8<1+Ag) +0(a) = (1+?j)M*)+O<M*2)+O( ) (3.52)

Darin ist der vom Teilchenspin abhéngige Faktor durch folgenden Term gegeben

F
- X ovE =0 g

L o=—F o 2F
D:= "= = ~F (3.53)

S VF -0
o=—F

Schliellich wurde 0 — ¢’ = F — o substituiert und die verallgemeinerten harmonischen
Zahlen H(W = %r eingesetzt.

i=1
Diese Geraden sind in Abbildung 3.1 als gebrochene Linien gegeben. Es zeigt sich dort,
dass der Anstieg der kritischen Temperatur insbesondere fiir F' = 1 zunéchst tatséchlich
in sehr guter Naherung linear in der Magnetisierung ist.

Ein Anstieg der kritischen Temperatur mit der Magnetisierung ist einleuchtend, weil zu
erwarten ist, dass die Teilchen den energetischen Vorteil des induzierten Magnetfeldes
ausnutzen, um schneller in den Grundzustand zu gelangen: Dies wird anhand der Ver-
teilungsfunktion (2.49) deutlich: Mit steigender Magnetisierung nimmt, wie in Abschnitt
3.3.3 quantifiziert wird, das induzierte Magnetfeld zu, so dass die zum ¢ = 0 Zustand
symmetrische Zeeman-Aufspaltung der Energieniveaus grofler wird. Die energetische Be-
glinstigung der ¢ = F-Zustinde nimmt also mit der Magnetisierung zu und damit auch
deren Besetzung. Die Besetzung der thermisch angeregten o = F-Zusténde, ist also, wie
in Abschnitt 1.3 erlautert, schon bei immer hoheren Temperaturen ausgeschlossen, so dass
Kondensation eintreten muss.

Fiir die kritische Temperatur des Ubergangs zwischen ferromagnetischer und antiferro-

magnetischer Phase wurde ein exakter, analytischer Ausdruck gefunden. Gleichung (3.46)

zeigt, dass der Einfluss der Magnetisierung durch den einfachen Term <1 — J‘;{f) ’ gegeben

ist. Dabei ist M? die Magnetisierung relativ zum vollstéandig polarisierten System, weshalb
sich die Kurven fiir Bosonen mit verschiedenem Spin tiberdecken.

Dieser Abfall korrespondiert mit folgender physikalischen Situation: In der antiferroma-
gnetischen Phase ist die gesamte Magnetisierung im Kondensat und das Magnetfeld ge-
méaf (3.42) ,,abgeschirmt“ Die noch nicht kondensierten Teilchen erfahren kein effektives
Magnetfeld mehr und die Zeeman-Aufspaltung ist aufgehoben. Es bedarf einer desto lan-
geren Kondensationsphase des 0 = F-Zustandes, um von der Gasphase mit maximaler
Zeeman-Aufspaltung, in diesen Zustand tiberzugehen.
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Auch die Verteilungsfunktion reflektiert dieses Verhalten. Je grofier die Magnetisierung ist,
desto starker ist die Zeeman-Aufspaltung und damit die Besetzung des 0 = F-Zustandes.
Die Verteilungsfunktionen der anderen Spinzustiande konnen deshalb bei immer niedrige-
ren Temperaturen noch alle Teilchen in angeregten Zustianden aufnehmen, wodurch die
Ursache der Kondensation, wie sie in Abschnitt 1.3 beschrieben ist, weniger zwingend ist.
Der Fall des vollstindig polarisierten Systems verdeutlicht dies. Die kritische Temperatur
verschwindet und es gibt nur noch Gasphase und ferromagnetische Phase.

3.3.2 Kondensatdichte

Jetzt wird die makroskopische Besetzung der |0 )-Zusténde und die thermische Beset-
zung der Zeeman-Niveaus als Funktion von Magnetisierung, Teilchendichte und Volumen
berechnet. Hierbei wird der Kondensationsmechanismus besonders deutlich.

Berechnung der Kondensatdichte

In der ferromagnetischen Phase gilt nach (3.40) p = —aF und Cp, = 0 Yo # F. Einsetzen
dieser Nebenbedingungen in (3.25) und (3.29) ergibt folgendes implizite Gleichungssystem
zur Bestimmung von « und der Kondensatdichte Cyp in der ferromagnetischen Phase:

F a(o=F) 27rh2)3 5
s(e *BT | = n(l — Cop)T 2 3.54
3 g ()" = Cor) (3.54)
Ll a(o—F) 27rh2>3 5
o(s(e ¥8T | = n(M* — FCop)T ™2 3.55
3 gy (Zr) " or) (3.55)

Mit (3.43) lasst sich (3.54) in eine suggestivere Form umschreiben:

fﬁ & (ea(’“;_TF))

T % o=—F 2
Cor—=1— (F) _ (3.56)
s TC P ac(afFF)
) kgT
U:Z—:FC% <e o )
Darin bezeichnet of, := O"T:Tg das magnetochemische Potential am kritischen Punkt

zwischen Gasphase und ferromagnetischer Phase.
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In der antiferromagnetischen Phase gilt gemaf (3.42) p = 0 und o = 0. Damit besteht
das Gleichungssystem mit 2F 4 3 unbekannten Variblen aus nur 4 Gleichungen. Da mit
a = 0 der Feldterm im Hamiltonoperator verschwindet, ist in dieser Phase keine der
Spinrichtungen mehr energetisch ausgezeichnet. Nach dem Prinzip der Einfachheit? gilt:

CO—F = ... = COF—l (357)

Es sei ausdriicklich betont, dass dies eine physikalisch motivierte zuséatzliche Forderung
darstellt, zu deren Begrindung allgemeine Prinzipien zu Rate gezogen werden miissen.

Mit der Definition C§ := Co_p = ... = Cop_ folgt nach Einsetzen von (3.42) und (3.57)
in (3.29) der Zusammenhang zwischen den Kondensatdichten:
M*
Cor = Ch+ L (3.58)

Dies relektiert abermals, dass im feldfreien idealen System nur ein Phaseniibergang exi-
stiert. Insbesondere folgt ein einfacher Ausdruck fiir die Kondensatdichte am kritischen
Punkt zwischen den beiden Kondensatphasen:

M*

COF|T:T3 - F (3.59)
Weiteres Einsetzen in (3.25) ergibt rein algebraisch die folgenden Resultate:
1-2 1 3\ /mkp\2, s
Cop==Copr1=-—F _° < )T2 3.60
0¥ O T R 41 n€<2) 2h? (3.60)

_l+2mr 1 (3)<ka>ST3

G (3.61)

Einsetzen von (3.46) in (3.60) und (3.61) zeigt, dass sowohl die Temperaturabhén-

3
gigkeit in der antiferromagnetischen Phase durch das bekannte 1 — (%)2—Verhalten
C
des neutralen Systems gegeben ist, als auch den Einfluss der Magnetisierung als
temperaturunabhangige Verschiebungsterme explizit auf:

) 1 T\ M*
CO—QFH{“(T(@) - (3.62)
1 T\3 .
Cor =511~ (7g) +2M] (363)

9In seinen Regeln zur Erforschung der Natur, schreibt I. Newton: ,, 1. Regel. An Ursachen zur Er-
klarung natiirlicher Dinge nicht mehr zulassen, als wahr sind und zur Erklédrung jener Erscheinungen
ausreichen. Die Physiker sagen: Die Natur tut nichts vergebens, und vergeblich ist dasjenige, was durch
vieles geschieht und durch weniger ausgefiihrt werden kann. Die Natur ist ndmlich einfach und schwelgt
nicht in tiberfliissigen Ursachen der Dinge* [51] (In der Originalausgabe der Principia Mathematica wurde
,Philosophen® nicht wie hier in ,,Physiker* iibersetzt).
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Berechnung der thermischen Besetzung der Zeeman-Zustinde

Zur Bestimmung der Konzentrationen der thermischen Besetzung der einzelnen Zeeman-
Zustéande kann Gleichung (3.28) verwendet werden:

1
72711(0' = ZCka’ = WC% (77)\0) (364)

Nz k£0

Ausgeschrieben lautet dieser Ausdruck in Gasphase (sowie fiir Fermionen und Maxwell-
Boltzmann-Gase), ferromagnetischer und antiferromagnetischer Phase mit (3.31), (3.40)
und (3.42):

T3 T
= L) o
B mkp\ 2 alo—r)
Cy = (27rh2> T3 C3<ne ) (3.66)
1 mk:B
Co = n(QWﬁ) () (3:67)

Darin treten g und « als unbekannte Parameter auf. Sie werden in Abschnitt
(3.3.3) bestimmt. Mithilfe von (3.46) lasst sich die thermische Besetzung in der feldfreien
antiferromagnetischen Phase umschreiben in:

1 T \:
Co = < ) 3.68
2F + 1\ Ty, ( )

Die thermische Besetzung jedes Zeeman Zustands erfolgt in der antiferromagnetischen
Phase identisch wie fiir neutrale Systeme im Kondensationsbereich.

Diskussion der Kondensatdichte

Die Abbildungen zeigen die temperaturabhéngigen Kondensatdichten und thermischen
Besetzungen der Zeeman-Niveaus fiir Spin-1-, -2- und -3-Bosonen aller Spinzusténde bei
verschiedenen Magnetisierungen. Zunachst werden die Kondensatdichten diskutiert:

Im Unterschied zu neutralen Bosonen beginnen magnetisierte Spinor-Bosonen die Kon-
densation allein mit dem o = F' Zustand bei der Temperatur 7% > T2. Dieser Zustand
kondensiert so lange einzeln bis Cor = ﬁ gilt. Dann ist die gesamte Magnetisierung
kondensiert und es gilt o = 0, was die Entartung der Spinzustande bewirkt. Diese Situati-

on charakterisiert den Ubergang zur antiferromagnetischen Phase. Die Kondensatdichten
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Al?bildung 3.2: Ko.ndensatdichte pro Abbildung 3.3: Thermische Besetzung
Spinzustand als Funktion der Temperatur, als Funktion der Temperatur fiir Bosonen

fiir Bosonen mit Spin 1 (griin), Spin 2 mit Spin 1 bei verschwindender Magne-

(blau) und Spin 3 (rot]\)/[bei Verscl'lwinden— tisierung MM — 0. Die gebrochene Li-
der Magnetisierung M — 0- Die gebro- nie kennzeichnet den Phasenubergang zur
chene Linie kennzeichnet den Phaseniiber- BEK-Phase. Die Zustinde o0 — —1.0.1

gang zur BEK-Phase. Die | 0o )-Zusténde

sind spinentartet und identisch besetzt.
sind entartet und identisch besetzt.

zeigen in der antiferromagnetischen Phase sémtlich dasselbe 1 — =5 : Temperaturverhalten

wie spinentartete Bosonen. Der Unterschied besteht allein in emem in der Magnetisie-
rung linearen Verschiebungsterm. Die Kondensatdichte des 0 = F-Zustandes zeigt einen
,Knick bei T2, wie das Einfiigung in Abb. 3.4 zeigt. Unterhalb des Phaseniibergangs
kondensiert der 0 = F-Zustand langsamer als oberhalb. Der Unterschied ist qualitativ.
Die Ergebnisse im Fall F' = 1 reproduzieren diejenigen aus [47, 49]; jedoch wurde dort in
Folge schlechterer Auflosung die qualitative Verdnderung des Kondensationsverlaufs bei
T4 nicht bemerkt. Diese Beobachtungen werden jetzt quantifiziert und hinsichtlich ihrer
physikalischen Ursachen diskutiert:

Im neutralen System gibt es nur eine Kondensatphase und die Gleichungen (3.62) und
(3.63) werden fir M* — 0 redundant. Alle Spinzusténde zeigen dann das bekannte

Fil ()
2F +1 Tc

Verhalten. Fiir die antiferromagnetische Phase ergaben sich analytisch, explizite Aus-
driicke fir die Kondensatdichte: Die Gleichungen (3.62) und (3.63) zeigen, dass der Ein-
fluss der Magnetisierung durch die einfachen Verschiebungsterme (22%*1) und —F(%*H)
gegeben ist. Sie sind linear in der Magnetisierung und temperaturunabhangig. Dieselben
sind auf den Kondensationsvorsprung des ¢ = F-Zustandes aus der ferromagnetischen
Phase zurtickzufithren. Die Magnetisierung beeinflusst die Temperaturabhangigkeit der
Kondensatdichte in dieser Phase also tiberhaupt nicht.

Nl

] (3.69)

Dagegen bestimmt die Magnetisierung den Temperaturverlauf der Kondensatdichte in der
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Abbildung 3.4: Kondensatdichte als
Funktion der Temperatur, fiir Bosonen
mit Spin 1 (griin), Spin 2 (blau) und
Spin 3 (rot) bei fester Magnetisierung
ﬁ = 0.3. Die oberen Kurven zeigen die
Besetzung des |0F' )-Zustandes, die unte-
ren Kurven die identische Besetzung aller
|00 # F')-Zustédnde. Gebrochene Linien
markieren die Phaseniibergéinge zur ferro-
magnetischen Phase (T5*) und zur anti-
ferromagnetischen Phase (TA*). Die Ein-
fligung zeigt die erste Ableitung der Kon-
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Abbildung 3.5: Thermische Besetzung
der Zeeman-Niveaus als Funktion der
Temperatur fiir Bosonen mit Spin 1 bei fe-
ster Magnetisierung Mi = 0.3. Die obe-
re Kurve zeigt die Gesamtbesetzung der
|k # 01)-Zustdnde, die mittlere die der
| k # 00 )-Zustiande und die untere die der
|k # 0 —1)-Zustande. Gebrochene Linien
markieren die Phaseniibergénge zur ferro-
magnetischen Phase (T5*) und zur anti-
ferromagnetischen Phase (T4*).

densatdichte nach der Temperatur.

ferromagnetischen Phase wesentlich. Zwecks eines analytischen Verstandnisses der quali-
tativen Verdinderung in T wird der Einfluss der Magnetisierung auf die Temperaturab-
hingigkeit von Cop in der ferromagnetischen Phase nahe T2 explizit dargestellt. Hierzu
wird zuerst « als Funktion der Temperatur bestimmt. Das Auflésen von (3.54) und (3.55)

2rh?

nach Cyr und anschliefendes Gleichsetzen ergibt mit der Definition ¢ := <mk3) *n eine

Bestimmungsgleichung fiir « in der ferromagnetischen Phase:

(=) i Lo pal) 10

Das magnetochemische Potential verschwindet in T2 und steigt entsprechend der Abb.
3.8 — 3.11 stetig mit der Temperatur. In hinreichender grofier Nithe von T¢, geniigt es, die
rechte Seite dieser Gleichung bis zur niedrigsten Ordnung in « zu entwickeln. Mit (3.49)
gilt:
a(o—F) 3
S Gs ( et ) (2F+1)C< > Z VF—o (3.71)
o=—F kBT
Damit folgt aus (3.70):
TQ

c(1 — @)T—% (2F + 1)4‘(3) + kBTG (3.72)
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Abbildung 3.6: Wie Abb. 3.4 bei Mf\rix = Abbildung 3.7: Wie Abb. 3.5 bei M]‘n{ax =
0.7. 0.7.
Darin ist
1 & 3
G:=—> (F-o)> (3.73)
Fo‘:—F
Aus (3.72) folgt mit (3.46):
2F +1)C(2) [kpTr/TA\
a & ( ) (2) B (C> g 1} (3.74)
G ™ T
Aus (3.55) folgt mit (3.71):
Cop = M _ T i VF i (3.75)
= S — oVF —o :
T F  cF &, kpT

* ! 2 A3
Cor ~ AI{ + i {TQT(]?C (3.76)
C
Darin ist
Y oVF—o
G ="=" : (3.77)
> (F-o0)

gegeben. Auf der anderen Seite der Phasengrenze gilt (3.63). Fiir die Differenz der Ablei-
tungen von (3.76) und (3.63) an der Stelle T2 gilt der folgende exakte Ausdruck:

G’ 1 M*\5
F_2F+1K1_ F) (3.78)

=3
270

/ J—
ACOF ’T:Tg\ -

Damit ist auch analytisch einsichtig, dass die Kondensationsgeschwindigkeit des Spin F-
Zustandes sich in T2 qualitativ verindert.
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Die schnellere Kondensation des o = F' Zustandes in der ferromagnetischen Phase ist
einsichtig, weil in dieser Phase ein effektives Magnetfeld wirkt und den Grundzustand
absenkt. Klarer wird dies erneut durch die Verteilungsfunktion vermittelt: In der ferro-
magnetischen Phase kénnen die Teilchen nur in den Grundzustand, den o = F' Zustand
kondensieren!’. Andererseits kann auch die Verteilungsfunktion des néchst stérkstbesetz-
ten 0 = F' — 1-Zustandes bald keine Teilchen mehr in den angeregten Zustéinden aufneh-
men. Diese Teilchen miissen ihren Spinzustand verdndern um kondensieren zu koénnen.
Die zusétzliche Kondensation von Teilchen aus |ko) # |kF' )-Zustédnden in den |OF)
Zustand ist fiir die beschleunigte Zunahme der Kondensatdichte Cypr verantwortlich.

Da jedoch die Systemmagnetisierung erhalten ist, miissen dafiir andere Teilchen in einen
tieferen Spinzustand tibergehen. Dies erklért den Anstieg der thermischen Besetzung von
o < 0-Zusténden bei abnehmender Temperatur in der ferromagnetischen Phase in konsi-
stenter Weise!!. Deshalb erreicht die thermische Besetzung des o = —F-Zustandes beim
Kondensationsbeginn der o # F-Zustinde in T4 ihr globales Maximum.

Sowie der evidente Ubergang in einen tieferen Spinzustand mit einem energetischen Nach-
teil verbunden ist, lohnt sich eine vermehrte ,,Abschirmung* besonders. Die Ausdriicke
i — o # Fa in den Verteilungsfunktionen werden deshalb weiterhin kleiner bis schlief3-
lich alle Zustande kondensieren konnen. Die Zahl der Teilchen im ¢ = F' Zustand nimmt
unterhalb von Tg#* langsamer zu, weil die Teilchen aus anderen Spinzustéinden dann in
die Kondensatzustande entsprechenden Spins kondensieren kénnen und nicht langer zu
Spinumkehr gezwungen sind.

Interessant ist, dass sich die Kondensatdichten am Phaseniibergang fiir verschiedene Ge-
samtspinwerte tiberschneiden. Dies bedeutet, dass die Kondensationsgeschwindigkeit von
wenigstens zwei konkurrierenden Effekten bestimmt werden: Bei gleicher Gesamtmagneti-
sierung, setzt fiir groflere Gesamtspinwerte die Kondensation in die antiferromagnetische
Phase spater ein als fiir kleine Werte F'. Die Kondensatzusténde werden dann aber schnel-
ler gefiillt, weil die Zeeman-Aufspaltung und damit der energetische Nachteil eines Spinzu-
standwechsels grofler ist. Auch ist die Gesamtzahl der noch nicht kondensierten Teilchen,
- die relative Uberfiillung des ¢ = F — 1 Zustandes, wegen der insgesamt groferen Zahl
nicht-kondensierter Teilchen grofler.

SchlieBlich folgt noch eine Bemerkung zur Messbarkeit der spateren Ergebnisse: Die Ma-
gnetisierung verédndert sich mit der Temperatur und kann erst nach Abschalten der Falle
gemessen werden. Es ist deshalb nicht moglich, die gezeigten Graphen der Kondensat-
dichte in einem Durchlauf nachzumessen. Allein es ist am Ende des Experiments die Ma-
gnetisierung bei Endtemperatur bekannt, so dass in jedem Durchlauf ein Vergleichspunkt

10 Anderenfalls wire mit o > 0 und p = —«F die thermisch Besetzung energetisch hinreichend hoher
o # F-Zustinde negativ. In der antiferromagnetischen Phase ist das Spektrum mit o = 0 nicht langer
von der Magnetisierung abhéngig und damit ist der Grundzustand fiir alle Spinzustinde derselbe.

1Tm Rahmen des Gesagten ist dieser Anstieg nur fiir den 0 = —F Zustand logisch evident.
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erhalten wird.

Diskussion der thermischen Besetzung der Zeeman-Zustinde

Es wird jetzt die thermische Besetzung der Zeeman-Zusténde fiir Bosonen diskutiert:
Hier ist zu erkennen, dass alle Spinzustiande in der antiferromagnetischen Phase ther-
misch gleich besetzt sind und mit steigender Temperatur stark ansteigen. In der ferro-
magnetischen Phase steigt die thermische Besetzung des 0 = F-Zustandes weiter schnell
an. Dagegen steigt die Besetzung des ¢ = 0-Zustandes langsam, und die des 0 = —F-
Zustandes fallt sogar ab. In der Gasphase verindern sich die thermischen Besetzungen der
Zeeman-Zustande kaum noch. Der Einfluss der Statistik verliert sich und sie konvergieren
gegen die klassischen Werte.

Die thermische Besetzung der Zeeman-Niveaus in der antiferromagnetischen Phase ist
unabhéangig vom anliegenden Magnetfeld und damit fiir alle Spin-Zustéande gleich. Sie

zeigt das bekannte <TTC> *_Verhalten. Dies liegt natiirlich erneut darin begriindet, dass in

dieser Phase das im System wirkende Magnetfeld abgeschirmt ist.

Um die Aufspaltung der thermischen Besetzung in der ferromagnetischen Phase zu verste-

hen sei (3.56) betrachtet. Fiir o = F' gilt (3 (eﬁa("_F)) = ((%) In der ferromagnetischen
3

Phase setzt also C, den (TTC> 2—Anstieg fort. In Abschnitt 3.3.3 wird klar, dass « in der

ferromagnetischen Phase schneller als linear mit der Temperatur ansteigt. Deshalb fallt

¢ s (eﬁo‘("*F ) mit steigender Temperatur schnell ab, und zwar desto schneller je kleiner o

ist. Im Fall 0 = — F fallt der Polylogarithmus sogar schneller als mit T% . Die Behandlung
des Maxwell-Boltzmann-Gases in Anhang D erklart die Grenzwerte, gegen die die thermi-
sche Besetzung der Zeeman-Zusténde bei hohen Temperaturen konvergiert. Die Besetzung
der Zeeman-Niveaus fiir tiefe Temperaturen ist auch fiir Fermionen interessant. Fir ho-
he Temperaturen sind sie natiirlich durch die Resultate des Maxwell-Boltzmann-Gases
gegeben.

3.3.3 Chemisches und magnetochemisches Potential

Es sind jetzt die BEK-Dichten Cpy, in allen Phasen bekannt und kénnen in den durch die
kritischen Temperaturen begrenzten Intervallen in die Gleichungen (3.25) und (3.29) ein-
gesetzt werden. Diese bilden damit auch fiir Bosonen ein vollstandiges Gleichungssystem
zur Bestimmung des chemischen und des magnetochemischen Potentials. Um Missver-
stdndnissen vorzubeugen, wird nochmals betont, dass mit den Bezeichnungen ,ferroma-
gnetische“ und ,antiferromagnetische Phase®“ keinesfalls die magnetischen Verhéaltniss in
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Festkorpern in Verbindung gebracht werden kénnen, sondern, dass sich dieselben allein
auf die im Kondensatanteil entstehende bzw. die in der Gasphase vorliegende Ordnung
beziehen.

Berechnung des chemischen und magnetochemischen Potentials

Fiir Temperaturen 7' > T§, konnen (3.25) und (3.29) unter der Nebenbedingung (3.31)
direkt numerisch gelést werden. Fiir T € [T2,TE] bilden (3.25) und (3.29) nach Ein-
setzen von (3.40) sowie den Losungen fir Cor aus (3.54) und (3.55) ein vollstédndiges
Gleichungssystem zur Bestimmung von o und p. Fiir T < T2 sind o und g direkt durch

(3.42) gegeben.
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Abbildung 3.9: Temperaturabhéngiges
chemisches und magnetochemisches Po-
tential fir Bosonen mit Spin 1 bei fester

Abbildung 3.8: Temperaturabhingiges
chemisches Potential (blau) und magne-
tochemisches Potential (rot) fiir Boso-

Magnetisierung —4— = 0.3. Gebroche-
nen mit Spin 1 bei fester Magnetisierung EhE & Mmax . .
M . o ne Linien markieren die Phaseniibergin-
i, = 0. Die gebrochene Linie kenn-

ge zur ferromagnetischen Phase (T5*) und

zeichnet den Phaseniibergang. zur antiferromagnetischen Phase (TA*).
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Abbildung 3.10: Wie Abbildung 3.9 bl Abbildung 3.11: Wie Abbildung 3.9 bei 12— =

o = 0.7. 0.95.
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Diskussion des induzierten Magnetfeldes

Die Abbildungen 3.8 — 3.11 zeigen das chemische Potential und das im System wirkende
Magnetfeld fiir Bosonen mit unterschiedichem Gesamtspin bei verschiedener Magnetisie-
rung als Funktion der Temperatur. Das Ergebnis des chemischen Potentials reproduziert
im Spezialfall M = 0 das bekannte Ergebnis [52].

Das chemische Potential ist eine in Temperatur, Magnetisierung und Gesamtspin mo-
noton fallende Funktion und liegt zudem fiir Bosonen stets unterhalb des chemischen
Potentials von Fermionen (vgl. Abschnitt 6.1.1). Das magnetochemische Potential ist eine
entsprechend ansteigende Funktion. Die Abbildungen zeigen fern des Kondensationsbe-
reichs bei beliebiger Magnetisierung einen fast linearen Anstieg des Magnetfeldes mit der
Temperatur. Spinor-Bosonen folgen in der Gasphase einem Curie-Gesetz und zeigen, wie
freie klassische magnetische Momente, ein paramagnetisches Verhalten (vgl. Abschnitt
D). Nahe des Kondensationsbeginns bleibt der Einfluss der Statistik jedoch merklich und
es gibt Abweichungen vom Curie-Verhalten. Fiir Bosonen verschwinden chemisches und
magnetochemisches Potential in der antiferromagnetischen Phase. Die Magnetisierung ist
vollstandig kondensiert und das System dabei feldfrei. Die Magnetisierung ist unverandert
und die magnetischen Momente sind im Kondensat parallel ausgerichtet. Trotzdem wirkt
kein messbares Magnetfeld im System. Dies zeigt, dass die Magnetisierung des Konden-
satanteils kein im Experiment messbares Feld erzeugt. Zum magnetischen Verhalten des
Systems tragen nur die magnetischen Momente des Gasanteils bei. Diese Art der Ent-
kopplung des BEKSs ist bemerkenswert. Offenbar sind die Atome nicht allein rdumlich
eingefroren, sondern auch ihre magnetischen Momente. Sie reagieren in keiner Weise auf
ihr gegenseitiges Verhalten, so dass kein Feld induziert wird. Was hier als rédtselhaftes Fak-
tum stehen bleiben muss, kann beim Studium der kollektiven Magnetisierungsanregungen
in Abschnitt 4.2.4 auf die Kohérenz des Systems zuriickgefithrt werden.

Das BEK friert die Magnetisierung ein, ohne dass von dieser eine messbare Konse-
quenz ausgeht. Der Kondensatanteil reagiert deshalb auch umgekehrt, in keiner Wei-
se auf ein zusétzliches, von auflen angelegtes H-Feld. Die magnetische Suszeptibilitéit
X = Mggﬂ — 9BUH) _ q phat in der antiferromagnetischen Phase den Wert —1. In die-
sem Sinne zeigen (ungeladene) Spinor-Bosonen bei hinreichend tiefer Temperatur einen
Meifiner-Ochsenfeld Effekt. In der dazwischen liegenden ferromagnetischen Phase kon-
densiert die Magnetisierung. Sie geht vom Gasanteil ins Kondensat iiber. Dadurch stehen
weniger solche magnetischen Momente als in der Gasphase zu Verfiigung, die einen Bei-
trag zum induzierten Magnetfeld leisten. Das Magnetfeld nimmt deshalb langsamer als

linear mit der Temperatur zu.

Zusammen mit (3.74) 148t sich restimieren: Das induzierte Magnetfeld idealer Spinor-
Bosonen verschwindet in der antiferromagnetischen Phase, steigt in der ferromagnetischen

. . TA 2 2 . .
Phase zunéchst wie vT' (1?) — 1} und in der Gasphase fast linear.
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Analytischer Ausdruck des Curie-Gesetzes in linearer Niherung

Zwecks eines analytischen Verstdndnisses des Curie-Verhaltens B o< T'M werden die Glei-
chungen (3.25) und (3.29), durch welche a in der Gasphase bestimmt ist, beziiglich «
linearisiert. Die Entwicklung

(4(20) = () + oty () +0 (o) 570

liefert nach Auswertung der Summen:

OF +1
nnmAY

i

G(e77) +0 (%) =1 (380)

F(F+1)(2F+1) «

3M kBI‘%(ezﬁf)*_C)(&g)zzl (3:81)

Ein Vergleich der beiden Terme ergibt:

3Tk~ Ca(e™7)
YT FF 1) ¢, (o)

(3.82)

Dabei ist, weil der Ausdruck nur im Grenzfall M* — 0 exakt gilt, fiir das chemische
Potential der Wert des neutralen Systems einzusetzen. Der Ausdruck (3.82) ist identisch
mit dem in Referenz [53] abgeleiteten Ergebnis und gilt fiir alle Temperaturen 7' > T in
linearer Naherung in der Magentisierung.

In Ref. [53] wurde die magnetische Suszeptibilitiat ausgehend von einer dynamischen Rech-
nung in linearer Response Néherung berechnet. Im Spezialfall ungeladener Teilchen sind
hierdurch die Wechselwirkungen mit dem induzierten Magnetfeld in linearer Ordnung
explizit berticksichtigt. Das dort erhaltene Ergebnis ist identisch mit (3.82). Dies zeigt
erneut, dass die Wechselwirkung mit dem induzierten Magnetfeld hier auf implizite Weise
richtig beriicksichtigt wurden.

Das Ergebnis (3.82) reflektiert in analytischer Form, dass der Anstieg von a(T") tatséchlich
nur nidherungsweise linear ist. Im Grenzfall hoher Temperatur, wenn sich der Einfluss der
Quantenstatistik verliert, geht die magnetische Suszeptibilitdt in die unterscheidbarer

Teilchen (D) tiber. Fiir die fithrende Ordnung gilt mit lim @ = —00
T—o00
C§ ekBLT
—00 kT
¢ (727)
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und damit: FF 4 DETM
o= El +2) b (3.84)

Dieser Ausdruck ist identisch mit der fiihrenden Ordnung, des entsprechenden, tempera-
turunabhénigen, fir Maxwell-Boltzmann-Teilchen giiltigen Ausdruckes D.11.

Diskussion des chemischen Potentials

Das chemische Potential gibt die Energiedifferenz zwischen einem N +1-Teilchensystem im
thermodynamischen Gleichgewicht und einem N-Teilchensystem im selben Zustand an.
Es werden jetzt die physikalischen Ursachen dafiir angefiihrt, dass es eine mit Temperatur,
Magnetisierung und Gesamtspin monoton fallende Funktion darstellt.

Ersteres liegt konsequenter Weise darin begriindet, dass die thermische Energie der Teil-
chen mit steigender Temperatur grofier wird, und damit auch der Energieaufwand, um
dem System ein Teilchen derart hinzuzufiigen, dass es danach wieder im selben Zustand
ist. Je grofler die Magnetisierung ist, desto starker ist auch die zum o = 0-Zustand sym-
metrische Zeeman-Aufspaltung: Der Verteilungsfunktion entsprechend werden die durch
Zeeman-Aufspaltung energetisch begiinstigten Spin-Zustande verstarkt besetzt. Die Auf-
spaltung, welche mit steigender Magnetisierung anwéchst, fithrt zu einer Abnahme der
mittleren Energie pro Teilchen. Deshalb fallt auch die Energie, um einem thermodyna-
mischen Gleichgewichtssystem ein Teilchen derart hinzuzufiigen, dass es danach wieder
im selben Zustand ist. Folglich steigt das chemische Potential mit zunehmender Magneti-
sierung. Dieser Effekt ist bei gleicher relativer Magnetisierung MT desto ausgepragter, je
grofer der Gesamtspin des Systems ist, weil o dann hohere Werte annehmen kann. Das
chemische Potential liegt fiir Bosonen tiefer als fiir Fermionen (6.1.1). Dies reflektiert die
in Abschnitt 1.2 erlauterte statistische Wechselwirkung zwischen den Teilchen. Bosonen
ziehen einen energetischen Vorteil aus der Anwesenheit eines zusétzlichen Teilchens, wah-
rend fiir Fermionen die Pauli-Abstoflung einen energetischen Aufwand bedeutet. Dieser
Unterschied ist vor allem bei tiefen Temperaturen relevant, weil einerseits die thermi-
sche de Broglie-Wellenlange bei hoher Temperatur klein wird, so dass die Teilchen ein
zunehmend unabhéngiges Verhalten zeigen und andererseits der Effekt im Verhéltnis zur
thermischen Energie der Teilchen an Relevanz verliert.

3.3.4 Magnetische Suszeptibilitat

Es interessiert schliellich noch die Abhéngigkeit des im System wirkenden Magnetfeldes
von der Magnetisierung. Hierzu sind zunéchst diejenigen kritischen Magnetisierungen zu
bestimmen, bei denen, fiir konstante Temperatur, der Phasentibergang stattfindet.
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3.3. CHARAKTERISTISCHE GROSSEN

Anstatt der Temperatur wéare es ebenso moglich gewesen, in iiberbestimmten Gleichungs-
system in Abschnitt 3.3.1 die Magnetisierung festzulegen. Beziiglich des Ubergangs von
Gasphase zu ferromagnetischer Phase liefern (3.25), (3.29), (3.31) und (3.40):

1 mk % F ag(cr—F) 3
() X e =13 359
o=—F
1 ka % F ag(afF) 3
n(%m) > oCs(e” BT ) =T 2 M, (3.86)

=F

Fiir den Ubergang zwischen ferromagnetischer und antiferromagnetischer Phase ergibt
sich mit (3.25), (3.29), (3.40) und (3.42) wieder ein rein analytisches Resultat:

MA = F{1 —(2F + ”i(;ﬁ;)gg(;)ﬁ} (3.87)
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Abbildung 3.12: Innere magnetische Suszetibilitit: Reduziertes Magnetfeld % = e =
% als Funktion der reduzierten Magnetisierung M* = —2_ fiir Bosonen mit Spin 1,

bei fester Temperatur 7% = 0.38 (a), 7% = 0.20 (b), T* = O.I%M?gi T = 0.12 (d), T* = 0.10
(e), T* = 0.04 (f). Die gebrochene Linie (M*}) markiert den Phaseniibergang von antiferro-
magnetischer (ggf. links) zu ferromagnetischer Phase (rechts), MY, den Phaseniibergang von
Gasphase (ggf. links) und ferromagnetischer Phase (rechts). Die gebrochene Linie zeigt den ana-
lytischen Ausdruck der linearen N#herung. Die Einfiigungen zeigen die erste (rot) und zweite
(rot, gebrochen) Ableitung von % beztiglich M*.
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3.3. CHARAKTERISTISCHE GROSSEN

Diskussion der inneren magnetischen Suszeptibilitat

Abb. 3.12 zeigt das Magnetfeld, als Funktion der Magnetisierung, bei verschiedenen Tem-
peraturen, wie es in einem System homogener F' = 1-Spinor-Bosonen wirkt. Die Steigung

dieser Kurve stellt die reduzierte innere magnetische Suszeptibilitat x; := 8]\/([9’;55*3*) dar,
die mit der reduzierten magnetischen Suszeptibilitit x*(H*) := 8]\/({9;({1;{*) wie folgt zusam-
menhéngt: '
. X'(B)
H)=——=— 3.88

Die Abbildungen zeigen bei jeder Temperatur eine Sattigung in der Magnetisierung. Diese
tritt bei tiefer Temperatur viel schneller als bei hoher Temperatur ein. Bei hoher Tempe-
ratur wird der Unterschied von Bose-Einstein Statistik und klassischer Statistik irrelevant
und das Ergebnis fiir Bosonen konvergiert gegen das eines Maxwell-Boltzmann-Gases (vgl.
Abschnitt D). Das Phasendiagramm 3.1 zeigt, dass das System fiir M* = 0 entweder in
der antiferromagnetischen Phase (7' < T2) oder in der Gasphase (T' < T2) ist und in
allen Fallen T < TE(M* = 1) (a.—e.) mit steigender Magnetisierung in die ferromagne-
tische Phase tibergeht. In der antiferromagnetischen Phase besteht eine Magnetisierung
bei verschwindendem Magnetfeld. Dies ist nicht mit ferromagnetischem Verhalten zu ver-
wechseln: Die Magnetisierung ist in dieser Phase vollstandig kondensiert und affiziert den
Gasanteil, wie in 3.3.3 diskutiert, nicht. Da die Magnetisierung wahrend der ferromagne-
tischen Phase kondensiert, ist in dieser die Magnetisierung schneller gesattigt. Abb. 3.12
reflektiert, dass der Einfluss der statistischen Wechselwirkung bei hoher Temperatur ir-
relevant ist. Die magnetische Suszeptibilitat des Bose-Gases konvergiert fiir 7' — oo bei
jeder Feldstéirke gegen die klassischer, magnetischer Momente.
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Kapitel 4

Korrelationsfunktionen und
Dynamik

In diesem Kapitel wird die Dynamik idealer Spinor Quantengase mithilfe geeigneter Kor-
relationsfunktionen untersucht. Wahrend die bisherigen thermodynamischen Betrachtun-
gen auf statistische Mittelwerte beschrankt sind, gewahrt eine dynamische Betrachtung
Einblick in die mikroskopische Natur des Systems.

Was leisten Korrelationsfunktionen? Bei Kenntnis der passenden Green-Funktion kann
die Verdnderung von Erwartungswerten von Messgrofien durch Storung des thermodyna-
mischen Gleichgewichts angegeben werden. Die allgemeine Storformel gibt die Abwei-
chung des Erwartungswertes der Observablen A eines Systems mit Hamiltonoperator
H=H+VuwdV =0 Vt< 0 zur Zeit t vom Erwartungswert zur selben Zeit in
einem durch H° beschriebenem System, welches sich im thermodynamischen Gleichge-
wicht befindet an. Mit den Definitionen aus Kapitel A kann sie nach [?, 54] wie folgt
geschrieben werden:

(4),- (2w, = 3 [ar (13077 )
" ;21_/ dtlo/ dt" ( [[AP@), V2@, V2] )+ (41

Dabei kénnen die Operatoren A und V auBerdem eine beliebige explizite Zeitabhangigkeit
besitzen. Zusammen mit (A.8) lassen sich also Nicht-Gleichgewichtserwartungswerte
durch  Gleichgewichtserwartungswerte und retardierte Green-Funktionen (A.2)
Gy (1), Gty v (t — t,¢7), ... ausdriicken. Fir den Stéroperator V = Bb(t) eines
Storfeldes b(t), welches an die Systemobservable B angreift gilt in linearer Naherung der
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folgende Ausdruck:
A A 1 T re
(A), = (A2@)), = 7 [ dtvw)Gstple—1) (4.2)

Mit der Fourier-Transformierten der Storung b(E) folgt aus (4.2) die Kubo-Formel

A N 1 7 . i
<A >t N <AD(t) >0 ~ 2 h2 /dEb(E)fo,tB(E + ZO+)6 i (B0 (4.3)

Als Systemanteil der Integranden (aller Terme) der allgemeinen Stérreihe (4.1) sind Green-
sche Funktionen in diesem Zusammenhang die entscheidenden Grofien.

Auch konnen fast alle Messgrofien durch geeignete Korrelationsfunktionen ausgedriickt
werden [55]. So finden die folgenden Ergebnisse in Kapitel 5 beispielhafte Anwendung zur
Berechnung von superfluider Dichte, dynamischem und statischem Strukturfaktor.

Gemafl Abschnitt A.4 existieren einfache Transformationsformeln zwischen Greenschen-
Funktionen, Korrelationsfunktionen und Spektralfunktionen, weshalb all diese Grofien
hinsichtlich ihres physikalischen Gehalts dquivalent sind. Im Folgenden erweist sich die
Berechnung der Spektralfunktionen als zweckméafiiger Ausgangspunkt. Ferner besteht ein
prinzipielles Interesse an den Spektren von Mehrteilchenanregungen, weil die Wahrschein-
lichkeit kollektiver Anregungen aufzeigen. Schliellich kénnen die Spektralfunktionen selbst
als Messgroflen aufgefasst werden, beschreiben sie doch die aus entsprechenden periodi-
schen Feldern absorbierte Leistung. Besonderes Interesse verdienen die Korrelationsgrofien
von Bosonen bei tiefer Temperatur, weil Koharenz die wesentliche Eigenschaft von BEKen
ist und dies sich, als eine mikroskopische Ordnung, natiirlich in den Korrelationsgréfien
widerspiegelt.

In Kapitel 2 wurden die Spektralfunktionen (2.28) und (2.29) bereits berechnet. In Ab-
schnitt 2.3.2 wurde festgestellt, dass die Form dieser Grofle fiir neutrale und Spinor-
Systeme identisch ist. Allein die als Gewichtungsfaktoren auftretenden Verteilungsfunktio-
nen verandern sich. Dies bedeutet, dass qualitative Verdnderungen dynamischer Groflen,
wie des Strukturfaktors, ebenso wie die Nicht-Gleichgewichtsthermodynamik! des Sy-
stems allein durch Unterschiede der Gleichgewichtsthermodynamik bewirkt werden kon-
nen. Zunéchst werden einleitende Gedanken iiber Natur und Bedeutung von Anregungs-
spektren formuliert. Als Hauptaufgabe folgt die Berechnung der Magnetisierungs- und
Teilchendichte-Spektralfunktionen, sowie der entsprechenden Strom-Spektralfunktionen,
ausgehend von den allgemeinen Ausdriicken (2.51), (2.52), (2.28) und (2.29). Hierbei soll
die Frage nach Unterschieden der Teilchendichte- und Stromspektren von neutralen und
Spinor-Systemen fokussiert werden.

! Dies gilt zwar fiir beliebig starke Stérungen des thermodynamischen Gleichgewichts, weil die Green-
schen Funktionen den Systemanteil aller Terme der allgemeinen Storreihe darstellen, erweist sich jedoch
in der Auswertung hochstens fiir die ersten beiden Ordnungen als praktikabel.
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4.1. ANREGUNGSSPEKTREN

4.1 Anregungsspektren

Welche Information vermitteln Mehrteilchenspektren? Eine Spektralfunktion ist ei-
ne Funktion, die die spektrale Verteilung einer Schwingungsenergie beschreibt. Die
Teilchendichte-Spektralfunktion ’](fq N (E) = G\ n+(q, E) ist also ein Maf fiir die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass eine Veranderung der Anzahl der Teilchen, die den Impuls hq
haben, eine kollektive Anregung der Energie F bewirkt. Das System hat freilich keinen
Unterscheidungssinn zwischen den méglichen Ursachen einer solchen Anregung. Die Funk-
tion ’](, ~+(a, E) beschreibt deshalb ebenso die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine, durch
thermische Fluktuationen bewirkte Dichteoszillation Energie F und Impuls hq hat, wie
die Wahrscheinlichkeit der Entstehung eines solchen Schallquants (Phonon) infolge einer
auleren, den Teilchenzahloperator N betreffenden, Storung. Zusammengenommen lésst
dies die folgende Interpretation zu: Gg]qy n+(B) = G} v+ (q, E) ist ein MaB fiir die An-
zahl der im System vorhandenen kollektiven Teilchendichteanregungen mit Energie £ und
Impuls hq.

Inwiefern treten Spektralfunktionen als Messgrofien auf? Die von einem Vielteilchensystem
aus einem periodischen Storfeld b(t) = bcos(wt), das an der Systemobservable B angreift
im zeitlichen Mittel absorbierte Leistung, kann durch die Spektralfunktion ausgedriickt
werden [56]: ,

P = () (4.4
Die vom System pro Zeit aufgenommene Energie ist also durch das Quadrat der Feldam-
plitude und das Produkt aus Storfeldfrequenz und der eben dort ausgewerteten Spek-
tralfunktion gegeben. Die Teilchendichte-Spektralfunktion G’y y(q, E) ist somit ein Maf}
fiir die Energieabsorption aus einem, an die Anzahl der Teilchen mit Impuls hq, angrei-
fenden Storfeld der Frequenz w = % Dieselbe Information liefert die Magnetisierungs-
Spektralfunktion G7;,,(q, ) fiir ein, an die Magnetisierung des Systems angreifendes
periodisches Storfeld, wie es etwa in Spinresonanzexperimenten (ESR, NMR) auftritt, oder
durch ein Photon verwirklicht ist. Teilchen- und Magnetisierungsstrom-Spektralfunktion
beschreiben dagegen in analoger Weise die mittlere absorbierte Leistung aus Feldern, die
den Teilchen- bzw. Magnetisierungsstromoperator des Systems betreffen.
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4.2. DICHTE-SPEKTRALFUNKTIONEN

4.2 Dichte-Spektralfunktionen

4.2.1 Indexverschiebung

Es wird jetzt die Teilchendichte-Spektralfunktion, ausgehend von Gleichung (2.51), be-
rechnet. Mit (2.48) gilt:

2kqh? + ¢*h?
an+q,05<E - (€k+qa - Eko)) = an+q05<E - qq)
k

2m

- Z”ka <E+ €ktqo — €ka)) (4.5)

Im letzten Schritt wurde zuerst k' := —(k + q) eingesetzt, anschlieend Y durch 3

—(k'+q) K’
ersetzt (was moglich ist, weil iiber alle Wellenzahlen summiert wird) und schliefllich die
Symmetrie der Verteilungsfunktion (2.49) n_x, = nik, ausgenutzt, sowie die Umbenen-

nung k < k’ vorgenommen. Mithilfe von (3.19), (4.5) und der Abkiirzung

Ax(q) = €xtqo — ko (4.6)

lautet (2.51) :

" (E.q) =n)Y Ao (Oka [5(E — Ak(Q)) - 5(E + Ak(q))D (4.7)

ko

4.2.2 Berechnung der k-Summe

Es wird jetzt die folgende Summe mit einer beliebigen reell-analytischen Funktion f durch
Ubergang in den thermodynamischen Limes zweckméBig umgeformt.

S1 1= Y A(0)Cier f (Dula)) (48)
ko
F F
Si= 3 Alo) [000 fea) + 3 f<gk+q - gk)okg} = Y A0)S1,  (4.9)
o=—F k#0 o=—F
Darin ist i := exo = h;jf.

Bei Anwendung der im thermodynamischen Limes exakt giiltigen Ersetzung Y= —
K

VA on )3 kann nach Ubergang in ein sphirisches Koordinatensystem (mit e.||q, so dass
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4.2. DICHTE-SPEKTRALFUNKTIONEN

gk = gk cos @ gilt) wieder iiber den Ursprung hinweg integriert werden, weil der Faktor
k* den k = 0-Anteil unterdriickt. Zusammen mit (3.19) folgt:

Tr .
25ind

S o f (2 cos 0, /Exeq + €q> (4.10)

am M -

Sie = C(krf(%)

Nach Ausfiihren des trivialen ¢ Integrals und durch Substitution cosf — &, ergibt sich
fiir den zweiten Summanden zusammen mit der Definition £ := cos 6:

(27) Qn/dk/ éeﬁﬁ%? (éh + 25@) (4.11)

2m —77

3
Weitere Substitution ﬁ% — x, (d.h. k*dk — v/ 235(6”;2) de) ergibt mit (3.24) den Term:

/d — \/_/dgf(eq+2§ x%) (4.12)

n\/_)\3 6]

Einsetzen der Identitét

1 1 d
= —In(1—nle "), 4.13
e —nhs NI, dx n( 7€ ) ( )

ergibt nach partieller Integration:

it st s

f<5q+2§ “";‘*)” .

(4.14)
Darin wurde der Randterm bereits weggelassen®. Einsetzen von
d TE
; L7 (ca+26y7)
dxf(€q+2£ 3 > - d§f<€Q+2£ 3 )
fgf(eq + 2@/’”2*)
§ d ( TEq
= ——fleq+2 ) 4.15
2Das Verschwinden des Randterms lisst sich durch Umschreiben von /zIn (1 - n)\ae*“’) in
1 (1 ni e_:‘")
———— und N — Anwendung des Satzes von I’'Hospital einsehen.
\/:;
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4.2. DICHTE-SPEKTRALFUNKTIONEN

ergibt:
! 7d 1 (1 A eff)
————— [dzxln(1—n)\,
/TG !

x Q\iz/lldgf<eq+2§ ”“";q>+2\1/§/11d§§j§[f(sq+2§ x;*)” (4.16)

Nach partieller Integration im letzen Summanden heben sich die &-Integrale auf und es
bleibt nur der Randterm bestehen. Damit bleibt:

277”\/_)\3 /d:c ln( n)\gex> f(eq + 2\/;> + f(eq ﬁ)] (4.17)

Substitution von x — t2, anschlieBende Umbenennung ¢ «» 2 und Verwendung von:

00 0
/da:f(]:d)f(aq — const - X) =+ / de(|X])f(€q + const - X> (4.18)
0 —00

fithrt mit (4.8) und (4.9) auf das Ergebnis:

ZA(U)Ck,Uf<€k+q,U - 8k,a> =
ko

F 1 o0 »
3 Al Coaf(8q> ot Zo dzn (1 — e ) f(eq + 2:@\& )] (4.19)
Mit (3.25) gilt schlieBlich:

S =3 Ao Ck(,f<Ak > Z Ao (4.20)

4.2.3 Magnetisierungs- und Teilchendichte-Spektralfunktion

Es wird jetzt (4.20) in (4.7) verwendet. Wéhle
£(uta) =n[5(E - Aula)) - 5(E+ Au(a)) (4.21)
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Mithilfe des, aus Mittelwertsatz der Analysis, folgenden Ausdruckes

1
()]

6(f(x)=>_ d(z — x;) x;einfache Nullstelle vonf(z) (4.22)

T

gilt:
1
3B ~23) = 51 ( (E—eq) +0(E + sq)> (4.23)
Mit (E.23) und den Definitionen

_ B8 P (4.24)

2\ eq 7 2

folgt durch Einsetzen von (4.20) in (4.7) mit (4.21) das Ergebnis:

" (@E)=n Z A(0) |2Co, ES(E? — €2)
- fe
: ( £ ) () el
G nAse” Gi(nhe” (4.25)
T Z Ca(no) ( > 1( )

oder, speziell fir die Dichte-Dichte-Spektralfunktion mit A(c) = 1, ausgeschrieben:

(q, B,T) =

1| B ,
+ 5 5qﬂ[1—cOF—2Fc}

F ptao 7<E75q)2 ptao *(E+€q)2
> Cl (ne kpT @ 4eqkpT > _ gl (ne kpT @ deqkpT )
] (4.26)

o=—F
ptaoc
£ ¢y ()

o=—F

2(Cor +2FCy)E6(E? — €2)

pp+

Darin beschreibt der erste Summand den Kondensatbeitrag zur Teilchendichte-
Spektralfunktion, wahrend der zweite Summand den thermischen Beitrag wiedergibt.
Offensichtlich ist die Spektralfunktion (4.26) eine ungerade Funktion in der Energie. Es
gentigt deshalb sie im positiven Bereich abzubilden.
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4.2.4 Diskussion
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Abbildung 4.1: Energieabhéngige Teilchenzahl-Spektralfunktion G’y = %“G’](, N+ fiir Bo-
sonen bei fester Magnetisierung M{\ix = 0 (schwarz gebrochen), Bosonen bei M]r\fax = 0.7 mit
Spin 1 (grin gebrochen) und Spin 2 (blau gebrochen), fester Anregungswellenzahl ¢* = 0.4 und

fester Temperatur 7 = 0.491(a), 0.200(b), 0.164(c), 0.114(d), 0.0513(e), 0.0220 (f)). Ener-
gieabhingige Magnetisierungs-Spektralfunktion G'}7., . := ni}é‘f% G’](/[Z’ e+ bei ﬁ = 0.7, fir
Bosonen mit Spin 1 (griin) und Bosonen mit Spin 2 (blau), bei selber Anregungswellenzahl und

Temperatur.
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Phasentibersicht fiir Bosonen mit Spin F =1

T 0.0220 | 0.0513 | 0.114 | 0.164 | 0.200 | 0.491
T/Tc 0.200 | 0471 | 1.05 | 1.50 | 1.83 | 4.50
T/TA(M* =0.7) | 0.450 | 1.05 | 2.15 | 3.36 | 0.409 | 10.1
T/TH(M* =0.7) | 0.116 | 0.270 | 0.600 | 0.863 | 1.05 | 2.58
M*=0 AF AF G G G G
M* =0.7 AF F F F G G
Phase: AF: antiferromagnetische; F: ferromagnetische; G: Gasphase

T2 =0.1090 TE(M*=0.7) =0.1901 TZ(M* =0.7) = 0.4385

Die Abbildungen zeigen die exakte Magnetisierungs- und Teilchendichte-Spektralfunktion
(neutraler und) magnetisierter, homogener Bosonengase als Funktion der Anregungsener-
gie E*, bei fester Wellenzahl ¢* = 0,4 und verschiedenen festen Temperaturen.

Diskussion der Teilchendichte-Spektralfunktion

Es werden zuerst die physikalischen Ursachen der Form des Teilchendichte-
Anregungsspektrums neutraler Bosonen diskutiert und anschlieBend die Verdnderungen,
welche die Magnetisierung hervorruft.

Je hoher die Temperatur ist, desto mehr hochfrequente, thermische Dichtefluktuationen
liegen im System vor und das thermische Maximum des Spektrums liegt bei entsprechend
hoher Energie. Sobald Kondensation einsetzt, bildet sich ein Delta-Peak im Spektrum
aus, dessen Gewicht proportional zur Kondensatdichte ist. Formal ist dies aus (4.26) mit
F
> Cos = 1 fiir T' = 0 sofort ersichtlich.

F

o=—

Warum ist der Kondensatanteil durch einen Delta-Peak im Dichte-Anregungsspektrum
reprasentiert? Infolge der Kohédrenz des Kondensatanteils, konnen keine weiteren Dichtef-
luktuationen im Kondensat vorhanden sein. Die Energie einer das Kondensat betreffenden,
Dichtestorung ist folglich allein durch die Energie £ = (¢*)? = 0.16 der Stérung gege-
ben. Anders ausgedriickt, konnen nur Phononen mit quadratischer Dispersionsrelation
angeregt werden.

Eine Betrachtung der Teilchendichte-Green Funktion bei T' = 0 verdeutlicht dies. Die Pole
dieser Grofle geben die moglichen elementaren Anregungsenergien einer Teilchendichte-

F
mode an. Aus Y. Cop, = 1, (4.26), (4.23) und (A.37) folgt fur 7" = 0:
o=—F

1 1
Gt JE) = ( ) 4.27
el BY = g e Y e, — o (4:27)

Offensichtlich iibertragt sich die Einteilchendispersion der Teilchen auf Phononen des Kon-
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4.2. DICHTE-SPEKTRALFUNKTIONEN

densatanteils. Das BEK verhélt sich in dieser Hinsicht wie ein einzelnes Atom. Es kénnen
nur Dichteoszillationen (Schallwellen) mit quadratischer Dispersion vorhanden sein oder
entstehen. In wechselwirkenden Systemen ist dagegen die Einteilchen-Dispersionsrelation
e(k) fiir kleine Wellenzahlen k linear® und es ergibe sich vermutlich die tibliche lineare
Dispersion fiir die Phononen.

Desweiteren ist zu bemerken, dass Kondensatanteil und thermischer Anteil als separa-
te Summanden im Spektrum auftreten. Dies bedeutet, dass das Spektrum in zwei un-
abhéngige, sich nicht gegenseitig beeinflussende Teile zerfillt. Konsequenterweise haben
thermische Fluktuationen keine Auswirkungen auf den Kondensatanteil.

Im Kondensationsbereich bildet auch der thermische Anteil einen Peak aus, was den
Schluss zulasst, dass flir hinreichend tiefe Temperatur auch innerhalb der thermischen
Wolke ein koharenzahnlicher Zustand entsteht, d.h. dass sich die Phasenbeziehung zwi-
schen den angeregten Zustanden mit abnehmender Temperatur immer langsamer veran-
dert.

Besondere Beachtung gebtihrt der Existenz einer Vorstufe des thermischen Peaks kurz
oberhalb der Kondensation (vgl. Abb. 4.1 b fiir Spinor-Bosonen und d fiir spinentartete
Bosonen). Dies reflektiert die Vorbereitung der mikroskopischen Ordnung in Form einer
qualitativen Zunahme von Phononen mit quadratischer Dispersionsrelation.

Ein qualitativer Unterschied zwischen neutralen und Spinor-Bosonen besteht nur in ei-
nem mittleren Temperaturbereich, wenn fiir letztere die ferromagnetische Phase vor-
liegt, wahrend im entsprechenden Temperaturbereich fir erstere die Gasphase gegeben
ist. (vgl. Abb. 4.1 b und ¢) Die frithere Ausbildung des Peaks fiir Spinor-Bosonen liegt
also im Anstieg der kritischen Temperatur mit der Magnetisierung begriindet. Neben
der makroskopischen Gewichtung des k = 0-Zustands, vermitteln sich Veranderungen
der Gleichgewichts-Thermodynamik iiber das, durch die Gross-Pitaevskii-Gleichungen er-
zwungene, Abhéngigkeitsverhaltnis von chemischem Potential und Magnetfeld dem ther-
mischen Anteil, was dessen qualitative Verdnderung an den Phasengrenzen bewirkt. Dies
reflektiert die eingangs formulierte Erwartung, dass sich qualitative Veranderungen der
Gleichgewichtsthermodynamik einerseits auf die Dynamik iibertragen und andererseits,
infolge der formalen Invarianz? der betrachteten Spektralfunktionen gegeniiber der Exi-
stenz eines (induzierten) Magnetfeldes, als einzige Ursache einer qualitativen Veranderung
in Betracht kommt. (In Abb. 4.1 b liegt fiir Bosonen mit Spin 2 bereits ein Kondensat
vor, fiir Bosonen mit Spin 1 bereitet sich eine mikroskopische Ordnung vor und neutrale
Bosonen befinden sich noch mitten in der Gasphase). Die Veranderungen bei hoher Tem-
peratur sind dagegen quantitativ. In der antiferromagnetischen Phase unterscheiden sich
die Resultate fiir Spinor-Bosonen iiberhaupt nicht mehr von denen des neutralen Systems,

3Nur in diesem Bereich sind die niederenergetischen kollektiven Anregungen dominant gegeniiber
Einteilchenanregungen
4Dies bedeutet, dass der Zeeman-Term keinen Einfluss auf die Phononendispersion hat.
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weil dort a = 0 gilt und damit kein Magnetfeld mehr vorliegt.

Zusammenfassend ausgedriickt unterscheiden sich die Teilchendichte-Anregungsspektra
von neutralen Bosonen und Spinor-Bosonen fiir tiefe Temperaturen tiberhaupt nicht, fir
hohe Temperaturen quantitativ und in einem mittleren Temperaturbereich qualitativ.

Magnetisierungs-Spektralfunktion

Die formalen Ausdriicke von Teilchen- und Magnetisierungs-Spektralfunktion unterschei-
den sich allein durch zusatzliche Gewichtung der einzelnen Spinzustédnde mit dem Faktor
IEHE

WUQ in Letzterer. Die Form des Magnetisierungsspektrums hat folglich analoge physi-

kalischen Ursachen, wie die des Teilchendichtespektrums.

Dies hat eine interessante Konsequenz: Es wurde festgestellt, dass die Ausbildung des
Delta-Peaks die Kohérenz der Atomzusténde bzw. die Unmoglichkeit von Dichtefluk-
tuation im Kondensatanteil reflektiert. Der Auftritt eines Delta-Peaks im Magnetisie-
rungsspektrum bedeutet damit die Unmoglichkeit von Magnetisierungsfluktuationen im
Kondensat. Der Kondensatanteil der Magnetisierung reagiert folglich auch nicht auf eine
Storung derselben durch ein Feld. (Die Energie einer Magnetisierungsstorung im Konden-
sat ist allein durch die der Stoérung gegeben.) Damit ist die Tatsache, dass kondensierte
magnetische Momente, selbst in paralleler Ausrichtung keinen messbaren Beitrag zum
induzierten Magnetfeld leisten und der Meifiner-Effekt auftritt, auf die Eigenschaft der
Kohérenz zuriickgefithrt (Im Rahmen der thermodynamischen Betrachtung in Abschnitt
3.3.3 musste dies noch als erstaunliches Faktum hingenommen werden).

Im Falle von Spin F' = 1 Bosonen, bewirkt der o-Faktor nichts als die Unterdriickung
des Beitrages der Atome im Spin m, = 0-Zustand. Fiir F' = 2 werden dagegen die Atome
im Zustand m, = £2 vierfach so stark wie im Teilchendichtespektrum gewichtet, was zur
starken F-Abhéngigkeit des Magnetisierungsspektrums fiihrt.

4.3 Strom-Spektralfunktionen

Es folgt die Berechnung der Teilchen- und Magnetisierungsstrom-Spektralfunktion.

4.3.1 Zerlegung in longitudinalen und transversalen Anteil

In rédumlich homogenen, isotropen Systemen, wie dem Vorliegenden haben Strom-
Spektralfunktion nur zwei unabhéngige Komponenten, die durch folgende Gleichung be-
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stimmt sind:

G o (o) = Gl (0. E) G+ G (0 ) (3 — 257 (4.28)

und anschliefender Summation tiber [ und [’ folgt:

Durch Erweiterung mit q;q”

& (a,E) _Zq;‘-” Gy (@, B) (4.29)

Ly

Einsetzen von (2.52) in (4.29) liefert mit (3.19):

nVh3
Gi;!!]-&- <q7 E) = m2 Z (Ck,o - Ok—i—q,a)
ko
qQqv qv
0 E—A Ky ky + — 4.
<o k(q))%,:<q )( +2>(l+2) (4.30)
Mit (2qk + ¢
qQiqr qr gk +¢
ki + kp +— | = ——-—— 4.31
%;q(l 2>(l 2) e (4:51)
und der Tatsache, dass die Delta Funktion nur an der Stelle
(2kq + ¢*)h? 2mE
E=A —_ 2k = 4.32
W)= LD okt q) = 2 (432
nicht verschwindet, kann in (4.30) folgende Ersetzung vorgenommen werden:
Qqr qu (2mE)?
k ky 4.
%,:q (’+2)< +2>_> 4g2h! (4.33)
Nach Verwendung von (4.5) mit (3.19) lautet (4.30):
& (q, E) = = e 2201“, 5(E = Agla)) — 3(E+ Aq(q))} (4.34)
Der Vergleich von (4.34) und (4.7) ergibt:
]| E? 1"
GJ,J+(q7E) = th2 N,N+(q7 E) (4-35)
Mithilfe von aa wa 0 ‘
1qv 1qu 1l
> (5l . > Sy = (4.36)
1l

1 LU
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gilt mit (4.28):

Z(au/_q;q")c;” (@, B) = 2(5171,_4’;‘”> G, (q, B)

L

Qqr Qiqr Qq
= %;[@,l/ <5l,l/ - ;2 >— ;2 <5l,l/ - ;;) ng,J;(q, E)
26 (a, ) (437)
Daraus folgt:
oL _ 1 S qiqr G//
Fo(@ B) = 5> (= 2 (4, E) (4.38)
L
Einsetzen von (2.52) in (4.38) ergibt mit (3.19):
"L nHQ
G (@ B) = 553 (G~ Cuvar J0(E — Bufa)
Qqr q q
x %;(5“, - q2> (kl n 2) (k; n 2) (4.39)

Mit

Z(éz y— qg”) (kl + 2) (k; 4 ‘g) e T e (4.40)

L q
vereinfacht sich (4.39) nach Verwendung von (4.5) mit (3.19) weiter zu:

G5i(q, B) = ”hz ZA )Ciok®(1 — & )ME — A(a)) —6(E + Ak(‘l))} (4.41)

4.3.2 Berechnung der k-Summe

Es ist jetzt die Summe
F
5y1= LA@K (1~ €)oo f<€k+qg —gkg) = 3" A(0)S,, (4.42)
=—F

zu berechnen. Analoges Vorgehen wie beim Ubergang von (4.9) nach (4.11) fithrt auf

4‘/_A /d /d51— gf(eq+2§ :”;q) (4.43)
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Erneute Verwendung der Identitat (4.13) ergibt nach partieller Integration in x, mit (4.15)
(wobei wie in Abschnitt (4.2.2) der Randterm verschwindet):

—4
Soo = \/_/dx In ( n)\ge_x) X

nmAy

. (4.44)
[jﬁ Jaca-es(a 26 [50) + 5 Jasen-e) e %F)]

Nach partieller Integration des -Integrals im letzten Summanden, verschwindet der Rand-
term und es ergibt sich:

g L (T | P Ry e

Mit der unbestimmter Stammfunktion F(z) = [dxf(x) zur Funktion f, folgt nach Aus-

fiihren des &-Integrals
—4ym (1| B\ T _ xe xe

) T P ey B P |
A (2 €q>0/d$ n( nAse ") (€q+ E €q 3 (4.46)

SchlieBlich resultiert durch Substitution von x durch t2, anschlieBender Umbenennung

%) 0
t <+ z und Verwendung von fdx:cf(\x])f(eq—const-x) =— dx:cf(\x])f(eq—i-const-x):
0 —0o0

—8m 3 7 2 xe
.= dealn (1—nhe ™ ) F(eq +2 /Q) 44
S, m]q)\%_[o zxIn < A€ ) (eq + 3 (4.47)

Riickeinsetzen in (4.42) ergibt mit (3.25):

LS )Cieo (ke — 10

[e.e]

F
dzxIn <1 — n/\ae_“’j) (4.48)
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4.3.3 Longitudinale Strom-Spektralfunktionen

Mit(4.35) folgt unmittelbar:

E'2
G;!,Jéﬁ <E7 q) = th2GZQ7Pc+1 (E, q) (449)

4.3.4 Transversale Strom-Spektralfunktionen

Gemé$ (E.25) gilt:

2
ae™ "

Golae™) = — / dtln(lt_t) (4.50)

Substitution von t — ae~*" liefert:

Colae™) =2 / dr' - z'In (1 — ae’xﬂ) (4.51)

Einsetzen von (4.48) in (4.41) liefert nach Vertauschung von z—Integration und Stamm-
funktionbildung und anschlieendem Einsetzen von (4.51) das folgende Ergebnis:

Gf}f]Jr(qu:T) = n[l — COF —2F . CO:|
2my[eq T
F ptao _(E_gq)2 ptaoc _(E+Eq)2
> A(o‘) (o (776 k5T @ 4kBqu> — (776 k5T @ 4kBqu)
o=—F
% (4.52)

ptac

F
> Ca(ne®sT)
o=—F

Mit (4.21) und (4.24) lésst sich (4.52) noch in die folgende, spéter benotigte, Form
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umschreiben:

F
1= S Cos
GihulaE) = |
b ) 4 F
ymy/m _Z;Fg%(n)\a)

G2 (nAge@y)Q) -G (nAUe@”y)Q)D (4.53)

Diese Gréflen haben offensichtlich die Dimension von -, weshalb G, (F,q,T) =
%”Gf}’ J+(E,q,T) aufgetragen wird. Da (4.26) eine ungerade Funktion in E ist, ist dies
auch (4.49). Offensichtlich ist auch (4.52) eine ungerade Funktion. Es geniigt deshalb
wieder den positiven Bereich des Spektrums abzubilden: Da sich die formalen Ausdriicke
zwischen Magnetisierungsstrom- und Teilchenstromdichte-Spektralfunktion wie im Fal-
le der Dichte-Spektralfunktionen nur um den Gewichtungsfaktor 912‘”/—/;2302 unterscheiden,
bleibt die folgende Diskussion auf erstere beschrankt.

X

( > Al

75



4.3. STROM-SPEKTRALFUNKTIONEN

4.3.5 Diskussion

"o, "

GL* GL*
1.2 1.2 d
1. a 1.
0.8 0.8 ( )
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
E* E’
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 04 0.6 0.8
">" H>X<
L L
1.2 b 1.2
1. 1. e
0.8 ( ) 0.8 ( )
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
E* E*
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8
G, * G,*
1.2 1.2
1. (c) 1. f
0.8 0.8 ( )
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 04 0.6 0.8

1| *

Abbildung 4.2: Energieabhéngige longitudinale Teilchenstrom-Spektralfunktion G} :=

2TmGZU]+ von spinentarteten Bosonen (blau) und Bosonen mit Spin 1 bei fester Magneti-

sierung 74 = 0.7 (rot), bei fester Anregungswellenzahl ¢* = 0.4 und fester Temperatur
T* = 0.491(a), 0.164(b), 0.114(c), 0.104(d), 0.055(e), 0.011 (f)).
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G G
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Abbildung 4.3: Energieabhéngige Transversale Teilchenstrom-Spektralfunktion fo;f
2m L, fiir spinentartete (blau) und Spin 1-Bosonen (rot). Parameter wie in Abb. 4.2.

Die Abbildungen zeigen den longitudinalen und den transversalen Anteil des
Teilchenstrom-Anregungsspektrums bei festem Anregungsimpuls als Funktion der An-
regungsenergie bei verschiedenen Temperaturen, fiir neutrale und Spinor-Bosonen. Die
Ergebnisse reproduzieren im Fall spinentarteter Bosonen, mit M* — 0, die entsprechen-
den Ergebnisse auf Ref. [34].

Wie die Teilchendichte-Spektralfunktion (2.15) ist auch die Teilchenstrom-
Spektralfunktion (2.20) formal invariant gegeniiber der Existenz einer Magnetisierung.
Die Ursachen des quantitativen Unterschiedes der Anregungsspektra von neutralen
Bosonen und Spinor-Bosonen bei hoher Temperaturen, sind deshalb ebenso wie die
Gleichheit dieser Spektra bei tiefer Temperatur, wesentlich die in Abschnitt (4.2.4)
ausgefithrten.
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Im mittleren Temperaturbereich besteht dagegen erneut ein qualitativer Unterschied der
Spektra, der nattirlich wieder von Unterschieden in der Gleichgewichtsthermodynamik
herriihrt. In Abb. 4.3 ist dies allerdings im Unterschied zu Abb. 4.2 nicht sofort erkennbar,
weil der Kondensatanteil keinen Beitrag zur transversalen Strom-Spektralfunktion leistet:

Der Faktor k2 in (4.41) unterdriickt den Kondensatanteil jedes Spinzustandes. Fiir Tem-
peraturen 7' < TF nimmt deshalb das transversale Impulsanregungsspektrum schnell ab.
F
Fir T'= 0 verschwindet es ganz, was mit Y. Cp, = 1 fiir T = 0 sofort aus (4.52) ersicht-

o=—F
lich ist. Dann ist die Energieabsorption aus einem transversal angreifenden periodischen

Storfeld, welches den Teilchen- oder Magnetisierungsstromoperator betrifft, unmaoglich.

Deutlich zu beobachten ist, dass das Maximum des transversalen Impuls-
Anregungsspektrums von Spinor-Bosonen im mittleren Temperaturbereich deutlich
unterhalb desselben neutraler Bosonen liegt. Die Ursache hierfiir liegt erneut in der
Gleichgewichtsthermodynamik begriindet: die Kondensationstemperatur von Spinor-
Bosonen steigt mit der Magnetisierung an, weshalb fiir alle Temperaturen T < TZ
mehr Teilchen kondensiert sind, als im neutralen System. Es verbleiben deshalb weniger
thermisch angeregte Teilchen, die zum Spektrum beitragen.

Der Ausdruck (4.49) zeigt, dass das longitudinale Impulsanregungsspektrum sich vom
Teilchendichteanregungsspektrum nur durch den Faktor % unterscheidet. Dieser be-
wirkt eine Betonung des hochenergetischen Bereiches. Physikalisch bedeutet der Zusam-
menhang, dass die Absorptionswahrscheinlichkeit eines Anregungsquants aus einem Feld,
welches longitudinal an den Teilchenimpuls angreift, um den Faktor % gegeniiber einem

Feld, welches an der Teilchenzahldichte angreift, erhéht ist.

4.4 Statische Suszeptibilitaten

Die verallgemeinerte (dynamische) Suszeptibilitit (lat. susceptibilitas = , Ubernahme-
fahigkeit“) ist durch die Fourier-Transformierte der retardierten Green-Funktion gege-
ben. Wie die magnetische Suszeptibilitdt den Einfluss eines Magnetfeldes auf die Magne-
tisierung beschreibt, gibt die verallgemeinerte Suszeptibilitat G'{'z(E) die Abweichung

0A; = < A >t — < fl> des Erwartungswertes der Observablen A zur Zeit ¢ von ihrem Erwar-
tungswert <fl> im thermodynamischen Gleichgewicht an, wenn ein schwaches Storfeld

b(E) seit t = 0 an die Systemobservable B angreift.

Mithilfe der Fourier Transformierten der A-Fluktuation 64, = }O(SAte%Et kann (4.3) in
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folgende Form geschrieben werden:

5Ap = ;ib(E) <t ([ 4 i0") (4.54)

Die sogenannte statische Suszeptibilitét ist durch G'{'5(q) := i f dEGY'5(E, q) gegeben.
Nach (A.37) gilt

Ghp(E'q)

Grct — Grot /d /
(@) —E’+20+

_ /d/ Eaq) 17 G(E)
a E—HO+ hJ) E+i0*

(4.55)

wobei im letzten Schritt die Antisymmetrie der Spektralfunktionen ausgenutzt wurde.

Was leistet die statische Suszeptib}litét? Im Falle einer kleinen, konstanten Stérung b(t) =
b bzw. b(E) = 2nhbd(E), die an B angreift, gilt:

§Ap = 2mhbGE (107)3(E) (4.56)

JA, = hmet( +) (4.57)

Die Fluktuation der Systemobservablen A unter Einfluss einer konstanten Stérung in B
findet also in der statischen Suszeptibilitdt ihren Ausdruck.

4.4.1 Longitudinal statische Teilchenstromsuszeptibilitat

Einsetzen von (4.25) und (4.35) in (4.35) und weiter in (4.55) ergibt mit (4.23) fiir den
Kondensatanteil der statischen Suszeptibilitat zur longitudinalen Stromkorrelationsfunk-

tion:
3

o & E n &
o o Cog/dEE+iO+5<E2 _53> =2 ) G (4.58)

Ebenso ergibt sich der thermische Beitrag nach Substitution £ — x = %\/? zu°:
q

P
1— > Cop p

thZijTry ia;(l;)\a)g;ﬂ/ drx [Cl (77)\ e~ (@) ) G <7]/\ e (#+)? )] (4.59)
o=—F 2

®Der Term i0" kann hier direkt weggelassen werden, weil das Integral ohnehin an den Grenzen des
Definitionsintervalls verschwindet.
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Ausschreiben der Polylogarithmen durch Verwendung der Definition (E.21) und anschlie-
Bende Vertauschung von Integral und Summe ergibt:

F
1 - ZCOO' oo

n o=—F
dzze!==v)? drze @) (4.60)
2my/Ty f: Cﬁ(nk)‘” 1 {/ / ]

o=—F 2

Durch Substitution von x durch x 4+ y im ersten Integral und x durch x — y im zweiten
Integral, reduziert sich die Differenz der beiden Integrale auf ein GauBintegral (E.27)

2y/dxe ? _ 2y\fl (4.61)

Damit lautet der thermische Anteil schliefSlich einfach:

F

S (1= Coy) (4.62)

o=—F

3=

Zusammen mit (4.58) folgt:

n

G la) = (4.63)

4.4.2 Statische Dichtesuszeptibilitdt und transversal statische
Teilchenstromsuszeptibilitit

Einsetzen von (4.25) oder (4.53) in (4.55) fithrt nach Substitution von £ — x := %\/g

(48 = 9z) auf Ausdriicke die ein Integral des folgenden Typus enthalten:

< G (nkae‘(x‘w) —- G (nkoe‘(””ﬂ’y)
I= / dz (4.64)
ry

Verwendung der Definition (E.21) und Vertauschen von Integral und Summe fihrt auf:

!
;o /dxz(nl):ja) (e—l(z2+y2)251nh(2l$y)>

) )\Jl —ly? Ood
= 22:<77)ey/;e_“”2 sinh(2lzy) (4.65)
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Das verbleibende Integral kann mithilfe eines Tricks gelost werden: Es sei dasselbe als
Funktion von y aufgefasst:

fly) := /dxxel"’“"2 sinh(2xyl) (4.66)

Ableiten nach y fiihrt nach Substitution von x durch z F y auf einfache Gaufiintegrale
(E.27):

f(y) =2l / dze™" cosh(2zyl) = 1V [/daz:e_l(”’qry)2 + /dxe_l(x_yP] = 2V/Imel’

(4.67)
Mithilfe der imaginaren Errorfunktion

erfi(z / dx'e (4.68)

gilt:

= \/Z/dy’f’(y') =7Vl erﬁ(y\/i). (4.69)

Durch Riickeinsetzen in (4.65) kann das Integral in geschlossener Form geschrieben wer-
den:

o) _ 2

Z 1 erﬁ(y\/Z) (4.70)

Ferner gilt mit (4.23):

F
QCOUE(S 2) 2 Z COO' 4mU;FCOU

53 /}i oo e (4.71)

€q

Einsetzen von (4.25) in (4.55) und anschlieflend von (4.71) sowie (4.70) in den entstehen-
den Ausdruck ergibt mit (4.24) die statischen Dichte-Suszeptibilitdten:

dnm Z Ooa (0)
ret . o=—
p,p+(q> - hg

n ﬁw(l—gf_jFCog> .

F
25 3 Calnh) o= F
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Ebenso folgen aus (4.53), (4.55) und (4.70) die transversal statischen Suszeptibi-
litaten:

F
11— Z OOO’ F 00 L, lﬁg
Gt (g = VT — A UL S a 473
o) = e S A i) (4.73)

Um die analytische Struktur dieser Ausdriicke klarer einsehen zu koénnen, werden
sie nunmehr fir kleine Werte ¢ in eine Potenzreihe umgeschrieben. Dazu werden die

Summanden in (4.70) nach y = —Vgsq entwickelt:

StV = (-1 "y (= / dyi W S-S o)

o n! n!
(4.74)
Damit gilt:
I=47|¢ I(A)—Mg (o) | + 0 (q") (4.75)
v=s 1) gy Svs e I '
Die Asymptotik der statischen (Teilchen)-dichtesuszeptibilitdten lautet also:
F F
dnm 3 Cos F nf 2 Cnhs)
GN'n(g) = ;;—qg +(1— > Co,) - +0(q%) (4.76)
o=-F 2 Ca(nAo)
o=—F
> Cnh)
n F R2q? 2= 1NAs
Greth@) = E(l - > Cos) [1 — 512;2 FF ] +0O <q4) (4.77)
o= > Ca(ndo)

Es ist zu beachten, dass keine weiteren Terme in der Entwicklung angegeben werden
konnen, da jeweils der erste nicht explizit aufgeschriebene Summand divergiert. Die un-
endlichen Reihen konvergieren nicht absolut, sondern als alternierende Reihen geméaf3
dem Leibnitz-Kriterium. Es werden jetzt die Grenzwerte fiir ¢ — 0 betrachtet®. Fiir
die Teilchenzahl-Suszeptibilitét ist folgender Ausdruck auszuwerten:

() <?7Aae‘x+y)2) ~-G (mae(“y)2>
lim | dx
y—0 Ty

—00

(4.78)

SDa Anteile von (4.72) sowie von (4.73) nicht in eine Potenzreihe entwickelt werden kénnen, ist kei-
neswegs klar, ob die divergierenden Terme sich zu Null aufheben, oder, wie etwa im Falle der Robinson-
Entwicklung (3.49), zu einer endlichen Konstanten. Letzterer kann deshalb nicht zuverldssig aus der
Asymptotik abgelesen werden.
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4.4. STATISCHE SUSZEPTIBILITATEN

Es sei zunéchst mithilfe von (E.23) und dem Satz von I’'Hospital folgender Ausdruck
bestimmt:

—(x 2 —(x— 2 - Uei(z* 2)
‘ G (n)\ae (@+y)” _ ¢ (77)\0@ (@=y) > ‘ In (M) 4z
hm — hm = — (479)
y—»O y yHO y e)\ _
NAc

Vertauschen von Grenzwert und Integral in (4.78) liefert nach Einsetzen von (4.79), zu-
sammen mit (E.32):

® G <77)\a€_($+y)2 -G (U/\ae_(x_y)Z))
li d
el Ty

—00

= V71 (no) (4.80)

Damit konvergiert der thermische Anteil der statischen Dichtesuszeptibilitat gegen einen
endlichen Wert. Folglich divergiert die statische Dichtesuszeptibilitat wie ihr Kondensa-
tanteil gemaf:

F
dnm . Coo

. o=—F

Unter Zuhilfenahme von (E.25) und (E.23) kann der Grenzwert der transversal-statischen-
Suszeptibilitdt auf analoge Weise bestimmt werden:

lim [ dx = 4/dx In (1 —nAse " )

y—0 xry

—0o0

— 4 / G(nAee) (4.82)
Die Losung des Integrals im letzten Schritt folgt dabei nach Verwendung von (E.21) und

Vertauschung von Summe und Integral unmittelbar aus (E.27).

Mit(4.53), (4.55) und (4.70) folgt als Grenzwert der transversalen, statischen Suszeptibi-
litat:

q—0

F
mG™t ., (q) = ;<1 S COU> (4.83)
o=—F

Wegen der engen Verwandtschaft von statischer Dichte-Suszeptibilitdt und statischem
Strukturfaktor, wird folgend nur die transversal-statische-Suszeptibilitat gezeigt.
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4.4. STATISCHE SUSZEPTIBILITATEN

4.4.3 Diskussion, Kompressibilitait und Schallgeschwindigkeit

| ‘ T4 TE

!
0.1 0.2 0.3 04 0.5

04 0.5

Abbildung 4.4: Transversal statische Sus-
zeptibilitdt als Funktion der Tempera-
tur fiir spinentartete Bosonen. Die Kur-
ven entsprechen den Anregungswellenzah-
len ¢* = 0,125 (schwarz); 0,25 (griin);
0,5 (rot); und 1 (blau).

Abbildung 4.5: Transversal statische Sus-

zeptbilitdt von Spin-1-Bosonen mit fester

Magnetisierung %ax = 0,3 als Funkti-

on der Temperatur. Anregungswellenzah-
len wie in Abb. 4.4.

0 0.1 0.2 03 0.4 0.5

Abbildung 4.6: Wie Abb. 4.5 bei 24

max

=0,7

Die Abbildungen zeigen die transversal-statische Suszeptibilitédt als Funktion der Tempe-
ratur fir Bosonen mit unterschiedlicher Magnetisierung und verschiedenem Anregungs-
impuls. Die Ergebnisse im Fall M* = 0 reproduzieren die entsprechenden Ergebnisse aus
Ref. [34].

Die transversal statische Suszeptibilitdt beschreibt die Reaktion des Systems auf eine
konstante, transversale Storung des Systemimpulses. Fiir Bosonen verschwindet sie fiir
T = 0. Das System reagiert dann tiberhaupt nicht auf eine transversal angreifende Storung
des Impulses. Im nachsten Kapitel wird derjenige Dichteanteil eines Systems als superfluid
definiert, der durch Wandreibung (wie sie etwa in einem rotierenden Eimer gegeben ist)
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4.4. STATISCHE SUSZEPTIBILITATEN

Impuls aufnehmen kann. Es lésst sich deshalb unmittelbar aus den Abb. 4.4-4.6 ablesen,
dass die superfluide Dichte von neutralen Bosonen und Spinor-Bosonen bei T' = 0 durch
die volle Massendichte gegeben ist.

Die transversal-statische Suszeptibilitéit ist eine monotone, mit der Temperatur steigende
Funktion, die gegen 1 konvergiert. Fiir grofle Anregungswellenzahlen liegt sie hoher als fiir
kleine. Sie verschwindet fiir Bosonen bei 7' = 0. Dies liegt daran, dass die transversal sta-
tische Suszeptibilitat aus der transversalen Stromkorrelationsfunktion gewonnen wurde,
in der der Faktor k? in allen Summanden den Kondensatbeitrag unterdriickt. Je groBer
die Magnetisierung ist, desto hoher ist, geméaf den Abbildungen (3.2), (3.4) und (3.6) bei
gegebener Temperatur, der Kondensatanteil. Deshalb konvergiert die transversal statische
Suszeptibilitdt desto langsamer, je grofler die Magnetisierung ist.

Zur longitudinalen Stromkorrelationsfunktion und damit zur longitudinal statischen Sus-
zeptibilitdt triagt dagegen der Kondensatanteil bei. Es ist bemerkenswert, dass die Auswir-
kung eines konstanten Storfeldes, welches den longitudinalen Teilchenstrom (d.h. die Dia~
gonalelemente des Impulsoperators) betrifft, auf die Nicht-Gleichgewichtsthermodynamik
des Systems unabhéngig von der Temperatur sind.

Die verallgemeinerte Kompressibilitat eines physikalischen Systems ist durch den folgen-
den Ausdruck gegeben:

Gret +<q)
w(g) = o) (484)
Die (statische) Kompressibilitit lautet:
k= lim k(q) (4.85)
q—0

Offensichtlich divergiert sie fiir neutrale und Spinor-Bosonen gleichermaflien, sobald Kon-
densation einsetzt. Eine solche Divergenz ist unrealistisch und lasst sich anhand der in
Abschnitt 4.2.4 gefiihrten Diskussion auf die quadratische Einteilchen-Dispersionsrelation
zurtickfithren. Sie ist somit ein Artefakt der Idealisierung.

Die Abbildungen zeigen jedoch, dass infolge der erhohten Kondensationstemperatur im
Spinor-System, die Kompressibilitat bei gleicher Temperatur im neutralen System endlich
sein kann, wahrend sie im Spinor-System divergiert.

Eine Betrachtung der Schallgeschwindigkeit macht den Fall noch eindriicklicher: Mit der
elementaren Relation zwischen Schallgeschwindigkeit und isothermer Kompressibilitat

1
mpRrr

vy = (4.86)
ist klar, dass es ein Temperaturintervall gibt, in dem das ideale neutrale Bosonensystem
den Schall iiberhaupt nicht leitet, wohingegen die Schallgeschwindigkeit im magnetisierten
idealen Bosonensystem endlich ist.
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Kapitel 5

Anwendungen

5.1 Superfluiditat

Superfluiditat bezeichnet die Eigenschaft eines physikalischen Systems, bei hinreichend
langsamer Bewegungsgeschwindigkeit keinen Energieverlust durch innere oder duflere Rei-
bung zu erfahren. Ein physikalisches System wird als Superfluid bezeichnet, wenn immer-
hin ein Anteil seiner Massendichte p, die Eigenschaft der Superfluiditéit besitzt.

Die physikalische Ursache fiir das Auftreten von Superfluiditdt besteht in der Eigen-
schaft von Superfluiden nicht beliebig wenig, sondern nur diskrete Energiemengen absor-
bieren zu konnen und deshalb bei hinreichend langsamer Bewegungsgeschwindigkeit keine
Reibungsenergieverluste erfahren zu koénnen. Eine zweckdienlich Beschreibung ist durch
das Zwei-Komponenten-Modell gegeben, nach dem ein Superfluid aus einer superfliissigen
Komponente der Dichte ps und einer normalfluiden Komponente der Dichte p, = p — ps
besteht, die sich gegenseitig durchdringen. Es ist zu betonen, dass die Eigenschaft der
Superfluiditat infolge der Ununterscheidbarkeit der Teilchen Eigenschaft des Systems als
Ganzem ist und keinesfalls einzelne Atome mit der Eigenschaft der Superfluiditat assozi-
iert werden dirfen. In diesem Sinne ist die Klassifikation der Dichte in zwei Komponenten
als rein denkdkonomische Lizenz ohne objektivierbare physikalische Realitat zu verstehen.

Die Eigenschaft der Superfluiditit ist nachgewiesen, wenn gezeigt ist, dass sowohl die
superfluide Dichte, als auch die kritische Geschwindigkeit, also die Minimalgeschwindigkeit
des Systems, ab der Reibungsenergie absorbiert werden kann, positiv ist.

Dieses Kapitel beginnt mit einer Darstellung der Kerngedanken der Landau-Theorie der
Superfluiditét [57, 21], inklusive einer Ableitung der sogenannten Landau-Definition der
superfluiden Dichte. In der Literatur konkurriert der als makroskopische oder Landau-
Definition bezeichnete Term der superfluiden Dichte mit der sogenannten mikroskopischen
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5.1. SUPERFLUIDITAT

Definition. Es folgt deshalb auch eine Ableitung des mikroskopischen Ausdrucks und eine
vergleichende Diskussion. Der Ausgangspunkt zur Definition der superfluiden Dichte ist
in beiden Fallen durch die Vorstellung gegeben, dass nur der Bewegungszustand des nor-
malfluiden Anteils eines Fluidums durch Wandreibung beeinflusst wird. Schliellich wird
der Superfluiditatscharakter idealer Spinor-Bose-Gase untersucht.

5.1.1 Grundlagen und Landau-Definition der superfluiden Dich-
te

Es sei ein Fluid im Grundzustand betrachtet, welches mit der Geschwindigkeit v durch
eine ruhende Kapillare flieft. Durch Wandreibung wird die duflerste Schicht des Fluidums
abgebremst und durch innere Reibung die iibrigen Atome, bis im thermodynamischen
Gleichgewicht (insbesondere ist das System Wand-Fluidum dann im mechanisches Gleich-
gewicht) das Fluidum sich mit derselben Geschwindigkeit wie die Kapillare bewegt. Die
Beschleunigung des Fluids durch Wandreibung setzt jedoch voraus, dass die Fluidatome
angeregt werden konnen: Nimmt ein Atom durch Wandreibung den (negativen) Impuls p
auf, so verdndern sich dadurch der Systemimpuls P und die kinetische Systemenergie 57 P
im Ruhesystem der Kapillare wie folgt:

PP —P+p (5.1)

P2 P/2 P2 p2
= P 5.2
oM oM oM TP VT o (5-2)

Es geht Energie an die Kapillare verloren, wenn p - v+ ;—M < 0 ist. Jeder Verlust an kineti-
scher Energie muss infolge der Energieerhaltung von einem Systemteilchen aufgenommen
werden. Es kann also nur Energie abgegeben werden, wenn e, < p-v + % gilt. Die mi-
nimale Energieabgabe ist deshalb durch das Minimum des Energiespektrums e(p) nach
unten beschrankt. Gilt dagegen e, > p - v+ 537 ist ein Verlust an Reibungsenergieverlust
ausgeschlossen, weil derselbe nicht hlnrelchte ein Teilchen aus dem Grundzustand in das
niedrigste angeregte Niveau anzuregen. Das Fluid kann also (mit % ~ (0 in makroskopi-
schen Systemen) nur fiir Geschwindigkeiten,

V>0, = Min P (5.3)
p
kinetische Energie an die Kapillare verlieren. Fiir Geschwindigkeiten die kleiner als diese
ykritische Geschwindigkeit® sind, kann das Fluid unmoglich Energie abgeben. Es fliefit
dann ohne jeden Reibungswiderstand.

Diese Uberlegung kann sogleich auf endliche Temperaturen erweitert werden, da nur die
Moéglichkeit eines potentiell hinzukommenden Anregungsquants diskutiert wurde. Fiir
T > 0 befinden sich schon vor Wechselwirkung mit der Kapillare angeregte Atome im
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5.1. SUPERFLUIDITAT

System. Es kann auch dann kein neues Anregungsquant hinzukommen und es bleibt al-
lein die Auswirkung der Abgabe eines Impulsquants auf den Gesamtimpuls des Quasi-
teilchengases zu berticksichtigen. In der Landau-Theorie wird das Quasiteilchengas als
ideal gendhert. Die Quasiteilchenverteilungsfunktion ist deshalb durch die Bose-Einstein-
Verteilungsfunktion gegeben und veréndert sich bei Abgabe eines Impulsquants p geméafl

)+8n(€—p-v)

n(e) = nle—p-v) = n(e 5

p-v+0O (vz> (5.4)

pv=0

Fiir den Gesamtimpuls des Quasiteilchengases im Gleichgewicht gilt dann nach Entwick-
lung beziiglich p - v bis zur linearen Ordnung um den Ursprung:

, dn(e
P= /d3p pn(e) - P = /d3p pn(e —pv) = —v/d3p de(E) (5.5)

Nach Wahl eines Koordinatensystems, in dem p = pe, und v = ve, gilt, folgt nach
Mittelung iiber alle Raumrichtungen:

— dn(e)
P / ddp p2 2NE) .
3 PP = (5.6)

Dem Zweikomponentenmodell liegt die Vorstellung zugrunde, dass nur Atome in angereg-
ten Energieniveaus am Impulsaustausch mit der Kapillare beteiligt sein kénnen. Dadurch
wird nahe gelegt, denjenigen Anteil, der Impuls abgeben kann, als normalfluid aufzufassen
und den Rest als superfluid. Da die Bewegung der Quasiteilchen mit einem Massentrans-
port verkniipft ist, kann die normalfluide Dichte mit (5.6) wie folgt definiert werden:

—1 d3 2 dn(g)

:W de

Es bleibt zu bemerken, dass in der obigen Ableitung der kritischen Geschwindigkeit al-
lein die Moglichkeit von Einteilchenanregungen diskutiert wurde. Da Vielteilchensysteme
auch kollektiv angeregt werden konnen, ist die tatsachliche kritische Geschwindigkeit im
Allgemeinen kleiner. Der auch Landau kritische Geschwindigkeit genannte Ausdruck (5.3)
gibt deshalb nur eine theoretische Obergrenze der kritischen Geschwindigkeit an.

Pn (5.7)

5.1.2 Mikroskopische Definition der superfluiden Dichte

Ebenso wie in einer Kapillare, reagiert auch in einem rotierendem FEimer nur der nor-
malfluide Anteil auf dessen Wéande. Die mikroskopische Definitionsgleichung der super-
fluiden Dichte folgt durch eine quantitative Analyse dieses Gedankenexperimetes mithilfe
der Linear-Response-Theorie [58, 55]. Dieses Experiment bietet die Moglichkeit, tiber die
Messung des Trégheitsmoments direkt die superfluide Dichte als Messgrofie zu erhalten.
Besonders in Bose-Einstein-Kondensaten findet dies Anwendung, indem mit Lasern im
Kondensat gertihrt und die Veranderung des Tragheitsmomentes gemessen wird.
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Es sei zunéchst ein freies im Laborsystem konstant rotierendes Fluidum im thermody-
namischen Gleichgewicht betrachtet. Dieser Zustand gelte als ungestort. Im Ruhesystem
des Fluids, rotiert der Eimer mit der Winkelgeschwindigkeit —w und kann als Storfeld
A(r) = w X r, welches transversal an den Systemimpuls angreift, berticksichtigt werden.
Es interessiert jetzt, wie sich die Massenstromdichte (m72J q) des anfangs ruhenden Fluids
nach unendlich langer Einwirkung des Storfeldes verandert hat. (Dann ist der Gleichge-
wichtszustand bei Anwesenheit des Eimers errreicht).

Mit v,, = w X r kann dieser Massenstrom einfach durch folgenden Ausdruck beschrieben
werden:
J(r) = ppVn + psvs = pn(w X 1) (5.8)

Andererseits kann er in linearer Response Naherung durch die allgemeine Storformel (4.2)
ausgedriickt werden:

(3o = (o) = —m* [ At Ala,t)GEL (¢~ 1) (59)

=0

Der zusatzliche Faktor m72 rithrt daher, dass hier die Massenstromdichte anstatt des Teil-

chenzahlstroms Betrachtung findet. Das negative Vorzeichen beruht auf der Tatsache,
dass der rotierende Eimer im Ruhesystem der Fliissigkeit einem passiv rotierenden Koor-
dinatensystem entspricht.

-m2A(q 7 e
(Ja)mos = 271'h<) / dEijf(q, E) (5.10)

Ohne Beschrankung der Allgemeingiiltigkeit kann ein beliebig langsam rotierender Eimer
betrachtet werden, so dass A(r) rdumlich praktisch nicht varriert. Dann gilt:

A(q) = /dSrA(r)emlr = 2whAd(q) (5.11)

Einsetzen von (5.11) in (5.10) ergibt nach Fourier Transformation und Ausfithren des
Zeitintegrals zusammen mit (5.8):

(Ja)ione = —m’limGy5 (a, = 0) (5.12)

Mit der Transformationsformel (A.37) folgt schlieBlich:

o0 G//L <q E)
— 275 JJH\H
Pn=m }gr(l) dr 0+ (5.13)

—00

Dies ist die mikroskopische Bestimmungsgleichung der normalfluiden Dichte.
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5.1.3 Vergleichende Diskussion

Da in der Landau-Theorie der Superfluiditat die Wechselwirkung der Anregungen aufler
Acht gelassen wird, ist der dort abgeleitete Ausdruck i.A. nicht exakt. Dagegen war bei der
Ableitung des mikroskopischen Ausdrucks keine Annahme zur Wechselwirkung der Qua-
siteilchen nétig. Der mikroskopische Ausdruck gilt als exakt. Im Allgemeinen gilt deshalb
keine Aquivalenz zwischen der mikroskopischen Definition und der Landau-Definition,
weil letztere Quasiteilchenwechselwirkungen unterschléagt. Im Falle idealer Systeme bilden
natiirlich auch die Quasiteilchen ein ideales Gas und die beiden Definitionen sind aquiva-
lent. Dies wird im Folgenden gezeigt. R. Balian und C. Dominicis zeigten 1971, dass die
mikroskopische Definition auch in wechselwirkenden Systemen bei Vernachlassigung der
Quasiteilchenwechselwirkung in die Landau-Definition tibergeht [59].

Beweis der Aquivalenz fiir ideale Systeme

Mit (4.41) kann die normalfluide Dichte (5.13) in folgenden Ausdruck umgeschrieben
werden:

h? qk\ 2] ke — Nt
= ol kQ[l— -—) | = 5.14
P QVql—I%%(; (qk) €k+qo — €ko ( )
Betrachte:
. . Nk+qo — Nko .
(111_1}’(1) (nk+qa - nk0> = (lzllr(l)q qf = (lllil%q(vknkg) (5.15)
Ebenso gilt:
}IILI(I) <€k+qg — 8k0> = ELI%) q (Vk&‘kg) (516)
Insgesamt kann damit der Grenzwert wie folgt geschrieben werden:
. Nk+tqo — Nke q((vknka)) 8nkg 0 1
lim———— = = =
90 €kt qo — €ko q(kaka) o Oxo eBlEre—n) 4 n
ﬁ(ako'_u)
- _Pe (5.17)

(eﬁ(aka—ﬂ) —+ 77)2

Damit lautet (5.14):

pn = h%ZkQ(l - &) ( e ) (5.18)

W ko (eﬁ(gko*li) —+ 77)2
Nach Mittlung iiber alle Raumrichtungen

(kq)2 = [ acos?(a) = 1
Zk: (kg2 Zk:/ﬂd (@) =23 (5.19)

k
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folgt die Landau Definition der normalfluiden Dichte.

h2 ﬁsk(r
b ¢ (5.20)

5.1.4 Superfluide Dichte idealer Spinorquantengase

Der Grundzustand des freien, idealen Bose-Gases ist bekanntlich ein metastabiles Su-
perfluid [58]. Bei T' = 0 sind alle Teilchen im Grundzustand und die superfluide Dichte
ist gleich dem Produkt aus Massendichte mn und Kondensatanteil Cjy. Andererseits ver-
schwindet die kritische Geschwindigkeit infolge der quadratischen Dispersionsrelation. Ein
solches Superfluid ist instabil gegentiber jeder beliebig langsamen Bewegung. Die Super-
fluiditat des freien, idealen Bose-Gases ist also prinzipiell nicht messbar und damit von
rein theoretischer Natur.

Es wird jetzt untersucht, ob ein ideales, magnetisiertes Bose-Gas ein stabiles Superfluid
darstellt. Hierzu sind die folgenden beiden Kriterien nachzuweisen:

1) ps >0 (5.21)

2.) v, >0 (5.22)

5.1.5 Auswertung mittels der mikroskopischen Definition

Mit (4.55), (4.83) und (5.13) ergibt sich fiir die superfluide Dichte idealer Spinor-Bosonen:

F
pn=nm(l — > Cos) = p(1 — Cor — 2FCo,) (5.23)

o=—F

Mit p = ps + p, lautet die superfluide Dichte:

Ps = p(COF + QFO(,)) (524)
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Abbildung 5.1: Superfluide Dichte spinentarteter Bosonen. Die gebrochene Linie markiert den
Phasentibergang.
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Abbildung 5.2: Superfluide Dichte als Funktion der Temperatur fiir Spinor-Bosonen mit Spin
1 (grin) Spin 2 (blau) und Spin 3 (rot) bei fester Magnetisierung ﬁ = 0.7. Die gebrochenen
Linien markieren die Phaseniiberginge zwischen Gasphase und ferromagnetischer Phase (T1)
und zwischen ferromagnetischer und antiferromagnetischen Phase (7).

Im neutralen System zeigt die superfluide Dichte dasselbe 1 — (TTC) §—Verhalten wie die

Kondensatdichte. Fiir magnetisierte Bosonen gilt diese Temperaturabhangigkeit nur in
der antiferromagnetischen Phase, wo kein effektives Magnetfeld im System wirkt. In der
ferromagnetischen Phase kondensiert allein der 0 = F-Zustand. Deshalb éndert sich die
Kondensatdichte und damit mit (5.23) auch die superfluide Dichte langsamer mit der
Temperatur als in der antiferromagnetischen Phase, wo alle Spinzustdnde simultan kon-
densieren. Der Phaseniibergang in T2 wird deshalb in der superfluiden Dichte durch den
,Knick®“ in Abb. 5.2 besonders deutlich.

Abb. 5.2 zeigt, dass die superfluide Dichte des magnetisierten Systems mit steigender
Temperatur schneller abnimmt als im freien, idealen Bose-Gas. Da jedoch die Kondensa-
tion infolge der Magnetisierung schon bei hoheren Temperaturen einsetzt, weisen Spinor-
Bosonen selbst bei hoheren Temperaturen noch eine positive superfluide Dichte auf.
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Kritische Geschwindigkeit

Fir die kritische Geschwindigkeit gilt nach (5.3):

Eko . (hk ao
=Min( — — — 2
Vlln( ) m(2 A ) (5.25)

Zwischen TE und T4 ist nur der 0 = F-Zustand kondensiert. Fiir diesen ist jedoch die
kritische Geschwindigkeit negativ. Unterhalb von T/ kondensieren auch die anderen Kom-
ponenten. Da das effektiv im System wirkende Feld in der antiferromagnetischen Phase
verschwindet, ist das System dort wie das Ideale Bose-Gas ein metastabiles Superfluid
mit kritischer Geschwindigkeit v. = 0.

Fiir beliebig schwache repulsive Wechselwirkungen hat das Einteilchenspektrum jedoch
immer einen Phononenanteil, folglich eine positive kritische Geschwindigkeit und schlief3-
lich wird die superfluide Dichte messbar.

5.1.6 Kontrolle des Ergebnisses mittels der Landau Definition

2 ﬂsko'
G (5.26)

Mit Hilfe der Ersetzung > — V [ (gjr’)’“g, folgt nach Ubergang in ein sphérisches Koordina-
K
tensystem:

e/Beko'

47rh2 6

(5.27)

Z / ikt —2"
o=— F (eﬂako _ 1)

Durch Verwendung eines Tricks lasst sich dieses Integral auf ein bereits bekanntes zurtick-
fithren. Betrachte hierzu:

0 O€ks efeko
oy, = — . 5.28
ok = P { Ok ( ) )2] (5.28)
ePeke — 1
Mit 5 r2
€ko
= 5.29
ok m (5:29)
kann die normalfluide Dichte in folgende Form geschrieben werden:
_4 .
PR —L / dkk? a"k (5.30)
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Nach partieller Integration entfillt der Randterm, weil am unteren Rand der Faktor k*

und am oberen die Verteilungsfunktion verschwindet und es bleibt nach Verwendung von
(E.30) der einfache Ausdruck:

prn= "7 Z (s <77A ) (5.31)
)\TU*—F
Mit (3.25) ist das Ergebnis (5.23) reproduziert:

Pn = mn(l — EF: Coa) (5.32)

o=—F

5.1.7 Josephson Relation zwischen superfluider Dichte und
Kondensatdichte

Die Josephson Relation [60] ist eine allein auf thermodynamischen Uberlegungen beru-
hende Beziehung zwischen superfluider Dichte und BEK-Dichte. Es wird jetzt die tibliche
Form auf ideale, magnetisierte Systeme erweitert:

Mit (2.34) gilt:

61(0) h

dE / apPE —ew) _ 1 5.33

/ E —|— 10+ E +i0F e ( )
F

und ng := Y, ng, lautet die Josephson Relation fiir Systeme mit Hamiltonoperator vom
o=—F
Einteilchentyp:

mh [ ng
dE — () 5.34
/ E + 10Jr Vero \ ps ( )

h2k

Fir exg = ex = geht dieser Ausdruck in den aus der Literatur bekannten Ausdruck
fiir freie Systeme uber Es sei bemerkt, dass an keiner Stelle auf Bosonen spezialisiert
wurde, weshalb die Relation im Prinzip auch fiir ideale Fermionensysteme bewiesen ist.

5.2 Strukturfaktor

Der Strukturfaktor beschreibt das Streuvermogen eines Vielteilchensystems. Ein einflie-
gendes Streuteilchen (Sonde) kann entweder kohdrent oder inkohérent gestreut werden.
Kohérente Streuung beschreibt die Wechselwirkung der Sonde mit dem System als Gan-
zem. Sie kann sowohl elastisch als auch inelastisch sein. Inkoharente Steuung beruht auf
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der Wechselwirkung innerer Freiheitsgrade und beschreibt die Streuung der Sonde an
Einzelteilchen des Systems. Sie kann nur in Zusammenhang mit einem Energieiibertrag
stattfinden und ist damit immer inelastisch [56].

In Neutronen oder Photonenstreuexperimenten kann der dynamische Strukturfaktor, wie
in Abschnitt 1.5 erlautert, direkt gemessen werden. Der Zusammenhang zum doppelt
differentiellen Wirkungsquerschnitt ist durch den folgenden Ausdruck gegeben [61]:

1 d%0 k

— =a’=Sr(E :
Nqudw askaSF( 7q) (535>

Darin ist ), das Raumwinkelelement um den Wellenvektor q = ke — k, und | hke ),
| ika ) sind die Impulszusténde der Sonde nach und vor dem Streuprozess sowie a, die s-
Wellen-Streuldange. Der dynamische Strukturfaktor ist deshalb ein Ma#f fiir die Streuwahr-
scheinlichkeit neutraler Teilchen wie Neutronen und Photonen. Es sei betont, dass der im
Wirkungsquerschnitt auftretende Strukturfaktor der vollstandige Strukturfaktor ist, wéh-
rend im Folgenden nur derjenige Anteil, der kohdrente Streuung beschreibt, Betrachtung
findet. Der inkohérente Streuanteil kann jedoch vernachlassigt werden, weil aufgrund der
Vernachléassigung der magnetischen Dipol-Dipol Wechselwirkung keine Wechselwirkung
innerer Freiheitsgrade gegeben ist.

5.2.1 Dynamischer Strukturfaktor

Der dynamische Strukturfaktor ist definiert als:
1 i FEt +(4 —
S(q, E) == = / dter™ ( SNG(H)SNS (' = 0) ) (5.36)

Mit (A.20) und <Nq> = 0,,0Vq in homogenen Systemen, folgt fir £ # 0 und g # 0:

Vh G n(q, —F)
Sab) ==

(5.37)
Diese Gleichung zeigt, dass der dynamische Strukturfaktor im Unterschied zu den Spek-
tralfunktionen keine antisymmetrische Funktion ist. Mit (A.19) ldsst sich der dynamische
Strukturfaktor auch als Korrelationsfunktion schreiben:

1 N

S(a, B) = 5 (Nal§ ) (=E) (5.38)
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Abbildung 5.3: Energieabhéingiger dynamischer Strukturfaktor S* := % fiir Bosonen mit Spin 1
bei fester Magnetisierung M =0 (blau) und 22~ = 0,7 (rot) sowie fester Anregungswellen-
zahl ¢* = 0,4 bei Temperatur T* = 0.491(a), 0. 164(b), 0.114 (c), 0.104 (d), 0.055 (e), 0.011

(f).

Abb. 5.3 zeigt den dynamischen Strukturfaktor von neutralen Bosonen und Spinor-
Bosonen als Funktion der Sondenenergie bei verschiedenen Temperaturen und fester Wel-
lenzahl der Sonde. Die Ergebnisse reproduzieren im Spezialfall verschwindender Magne-
tisierung die entsprechenden Ergebnisse aus Ref. [62].

Im Kondensatanteil konnen entsprechend der Erlauterung in Abschnitt 4.2.4 allein Phono-
nen mit der Dispersion der Storung entstehen. Sobald Kondensation einsetzt, bilden sich
deshalb Delta-Peaks bei E = +&(q) aus. Bei tiefer Temperatur bildet auch der thermische
Beitrag einen Peak um E = +¢(q), weil die meisten Systematome in tiefen Energieniveaus
sind und die Dispersion der Sonde hochstens noch schwach zu manipulieren vermogen.
Das Hohenverhéltnis der thermischen Peaks ist durch den Faktor - —— gegeben Auf-
grund der einfachen Verkniipfung (5.37) zwischen dynamischem Strukturfaktor und Teil-
chendichtespektralfunktion ist klar, dass entsprechend der in Abschnitt 4.2.4 gefiihrten
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Diskussion im Bereich hoher Temperaturen quantitative Unterschiede im Streuvermogen
zwischen neutralen und Spinor-Bosonen, fir tiefe Temperaturen iiberhaupt keine und in
einem Temperaturbereich dazwischen qualitative Verdnderungen auftreten, deren Wur-
zeln in der Gleichgewichtsthermodynamik liegen. Der vorliegende Peak im Spinor-System
in Abb. 5.3b erklart sich somit wieder aus dem Anstieg der kritischen Temperatur mit
der Magnetisierung.

5.2.2 Statischer Strukturfaktor

In Experimenten ohne Energieauflosung, wenn nur der einfach differentielle Wirkungs-
querschnitt gemessen wird, interessiert die totale Absorptionswahrscheinlichkeit eines Im-
pulsquants Aq. Der statische Strukturfaktor trigt einer derartigen Situation Rechnung.
Der statische Strukturfaktor ist durch Integration des dynamischen Strukturfaktors iiber
alle Energien gegeben:

S(q) == ;_L / dES(E, q) (5.39)

Die folgenden Bilder zeigen den reduzierten statischen Strukturfaktor Si.(q) := =Sr(q)
idealer Quantengase bei verschiedenen Temperaturen und Spinfreiheitsgeraden, aufgetra-
gen iiber der reduzierten Wellenzahl q*.
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Abbildung 5.4: Reduzierter statischer Strukturfaktor S(¢*) als Funktion der Anregungswellen-
zahl ¢* fiir Spin 1-Bosonen. Magnetisierung und Temperatur wie in Abb. 5.3.

Abb. 5.4 zeigt den statischen Strukturfaktor von neutralen Bosonen und Spinor-Bosonen
als Funktion der Sondenenwellenzahl bei verschiedenen Temperaturen. Die Ergebnisse re-
produzieren im Spezialfall neutraler Bosonen erneut die in Ref. [62] dargelegten Resultate.

Der Anstieg des statischen Strukturfaktors idealer Bosonen in der klein g-Region ist
eine direkte Konsequenz der Symmetrie der Wellenfunktion. Er beruht auf der Tatsa-
che, dass sich fiir Boson die Wahrscheinlichkeit fiir einen bestimmten Quantenzustand
erhoht, sobald sich dort bereits ein anderes Boson befindet (vgl. Abschnitt 1.2). Unter-
halb der Kondensationstemperatur, befindet sich eine makroskopische Bosonenzahl im
selben Quantenzustand und S(q — 0) divergiert. Eine solche Divergenz der Absorptions-
wahrscheinlichkeit ist unphysikalisch und eine weitere Folge der Idealisierung. In realen
Systemen ist stets Energie in der Zweiteilchenwechselwirkung gespeichert, so dass immer
Absorption moglich ist.

Bei nicht zu tiefen Temperaturen konvergiert der statische Strukturfaktor S(q — oo) im
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Limes grofler Sondenimpulse gegen 1, und zwar desto langsamer je hoher die Tempera-
tur ist, weil dann keine Teilchen in vergleichbar hohen Impulszustdnden wie die Sonde
vorliegen und damit ihre statistische Wechselwirkung mit Systemteilchen irrelevant wird.
Fiir tiefe Temperaturen konvergiert der statische Strukturfaktor offensichtlich gegen einen
kleineren Wert. Warum? Dies liegt daran, dass das BEK seinen Ausdruck im Delta-Peak
findet und dariiber keinen Beitrag zum Strukturfaktor leistet.
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Kapitel 6

Fermionen

In einem System idealer Fermionen gibt es keine Bose-Einstein-Kondensation. Die Be-
trachtung solcher Systeme verdient trotzdem ein gewichtiges Interesse: Als Folge des seit
der experimentellen Erzeugung eines BEKes 1995 gestiegenen Interesses an Fallen- und
Kiihlungstechniken, stehen jetzt die erforderlichen Techniken zur Untersuchung der Quan-
tenphdnomenolgie in Systemen fermionischer Atome zu Verfiigung. Die Betrachtung von
idealen und Spinor-Systemen erscheint hier besonders natiirlich, sind doch einerseits die
schwachen interatomaren Wechselwirkungen in fermionischen Systemen, aufgrund der Ab-
wesenheit eines Kondensatpeaks mit hoher lokaler Dichte, viel geringer als fiir Bosonen.
Andererseits verhindert die Pauli-Repulsion die Kontaktwechselwirkung in spinpolarisier-
ten Systemen fast vollstindig und vereitelt damit die Moglichkeit zu evaporativer Kiih-
lung, so ja der statisitsche Ausgleich der Teilchenenergien tiber Stofle notwendige Vorraus-
setzung fir diese ist. Dies macht die Verwendung von Spinor-Fermionen (oder Gemischen
aus Bosonen und Fermionen) zur zwingenden Vorraussetzung der Erzeugung ultrakalter
Fermi-Systeme.

Eine makroskopische Besetzung der | ko) = | 0o )-Zustande ist hier nicht méglich und die
Konzentrationen Cog, sind im thermodynamischen Grenzfall mathematisch immer Null.
Die Gleichungen (3.25) und (3.29) bilden deshalb ein vollstandiges Gleichungssystem, aus
dem das chemische und das magnetochemische Potential sofort bestimmt werden kénnen.

Wie in Zusammenhang mit Bosonen diskutiert, rithren die qualitativen Unterschiede zwi-
schen der Dynamik von neutralen- und Spinor-Systemen von Unterschieden in der Gleich-
gewichtsthermodynamik her, weil sich am Ausdruck (2.43) bei vorliegendem Magnetfeld
nur die als Gewichtungsfaktoren auftretenden Verteilungsfunktionen verdandern. Dies gilt
natiirlich fiir Fermionen ebenso. Da jedoch keine Kondensation auftritt, liegt die Vermu-
tung nahe, die Unterschiede zwischen neutralen- und Spinor-Fermionen seien bei allen
Temperaturen nur quantitativ - auch wenn sie bei bei tiefen Temperaturen grofl werden
konnen, da das induzierte Magnetfeld anders als fiir Bosonen endlich bleibt und schliellich
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iiber die Teilchenenergien dominiert. Stattdessen, so wird gezeigt, entsteht fiir Fermionen
mit mindestens vier Spinfreiheitsgraden bei extrem niedrigen Temperaturen und hinrei-
chend hoher Magnetisierung eine Art Bandstruktur mit Liicken, was zum Besetzungsaus-
schluss der hoheren Zeeman Niveaus fiihrt.

Neben der formalen Invarianz von (2.43) gegeniiber der Existenz eines Magnetfeldes ist
jedoch eine ebensolche formale Invarianz dieser Gleichungen gegeniiber der Teilchensorte
zu bemerken. Dies bedeutet, dass auch in der Dynamik Unterschiede zwischen Bosonen
und Fermionen auf Veranderungen der Verteilungsfunktion zuriickzufithren sind. Allein
bei tiefer Temperatur ist der Summand 7 im Nenner der Verteilungsfunktion (2.36) grof3
gegen die Exponentialfunktion und die Unterschiede in der Dynamik werden erheblich
sein. Im Grenzfall hoher Temperatur 7" — oo konvergieren Bose-Einstein- und Fermi-
Dirac-Verteilung gegen die klassische Boltzmann-Statistik und damit nicht nur die ther-
modynmischen Eigenschaften im Gleichgewicht, sondern infolge der formalen Invarianz
der Korrelationsgroflen gegeniiber der Teilchensorte auch beliebig fernab desselben.

6.1 Thermodynamik

Die Berechnungen der Kapitel 3 und 4 konnten fiir Bosonen (n = 1), Fermionen (n =
—1) und Maxwell-Boltzmann-Teilchen (n = 0) einheitlich ausgefithrt werden. Es bleiben
deshalb nur die Ergebnisse zu diskutieren.

6.1.1 Chemisches und magnetochemisches Potential

IR

04

0.5
S04

08k

Abbildung 6.1: Temperaturabhingiges
chemisches (blau) und magnetochemi-
sches (rot) Potential fiir Spin i-Fermionen
bei fester Magnetisierung = 0.

M, max

IR

04 ——

S04

08k

Abbildung 6.2: Temperaturabhingiges
chemisches und magnetochemisches Po-
tential fiir Spin i-Fermionen bei fester
Magnetisierung Mo — 0.3.
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Abbildung 6.3: Temperaturabhingiges Abbildung 6.4: Temperaturabhingiges
chemisches (blau) und magnetochemi- chemisches und magnetochemisches Po-
sches (rot) Potential fiir Spin i-Fermionen tential fiir Spin 2-Fermionen bei fester
bei fester Magnetisierung Ml‘rfj - =07 Magnetisierung % =0.7.

Wie fiir Bosonen in der Gasphase steigt das magnetochemische Potential im Fermionen-
system fast linear mit der Temperatur an.

Die physikalische Ursache ist dieselbe, die dem Anstieg der kritischen Temperatur in einem
System aus Bosonen zugrunde liegt: Das innere Magnetfeld, welches durch eine verstarkte
Besetzung der durch den Zeeman-Effekt energetisch begiinstigten Spinzustinde entsteht,
fiihrt zu zuséatzlich energetischer Begiinstigung dieser Zusténde. Die Wechselwirkung mit
dem induzierten Feld entspricht einer effektiven Attraktion. Sie erhoht Besetzungswahr-
scheinlichkeit pro Besetzung eines Spinzustandes, analog wie es fiir Bosonen durch die
Bose-Einstein-Statistik fiir vollstdndige Quantenzustande gegeben ist.

Die Gleichung (D.8) zeigt, dass das Maxwell-Boltzmann-Gas bei allen Temperaturen
B(T) o« T erfillt. Dies zeigt, dass die Abweichungen bei tiefen Temperaturen alleini-
ge Konsequenz der Fermi-Dirac-Statistik ist.

Im Unterschied zum bosonischen Fall, wirkt in Fermionensystemen auch am Temperatur-
nullpunkt ein Magnetfeld. Dies fithrt wie sich zeigt zu starken quantitativen Unterschieden
in der Dynamik zwischen neutralen- und Spinor-Fermionen bei niedriger Temperatur, weil
dann der Zeeman-Term oo im Hamiltonoperator im Vergleich zu den samtlich unterhalb
der Fermi-Energie e = (T = 0) liegenden Einteilchenenergien ey, an Einfluss gewinnt.
Abb. 6.3 zeigt einen Fall stark polarisierter Spin %—Fermionen, in dem die Zeeman-Energie
+% bei T' = 0 den halben Wert der Fermi-Energie ;(7" = 0) hat. Sie ist deshalb in Folge
der durch das Paulische Ausschlussprinzip erzwungenen Besetzungsverteilung gleich der
mittleren Energie pro Teilchen.

Diese Betrachtungen zeigen, dass in einem System aus Spinor-Fermionen die Pauli-
Abstolung durch Wechselwirkung mit dem induzierten Magnetfeld teilweise kompensiert
wird: Fiir T" — 0 kommt der ¢ = F-Zustand in einem stark polarisierten Fermionensystem
nahe an die Schwelle zur BEK. Mithilfe von Feshbash-Resonanzen kann die Wechselwir-
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kung in Quantengasen manipuliert werden, so dass bereits BEKe in Fermionensystemen
erzeugt werden konnten. Die Kondensationstemperatur wird bei gleicher Wechselwirkung
in Folge der Néhe von chemischem und magnetochemischem Potential bei 7' = 0 in
Spinor-Fermionen deutlich hoher als in einem System neutraler Fermionen liegen.

6.1.2 Magnetische Suszeptibilitat

Fiir Fermionen gilt selbst bei beliebig tiefen Temperaturen C, = 0 Vo. Deshalb konnen die
Gleichungen (3.25) und (3.29) schon fiir beliebige kleine Temperaturen sinnvoll entwickelt
werden. Mit analogem Vorgehen wie fiir Bosonen folgt fiir Fermionen anstatt von (3.82)
die fiir alle Temperaturen giiltige Gleichung:

3Tk Ca(—e™7) o
F(F+1) ¢, (= cmir) —oll=0

a=a(T"=0)+

Das Curie-Verhalten gilt deshalb fiir Fermionen bei allen Temperaturen 7" in ebenso guter
Niherung wie fiir Bosonen bei 7" = T + T¢. Auch zeigt der Vergleich der Abb. 6.3 und
6.4, dass Fermionen bei gleicher Temperatur in besserer Naherung einem Curie-Verhalten
folgen.

6.1.3 Tieftemperaturgrenzfall

Die Diskussion in Abschnitt 6.1.1 legte nahe, dass die Wechselwirkung mit dem indu-
zierten Magnetfeld eine effektive Attraktion zwischen den Teilchen bewirkt. Dieser Effekt
ist besonders bei T' = 0 relevant. Es ist deshalb von Interesse, wie die Fermikugel von
Spinor-Fermionen bei T" = 0 zusammen schrumpft. Dabei zeigt sich, dass die Interpreta-
tion des chemischen Potentials bei T = 0 nur im Falle von Spin % Fermionen sinnvoll als
Fermi-Energie interpretiert werden kann. Fiir Fermionen mit hoherem Spin treten kriti-
sche Magnetisierungen auf, bei denen ein sukzessiver Besetzungsausschluss aller hoheren
Zeeman-Niveaus, bis auf die untersten beiden erfolgt. Dies kann als eine Art Bandstruktur,
mit durch Energieliicken getrennten Besetzungsbéndern verstanden werden. Dies fithrt zu
qualitativen Verdnderungen im chemischen Potential und im induzierten Magnetfeld und
ebenso im dynamischen Strukturfaktor, wie sich spater zeigt. Im Folgenden werden ana-
lytische Resultate fiir das chemische Potential und die magnetische Suszeptibilitdt bei
T = 0 abgeleitet.

Nach [63] gilt:

6 - ex)lwli;o {F(_zf:l); x>0 (62)

0 ; x<0
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Mit z := "]:;—a; gilt far plp_y + alp_yo > 0:

lim TVCV(_G‘;;Q;> _ (:U’lT:()+ g U)”hm {xycy<_ex)}

T—0 kB P00
_ (M|T=o+ O“T:oa)y ;ch—%lo F(%H)
kp whrgo v
g + a\Tzoa)V ~1
- 6.3
( ks T+ 1) (63)

Zusammen mit der Definition

crmr (2) (Y 6.

m

und den Abkiirzungen po = plp_q (M*) und o = a|p_, (M*) gehen (3.25) und (3.29)
bei T'=0 und M #< M@ in folgende Form iiber:

F
> (uo+ 0400)% =c (6.5)
o=—F+1
F 3
> olpo+ ago)z = M*c (6.6)
o=—F+1i

Darin bezeichnet ¢ den maximalen Wert von o, fir den p|,_ + a|q_o (—F + o) < 0 gilt.
Durch Einsetzen der Bedingungen p = (F'—i+1)a in (6.5) und (6.6) folgen die kritischen
Magnetisierungen

o _ Horth
My’ = (—n) - F (67)
2F—i+1

durch die mit MY < M < M©® der Wert von i bei gegebener Magnetisierung festgelegt
ist.

Es gilt M®?F) = F = M,,.«. Folglich wird Verdnderung der Magnetisierung von 0 bis 1 bei

T = 0 die Besetzung aller Spinzustédnde, aufler den letzen beiden sukzessive unterdriickt.
Fiir Spin %—Atome gilt deshalb bei allen Magnetisierungen ¢ = 0. Dieser Fall wird zuerst

untersucht: Im Spezialfall M* = 0 — a = 0 ist die zweite Gleichung trivial erfillt und die
erste Gleichung liefert mit F<g> = % den bekannten Ausdruck fiir die Fermi-Energie:

. B2/ 6mn \3
cpi=er(MT=0) = 2m<2F+1> (6.8)
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Speziell  fir  ein  Spin-3-Atomgas  (z.B.  *TAg)  ohne  Zwei-  und

(Mehr)teilchenwechselwirkungen vereinfachen sich (6.5) und (6.6) zu:

Qo 3 Qo 3
(MO‘F?D)Q +(M0—30)2 =c (6.9)
Q o *
(1o +5)7 = (o — ) = 2M"c (6.10)
Diese Gleichungen kénnen analytisch gelost werden:
E(I]: 2 2
ep =L {(1 +oME 4 (1 - 2M*)s} (6.11)
a=cY [(1+2M*)§ — (1 —2M*)§} (6.12)

Im Folgenden werden die Ergebnisse allein fiir Spin—%—Atomgase diskutiert. In Kapitel
7, wird wird der besonders interessante Fall fermionischer Atomgase mit mehr als zwei
Spinfreiheitsgraden kurz diskutiert.
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Abbildung 6.5: Fermi-Energie idealer
Spin %—Fermionen als Funktion der Ma-
gnetisierung M*. M* = 0 entspricht einem
vollstandig polarisierten System.

Abbildung 6.6: Innere magnetische Suszeptibi-
litét: Reduziertes Magnetfeld a/e%. als Funktion

der reduzierten Magnetisierung M* = —
nUBIF

Abb. 6.5 zeigt, dass sich die Fermi-Energie schwach polarisierter Spin % Atomgase nur
wenig mit der Magnetisierung verandert. Dies zeigt, dass die iibliche Voraussetzung einer
vom Magnetfeld unabhéngigen Fermi-Energie eine gute Naherung darstellt. Im Bereich
stark polarisierter Fermionen (d.h. fiir starke Magnetfelder) gilt dies jedoch nicht mehr.
Im vollstandig polarisierten, nichtwechselwirkenden Elektronengas, betréigt sie nur genau
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80% der normalen Fermi-Energie spinentarteter Fermionen. Dies zeigt, dass die Fermiku-
gel in Folge der Wechselwirkung mit dem induzierten Magnetfeld schrumpft, und bestétigt
damit die Erwartung, dass die Wechselwirkung mit dem induzierten Magnetfeld eine ef-
fektive Attraktion bewirkt.

Abb. 6.6 zeigt, dass die innere magnetische Suszeptibilitat idealer Fermionen bei T' = 0
fast konstant ist. Erst das fast vollstandig polarisierte System zeigt einen leichten Satti-
gungseffekt.

6.2 Spektralfunktionen

6.2.1 Dichte- und Strom-Spektralfunktionen

2 2
1.5 (a) 1.5 (¢)
1 1
0.5 0.5
/\ E:k E>X<
0 02 04 06 08 0 02 04 06 08
GNN GNN
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L5 (b) 1.5 (d)
1
0.5
E* E*
0 02 04 06 038 0 02 04 06 038

Abbildung 6.7: Energieabhiingige Teilchenzahl—Spektralfunktion Gn+ = %G’[’V N+ fiir Spin-
3-Fermionen bei fester Magnetisierung M = 0 (blau) und L& = 0,7 (rot) sowie fester
Anregungbwellenzahl g =0,4: Temperatur T* =0. 491(a), 0.114(b), 0.055(c), 0.017 (d).

Die Abb. 6.7 und 6.8 zeigen die exakte Teilchenzahl-Spektralfunktion und den transversa-
len Anteil der Teilchenstrom-Spektralfunktion homogener neutraler und Spinor-Fermionen
in Abhangigkeit der Anregungsenergie £* bei festem Anregunsimpuls und verschiedenen
Temperaturen.
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Abbildung 6.8: Energieabhangige Transversale Teilchenstrom-Teilchenstrom-Spektralfunktion
G = 2@k, fiir Spin 1-Bosonen. Parameter wie in (6.7).

Der Unterschied zwischen neutralen und Spinor Fermionen ist gering, nimmt jedoch hin
zu tiefen Temperaturen zu, weil dann, gemafl der in Abschnitt 6.1.1 ausgesprochenen
Erwartung, die Zeeman-Energie Dominanz gegeniiber der thermischen Energie gewinnt.
Im Unterschied zu Bosonen, wo die erhohte Kondensationstemperatur einer effektiven
Verschiebung des Spinor-Systems hin zu tieferen Temperaturen entspricht, liegt bei Fer-
mionen der Fall umgekehrt. Im transversalen Anregungsimpulsspektrum (Abb. 6.8)ist fiir
Spinor-Fermionen eine geringe ,, Aufweichung® zu erkennen, was einer Verschiebung hin zu
hoheren Temperaturen entspricht. Dies liegt darin begriindet, dass der Zeeman-Term die
Entartung der Zustiande authebt und deshalb Energie in einem breiteren Frequenzbereich
absorbiert werden kann. Da Fermionen kein Kondensat bilden, verschwindet das trans-
versale Teilchenstromspektrum anders als fiir Bosonen bei tiefen Temperaturen nicht.
Interessant ist, dass die Flache unter den Graphen fiir Spinor-Fermionen grofler ist als
fiir neutrale Fermionen und damit die Gesamtabsorptionswahrscheinlichkeit fiir Transver-
salimpulsquanten zunimmt. Fiir hohe Temperaturen konvergieren sowohl Fermi-Dirac-,
als auch die Bose-Einstein-Verteilungsfunktion gegen die klassische Maxwell-Boltzmann-
Verteilungsfunktion. Wegen der formalen Invarianz der Spektralfunktion gegeniiber der
Existenz eines Magnetfeldes konvergieren damit auch diese gegen das klassische Resultat.
In der Folge weisen Fermionen im Grenzfall hoher Temperatur, unabhéangig von der Ma-
gnetisierung, dasselbe Absorptionsverméogen fir Dichteanregungen wie Bosonen auf (die
Argumentation gilt natiirlich fiir Teilchenstromanregungen analog).
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6.2.2 Tieftemperaturgrenzfall

Anders als fir Bosonen ist der 7' = 0-Grenzfall fiir Fermionen nicht sofort aus (4.26)

ersichtlich. Andererseits ist die T = 0-Teilchendichte-Spektralfunktion fiir M* = 0 ein

bekanntes Ergebnis [58, 56]. Es wird deshalb im Folgenden der nichttriviale 7" — 0 Grenz-

tibergang zur Kontrolle der bisherigen Ergebnisse ausgefithrt. Mit Hilfe von (3.25) (sowie

F

> Co, = 0 und n = —1 fiir Fermionen) kann (4.26) mit M* =0 - a=0fir T =0
F

o=—

wie folgt geschrieben werden:

—(2F + 1)m2kp
2, /7T€q(271'h2)%

B _(E_Eq)2 B _(E+5q)2
lim T[Cl( — ekBT ¢ 45quT> _ Cl( — ekBT @ 4eqkpT )} (6.13)

T—0

,]<I7N+ ((17 E) =

X

Mit (E.23) kann der Grenzwert umgeschrieben werden in:

(Eteq)?
1_ 1 (1+ek§T e_ 4€quT )
11m I(n

2
T—0 o (E—cq)
- 141eFBT ¢ TeqhpT 6.14
lim & (6.14)
T—0T

Offensichtlich divergieren Zahler und Nenner bestimmt, so dass der Satz von 1'Hospital
anwendbar ist. Nach Differentiation von Zahler und Nenner nach der Temperatur lautet
der Grenzwert:

w _(E+5q>2) —(E+eq)? ( I _<E*Eq>2) —(E—eq)?

8(kBT TkpTeq e 4(k ng) 9 EpT  dkpTeq i 4<k ng)

I 57 ek*BT ¢ 4kpTeq 57 ekBT @ 4kpTeq

7 _ L p —(Ereg)? _ 1 p —(E—cq)? (6.15)
T2 1 4 e*BT ¢ 4kpTeq T2 1 4 e*BT ¢ 4kpTeq

Damit die Teilchenzahlidentitét (3.25) erfiillbar ist, muss u(T") = p(T = 0)+O(T?) gelten.
w(T)

Im Grenzfall T = 0 ist deshalb von —&= nur der Term —;]:;7;:20) relevant. Damit lautet
(6.15):

E—¢) wT=0 1
C e)” )>hm 1
i 4]{7ng kg T*Oe*@%euBTqaq +1
[ (BE+e)? u(T=0 1
+ (( e u )>1m1 R (6.16)
| 4kng kB Tﬂoe_ks%Te 4k37?sq +1

(E+eq)
4k

Jetzt kann der Grenzwert leicht ausgefiihrt werden: Fiir & (::0) > BEQQ ergibt der Grenz-

wert in beiden Féllen 1 und (6.16) reduziert sich zu —%. Fir (i;:gf <k (szo) < (f,;: 532
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verschwindet der zweite Grenzwert, wahrend der Erste 1 ergibt, so dass (Z;;g)Q — & (ijjo)
q
(B—eq)?

verbleibt. Fir pu < Thpey verschwinden schliellich beide Grenzwerte. Riickeinsetzen die-
ser Grenzwerte in (6.13) ergibt mit er := pu(7" = 0) das bekannte Ergebnis [56] fir 7" = 0:

eF +)mi |7 , Fslea—2/aer]
3@7N+(q, ) = v — (27?712)% EF — % | €q — 2\/EEF I<E< €q+ 2,/E€F
Vo 0 E>¢e,+2,/ccEr

(6.17)

Ausgehend von (4.26) kann dieses bekannte Ergebnis mithilfe von (6.2) und (3.25) leicht
auf Spinor-Fermionen erweitert werden. Dann gilt:

3 F 2 2
m?2 FE + ¢ E+e
2 /T2, (2mh2)2 |, 2T deq deq
F E — 2 B — 2
- > @(/L—iroza—(%))(u—l—aa—(g(‘)) (6.18
o=—F+i 4deq deq
F F
Darin konnte gleich 3> durch >  ersetzt werden, weil die entsprechenden Terme
o=—F o=—F+1

fir u + aoc > 0 bei allen Energien wegfallen. Die Teilchendichte-Spektralfunktionen
(und damit auch der Strukturfaktor) von Spinor-Fermionen, weist also bei 7' = 0 eine

im Vergleich zu spinpolarisierten Fermionen vielfach kompliziertere Struktur auf. Hinzu
kommt der fiir Fermionen mit F' > % gegebene sukzessive Ausschluss der héheren

Zeeman-Zusténde, der sowohl in der Spektralfunktion selbst, als auch in den enthaltenen
thermodynamischen Groflen qualitative Veranderungen bewirkt.
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Kapitel 7

Inhomogene Systeme

Bisher wurden freie, ideale Spinor-Quantengase hinsichtlich ihrer statischen und dynami-
schen Eigenschaften untersucht. Dabei konnten die wesentlichen Charakteristika solcher
Systeme eingesehen werden. Da (Spinor-)BEKe aus verdiinnten Quantengasen allein im
lokalen Minimum eines (elektrischen) Feldes erzeugt werden kénnen, wird untersucht, wel-
che Modifikationen die bisherigen Resultate durch eine solche Falle erfahren. Als lokales
Minimum kann das Potential aufgrund der iiblicherweise sehr geringen Ausdehnung der
Systeme in exzellenter Naherung durch ein dreidimensionales harmonisches Oszillatorpo-
tential beschrieben werden [2, 64]:

m3
U(x) = 5 > “wia? (7.1)
i=1

Darin ist w; die Kreisfrequenz der Falle in x;-Richtung.

7.1 Statische Eigenschaften

Die folgenden Betrachtungen erfolgen im Rahmen einer semiklassischen Néherung. Die
Vorstellung ist dabei, das System in Zellen unterteilt zu denken, die einerseits so klein sind,
dass fur sie iiberall das Fallenpotential U(x) ihrer Schwerpunktkoordinate x angenommen
werden kann, andererseits aber hinreichend grof3 sind, um sie in einem thermodynamischen
Sinne als makroskopisch begreifen zu konnen?.

IDiese Annahmen haben ein vertrautes Analogon, welches in der klassischen Hydrodynamik durch das
Flissigkeitsteilchen gegeben ist. Jenes wird dort ebenfalls makroskopisch im thermodynamischen Sinne
und gleichzeitig als Massenpunkt im mechanischen Sinne behandelt.

110



7.1. STATISCHE EIGENSCHAFTEN

Am Beispiel von ¥ Rb Atomen bei einer typischen Temperatur von T' = 1K im Zentrum
einer isotropen Falle der typischen Frequenz w = 27 - 100Hz zeigt sich, dass die durch
das Fallenpotential bewirkte Veranderung der potentiellen Energie entlang einer thermi-
schen De Broglie-Wellenlange aufgrund der iiblichen Flachheit der Fallen gegentiber der
mittleren Energie pro Teilchen vernachléassigbar ist:

AE
A 0.2um — ABy = Uz =\) = Uz =0) ~ 1.1-1073] = Tpt ~6-107° (7.2)

Jede dieser lokal homogenen und isotropen Zellen wird dann durch einen semiklassischen
Hamiltonoperator

A f)2
H=2——p+U(x) (7.3)

beschrieben, der sowohl vom Teilchenort als auch von der Schwerpunktskoordinate der
mechanisch infinitesimalen Zelle abhingt.?

7.1.1 Identitaten fiir Teilchenzahl und Magnetisierung

Um das Phasendiagramm, die Kondensatdichten und schliefflich das chemische und ma-
gnetochemische Potential berechnen zu kénnen, ist wieder ein Gleichungssystem aus 2F'+3
Gleichungen aufzustellen. Dies erfolgt in Analogie zum Vorgehen in Kapitel 3.

Zuerst wird untersucht, wie die Identitaten fur Teilchenzahl (3.25) und Magnetisierung
(3.29) fiir ideale inhomogenen Systeme im Fallenpotential (7.1) lauten.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich ein Teilchen am Ort x befindet und zudem im
| ko) ist, ist bei Vernachlassigung der Orts-Impuls-Unschérfe durch die quasiklassische
Bose/Fermi-Verteilung gegeben. Betrachte hierzu:

-2 . A 22
hoso(x) = (ko | 2= —pl = B R 4 Ulx) [ko) = 5 —p—ao + U(x)
X eke — 1+ U(x) (7.4)
Darin ist ey, = 7’22 T’ff + Ey — ao die Einteilchendispersionsrelation und Ey = %h(wl + wy +

w3) =: %hw die Grundzustandsenergie eines Teilchens im dreidimensionalen harmonischen
Oszillatorpotential. Bei einer typischen mittleren Ausdehnung der Falle von 10um, einer

2Physikalisch bedeutet die semiklassische Niherung also die Vernachlissigung der Orts-Impuls-
Unschérfe, was mit [£,p] = ih dem klassischen Limes i — 0 entspricht. Eine rein klassische Néhe-
rung wire aber sicher nicht sinnvoll, weil der Unterschied von Bose-Einstein-Statistik zur klassischen
Boltzmann-Statistik bei tiefen Temperaturen wesentlich ist, so dass der Limes erst nach Ansetzen der
Bose-Einstein-Statistik durchzufithren ist.
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Fallenfrequenz von w; = 27 - 100Hz und einer Arbeitstemperatur von 7" = 1uK ist die
Grundzustandsenergie Ey, um mehr als zwei GroBenordnungen kleiner als die mittlere
kinetische Energie eines einzelnen Teilchens, so dass ihre kiinstliche Addition in einem
Vielteilchensystem géanzlich unproblematisch ist®. Mit (7.4) und (2.36) lautet die qua-
siklassische Verteilungsfunktion:

1
exp [ﬁ(ekg = *szz% )} -n

Mo (X) 2 (7.5)

Es sei ausdriicklich betont, dass das Fallenpotential nicht Fourier-transformiert werden
kann, da es die Schwerpunkte der Subsysteme am Ort x betrifft. Die Teilchenzahlidentitét
lautet:

N = Z / &z / &k e (X) (7.6)

o=—F
Darin wurde, anstatt wie im homogenen Fall, glelch iiber die moglichen Impulse integriert,
weil die Impulszustande im Grenzfall A — 0 natiirlich kontinuierlich liegen.

Mit Cy,(x) := "“"(x) gilt:

1= Z/dngg + Z/d?’ /

d*k

5 Cho (7.7)

Nach Ausfithren des k-Integrals wie in Abschnitt 3.2.1, folgt mit den Abkiirzungen
N, (%) = Agexp| — B(Eo + 3 w?a?)| und X, = A\, (x = 0):

Cleor = NAg / d*eC (N (x) ) (7.8)

Es ist zweckméaBig zuerst auf die Bestimmung der Gesamtkondensatdichte Co, :=
[ d®2Cp,(x) hinzuarbeiten. Spiter kann aus dieser, Dank Kenntnis der Grundzustanswel-
lenfunktion im harmonischen Potential, die lokale BEK-Dichte Cp,(x) ermittelt werden.

F 1 F . .
1-— U:Z_:FOOU - M“J;F/d ZEC% (n)\U(X)) (7.9)

Das enthaltene Integral kann durch Vertauschen von Integral und Summe nach Verwen-
dung von (E.21) mithilfe von (E.27) leicht gelést werden:

I B (pu+aoc—Ep) m, %
[ @y (i (x)) = Z"e /dxz gl —( 2”) G(nN,)  (7.10)

=1 Bmw?

3In einer quantenmechanischen Rechnung trite die Grundzustandsenergie natiirlich automatisch auf,
was nochmals reflektiert, dass die semiklassische Betrachtung nur fiir hinreichend flache Fallen eine gute
Naherung sein kann.
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_ 1
Hierbei wurde das geometrische Mittel der Fallenfrequenzen w? = (w%w%w%) ® eingefiihrt.

Damit lautet die Teilchenzahlidentitat

ul 1

1= 2 G =N (ﬁmw2> Z G(n) (7.11)

o=—F o=—F

und kann nach Verwendung von (3.24) in folgender Form geschrieben werden:

1 /k3T? ,
- ;FC’O(, - (h2 2) Z gg(m ) (7.12)
Ganz analog kann die Identitat der Magnetisierung
i d3k
M* = /d xg;F/Wanka(X) (7.13)
in folgenden Ausdruck umgeschrieben werden:
i F 1 k2 T2 % F
R N(hg 2) _ZFagg(nA;) (7.14)

7.1.2 Gross-Pitaevskii-Gleichungen

Die Gross Pitaevskii-Gleichungen sind durch (B.50) gegeben und lauten

(EO — - aa)ngg =0 (7.15)

Durch diese Gleichungen ist zusammen mit (7.11) und (7.14) das gesuchte voll-
standige Gleichungssystem fiir ideale, magnetisierte Bose-Gase in einer harmonischen
Falle gegeben. Wie fiir den homogenen Fall ist es zweckméBig, zuerst Losungen der
Gross-Pitaevskii-Gleichungen zu ermitteln, um sie anschlieBend in (7.12) und (7.14)
einzusetzen.

Nach Transformation y' := u— Ejy sind die Gross-Pitaevskii-Gleichungen formal dquivalent
u (3.30). Die Losungen sind also dieselben wie in (3.2.2), wobei iiberall p durch p’ zu
ersetzen ist. Sie lauten:
Gasphase:
Co-p=..=Cop_1=Cor=0 (7.16)
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ferromagnetische Phase:

Co_r =...=Cop_g = Cop_1 = 0; p=FEy—al (7'17)

antiferromagnetische Phase:
a=0; p=E (7.18)

7.1.3 Kritische Temperatur

Es liegt jetzt ebenso wie in Abschnitt 3.3 ein teilweise gelostes, vollstandiges System aus
2F + 3 Gleichungen vor. Aus diesem koénnen die interessierenden Systemgrofien genau wie
dort bestimmt werden. Am kritischen Punkt zwischen Gasphase und ferromagnetischer
Phase gelten sowohl (7.16) als auch (7.17). Einsetzen dieser Gleichungen in (7.12) und
(7.14) ergibt folgende Bestimmungsgleichungen fiir T

1 k% % F 0(0—1;) Pe3
wlia) Z o) - =
w o=—F
1/ kN & alo=r) 3
N(mz) 2 oG (e e ) = Te M (7.20)
w o=—F

Ebenso gelten am kritischen Punkt zwischen ferromagnetischer und antiferromagnetischer
Phase die Gleichungen (7.17) und (7.18). Durch Einsetzen derselben reduziert sich (7.14)
wie im homogenen Fall zu Cor = MT* Damit ergibt (7.12) folgende Bestimmungsglei-
chungen fiir T4:

Th =

kg C(3)(2F +1) '
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1.5

Gasphase
ferromagnetische Phase

0.5 . .
antiferromagnetische Phase

: : : M/ Moy
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 max

Abbildung 7.1: Phasendiagramm von Spinor-Bosonen in einer harmonischen Falle: Reduzierte
kritische Temperatur als Funktion der relativen Magnetisierung. Die oberen Linien markieren
den Ubergang zur ferromagnetischen Phase, fiir Bosonen mit Spin 1 (griin), Spin 2 (blau) und
Spin 3 (rot). Die untere Linie zeigt den spinunabhingigen Ubergang zur antiferromagnetischen
Phase (die Kurven liegen tibereinander). Die gebrochenen Linien zeigen die kritischen Tempera-
turen des Ubergangs zur ferromagnetischen Phase in linearer Ordnung in der Magnetisierung.

/7

2

15 Gasphase

ferromagnetische Phase

0s . . ’
antiferromagnetische Phase

0.2 0.4 0.6 038 1o M/Mmax

Abbildung 7.2: Vergleich des Phasendiagramms von homogenen Spin-1-Bosonen (gebrochene
Kurven) und Spin-1-Bosonen in einer harmonischen Falle. Die obere Linie kennzeichnet jeweils
den Ubergang zur ferromagnetischen Phase und die untere Linie den Ubergang zur antiferro-
magnetischen Phase. Die Punkte zeigen die fiir 22Na in [47] mithilfe einer Hartree-Fock-Popov-
Naherung berechneten Ergebnisse (Die dortige Referenztemperatur ist To = (2F + 1)%T 2).

Diskussion des Phasendiagramms

Abb. 7.1 zeigt das Phasendiagramm idealer Spinor-Bosonen in einem (dreidimensionalen,
anisotropen) harmonischen Fallenpotential. Dabei ist die kritische Temperatur als Funk-
tion der Magnetisierung aufgetragen. Abb. 7.2 zeigt, speziell fiir Spin 1-Bosonen, den
Vergleich zum homogenen System. Der Fall F' = 1 reproduziert das in den Ref. [47, 49|
begriindete Phasendiagramm.
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Beim Ubergang zum neutralen System gehen mit M* — 0 und o — 0, wie im homogenen
Fall, die beiden kritischen Temperaturen ineinander tiber. Es gibt dann wieder nur einen
Phaseniibergang bei

TR = (7.22)

1
Vh2w? N ’
kp C(3)(2F +1)
Wie im homogenen Fall steigt die Kondensationstemperatur des ¢ = F-Zustandes fiir
kleine Magnetisierungen linear mit derselben an. Die Kondensationstemperatur ist dabei
hoher und die Abhéngigkeit von der Magnetisierung schwéicher als dort. Die Entwicklung
von (7.19) und (7.20) bis zur niedrigsten nicht-trivialen Ordnung in « erfordert einer
anderen Robinson-Formel [63], da (3.49) nur fir v ¢ N gilt:

¢(e%) = (in_i)' [H,,,l - ln(—x)} + i C(Vn_'n)x” veN;, z<0 (7.23)
: n=0 ;n#r—1 :

Darin bezeichnet H,, = Z% die n-te harmonische Zahl.
i=1

Daraus folgt

alo=F) alo —
Gse 278 ) = ¢(3) +¢(2) (S{BT;» +0 (a?) (7.24)

und nach Einsetzen in (7.19) und (7.20) fur kleine Werte a:

[(2F +1)¢(3) + <<2>1<;Tg _Zp(o — F)|eTE ~ 1 (7.25)
[1\; _Z;FU(U — F)|eTE ~ 4(2)]{;}5:01 (7.26)

Auflésen der zweiten Gleichung nach ¢ (Q)ﬁch, Einsetzen in die erste Gleichung liefert
C

mit
F
EF<U - F) -3
— = (7.27)
iU@—F) F+1
o=—F
und (7.22):
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*

F+1

)+0(a?) +0(M*?)  (7.28)

TF: % 3+O(a2>:T0(1+
¢ (2F + 1)cC(3) ¢

Dies zeigt, dass die lineare Steigung wegen M* € [0, F| durch FLH gegeben ist. Der
Vergleich mit (3.52) reflektiert in analytischer Form, dass die Abhéngigkeit von der Ma-
gnetisierung schwécher als im homogenen System ist. Die relative Abhéngigkeit der kri-
tischen Temperatur von der Magnetisierung reduziert sich im linearen Bereich fiir Spin
F =1,2,3 auf 44%, 38%, 36% und konvergiert fiir F' — oo gegen genau 30%, was zeigt,
dass das Phasendiagramm homogener Spinor-Bosonen starker vom Teilchenspin abhangig
ist. Ein Vergleich der Absolutwerte der kritischen Temperatur ist dagegen nicht sinnvoll,
da einerseits die Fallenfrequenz im homogenenen Fall nicht gegeben ist und andererseits
die Teilchendichte im inhomogenen Fall keine globale Grofe ist.

Fiir die Kondensationstemperatur der o # F-Zustande ergab sich das analytische Resultat
(7.21). Die relative Abhingigkeit der zweiten kritischen Temperatur T4 von der Magneti-

1 2
sierung ist durch eine (1 — M7> ’_Funktion gegeben, statt durch eine (1 — M7) *_Funktion

und deshalb fiir nicht zu stark polarisierte Systeme (- < I) ebenfalls schwécher als im
homogenen Fall.

Das Fallenpotential riickt also die beiden kritischen Temperaturen nicht zu stark pola-
risierter Spinor-Bosonen naher an die kritische Temperatur spinentarteter, homogener
Bosonen. Dies hat folgende Ursache: Zum Energiespektrum ey, (x) = ex — aF + U(x)
tragen Zeeman-Term und Fallenpotential mit unterschiedlichen Vorzeichen bei. Die Ver-
teilungsfunktion des o = F-Zustands liegt deshalb mit Falle ndher an der des neutralen
Systems als die des homogenen Systems.

Der Vergleich mit dem wechselwirkenden Fall fir Bosonen mit Spin 1 in 7.2 zeigt, dass
sich fiir die obere kritische Temperatur nur geringe Korrekturen aufgrund von Wech-
selwirkungen ergeben. Die Ubergangstemperatur zur antiferromagnetischen Phase wird
dagegen vom idealen System nur noch qualitativ richtig beschrieben. Dies entspricht der
physikalischen Erwartung, dass, bevor Kondensation eintritt, die schwachen interatoma-
ren Wechselwirkungen einen sehr geringen Einfluss haben, sobald jedoch ein Kondensat
vorliegt, die Dichte im Kondensatpeak stark ansteigt und Wechselwirkungen wesentlich
werden.

7.1.4 Kondensatdichte

Auch die Berechnung der globalen Kondensatdichten erfolgt in Analogie zu Abschnitt
3.3.2. Einsetzen von (7.17) in (7.12) und (7.14) ergibt die Kondensatdichte in der
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ferromagnetischen Phase. Auch hier gilt wegen T > T4 Cj = 0:

1 < ]{% )3 EF: a(o—F) 3
~ o= Gsle T ) = (1 = Cop)T (7.29)
N\r?) =, ( )
1 ( k2, )3 i a(o—F) i
— Z O'C3 e kBT = (M* - FCOF)T (730)
N\n2?) =, ( )

Ebenso ergibt Einsetzen von (7.17) in (7.11) und (7.14) die Kondensatdichte in
der antiferromagnetischen Phase:

-2 1 k3TN

Co=op +F1 B N(h‘iﬁ) <3 (7.31)
14+2M* 1 (k3T 2

Cor = 5F 7 _N(h%?) <3 (7.32)

Die thermische Besetzung in Gasphase, ferromagnetischer und antiferromagnetischer
Phase folgt aus (7.12) und (7.14) und (7.16)—(7.18):

k2T2 % ptaoc—Eg
Co = 3(mz) 6(r™5)
1 /k2T2\ 3 a(o—F)
Co = yla) o)
1 /k3T2\ 3
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Abbildung 7.3: Kondensatdichte pro
Spinzustand als Funktion der Temperatur,
fiir Bosonen in einem harmonischen Po-
tential mit Spin 1, (griin) Spin 2 (blau)
und Spin 3 (rot) bei verschwindender Ma-
gnetisierung ﬁ = 0. Die gebrochene Li-
nie kennzeichnet den Phaseniibergang zur
BEK-Phase. Die |k = 00 )-Zustédnde sind

entartet und identisch besetzt.
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Abbildung 7.5: Kondensatdichte als
Funktion der Temperatur, fiir Bosonen in
einem harmonischen Potential mit Spin 1
(griin), Spin 2 (blau) und Spin 3 (rot)
bei fester Magnetisierung %ax = 0.3. Die
obere Kurve zeigt jeweils die Besetzung
des |ko) = |00 = F')-Zustands, die un-
tere Kurve jeweils die identische Beset-
zung aller | 0o # F')-Zustdnde. Gebroche-
ne Linien markieren die Phaseniibergéin-
ge zur ferromagnetischen Phase (75*) und
zur antiferromagnetischen Phase (TA*).
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Abbildung 7.4: Temperaturabhingige
thermische Besetzung fiir Spin 1-Bosonen
in einem harmonischen Potential bei ver-
schwindender Magnetisierung M],\;/‘Iax = 0.
Die gebrochene Linie kennzeichnet den
Phasentibergang zur BEK-Phase. Die Zu-
stande 0 = 1,2,3 sind spinentartet und

identisch besetzt.
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Abbildung 7.6: Temperaturabhéngige
thermische Besetzung der Zeeman-
Niveaus fiir Bosonen in einem harmo-
nischen Potential mit Spin 1 bei fester
Magnetisierung Mi\fax = 0.3. Die obere
Kurve zeigt die Gesamtbesetzung der
|k # 0,1)-Zustiande, die mittlere die der
|k # 0,0)-Zusténde und die untere die
der |k # 0,—1)-Zustéande. Gebrochene
Linien markieren die Phaseniibergéinge
zur ferromagnetischen Phase (T5*) und

zur antiferromagnetischen Phase (T4™).
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Abbildung 7.7: Wie Abbildung 7.5, bei Abbildung 7.8: Wie Abbildung 7.6, bei
M M _
T =0.7. T =07

Diskussion der Kondensatdichte

Die Abbildungen zeigen die Kondensatbesetzung und die thermische Besetzung der
Zeeman-Zusténde durch ideale Spinor-Bosonen in einem harmonischen Fallenpotential als
Funktion der Temperatur. Fiir F' = 1 reproduzieren diese Ergebnisse die entsprechenden
Resultate aus [49].

Offensichtlich steigt die Kondensatdichte schneller an als im freien System. Fiir verschwin-
dende Magnetisierung, wenn es nur einen Phaseniibergang gibt, kondensieren alle Spin-
zustande simultan. Einsetzen von (7.22) in (7.32) zeigt, dass der Temperaturverlauf jedes
Spinzustandes durch den folgenden bekannten Ausdruck gegeben ist:

1 T\3
= 1— (=
Coo 2F+1{ <T8>

Ebenso zeigt das Einsetzen von (7.21) in (7.33), dass der Temperaturverlauf der thermi-
3

(7.34)

schen Besetzung in den bekannten ﬁ (TTg> -Ausdruck iibergeht.

In der antiferromagnetischen Phase, in der der Kondensatanteil die gesamte Magnetisie-
rung tréigt, zeigt die Kondensatdichte (7.32) aller Spinzusténde dasselbe Temperaturver-
halten. Die konstanten Verschiebungsterme sind dabei durch dieselben, in der Magneti-
sierung linearen Ausdriicke wie im homogenen Fall gegeben. Oberhalb von T2, in der fer-
romagnetischen Phase, kondensiert nur der ¢ = F-Zustand. Aus denselben Griinden wie
den in Abschnitt 3.3.1 ausgefiihrten, kondensiert er dort schneller als in der antiferroma-
gnetischen Phase. Der Knick in den Abbildungen reprisentiert die qualitative Anderung
der Kondensationsgeschwindigkeit. In der antiferromagnetischen Phase nimmt die Kon-
densatdichte mit der dritten Potenz der thermischen Energie ab. In der ferromagnetischen
Phase ist die Temperaturabhangigkeit noch starker. Sie wird durch die temperaturabhan-
gige Exponentialfunktion im Argument des Polylogarithmus unterstiitzt.
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7.1.5 Chemisches und magnetochemisches Potential

4 Tc

0.5 :l.U 1.5 2 2.5

Abbildung 7.9: Temperaturabhingiges
chemisches (blau) und magnetochemi-
sches (rot) Potential fiir Spin 1-Bosonen in
einem harmonischen Potential, bei fester
Magnetisierung ﬁ = 0. Die gebrochene
Linie kennzeichnet den Phaseniibergang.

05

Abbildung 7.10: Temperaturabhéingiges
chemisches und magnetochemisches Po-
tential fiir Spin 1-Bosonen in einem har-
monischen Potential, bei fester Magneti-
sierung M]I\fax = 0.3. Gebrochene Linien
markieren die Phaseniibergénge zur ferro-
magnetischen Phase (T) und zur antifer-
romagnetischen Phase (T2).

Abbildung 7.11: Wie Abbildung 7.10 bei 24— = 0.7.

Mmdx

Diskussion des magnetochemischen Potentials

Es ist deutlich ersichtlich, dass das Gesamtmagnetfeld in der ferromagnetischen Phase
schneller mit der Temperatur abféllt als in der Gasphase. Dies hat seine Ursache wieder
darin, dass die Magnetisierung kondensiert und der Gasanteil (der allein das messbare

Magnetfeld bewirkt) hierdurch entpolarisiert.
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Der Ubergang ist schirfer als im homogenen Fall. Dies beruht auf dem schnelleren Anstieg

3
der Kondensatdichte geméfi 1— (T) , anstatt wie 1— * im homogenen Fall. Dadurch

T
e e
nimmt die Anzahl der magnetischen Momente im Gasanteil schneller ab.

Die lineare innere magnetische Suszeptibilitat folgt mithilfe von (7.23) analog zu Abschnitt
3.3.3 durch Entwicklung von (7.11) und (7.14):

Eotnu

3TkpM* G3(e™87 ) 1 3kTM"
H e —
F(F+1) (e’i(g;) F(F+1)

a=0(T —T2) (7.35)

(e A
Da 3< ) schneller als 3( ) konvergiert (¢ < O und | p [> T fur 7 > 1) und

o) o)
Ey in diesem Temperaturbereich keine Relevanz mehr hat, gilt das Curie-Verhalten bei
gleicher Temperatur sogar in besserer Néherung als im homogenen Fall. Im Grenzfall
T — oo geht das Ergebnis, wie im homogenen Fall, in das des Maxwell-Boltzmann-Gases
(D.11) iiber. Die magnetische Suszeptibilitat ist dann unabhéngig davon, ob ein dufleres
Potential vorliegt oder nicht, weil der Energiebeitrag desselben dann keine Relevanz mehr
im Vergleich zur thermischen Energie hat.
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Abbildung 7.12: Innere magnetische Suszeptibilitit: Reduziertes Gesamtmagnetfeld ?—: =
e = “jlifé’uB als Funktion der relativen Magnetisierung % flir homogene Bosonen mit Spin
1 (rot) und inhomogene Bosonen mit Spin 1 im harmonischen Potential (blau), bei fester Tem-

peratur T* := & = 2.8 (a), 1.65 (b), 1.1 (c), 0.55 (d). Die gebrochenen Linien M1, und

TS,
M A’tr*c markieren im homogenen bzw. inhomogenen Fall den Phaseniibergang von antiferro-
magnetischer Phase (ggf. links) zu ferromagnetischer Phase (rechts), MT "5, und MA*¢, den
Phasentibergang von Gasphase (ggf. links) und ferromagnetischer Phase (rechts). Die gebroche-
nen Linien zeigen jeweils den analytischen Ausdruck der linearen Naherung. Die Einfligung zeigt
die erste Ableitung von % beziiglich M* im Falle inhomogener Bosonen.

Abb. 7.12 zeigt einen Vergleich der inneren magnetischen Suszeptibilitit von Spinor-
Bosonen im harmonischen Potential und freien Spinor-Bosonen.

Es fillt auf, dass das induzierte Magnetfeld bei entsprechender Temperatur 7' > T2, grofier
als fiir freie Systeme ist, dagegen fiir T < T kleiner ist. Diese Situation kann anhand des
Phasendiagramms 7.2 geklart werden: Im homogenen System setzt die Kondensation fiir
T > T2 schon bei kleinerer Magnetisierung ein, weshalb weniger zum Feld beitragende
magnetischen Momente vorliegen. Ebenso findet der Ubergang von der antiferromagneti-
schen Phase, in der iiberhaupt keine felderzeugenden magnetische Momente vorliegen, zur
ferromagnetischen Phase fiir Temperaturen 7' < T2 erst bei hoherer Magnetisierung statt
als im homogenen System. Die Einfigungen in Abb. 7.12 zeigen, dass, anders als fiir homo-
gene Bosonen, schon die erste Ableitung des Magnetfeldes nach der Magnetisierung eine

123



7.2. DYNAMISCHE EIGENSCHAFTEN

Unstetigkeit an beiden Phasengrenzen aufweist. Nach der Ehrenfest’schen Klassifikation
der Phasentibergéinge liegt deshalb fiir ideale Spinor-Bosonen im harmonischen Potenti-
al ein Phaseniibergang 2.0Ordnung vor, wahrend ohne Potential ein Phaseniibergang 3.
Ordnung festgestellt wurde.

7.2 Dynamische Eigenschaften

Korrelationsfunktionen schwach inhomogener Systeme und solcher von geringer Dichte
konnen in dhnlicher Weise durch eine semiklassische Local-Density-Approximation (LDA)
beschrieben werden wie die bisherigen Groflen. Fiir Grofien, die proportional zur Teilchen-
zahl sind, gentigt es jedoch nicht einfach tiber die lokalen Gréflen zu summieren. Vielmehr
ist die Teilchenzahl ebenfalls auf die Zellen aufgeteilt zu denken und die lokalen Groflen
sind mit der lokalen Teilchendichte zu gewichten. Die Teilchendichte-Spektralfunktion
kann gemafl [2] in LDA-Né&herung wie folgt geschrieben werden:

GMPA(q, B) = / &B10(x)G" (q, B, x) (7.36)

Darin ist G"(q, E,x) die Spektralfunktion der durch den semiklassischen Hamiltonope-
rator H(x) = H + U(x) beschriebenen (homogenen) Zelle mit Schwerpunktkoordinate x,

und C'(x) = % = %ang(x) die Teilchenkonzentration dieser Zelle. Das System wird
i

also wieder als lokal ho?nogen und isotrop aufgefasst. Zur Beschreibung von Anregungen
mit kleinen korrespondierenden Anregungsimpulsen (wie sie in Bragg-spektroskopischen
Experimenten vorliegen) gilt die LDA als gute Naherung [2]. Sie ist deshalb zur Beschrei-
bung der kollektiven Anregungsspektren geeignet. Fiir groffle Storungen ist die Annahme
lokaler Homogenitat dagegen nicht mehr sinnvoll und es muss auf andere Naherungen
zuriickgegriffen werden.

7.2.1 Dichte-Spektralfunktionen in LDA-Naherung

Im Folgenden werden zuerst die lokale Teilchendichte und die lokalen Korrelationsgrofien
berechnet und anschlieBend zur Ermittlung der globalen KorrelationsgroBen (7.36) im
Rahmen einer LDA-Néherung verwendet.

Lokale Dichte

Da die Kondensatatome alle im selben Einteilchenzustand sind, dem wohlbekannten
Grundzustand im dreidimensionalen harmonischen Potential, folgt die raumliche Kon-
zentrationsverteilung einer Spinkomponente des Kondensatanteils unmittelbar aus der
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globalen Kondensatdichte:

- 9 . 3 mwl % 'mwiw?

Cos(x) = Cog | d0s(x) [* mit do,(x) = [[(Lr ) e~ (7.37)
i=1

Die normierte thermische Konzentrationsverteilung einer Spinkomponente lautet mit (7.8)

und (7.10):

ner, . Cer(x) Bty 3 s (0N (%)
7o =g = (5) o) 739

Die lokale Konzentration eines Spinzustands resultiert zusammen mit (7.33):

Cr(x) = CosCor(x) + CiooCicoo(X)

Vi\3 o 1 (mkpT\3
= Con(Mo) ettt o (RN, ) (739
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Abbildung 7.13: Querschnitt durch die rédumliche Dichteverteilung von neutralen Bosonen
(links) und Spinor-Bosonen mit M* = 0.7 (rechts) als Funktion des reduzierten Abstands

T = x*i—i vom Fallenzentrum in Richtung einer beliebigen Koordinatenachse x; bei fester Tem-

peratur T =14 (a) T* = 1.2 (b) T* = 0.8 (¢) und T = 0.5 (d). Dargestellt ist die lokale
BEK-Dichte des o = 1 Zustandes (blau, oben) und der o # 1-Zusténde (blau, unten) und die
lokale thermische Dichte des o = 1 Zustandes (rot, oben), des 0 = 0 Zustandes (rot, Mitte)
und des o = —1 Zustandes (rot, unten) sowie die gesamte lokale Dichte (schwarz). Fiir neutrale
Bosonen liegen die Kurven {ibereinander.

LDA-Dichte-Spektralfunktion

Da das Systemvolumen im Fallenpotential anders als im homogenen System keine sinnvolle
Grofle mehr ist, muss die Teilchendichte-Spektralfunktion als extensive Grofle definiert
werden. Im Unterschied zu (2.28) tritt deshalb der Faktor { nicht in der Definition auf:
1
(st = 1) = 3 ARG
ko

(t—1) (7.40)

&kodk+QvU7dk+q,0&kU
Mit (2.38), (7.5) und (7.4) lautet die enthaltene elementare Zweiteilchenspektralfunktion
in Impuls-Spin-Darstellung;:

Gl s amait o o (o) = B mio () = 00 () )3 (B = (c1cra — 1)

Oy o Ok+qo ’ak+qo Ako

(7.41)

126



7.2. DYNAMISCHE EIGENSCHAFTEN

Offensichtlich heben sich die Ortsabhéngigkeiten in der Delta-Funktion ebenso wie die
Spinabhéngigkeiten auf. Dies bedeutet, dass die Dichte-Spektralfunktionen, in jeder Zelle
einzeln, ebenso formal invariant gegeniiber der Existenz eines harmonischen Potentials
sind wie sie es gegeniiber der Existenz eines Magnetfeldes sind. Die Ortsabhangigkeit be-
trifft allein die enthaltenen Verteilungsfunktionen. Da die k-Summation in Abschnitt 4.2.1
die Ortskoordinate nicht betrifft, kann die Gleichung (4.5) in jeder Zelle verwendet wer-
den. Zusammen mit (2.28) folgt aus (7.40) fur die lokale Teilchendichte-Spektralfunktion:

£ (,0%) = NS A() i (x [5(5’ — (ekcrar — ko)) = (B + (ecrar — ekg))] (7.42)

Aus demselben Grund gilt auch eine zu (4.19) analoge Gleichung. Da die Zellen nach
Vorraussetzung makroskopisch im thermodynamischen Sinne sind, kann in jeder Zelle
einzeln die Summe tiber die quasikontinuierlichen Impulsniveaus durch ein Integral ersetzt

werden: . .
Vzele / T 7.43
zk: — VZell (27)? ( )
Darin bezeichnet V7% das Volumen einer Zelle. Mithilfe der Transformation )\, —
N (x) folgt, anstatt von (4.20) in einer Zelle mit Schwerpunktkoordinate x, die folgende

Gleichung;:
(=)

X

) e ) f(aq - 22\/§ > (7.44)

= vz | d*xCi,(x) die Teilchendichte der Zelle mit Schwer-

V Zelle
punktkoordinate x. Entsprechend der zweiten Voraussetzung, der Kleinheit der Zellen,

kann der Grenziibergang V7' — d®z bzw. C9%| — Ci,(x) ausgefiihrt werden. Glei-
chung (7.44) geht dadurch in den folgenden Ausdruck iiber:

F
Zczelle <5k+q,0' o 51{,0-) — Z A(U)Cgﬁue

o=—F
VZelle
dzIn(1—n\,
N TN / (

Darin bezeichnet CZelle
X

>Cs (3 f(gkm,(,— ) Z, A(0)Clon(x f(eq)

nNcii—X,, > Al /dzln (1 — A, (x)e )f(eq - Qz\/%> (7.45)

Nach Ausfithren des Integrals iiber die Delta-Funktionen folgt aus (7.42) wie in Abschnitt
4.2.3 mit (7.45), (4.23), (4.21), (4.24) und (E.23) die Teilchendichte-Spektralfunktionen
einer Zelle mit Schwerpunktskoordinate x:
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]{/‘BT’ITL%
E = 2NESE A(0)Cos(
p p+ (q, F, x) U;F o \/th3(27r)2

3 AW)|G (nA;(X)em) ~a (m;mm)] (7.46)

Im Grenzfall w — 0 und Ey = 0 gilt A (x) — A, und es gilt die Teilchenzahli-
dentitat (3.25) des homogenen Systems. Nach Verwendung derselben geht (7.46) in
folgenden Ausdruck tuber:

(@ Fx) = G (7.47)

Im homogenen Fall gilt fiir die lokale Dichte C'(x) = <, so dass mit (7.36) das friihere
Ergebnis (4.26) reproduziert ist.

<|

Nach Einsetzen von (7.46) und (7.39) in (7.36) gilt:

F
G0N q,E) = 2NES(E®—¢€2) Y. A(0)Cos

ppT

(w121+wgm2+w3x3)

32
q
VRS
5 S
&
DO
N————
“"3

)

(E—cq)? _ (Bteq)?
G (1, ()T ) — Gy (A oo T )} } (7.48)

X ;FA<O')
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Diskussion der Dichte-Spektralfunktionen

G
2.0;

L5
1.0
0.5

(a)

0.0
0.0 0.1
G
2.0
L.5
1.0
0.5

0.0 _—

0.0 0.1

G
2.0

LS5
1.0
0.5

02 03 04 05 0.6

(b)

02 03 04 05 06

(c)

0.0
0.0 0.1

02 03 04 05 06

%

3k

Gin
2.0

s (d)

1.0 \
0.5
\

0.0 E*
0.0 0.1 02 03 04 05 06

1.5 (e)

007/ ‘ o
0.0 0.1 02 03 04 0.5 0.6

Gin
2.0

s ()
1.0
0.5

*

0.0
0.0 0.1 02 03 04 05 0.6

Abbildung 7.14: Energieabhéingige Teilchenzahl-Spektralfunktion Gy = Ne,Grd fiir
Spin-1-Bosonen in einer harmonischen Falle in LDA-N&aherung, bei fester Magnetisierung M™* = 0
(blau) und M* = 0,7 (rot), fester Anregungswellenzahl ¢* = 0,4, Teilchenzahl N = 10% und
Fallenfrequenz wi = wj = 2w = 4N~/3, sowie fester Temperatur T* = 1.30 (a), 1.17 (b), 0.988
(), 0.893 (d), 0.598(e), 0.0940 (f).
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T* 0.0940 | 0.598 | 0.893 | 0.988 | 1.17 | 1.30
T/TY 0.100 | 0.636 | 0.950 | 1.05 | 1.24 | 1.38
T/TA(M* =0.7) | 0.149 | 0.950 | 1.42 | 1.57 | 1.86 | 2.06
T/TH(M* =0.7) | 0.0761 | 0.484 | 0.723 | 0.800 | 0.950 | 1.05
M*=0 AF AF AF G G G
M*=0.7 AF AF F F F G

Phase: AF: antiferromagnetische; F: ferromagnetische; G: Gasphase

T2 =0.9405 TA(M* =0.7) =0.6296 TZ(M* =0.7) = 1.235

Die Abbildungen zeigen die Teilchendichte-Spektralfunktion in LDA-Naherung von neu-
tralen und Spinor-Bosonen in einem harmonischen Potential, bei festem Anregungsimpuls
und verschiedenen festen Temperaturen als Funktion der Anregungsenergie.

In Abschnitt 7.2.1 wurden bereits die formalen Invarianzen der lokalen Grofien

?(,’ ~+ (4, £, x) bemerkt. Dies bedeutet, dass die Spektralfunktion jeder Zelle keinen qua-
litativen Unterschied zu der des homogenen Systems aufweist. Die Gesamtspektralfunkti-
on Gy (q, E) ist deshalb eine Uberlagerung verschiedentlich gewichteter solcher Spek-
tralfunktionen. Es ist deshalb klar, dass sich wie im homogenen Fall qualitative Ver-
anderungen zwischen neutralen Bosonen und Spinor-Bosonen allein in einem mittleren
Temperaturbereich, als Folge von Unterschieden in der Gleichgewichts-Thermodynamik,
ergeben konnen. Ein Effekt der Uberlagerung vieler nur quantitativ verschiedener Spek-
tralfunktionen spiegelt sich in der Aufweichung der Spektralfunktion, wie insbesondere
am thermischen Peak ersichtlich, wider. Bemerkenswert ist auch, dass die Flache unter
der Speaktralfunktion im Kondensatregime grofer als fiir hohere Temperaturen ist.

Dies liegt einerseits daran, dass der thermische Peak mit dem Rest des Spektrums ver-
lauft, so dass es den Anschein hat, der Anteil, welcher im homogenen Fall durch einen
scharfen Peak gegeben war, erhohe das Spektrum im Allgemeinen. Zum anderen ist dies
eine Konsequenz des schnelleren Abfalls der lokalen Kondensatdichte mit Abstand zum
Fallenzentrum im Vergleich zur lokalen thermischen Dichte: Die lokale Spektralfunktion
G"(q, E,x) hat in Zellen nahe dem Fallenzentrum einen grofieren Wert. Deshalb ist der
mit dem Kondensatanteil gewichtete Anteil der Spektralfunktionen gegeniiber dem mit
dem thermischen Anteil gewichteten Teil betont. Daraus resultiert eine Erhohung der
Spektralfunktion im Kondensatregime.

Wie im homogenen Fall fallt auf, dass Spinor-Bosonen nur im mittleren Temperaturbe-
reich ein qualitativ anderes Absorptionsvermogen zeigen als neutrale Bosonen. Bei hoher
Temperatur wird der Unterschied der Spektren gering, bei tiefer Temperatur verschwin-
det er ganzlich. Der Unterschied zur Teilchendichte-Spektralfunktion homogener Bosonen
besteht vor allem in einer Verbreiterung des vom Kondensat bewirkten Peaks. Dariiber
bleibt bemerkenswert, dass die Spektralfunktion von Spinor-Bosonen bei hoher Tempe-
ratur, anders als im homogenen Fall, oberhalb derer neutraler Bosonen liegt. Dies liegt
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daran, dass die Energiebeitrage von Fallenpotential und Zeeman-Effekt in der Verteilungs-
funktion mit entgegengerichtetem Vorzeichen auftreten. Im mittleren Temperaturbereich
liegt die Spektralfunktion von Spinor-Bosonen jedoch aufgrund der hoheren Kondensat-
dichte unterhalb der Spektralfunktion spinentarteter Bosonen.

Nattirlich ist die Gleichheit der Spektren wie im homogenen Fall auf die formale Inva-
rianz der Spektralfunktion gegeniiber der Existenz eines Magnetfeldes zuriickzufiihren.
Die Unterschiede zwischen homogenen und magnetisierten Bosonen sind dann auf solche
in den enthaltenen Verteilungsfunktionen reduziert. In der antiferromagnetischen Phase
gilt a« = 0, so dass der Zeeman-Term verschwindet und damit auch die in der Spek-
tralfunktion enthaltenen Verteilungsfunktionen identisch der des neutralen Systems ist.
Fiir hinreichend tiefe Temperaturen sind die Spektralfunktionen von magnetisiertem und
neutralem System auch bei Anwesenheit eines harmonischen Potentials identisch. Fiir
hohe Temperaturen ist der Einfluss des Zeeman-Terms gering. Die thermische Energie
dominiert dann iiber den temperaturunabhangien Zeeman-Term. Die Verteilungsfunktio-
nen von homogenen und magnetisierten Bosonen unterscheiden sich nur quantitativ. In
der Gasphase gibt es keine Nebenbedingung, die eine bestimmte Abhéngigkeit von che-
mischem Potential und Magnetfeld erzwingt. Im mittleren Temperaturbereich besteht
jedoch ein wesentlicher Unterschied zwischen neutralem und magnetisiertem System: Wie
im homogenen Fall bildet das magnetisierte System schon bei héherer Temperatur als das
neutrale System einen Peak aus, weil die Kondensationstemperatur mit der Magnetisie-
rung ansteigt. Das magnetisierte System ist dann in der ferromagnetischen Phase und das
neutrale System noch in der Gasphase.

Die Spektralfunktion des magnetischen Moments des Systems ist mit der Teilchendichte-
Spektralfunktion, wie im homogenen Fall, iber den in jedem o-Summanden auftretenden
Faktor A(o) verkniipft. Daraus ergeben sich dieselben Konsequenzen wie in Abschnitt
4.2.4 diskutiert. Insbesondere erfahrt der in Abschnitt 7.1.5 bemerkte Meifiner-Effekt auch
im inhomogenen Fall, vermittelt durch den Delta-Peak im Spektrum, seine Begriindung
durch die Koharenz des BEKs.

7.2.2 Teilchenstrom-Spektralfunktionen in LDA-N&aherung

Es folgt die Berechnung der Teilchenstrom-Spektralfunktion sowie der Spektralfunktion
des magnetischen Gesamtmoments. Dies geschieht in Analogie zu Abschnitt 4.3, wobei
sich keine Modifikationen als die in Abschnitt 7.2.1 vorgenommenen ergeben, so dass die
Darstellung auf Angabe der zentralen Gleichungen beschrankt werden kann:
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Die Gleichungen (7.41) und (2.20) liefern zusammen mit (4.5) die Spektralfunktion:

G (B qyx) = NY A(0)(ka + %a)(k; n %@)okg(x)

X

5(E = (curar — ko)) = (B + (Crcrar — gkg))] (7.49)

Desweiteren kann die Stromkorrelationsfunktion in jeder Zelle in einen longitidunalen und
einen transversalen Anteil zerlegt werden. Die Gleichungen (4.35) und (4.41) haben lokale
Giiltigkeit, da keine der in Abschnitt 4.3.1 berechneten Summen die Ortsabhéngigkeit der
Summanden betrifft. Mit der Transformation A\, — A, (x) folgt wie in Abschnitt 7.2.1
eine zu (4.47) analoge Gleichung:

ZA V(1 = €2)Cleo (x) P2 f(gk+q0 _ 51“,)

%T:j; /dzz In (1 — N (x)e” 2>F(€q + 2@) (7.50)

folgt zusammen mit (7.11) nach Ausfithren des verbleibenden Integrals wie in Ab-
schnitt (4.3.4) die longitidunale und die transversale Komponente der Teilchenstrom-
Spektralfunktion:

2

E
Gy (a, B,x) = g O+ (B, ) (7.51)

d3x\/ﬁ(kBT)2
"l E —
G J+(a, B,x) 22427218

<3 Alo) (Cz(??A;(X)e_M) ¢ (nA;<x>e‘ﬁ§q35)) (7:52)

o=—F
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Diskussion der Strom-Spektralfunktionen
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Abbildung 7.15: Energieabhingige transversale Teilchenstrom-Spektralfunktion G'77.* :=
(2%711)G9§;LDA fiir Spin-1-Bosonen in einer harmonischen Falle in LDA-Naherung, bei fester
Magnetisierung M* = 0 (blau) und M* = 0,7 (rot), fester Anregungswellenzahl ¢* = 0,4,
Teilchenzahl N = 10% und Fallenfrequenz w} = wj = 2wj = 4N ~1/3 sowie fester Temperatur
T* =1.30 (a), 1.17 (b), 0.988 (c), 0.893 (d), 0.598(e), 0.0940 (f).

Die Abb. 7.15 zeigt die transversale Teilchenstrom-Spektralfunktion von neutralen und
Spinor-Bosonen in einem harmonischen Potential in LDA-N&herung als Funktion der
Energie, bei fester Anregungswellenzahl und verschiedenen Temperaturen. Auch das trans-
versale Teilchenstromspektrum von Spinor-Bosonen, liegt, anders als im homogenen Fall,
bei allen Temperaturen oberhalb des Spektrums neutraler Bosonen - obwohl die Kon-
densatdichte fiir Spinor-Bosonen grofler ist, was auf den in Abschnitt 7.2.1 diskutierten
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Ursachen beruht. Dies verdeutlicht die beiden konkurrierenden Effekte: Einerseits nimmt
die transversale Stromkorrelationsfunktion mit zunehmender Kondensatdichte ab, weil
der Faktor k% denselben unterdriickt, andererseits ist der mit der lokalen Kondensatdich-
te gewichtete Anteil aufgrund erhohter Konzentration derselben im Fallenzentrum betont.

7.3 Fermionen

Die oben ausgefithrten Berechnungen enthalten mit n = —1 wieder automatisch den Fall
von Fermionen. Es soll jetzt nicht der Einfluss des Fallenpotentials auf die in Kapitel 6
dargestellten Ergebnisse im Einzelnen diskutiert werden, da die Unterschiede zwischen
Bosonen und Fermionen einerseits in den Kapiteln 3— 6 deutlich wurden, andererseits der
Einfluss des Fallenpotentials natiirlich qualitativ derselbe wie fiir Bosonen ist. Stattdessen
soll hier noch auf den Grenzfall am Temperaturnullpunkt Bezug genommen werden, wo die
Effekte der Quantenstatistik am deutlichsten ans Licht treten. In Kapitel 6 wurde bereits
festgestellt, dass ideale Fermi-Gase mit mehr als zwei Spinfreiheitsgraden bei 7" = 0 und
hinreichend hoher Magnetisierung eine Art Bandstruktur mit Bandliicken ausbilden: Die
hoheren Zeeman Zustédnde werden sukzessive ausgeschlossen. Es wird jetzt der analoge
Fall von Fermionen im harmonischen Fallenpotential betrachtet.

Mit (6.2) kann aus (7.12) und (7.14), wie in Abschnitt 6.1.3, folgendes Gleichungssystem
bei T' = 0 abgeleitet werden:

F

Y (er+ago)’=c (7.53)
o=—F+1i
F
> oler+ ago)® = M*c (7.54)
o=—F+1i

—\ 3
Darin bezeichnet jetzt ¢ := N (%;) und ¢ wieder den maximalen Wert von o, fiir den

plp_o + &lp_g (—F + o) < 0 gilt. Einsetzen der Bedingungen p = (F' — i+ 1)« in (7.53)
und (7.54) liefert wieder die kritischen Magnetisierungen

o _ Horlin
H .
2F—i+1

durch die mit M) < M < M® der Wert von i bei gegebener Magnetisierung festgelegt

ist. Wie schon fiir homogene Fermionensysteme mit Spin F° > % resultiert fiir diesel-

ben auch im harmonischen Potential ein sukzessiver Besetzungsauschluss aller, aufler der
beiden energetisch giinstigsten Zeeman-Zustande.
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Fiir Spin-1-Systeme konnen (7.53) und (7.54) analytisch aufgelost werden. Dies fiihrt auf:

#/e(p)-

EF

a=cp {(1 +2M*)5 — (1 — QM*);}

Ep

0

2

02

_— 12
—_— 32
5/2

-0.5
-1.0

0.7 038

== Trapped N
== Homog.

{(1 +2M*)5 4 (1 — 2M*)§}

(7.56)

(7.57)

M*

Abbildung 7.16: Reduziertes magnetisierungsabhéngiges chemisches Potential /% bei T = 0
fiir Fermionen mit Spin 3 (blau), Spin 2 (rot) und Spin 3 (griin) im harmonischen Fallenpoten-
tial. Die eingefiigte Abbildung zeigt den Vergleich mit homogenen Spin—%—Fermionen.
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<y/e(,),—

Abbildung 7.17: Innere magnetische Suszeptibilitit: Reduziertes Magnetfeld a/e% als Funktion
der reduzierten Magnetisierung M* = nu]\;[gF fiir ideale Fermionen mit Spin % (blau), Spin
3 5

3 (rot), Spin 5 (griin) und Spin I (violett) im harmonischen Fallenpotential. Die eingefiigte
Abbildung zeigt den Vergleich mit homogenen Spin—%—Fermionen.

Die Abbildungen 7.16 und 7.17 zeigen die Spriinge im chemischen Potential und im in-
duzierten Magnetfeld bei T" = 0 als Folge des sukzessiven Besetzungsausschlusses der
hoheren Zeeman-Zustande. Das Energiespektrum idealer Fermionen mit mehr als zwei
Spinfreiheitsgraden ist bei 7' = 0 noch kontinuierlich, bildet aber bei der kritischen Ma-
gnetisierung M = M eine Art Bandliicke im Spektrum aus, welche die Besetzung des
hochsten Zeeman-Zustandes ausschliefit. Dieser Besetzungsausschluss fithrt im homoge-
nen Fall zu qualitativen Verdanderungen des chemischen Potentials und der magnetischen
Suszeptibilitiat, bei Anwesenheit eines harmonischen Fallenpotentials sogar zu sprunghaf-
ten Veranderungen. Diese iibertragen sich natiirlich auf die Dynamik und sind deshalb,
etwa mithilfe der Methode der Bragg-Spektroskopie fiir hinreichend tiefe Temperaturen
im dynamischen Strukturfaktor messbar.

Interessant ist auch die lokale Dichte bei 7' = 0, die mit (6.2) sofort aus (7.39) folgt.
Mithilfe der Abkiirzung
Gy (x) = pu+aoc — Ey — U(x) (7.58)

kann sie in folgender Form geschrieben werden:

Cou () = NF(15 5 (2:;2) *0(G,(x))GE () (7.59)

Auch hierin spiegelt sich also der Besetzungsausschluss der hoheren Zeeman-Niveaus bei
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hohen Magnetisierungen wider. Mit (6.2) kann damit auch ein analytisches Ergebnis der
lokalen Dichtespektralfunktion aus (7.46) abgeleitet werden. Mit I'(2) = 1 gilt:

GN,N"’ (qa E7 X) =

o deqy deqy
- ZFG(GU(X))—<E 4_;(’>2>-(G0(x)—(E 45?)2) (7.60)

Hieraus kann das fiir homogene Fermionen giiltige 7' = 0-Ergebnis (6.18) mit C(x) =
+ durch Ausfithren des Grenzfalls w — 0 und Eg — 0 und Einsetzen in (7.36) leicht
reproduziert werden.

Einsetzen von (7.59) und (7.60) in (7.36) liefert schlieBlich die Teilchendichte-
Spektralfunktion idealer Spinor-Fermionen in einem harmonischen Potential bei
T = 0 in LDA-Néherung:

G B) = 5 25/2N7r4h6 / t {(U_FF (Go0)c <X))

> {0<Ga<x>—%t§“ ) (6ot = )
— 0(Gu(x) - (E;:”Q) (Galx) — (E;;W)} } (7.61)
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Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Diplomarbeit wurden ideale Quantengase mit 2F + 1 Spinfreiheitsgraden vor-
wiegend mithilfe des Formalismus der Greenschen Funktionen untersucht. Dabei fanden
Eigenschaften der Gleichgewichtsthermodynamik und der Dynamik, zuerst fiir homoge-
ne Systeme, Betrachtung. Spater wurden die thermodynamischen Resultate im Rahmen
einer semiklassischen Naherung und einige der dynamischen Ergebnisse mit Hilfe einer
LDA-Néaherung auf Systeme in einem harmonischen Potential erweitert. Wo nicht anders
bekundet, wird geglaubt, dass die folgend angefithrten Ergebnisse neu sind.

Da die Magnetisierung in Experimenten mit Spinor-Bosonen ein kontrollierbarer Parame-
ter ist, konnte die iiblicherweise zur Bestimmung des chemischen Potentials verwendete
Teilchenzahlidentitit um eine Identitdt der Magnetisierung erganzt werden. Durch Hin-
zunahme der stationdren Gross-Pitaevskii-Gleichung fiir jede der 2F + 1-Komponenten
des Ordnungsparameters konnte ein vollstandiges Gleichungssystem zur Bestimmung
der 2F + 3 unbekannten Grofien, namlich der 2F + 1-Komponenten der Bose-Einstein-
Kondensatdiche, des chemischen Potentials und des induzierten Magnetfeldes aufgestellt
werden. Diese Beschreibung ist trotz Verwendung der Gross-Pitaevskii-Gleichung im ther-
modynamischen Limes exakt (vgl. Abschnitt 3.2.2). Insbesondere konnte hieraus das ex-
akte T-M-Phasendiagramm berechnet werden. Der Spezialfall F' = 1 reproduziert das
bekannte Ergebnis [46, 47, 49]. Dabei zeigte sich, dass in Folge der Spinfreiheitsgrade
zwei unterschiedliche Kondensatphasen vorliegen. Die ,ferromagnetische® Phase, in der
die Kondensation mit dem tiefsten Zeeman-Zustand beginnt und die ,antiferromagneti-
sche” Phase in der alle Spinzustande simultan kondensieren. Die obere kritische Tempe-
ratur wurde numerisch ermittelt und steigt fast linear mit der Magnetisierung an, und
zwar desto starker, je hoher der Teilchenspin ist. Mit Hilfe der Robinson-Formel wurden
analytische Ausdriicke der fiihrenden Ordnung abgeleitet. Es wurde festgestellt, dass sich
bei Vorhandensein eines harmonischen Potentials die Sensibilitat der kritischen Tempe-
ratur in der Magnetisierung (im linearen Bereich je nach Spin auf 30 — 44%) reduziert.
Fiir die untere kritische Temperatur liegt ein analytisches Resultat vor. Sie fallt mit stei-
gender Magnetisierung ab und ist unabhéngig vom Teilchenspin. Anschlieend wurde die
Kondensatdichte und die thermische Besetzung der Zeeman-Zustinde berechnet. Auch
hier sind die Ergebnisse im Spezialfall F = 1 bekannt [46, 47, 49]. Desweiteren wurden
exakte Resultate des chemischen Potentials und der nichtlinearen inneren magnetischen
Suszeptibilitdt berechnet. Hierbei wurde festgestellt, dass magnetische Momente im Kon-
densatanteil keinen Beitrag zum Magnetfeld leisten, in der antiferromagnetischen Phase
ein Meifiner-Ochsenfeld-Effekt (x = —1) vorliegt und sich bei hoher Temperatur ein Curie-
Verhalten B o« MT zeigt (vgl. hierzu auch [53]). Durch Linearisieren der magnetischen
Suszeptibilitat wurde das aus Ref. [53] bekannte Ergebnis der linearen magnetischen Sus-
zeptibilitdt reproduziert und auf Spinor-Bosonen im harmonischen Potential erweitert.
Es wurde festgestellt, dass im homogenen Fall an beiden Phasengrenzen ein Phaseniiber-
gang von 3.0rdnung und fiir Bosonen im harmonischen Potential ein Phaseniibergang
2.0rdnung vorliegt.

138



Fiir Spinor-Fermionen konnten indessen exakte, numerische Resultate des chemischen Po-
tentials und der nichtlinearen Suszeptibilitat ermittelt werden. Zudem wurden analytische
Ergebnisse des exakten chemischen Potentials magnetisierter Fermionen und der magneti-
schen Suszeptibilitit bei T" = 0 berechnet. Dabei konnte fiir Fermionen mit mehr als zwei
Spinfreiheitsgraden fiir hinreichend hohe Magnetisierungen ein sukzessiver Besetzungs-
ausschluss aller, aufler der tiefsten beiden Zeeman-Niveaus festgestellt werden. Dieselben
fithren zu qualitativen Verdnderungen der thermodynamischen Eigenschaften.

Die dynamischen Berechnungen ergaben fiir homogenene Quantengase exakte Aus-
driicke fiir die Magnetisierungs- und Teilchendichte-Spektralfunktion idealer Spinor-
Quantengase bei endlichen Temperaturen. Der Spezialfall spinentarteter Quantengase
reproduziert dabei das bekannte Ergebnis [32, 62, 34]. Hierbei zeigte sich, dass das
BEK durch einen Delta-Peak im Phononen- und im Magnonenspektrum repréasentiert
ist. Ebenso konnten der longitidunale und der transversale Anteil von Teilchen- und
Magnetisierungsstrom-Spektralfunktion exakt berechnet werden. Zum transversalen An-
teil der Strom-Spektralfunktionen tréagt der Kondensatanteil nicht bei. Das Spektrum ver-
schwindet deshalb fiir Bosonen im Grenzfall " — 0. Die Teilchenstromspektren gehen fiir
spinentartete Quantengase in die bekannten Ausdriicke [34] tiber. Es zeigte sich, dass die
erwiahnten Spektralfunktionen formal invariant gegeniiber der Existenz eines Magnetfel-
des sind. Qualitative Unterschiede zwischen spinentarteten Bosonen und Spinor-Bosonen
beziiglich dynamischer Groflen wie dem Strukturfaktor, und ebenso Unterschiede die die
Nicht-Gleichgewichtsthermodynamik der Systeme betreffen, rithren deshalb von Unter-
schieden in der Gleichgewichtsthermodynamik her. Es ergaben sich sich bei hohen Tempe-
raturen quantitative Unterschiede, in einem mittleren Temperaturbereich qualitative Un-
terschiede, als Folge des Anstiegs der kritischen Temperatur mit der Magnetisierung, und
iiberhaupt keine Unterschiede bei tiefen Temperaturen aufgrund des ,,Meifiner-Effektes®.

Fiur Fermionen konnte dagegen der bekannte exakte analytische Ausdruck der
Teilchendichte-Spektralfunktion reproduziert und auf Spinor-Systeme, sowie im Rahmen
der LDA-Naherung auch auf inhomogene Systeme in einem harmonischen Fallenpotential
erweitert werden. Hierbei konnte gezeigt werden, dass der besagte Besetzungsausschluss
auch den dynamischen Strukturfaktor betrifft, sodass derselbe mithilfe der Methode der
Bragg-Spektroskopie gemessen werden konnte.

Ausgehend von den Spektralfunktionen konnten die statischen Suszeptibilitaten berechnet
werden. Dabei zeigte sich eine Divergenz der Dichtesuszeptibilitéit als Artefakt der Idea-
lisierung. Die transversal statische Suszeptibilitit bleibt dagegen bei allen Temperaturen
endlich. Anhand von letzterer konnte nachgewiesen werden, dass die superfluide Dichte
idealer Spinor-Bosonen ebenso wie es fiir spinentartete Bosonen bekannt ist gleich der
Kondensatdichte ist. In der antiferromagnetischen Phase verschwindet die kritische Ge-
schwindigkeit und Spinor-Bosonen bilden ein metastabiles Superfluid. In der ferromagne-
tischen Phase ist die kritische Geschwindigkeit dagegen negativ, so dass kein Superfluid
vorliegt. Die Ergebnisse der Dichte- und Stromspektralfunktionen wurden im Rahmen
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einer LDA-Néherung auf Quantengase in einem harmonischen Potential erweitert.

In Abschnitt 4.2.4 wurden die Konsequenzen der Idealisierung deutlich und es wurde
klar, dass die Berticksichtigung von Wechselwirkungen zu qualitativen Verédnderungen
der Dynamik fithren miissen. Schon 1947 zeigte N. N. Bogoliubov [65], dass schon be-
liebig schwache Wechselwirkungen im Falle eines vorliegenden Bose-Einstein Kondensats
qualitative Veranderungen der Systemeigenschaften bewirken. In der Literatur existie-
ren widerspriichliche Auffassungen dariiber, ob die Beriicksichtigung ferromagnetischer
Zweiteilchenwechselwirkungen, wie sie fiir "Rb gegeben sind, zur Existenz einer dritten
Kondensatphase fiithrt [46, 47]. Insbesondere bewirken Wechselwirkungen einen linearen
Anteil im Einteilchenspektrum, wodurch sich die Superfluiditit des Bose-Gases stabili-
siert. Aus diesen Griinden erscheint eine Erweiterung hinsichtlich einer Berticksichtigung
von Wechselwirkungseffekten interessant. Auch spielt der quadratische Zeeman-Effekt
eine wesentliche Rolle, sobald starke, externe Magnetfelder vorliegen. In Experimenten
zur Spindynamik, die zu den gut messbaren Eigenschaften von Spinor-Kondensaten ge-
hort, werden solche Felder gebraucht. Dies macht die Erweiterung um den quadratischen
Zeeman-Term attraktiv.
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Anhang A

Theoretische Grundlagen

Dieses Kapitel ist kein Originaldokument. Die folgende Darstellungen basieren auf folgen-
den Referenzen [56, 66, 54, 67, 68].

A.1 Motivation der verwendeten Methode

Die Methode der Greenschen Funktionen ist ein allgemeiner und mikorskopischer Zugang
zu Vielteilchenproblemen. In einer Green-Funktion tritt unmittelbar das Spektrum der
untersuchten elementaren Anregungen auf, so dass sie gleichsam die Sprache darbieten in
der diese Anregungen beschrieben werden.

Greensche Funktionen das sind thermodynamische Gleichgewichts Erwartungswerte ei-
nes Produktes aus Operatoren, die zu zwei verschiedenen Zeiten ausgewertet werden.
Ist die retardierte Einteilchen Green-Funktion eines Vielteilchensystems bekannt, folgt
die gesamte Gleichgewichtsthermodynamik desselben. Die Kubo-Formel (4.3) liefert die
Antwort oder Reaktion eines Systems auf Storungen in Form von Nichtgleichgewichtser-
wartungswerten. Der Systemanteil der Integranden dieser Storreihe sind durch Potenzen
retardierter Green-Funktionen gegeben. Aus ihr folgen in linearer Naherung so interessante
mikroskopische Informationen wie die magentische Spin-Suszeptibilitat und die Dielektri-
zitatsfunktion.

In Kapitel 2 wird gezeigt, dass fiir ideale Systeme die retardierte Ein- und Zweiteilchen-
Green-Funktion analytisch berechnet werden kann. Hierzu wird eine Bewegungsgleichung
abgeleitet und mithilfe allgemeingiiltiger Kommutatoridentitaten gelost. Es erhebt sich
also die Frage, warum neben der retardierten Green-Funktionen, die jede wiinschenswerte
Information liefert noch weitere formal &hnliche Groflen definiert werden? Fiir wechsel-
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wirkende Systeme ist die Bewegungsgleichung nicht mehr exakt losbar. Dann missen
(unkontrollierbare, mitunter grobe) Néherungsverfahren zur Entkopplung derselben ver-
wendet werden. Eine mehr systematische Behandlung wechselwirkender Systeme kann
mithilfe der zeitabhangigen Storungstheorie entwickelt werden. Eine solche wird aller-
dings mitunter sehr aufwandig. Die Diagrammtechnik ist eine Methode sich authebende
Terme aus den Berechnungen zu eliminieren ohne sie ausrechnen zu miissen. Sie bedeutet
also die Automatisierung eines Grofiteils der Berechnungen. Es bleiben nur die physi-
kalisch wesentlichen Terme bestehen. Die Diagrammtechnik beruht wesentlich auf dem
Wickschen Theorem, mit dem sich zeitgeordnete Erwartungswerte aus Operatorproduk-
ten in Elementarere zerlegen lassen. Da die retardierte Green-Funktion keine Zeitordnung
enthélt, ist als geeignete Grofle zur storungstheoretischen Behandlung wechselwirkender
Systeme eine zeitgeordentete Green-Funktion, die sogenannte kausale Green-Funktion zu
definieren. Ein weiterer Vorteil dieser Grofe ist, dass sich mithilfe desselben Theorems,
alle zur Beschreibung eines Vielteilchensystems relevanten, kausalen Green-Funktionen
aus einer bestimmten, der kausalen Einteilchen-Green-Funktion bestimmen lassen. Von
der kausalen Green-Funktion kann in jedem Fall leicht auf die retardierte Green-Funktion
transformiert werden, so dass die genannten Vorteile bestehen bleiben. Dieser storungs-
theoretische Formalismus ist jedoch nur am absoluten Temperaturnullpunkt, wo der ther-
modynamische Gleichgewichtserwartungswert durch den Grundzustand gegeben ist sinn-
voll erkléart. Fiir endliche Temperaturen benotigt man ferner die Matsubara-Funktion um
eine Diagrammtechnik mit denselben Vorteilen zu formulieren. Aus dieser erhélt man die
retardierte Green-Funktion direkt durch analytisches Fortsetzen.

A.2 Definitionen

Mithilfe von

—1 Fermionen

1 Bosonen
n = { (A.1)

lassen sich die Greenschen Funktionen fiir Systeme identischer Teilchen einheitlich defi-
nieren.
Retardierte Green-Funktion:

Ga(t 1) == —i0(t — ') ([AP(t), BP(t)] - ) (A.2)
Avancierte Green-Funktion
V(1) = 4O — 1) ([AP(1), BP(t)] ) (A.3)
Kausale Green-Funk tion

Gt t) = =i (T(AP()B (1)) ) (A.4)
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Spektraldichte
1, - A
1" AN D D
Lt t) = o ([AP(0), B (1), ) (A.5)
Darin bezeichnet (...) = ZLGTr(e_Bﬂ0 -...) den Erwartungswert eines N-Teilchensystems

im thermodynamischen Gleichgewicht mit der Zustandssumme Zg = Tr(e #10). OP(t) :=
enfotOew Aot den Operator im Dirac’schen Wechselwirkungsbild zum Operator O im
Schrédinger Bild. Ferner ist Hy der Operator des ungestérten thermodynamischen Gleich-
gewichtssystems im Schrodinger Bild. Tn ist der Wicksche Zeitordnungsoperator der durch
T,(A®)B(t)) = Ot — t)A()B(t') + nO(t' — ) B(t') A(t) definiert ist. Die Operatoren A
und B sind dabei beliebig und kénnen nattirlich auch Produkte aus Operatoren repréasen-
tieren.

A.3 Eigenschaften und Theoreme

Die Spektraldarstellung von Spektraldichte und Greenschen Funktionen gewéhrt Einblick
in die physikalische Bedeutung derselben. So werden die isolierten Singularititen der
Greenschen Funktionen als elementarte Anregungsenergien des Systems zu interpretieren
sein. Das Spektraltheorem liefert zu jeder Spektralfunktion die Korrelationsfunktionen der
enhaltenen Operatoren. Schliefllich erméglicht die Bewegungsgleichung eine im Vergleich
zur Auswertung der Definition effektivere Berechnung von retardierter und avancierter
Green-Funktion.

A.3.1 Homogenitat in der Zeit

Die Grofie . .
(AP B (1)) (A.6)

heift Korrelationsfunktion der Operatoren A und B. Sie ist homogen in der Zeit, d.h. es
gilt:

(AP@®)BP(¢ +1to) ) = ( AP(t — ) BP(to) ) (A7)
Dies ist durch Verwendung der zyklischen Invarianz der Spur wie folgt einzusehen:
(APBP(E +10)) = ——Tr {ePHootiot fotinlt—r—t0) o ini+i0))
Zg
_ g {emHoghHo=1) o~ hiutt—1) oot oo},
G
= (APt —1)B"(ty)) (A.8)
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Damit sind auch die in (A.2)—(A.5) definierten Green’schen Funktionen sowie die Spekt-
raldichte homogen in der Zeit.

A.3.2 Spektraldarstellung

Die Fourier Transformierte der Spektraldichte G’ p(t,t') = G’ p(t —t') heiBit Spektral-
funktion G’ p(F). Sie lautet:

4s(E) = [ Ghplt—t)et*-a(e — ) (A9)

Es sei fiirs Folgende angenommen, dass das Eigenwertproblem Hy|E,) = E,|E, ) ge-
16st ist und | E, ) eine vollstandige Orthonormalbasis aus Eigenzustéinden von Hy im
Fock-Raum ist. E, sei das n-te Energieniveau des Gesamtsystems im thermodynamischen
Gleichgewicht.! Um Missverstindnissen vorzubeugen, sei noch betont, dass die Zusténde
| E,, ) die tiblichen N-Teichen Zustédnde in Besetzungszahldarstellung repréasentieren und
keinesfalls mit den Zusténden einzelner Atome identifiziert werden kénnen. Dann kann
die Spektralfunktion wie folgend gezeigt, spektral dargestellt werden. Betrachte:

Zo(AP0BP()) = Tr{ePTAPWBO(Y)} = S (Ba| AP (OB (H) | )

n

= S EL|A|Epn)(En| B| By )enEnEm(t=tle=0En (A 10)

m,n

Im letzten Schritt wurde die Vollstandigkeitsrelation der Eigenzustande | E,, ) ausgenutzt.
Vertauschen der (skalaren) Matrixelemente ( E,, | A| E,, ) und ( E,, | B | E,, ) anschliefende
Umbenennung n «+ m und Einsetzen von e #Fm = ¢=8Fne=BEm=Fn) orhalt man:

Za (AP0)BP(#) ) = S Bu| B| B )( B | A| By e #FmemaEn=En=6) (A 1)

m,n

Alternativ folgt ohne diese Schritte aus (A.10) sofort

Za ( BP()AP(t) ) = S (Bn | B| By ) (B | A| By e PPremaEn=En)t=r) (A 19)
Einsetzen von (A.11) und (A.12) in die Definition der Spektraldichte (A.5) ergibt nach
Teilen durch Zg:

1

(= 1) = 5 S By | B B ){ B | A| B, yo e K= En) | oAEn=E)

m,n

(A.13)

'Es geniigt, zu wissen, dass eine solche Basis aus Eigenzustinden existiert, damit sichergestellt ist,
dass die folgend abgeleitete Spektraldarstellung sinnvoll erklart ist. Keinesfalls muss sie in expliziter Form
bekannt sein.
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Weiteres Einsetzen in (A.9) fihrt mit
/ d(t — t')er Bt o=k E—En)t—t) — 9rps(E — (B, — Ey)) (A.14)

zum Ergebnis:

h

Zo 2 (Bu|B|En)(En| A|Ey)e™ (%" —0)d(E — (E, — En)) (A.15)

4.8(E) =

Erneute Umbenennung n < m sowie abermalige Vertauschung der Matrixelemente
liefert mit e #&m (PP — ) = e=PFn (1 — peA(Em—En)) die haufiger gebrauchte Version der
Spektraldarstellung der Spektralfunktion:

h

Zo (E | A|Ep ) B | B| Ey)e PPr(1—ne PE)o(E—(En—E,)) (A.16)

4.p(E) =

Die Spektralfunktion ist also eine Summe gewichteter Delta-Funktionen in deren
Argumenten die moglichen elementaren Anregungsenergien des Systems stehen. Ihr
Wert an der Stelle E gibt also denjenigen Anteil der Energie des Systems an, der im
Intervall (E, E + dFE) steckt. In diesem Sinne ist es zu verstehen, dass n-Teilchengré8en
die Information tiber das n-Teilchenanregungsspektrum des Systems tragen.

A.3.3 Spektraltheorem

Die Spektraldarstellung der Spektralfunktion (A.15) lasst sich mit (A.14) fir £ # 0 oder
7 = —1 in folgenden Ausdruck tiberfithren:

0B L S | B B} ( Bl A B e
e = n m m n € !
eﬁE—T] 27TZGmn
y /d Y B~ (Ba—Fm) (1=t (A.17)

Vertauschen von Integral und Summe, anschlieBendes Einsetzen von (A.12) auf der rechten
Seite und schlieflliche Identifikation der Fourier Transformierten

— /Ood(t —t) (BP(t — t')A ) en®0—) (A.18)
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fithrt auf das Spektraltheorem in Energiedarstellung:

(BA)(E )—27rG’i_E; VE #0 (A.19)

Besonders niitzlich ist das Spektraltheorem in Zeitdarstellung, welches unmittelbar
durch Fourier Transformation folgt:

(B (1) AP *P / dbTm eBE — Jopetet) 4 Op1D (A.20)

a (A.19) im Falle n = 1 an der Stelle £ = 0 nicht definiert ist, musste einerseits
das Hauptwertintegral verwendet und andererseits damit gerechnet werden, dass der
E = 0-Beitrag endlich ist. Folglich war eine Konstante zur Korrelationsfunktion zu
addieren. Eine Bestimmungsgleichung dieser Konstanten folgt im Prinzip aus der
Uberlegung, dass, sofern sie einen endlichen Wert annimmt, derselbe sich zwar in der
Kommutator Green-Funktionen (n = 1) autfhebt, aber in der Antikommutator-Green-
Funktionen (n = —1) doppelt auftritt. Da die Greenschen Funktionen auf der reellen
Achse nicht definiert sind, muss die Konstante iiber das Residuum der retartierten
Antikommutator-Green-Funktion ermittelt werden

= o1 ]g‘moaret =YE) (A.21)

wobei der Grenziibergang natiirlich im Komplexen auszufiihren ist. Die statische Korrela-
tionsfunktion zwischen den Schrédingeroperatoren B und A folgt durch Verwendung der
Homogenitéat in der Zeit (A.7) fur den Spezialfall t = ¢

(BA) —P/dE eﬁE +5n,1D (A.22)

A.3.4 Bewegungsgleichung

Es gilt nach Definition der Delta-Distribution und der Heavysideschen Stufenfunktion

t—t1
0(t2) = =0O(t—t A.23
/ ot {0 oy =6t (A.23)

Daraus folgt mit dem Hauptsatz der Differential und Integralrechnung:

d

m@(t—tl) =6t —t) (A.24)
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Zusammen mit

00(t—t)  00(t—1)d(t—t) dO(t —ty)

= = A2
o at—t) ot alt—t) (A.25)
ergibt sich folgender Ausdruck:
00(t —t)
— Q= St —t1) (A.26)
Betrachte: d
faret B =) = —ic (@(t — 1) ([AP (), B (1)), >) (A.27)
Mit der Heisenbergschen Bewegungsgleichung fiir Operatoren
dA(t) [AH|t) (0A
T + N (1) (A.28)

folgt durch Anwendung der Produktregel, fiir nicht explizit zeitabhéngige Operatoren A:

micret Yt —t) = 0(t —t1) ([AP(1), BP ()] ) + GLi st — 1) (A.29)

Mit 6(t —t') = 5= [ e_%E(t_t/)% folgen die Fourier Entwicklungen:

G (t—t) = / dEG (B)e #E0-1) (A.30)

27Th

(5(t—t’)< [AD(t),BD(t')} _n> 27rh/dEe“Et t>< [A B]_n> (A.31)

Durch Einsetzen derselben in (A.29) folgt nach Vergleich der Integranden die Bewegungs-
gleichung in Energiedarstellung:

EGE(B) = n<[A,B]_n>+ijgV] 5(E) (A.32)

Die Bewegungsgleichung ermoglicht die Berechnung der retardierten und der avan-
cierten Green-Funktion. Fur alle solchen Systeme, deren Hamiltonoperator vom
Einteilchentyp ist (insbesondere also fir ideale Systeme), ist sie direkt losbar. Fir alle
anderen Systeme lésst sich fur szt () wieder eine i.A. nicht unmittelbar auflésbare
Bewegunsgleichgung der Form (A.32) ansetzen und fiir die darin vorkommenden hoheren
Green-Funktionen wieder eine solche usw. . Es gilt dann, eine geeignete Stelle zu
finden, diese Kaskade von Bewegungsgleichungen mithilfe eines Naherungsverfahrens zu

entkoppeln.
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A.4 Transformationsformeln

Der folgende Abschnitt zeigt, dass zwischen den in (A.2)—(A.5) definierten Grofien allge-
meingiiltige, exakte Identitaten bestehen. Die Kramers-Kronig Relationen zeigen, dass Re-
alteil und Imaginarteil der avancierten ebenso wie der retardierten Green-Funktion jeder
fiir sich, die vollstandigen Green-Funktionen eindeutig festlegen. Durch solche Identitaten
wird das Wesen der GroBlen (A.2)-(A.5) klarer, offenbaren sie doch die Aquivalenz des
physikalischen Gehalts der beteiligten Ausdriicke. Da die Identitdten natiirlich auch fiir
alle aus diesen Funktionen aufgebauten Groflien gelten, wie etwa die Dielektrizitatsfunk-
tion in linerarer Response Naherung, kdnnen sie dafiir verwendet werden, die erhaltenen
Ergebnisse auf Konsitenz zu priifen.

Die Existenz von Transformationsformeln zwischen allen interessierenden Groéfien, nam-
lich den Green-Funktionen, Korrelationsfunktionen und der Spektraldichte, ist von ent-
scheidender Bedeutung fiir den gesamten Formalismus, da sie sich beziiglich der Effizienz
ihrer Bestimmung erheblich unterscheiden konnen. So ermdoglicht etwa die kausale Green-
Funktion (fiir 7 > 0 die Matsubara-Funktion) im Zuge der Anwendbarkeit des Wickschen
Theorems eine 6konomische und systematische Storreihenentwicklung in Form der Dia-
grammtechnik. Andererseits sind retardierte Greenfunktion und Spektralfunktion oft die
eigentlich interessierenden Groflen, da sie neben der ihnen eigentlichen Aussagekraft, wei-
tere interessante mikroskopische Informationen liefern. Fiir erstere existieren infolge der
Kubo-Formel einfache Relationen zu messbaren Groflen wie Dielektrizitatsfunktion, ma-
gnetischer Spin-Suszeptibilitdt und elektrischer Leitfdhigkeit. Sie weisen damit direkten
Bezug zum Experiment auf. Uber das Spektraltheorem liefert dagegen jede Spektralfunk-
tion eine interessante Korrelationsfunktion.

A.4.1 Retardierte und avancierte Green-Funktion aus Spektral-
funktion

Vergleich der Definitionen (A.2) und (A.5) liefert:
npt—1t) = =210t — )G} gt — t) (A.33)

Die Fourier Transformierte G’z (E) = f d(t — )Gt — ")erE0=1) Jautet damit

i

Gty (E) = —2mi / d(t — t')erBQ (£ — )G 5t — 1) (A.34)
Mithilfe der Integraldarstellung der Heavyside’schen Stufenfunktion aus (E.20)

za:(t t')
Ot — t A.35
/ z+i0+ ( )
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folgt:

Gip(E) = - h/d /dE’ ABW /dt—t R Bt (A.36)

=2rhé(ha—(E—E'))

Ausfiihren des z-Integrals und Ersetzen von hi0* durch i0? liefert das Resultat

re )
» / e /E E’ +1i07 (A-37)

Die Definitionen (A.2) und (A.3) zeigen, dass die Argumentation fiir die avancier-
te Green-Funktion nach Ersetzen von O(t — t') durch —O(¢' — t) in (A.34) identisch ist,
so dass eine analoge Verkniipfung mit der Spektraldichte resultiert:

: E)
/ dB A —z0+ (A.38)

Einsetzen in (A.15) zeigt, dass auch retardierte und avancierte Green-Funktion
eine Spektraldarstellung besitzen:

h

BEn—Em) _
A.39
Zo2= (A.39)

ret,av
Gas (E) = E— (E, — E,,) +i0*

(| B| B ) B A| By )e "

Die als elementare Anregungsenergien des Systems interpretierten Energien F, — E,,
stehen jetzt im Nenner. Die Greenschen Funktionen enhalten also die elementaren Anre-
gungsenergien des Systems (das gesamte Anregunsspektrum) als isolierte Singularitaten
auf der reellen Energieachse.

A.4.2 Spektralfunktion und Green-Funktionen

Die retardierte Green-Funktion gilt in der oberen komplexen Halbebene. Die avancierte
Green-Funktion in der unteren. Mit (A.37) und (A.38) kann man diese beiden Green-
Funktionen unter Beschrénkung auf reelle Energiewerte formal zu folgender Grofie zu-
sammenfassen: 2)

ret av !
r—— A4
/d E— E’ j: 0™ (4.40)

2Konstanten dndern die Qualitit von Grenzwerten nicht
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Dann kann man allerdings formal ebensogut komplexe Energiewerte zulassen und definie-
ren:

Gap / AB A E, (A1)

Die physikalische Energie ist der Realteil dieser formalen Grofle E. Mithilfe der Dirac
Identitét (E.15):

/ ap AL 1>0+ _ qs( / a2 f?) :Fm7dE’G;’LB(E’)5(E “E)  (A42)

folgt fir den Spezialfall SE € (0,07)

hp(E) = Gip(E) +irG) p(E) (A.43)

und fir SE € (—01,0)
ffB(E) = ZV,B - mGZx,B(E) (A.44)

Darin bezeichnet *B [ .. das Cauchysche Hauptwertintegral. Gemafl (A.9) ist G’ p(F)
stetig in allen Punkten E € R Insbesondere gilt damit nach Definition der Stetigkeit
auf der gesamten reellen Achse:

2G4 p(E) = Gy p(E +10") = Gy 5(E —i07) (A.45)

Daraus folgt mit (A.43) und (A.44):

ap(E) = Gret( )= GA(E)|; VEER (A.46)

Damit kann bei bekannter retardierter und avancierter Green-Funktion auf die
Spektralfunktion geschlossen werden.

A.4.3 Kramers-Kronig-Relationen

Die retardierte Green-Funktion ist in der oberen komplexen Halbebene eine holomorph
und avancierte Green-Funktion in der abgeschlossenen unteren komplexen Halbebene. Fiir
E € Rist E— E' Fi0" in der oberen/unteren abgeschlossenen Halbebene holomorph.
Damit ist auch

Gret aV( )
E — E' Fi0*
in der abgeschlossenen oberen/unteren Halbebene holomorph. Nach der Umlaufzahlver-
sion des Cauchy’schen Integralsatzes gilt fur eine Funktion f(z), die auf einem Gebiet

(A.47)
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G € C holomorph ist, ¢ f(z)dz = 0 fiir alle geschlossenen Wege in G. Nach (A.47) gilt
damit fir alle Wege die ganz in der oberen/unteren abgeschlossenen Halbebene liegen:

ret av )

/ —_—
7( AB A 3F10+ —0 (A.48)

Die Idee ist jeweils, einen Weg 7, entlang der reelen Achse zu wéhlen und diesen mit
einem Weg v, im Unendlichen zu schliefen. Kann gezeigt werden, dass das Contour In-
tegral entlang -, verschwindet, so muss infolge von (A.48) auch das Integral entlang ~;
verschwinden: Es sei zu diesem Zweck die Bewegungsgleichung (A.32) betrachtet. Umstel-
len und Integrieren ergibt:

70dE <EG;?gaV(E) - h< [A, B] >> / dEG L (E) (A.49)
Mit (A.28) folg

Gy (B) = h([A, B, ) = 27rh207dt<[AD(t),B]n>5(t) (A.50)
Mit Zfodxé(x) F(x) = L9 fiir Funktionen f(x) folgt:

/dE(EGret “(E) - h([4, E]_n>> — 12 ([A(t = 0), B, ) (A.51)

Folglich konvergiert das Integral auf der linken Seite. Notwendige Bedingung dafiir ist

h
: ret,av ~
Jim G5 (B) ~ = ([4,B,) (A.52)
Es existiert also ein ¢ € R derart, dass mit z := = 0 ——— fiir einen festen Energiewert E gilt:

1 /et
dE'G 5 (B) = constf dz1 z < const - lim ipe'” =0 (A.53)

72 7o +z p=o0) 14 pPei@

Im letzten Schritt wurde der Residuensatz verwendet. Damit ist gezeigt, dass:

ret av
E' ) = A.54
/dEE’q:zO+ 0 (A-54)
Mithilfe der Dirac Identitét (E.15) gilt:
ret av
(E)
= dE' —2Z2—~———
0 / E— E’ F 10"
ret ©0
- / AB A E, ) 4in / dE'S(E — BG5S (E — E) (A.55)
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Es folgt:
*;B/dE, ret E) - ret,aV(E) (A 56)
E E,) - AB .
und )
G (B _
'y / a8 ) — Gy () (A.57)

Vergleich der Real- und Imaginérteile liefert Kramers-Kronigs Resultate:

:F1 7 / ‘SfotBav(El> ret,av
Tp / A S2AE ) ot A53
: a5 ) _ warg ) (A58)
P / 1 R (E) — SG"L () (A.59)
o ‘

Diese Relationen zeigen, dass retardierte und avancierte Green-Funktion durch ih-
ren Imaginarteil ebenso vollstindig festgelegt sind wie durch ihren Realteil. Dies
bedeutet, dass beide Teile denselben physikalischen Gehalt tragen.
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Anhang B

Effektive Wirkung

In diesem Kapitel erfolgt eine formale Ableitung der Gross-Pitaevskii-Gleichung fiir ideale
Systeme. Dies erfolgt zum Teil in Anlehnung an [64] und enthélt Elemente aus [69].

Wie in der Landau-Theorie der Phasentiberginge (vgl. [52], [70]) wird der Ordnungspa-
rameter, hier ¥, = (d,) bzw. V¥ = (a, ), durch einen Parameter, hier durch virtuelle
Stromfelder j,(7),7%(7) gegeben, an den Hamiltonoperator angekoppelt. Oberhalb des
Phaseniibergangs, wo der Ordnungsparameter verschwindet beeinflusst dies den Hamil-
tonoperator nicht. AnschlieBend wird die Freie Energie F(T,V, N, M, j*, j) als Funktion
dieser Strome berechnet. Durch Variablenwechsel mittels Legendre Transformation folgt
die Freie Energie als Funktion des Ordnungsparameters F(T,V, N, M, W* V) und heifit
dann effektive Wirkung I'. Der im thermodynamischen Gleichgewciht wahrscheinlichste,
d.h. der stabile Zustand des Systems ist je nach vorgegeben Parametern durch das Mi-
nimum des entsprechenden thermodynamischen Potentials charakterisiert. Die Bestim-
mungsgleichung fiir den Ordnungsparameter als einer Funktion von N, V, T, M, kann also
durch Extremalisierung der effektiven Wirkung beziiglich des Ordnungsparameters erhal-
ten werden. Mithilfe des Formalismus wird also gepriift, ob das System einen energetischen
Vorteil aus einer bestimmten Symmetriebrechung gewinnt. Gegebenfalls ist die entspre-
chende Ordnung wahrscheinlicher als die alte, und das System verwirklicht dieselbe, indem
der Ordnungsparameter einen endlichen Wert erhalt.

Die Aufgabe besteht vornehmlich darin, die Freie Energie als Funktion des Ordnungspa-
rameters auszudriicken. Hierzu wird zuerst ein allgemeiner Ausdruck der groflkanonischen
Zustandssumme eines als gestort aufgefassten Systems als Funktion der groflkanonischen
Zustandssumme seines ungestorten Pendants und des Storoperators gesucht. Spater kann
der Storterm auf die beschriebene Symmetriebrechung spezialisiert und die Zustandssum-
me mithilfe des verallgemeinerten Wickschen Theorems in eine passende Form gebracht
werden. Dies fiithrt schliellich auf die Freie Energie als Funktion der Stromfelder, oder
nach Legendre Transformation auf die effektive Weirkung.
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Die Formulierung des Problems erfolgt im Diracschen Wechselwirkungsbild unter Verwen-
dung des Feynmanschen Tricks der imaginiren Zeit. Hierdurch wird eine Okonomisierung
der notwendigen Storreihenentwicklung erzielt. Im Dirac-Bild enthéalt ndmlich der Zeitent-
wicklungsoperator den gesamten Einfluss der Stérung und durch Verwendung imaginérer
Zeiten 7 = it gewinnen der Boltzmann-Faktor e P#Ho des ungestorten Systems und der
Schrodingerzeitentwicklungsoperator e#!ot desselben formale Aquivalenz. Durch Kombi-
nation dieser beiden Ideen gelingt es schliefflich Zeitentwicklungsoperator und Zustands-
summe explizit durch den Storoperator auszudriicken. Es kann dann die Zeitentwicklung
des Storoperators und die Bildung des Erwartungswertes im ungestorten System, also

insbesondere im thermodynamischen Gleichgewicht durchgefiihrt werden.

B.1 Dirac-Imaginarzeitentwicklungsoperator

Es bezeichne Hy den nicht explizit zeitabhangigen Hamiltonoperator eines als ungestort
aufgefassten Systems im Schrodingerbild und H, = Hy + V. den Hamiltonoperator zur
Zeit t = —it. Der Zeitentwicklungsoperator des Dirac-Bildes in Imaginarzeit 7 = it ist
analog wie in Realzeit definiert:

UP(r,7') = entlor g H(r—r") g~ Hor' (B.1)

Es ist zu beachten, dass dieser Operator zwar offensichtlich die tiblichen Eigenschaft der
Transitivitat, d.h. UP (7, )UP (72, 13) = UP (11, 73) sowie UP(7,7) = 1 besitzt, aber im
Unterschied zum Zeitentwicklungsoperator in Realzeit nicht unitar ist.

Aus (B.1) folgt zusammen mit der Tatsache, dass die partielle Ableitung die explizite
Zeitabhangigkeit nicht betrifft:

0 A N .

—hé—UD(T, ) = VP ()UP (1, 7)) (B.2)

T
Darin bezeichnet VTD (1) = e Hom Y eifom den Dirac-Operator zum i.A. explizit zeitab-
hangigen Operator V,. Sofern nichts anderes gesagt wird, ist im Folgenden automatisch
von explizit zeitabhéngigen Operatoren auszugehen und die unteren Indizes werden un-
terdriickt. Wie in Realzeit ist die Losung dieser Gleichung eine Von-Neumann-Reihe. Dies
ist wie folgt einzusehen: Mit UP (7, 7) = 1 gilt nach Integration:

hUD(T, ) =1-— /dTﬂA/D(Tl)(A]D(ﬁ, To) (B.3)
70
Iteration dieser Gleichung ergibt
RUP (1,70) = 14 ZUD(")(T, T0) (B.4)
n=1
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wobei UP ™) (7,79) mit 7 > 7, > ... > 7,, > 7 durch folgenden Ausruck gegeben ist:

Tn—1

0D<n>(7,70>=( ) /dT1 /de / dr, Ho B, 1, (B.5)

Aus

[in [anVP )P (m) = / dry / An VP () V()
70 70
 Jifuioren o

folgt:
/dTldeg 7'1 VD 7'2)

= / dﬁ/ dﬁ[ (n = )PPV P () + O = ) (VP () = V() ) | (B.7)

_ 2'//7’,3( (r)V/ <72)> (B.8)

T0 T0

Im letzen Schritt wurde der Dysonsche Zeitordnungsoperator eingefiihrt, der durch
Tp(A®)B()) = 0t — t)AW)B(t') + O — ) B(t) A(t) (B.9)

definiert ist. Wie der Wicksche Zeitordnungsoperator Tn sortiert er das nachfolgende Pro-
dukt aus Operatoren nach der Groéfle ihres Zeitargumentes, allerdings ohne Vorzeichen-
wechsel fiir Fermionen. Die Uberlegung kann sofort verallgemeinert werden, weil induktiv
auf der linken Seite immer noch einen Stéroperator V2 (7;) hinzugefiigt werden kann, fiir
den dieselbe Uberlegung gilt:

0P (7, 7) ( )n' /dﬁ /dTnTD< N (72)...1717(7”)) (B.10)

Fiir Bosonensysteme sind 7, und 7, y identisch. Falls VP (r) ausschlieBlich Summanden
gerader Anzahl von Konstruktionsoperatoren enthélt, kann auch fir Fermionensysteme
Tp durch 7, y ersetzt werden.Dann heben sich alle Vorzeichen die T, erzeugt auf. Fir
solche Systeme gilt:
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0%rm) = 3 on'( >/d7‘1 /dm < VD(TH))
(exp[ /dT VP (r D (B.11)

Damit ist eine explizite Darstellung des Imaginérzeitentwicklungsoperators des Dirac-
Bildes durch den Storoperator gefunden.

B.2 Grof3ikanonische Zustandssumme

Es wird jetzt die grokanonische Zustandssumme Zg durch die des ungestorten Systems
Z(G0 ) und den Stéroperator V2 (1) ausgedriickt.

Wahl von 7/ = 0 in (B.1) liefert:

e 1 AT = ¢~ iHoT 7P (7. ) (B.12)
Speziell fiir 7 = hf folgt dann:
e PH = ¢ P[P (3, 0) (B.13)
und weiter:
Zg =Tr{eT} = Tr{e 0P (h3,0)} = 2 (TP(h3,0) ) (B.14)

Mit (B.11) folgt die groflkanonische Zustandssumme in der gewiinschten Form:

Zg = Z(G) < <exp{ 7\/]3 dTD > (B.15)

Dieser Ausdruck gibt den allgemeinen Zusammenhang der groflkanonischen Zu-
standssumme eines Systems mit Hamiltonoperator H = Hy+V und der groffkanonischen
Zustandssumme eines (ungestorten) Systems mit Hamiltonoperator I:IO an. Interessiert
etwa nur die Gleichgewichts-Thermodynamik eines komplizierten Systems, so kann von
der Zustandssumme des idealen Systems ausgegangen werden und der Wechselwirkungs-
operator als Stérung V aufgefasst und kiinstlich zeitabhéngig gemacht werden. Es wird
(B.15) jetzt speziell fir den explizit zeitabhéngigen Stéroperator

A,

V= i G () + 8 (7) (B.16)

Q
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B.2. GROSSKANONISCHE ZUSTANDSSUMME

ausgewertet. Der entsprechende Dirac Operator lautet:
VP (7) = ehrVe ki = Y62 (r)js(r) + 010 (7)ja(7) (B.17)

Einsetzen desselben in (B.15) ergibt:

ng - np

Zeliat) 500 = 20 B (0 far [arat i) -]} ) @29

Es ist unpraktisch eine unendliche Reihe zeitordnen zu miissen. Mithilfe des Wickschen
Theorems kann dieser Umstand behoben werden: Zunéchst sei die Exponentialreihe in
(B.18) betrachtet:

% 1B

Sl i fan (2070 6) (B.19)

Da der thermodynamische Gleichgewichtserwartungswert jedes Produktes aus einer un-
geraden Gesamtzahl von Konstruktionsoperatoren verschwindet, bleiben nur diejenigen
Summanden mit gerader Anzahl Stéroperatoren V2 (;) bestehen, so dass sich (B.19) auf
folgenden Term reduziert.

o0

nz%(;n)! (_hl>2"7d7-1...7d72n <TT (VD(Tl)-nVD(TQn)) > (B.20)

Mithilfe des Wickschen Theorems wird jetzt das zeitgeordnete Produkt aus 2n gleichen
Operatoren zerlegt:

A, A, A, A, A,

<T,(VD(71)..VD(72n))> = VP VP () VP () VP (7)o V2 (720 1) VP (720)

T | |
+ VD(Tl)VD(Tz)VD(TP,)..VD(wn,z)&D(@n,l)VD(@n)
+ . (B.21)

. ! N .
Wobei die Kontraktionen durch VP(r,)VP(r;) := <TT <VD(Ti)VD(Tj)> > gegeben sind.

Da alle kontraktierten Operatoren gleich sind und tiber dasselbe Imaginarzeitintervall in-
tegriert werden, sind alle Summanden der rechten Seite von (B.21) gleich. Jeder Summand

lautet deshalb einfach: .
<T; (VD(TI)VD(TZ)) > (B.22)

Es bleibt die Frage wieviele Summanden auf der rechten Seite von (B.21) stehen. Der
erste Storoperator VP (7;) kann sich mit allen 2n — 1 anderen Operatoren paaren. Fiir
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B.2. GROSSKANONISCHE ZUSTANDSSUMME

den zweiten Operator bleiben alle Moglichkeiten zur Paarung, auler mit dem ersten und
dessen Partner. Das sind 2n — 3 Moglichkeiten. Fiir den i-ten Operator entfallen die ¢ — 1
schon gepaarten Operatoren und deren Partner. Thm bleiben 2n — 2¢ — 1 Moglichkeiten.
Auf der rechten Seite von (B.21) stehen also (2n — 1)!! identische Summanden. Es gilt
folglich:

n

/dﬁ 7d7'2n< <VD 7). VP (7o ) > /Lﬂdﬁ7d72 2n—1)! (<TT(VD(71>VD<TQ)) >)

(B.23)
Durch Riickeinsetzen in (B.19) folgt mit (2n)! = (2n)(2n—1)(2n—2)(2n—3)...-4:3-2-1 =
2n—D!-(2n)(2n —2)...-4-2=(2n — 1)!! - 2"(n!) aus (B.18):

Zeliu i) = 28 (55) / /dmm[<TT(VD<71>VD<T2>)>]" (B.24)

Dieser Ausdruck besitzt noch allgemeine Giiltigkeit fiir solche Storoperatoren, die
nur aus Termen ungerader Anzahl von Konstruktionsoperatoren bestehen, weil von
(B.17) nur diese Eigenschaft verwendet wurde.

Es wird jetzt auf die speziell interessierende Storung (B.17) spezialisiert. Einsetzen von
(B.17) in (B.24) ergibt mit (daG,) = 0 fiir das zeitgeordnete Produkt, durch Ausnutzen
der Tatsache, dass die Operatorreihenfolge im Argument von T beliebig ist:

Ez < T, (afl (11)d5, (T1)atL (72) e (72) + 650 (71) iy (1) G2, (72) 52, (72)> >

A

= E 2 (2ad izl () ) i (m)ies(7) (B.25)
1,02
Nach Identifikation der Einteilchen-Matsubara-Funktion (B.51)

G (71, 72) = = ( To(al (m)a L (7)) ) (B.26)

vereinfacht sich (B.24) zu

Z6lia (1), Ja(1)] = Zgj)i)l(%?)n
h3

Z /dTl/d722”< G, ag(ﬁ, 7'2)>j21(7'1)ja2 (1)  (B.27)

aq, OCZO

X
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Zalin(72(7) = 28 exo s B /dﬁ /de< M a(107) )i, (1)n(2)| (B28)

102 0

Fir Storungen vom Typ (B.17) ist damit die Zustandssumme durch die des unge-
storten Systems und eine EinteilchenMatsubara-Funktion ausgedriickt.

B.3 Effektive Wirkung

In diesem Abschnitt wird zuerst die Freie Energie eines durch (B.17) gestorten Systems
durch die des Ungestorten ausgedriickt. Anschlieflend folgt durch Variablenwechsel per
funktionaler Legendre Transformation die effektive Wirkung des Systems. Zu deren Aus-
wertung wird der Einfachheit wegen auf ideale Systeme spezialisiert, weil in diesen die
Matsubara-Funktion und damit auch deren Inverse durch eine einfache aus den allgemei-
nen Formeln in Abschnitt 2.3.1 resultierende Form haben.

Mit Fo = —% In Z¢ folgt aus (B.28) unmittelbar die groflkanonische Freie Energie des
gestorten Systems:
. h3 hB
Faljn(7),ja(T)] = w25 /dﬁ/de( - G%,ag(ﬁﬁz))jm(ﬁ)jzg (72)
192 ¢ 0
1
- Bln(zg”) (B.29)

Die effektive Wirkung I' ist als funktionale Legendre Transformierte der Freien
Energie zum durch (B.16) Symmetriegebrochenen Hamiltonoperator in den Stromfeldern
definiert.

D0, U] = Folj* (", ¥, j(T°, 0)]

SFalji (), Ga(™)] .
—g / ar—s (Wi (7), Wa (7)) (B.20)
T SFalin() e
_Z O/d ), V()
Darin bezeichnen SFA*
U, (7) = —hJ clJa (1), Ja(7)] (Ga(T)) (B.31)
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(SFGD* (T)ajoz (7_)]
U (1) := —hp = =(al(r B.32
(7) eIl = (k) (B.32)
die sogenannten Background Felder. ¥, := Wy_q, ist der Ordnungsparameter fiir den

Ubergang von der gewohnlichen fliissigen Phase zur superfluiden Phase fiir Teilchen im
Spinzustand |o ). Das Betragsquadrat | ¥, |*= W, ¥* ist dabei mit der Bose-Einstein-
Kondensatdichte ng, zu identifizieren. Mit

h3

6j;5(7) in JArGH o1, ()iea ()] = G (o) (72) (B.33)

folgt aus (B.29):

hB

Vo) = 7Y [dnl-Gl, ()i, () (B.34)
ng

wi(r) =Y [dnie, (m) (-G o(n.7) (B.35)

Ferner werden j(V¥(7), ¥, (7)) und j*(W* ¥) in (B.30) bendtigt. Mit (B.72) folgt aus
(B.34) nach Multiplikation von W, (7,) mit der in (B.73) definierten GréBe hG_ L, (7, 72)
von links und anschliefender Integration iiber 7, sowie Bildung des Summenintegrals tiber

(65N

h3

nB
h/dﬁi G;lal(T, )V, (T) = I /d7’1ja1 (T1)00,0,0(T — 71)
0 a1

= o) = 3(¥alr). V() (B.36)

Darin ist o wieder ein vollstander Satz aus Quantenzahlen des Einteilchenhilbertraums
und hq, o, = (a;|h|a;) das mit den entsprechenden Eigenzustdnden gebildete Matrix-
element des Einteilchenhamiltonoperators.

Analog folgt aus (B.35)

h/ﬁdi W, ()Gl m) = 537 = 7 (Va(r). Wi(0)) (B.37)
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Einsetzen von (B.29),(B.36) und (B.37) in (B.30) ergibt:
hd  h8 hB KB

F[\I/*,\P] = h2 Z /dTl/dTg/dTg/dT4Gal as Tl,TQ)Ga;a4(T2,T4)

1,02,03, OC4

X \I[CM (T4)\Ij (7—3)Ga31a1 (T37 Tl)

hB
1
+ B ‘/dTl/dTQ\I[OQ(’7'2)1112;1 (TI)GC_HI,OQ(TI;TZ)
1,2 g 0
1ol 70 1
+ = /dTl/dTQ\I]ZQ (72)Grny ooy (72, 71) Vo, (11) — = In(Z,) (B.38)
5k 3

Nach Anwendung von auf den ersten Summanden dieses Ausdrucks, ist dieser bis auf
das Vorzeichen identisch mit dem zweiten Summanden. Das Ergebnis fiir die effektive
Wirkung lautet damit:

hs hG
1
Ej /dn dTQ 5 ()Gl (72 71) Way (1) —Bln(Zé?)) (B.39)
10&20

B.4 Gross-Pitaevskii-Gleichung

Die Bewegungsgleichung des Ordnungsparameters folgt durch Extremalisierung der effek-
tiven Wirkung nach den Ensemblemittelwerten der Vernichter :
Ol W™, U]
v (1)
Nach Ausfithren der Funktionalableitung und Summenintegration tiber die Deltafunktio-
nen in (B.39) folgt:

—0 (B.40)

/dTl o, (7— 7—1>\Do¢1 (7_1) 0 (B41)
a1 0
Nach Einsetzen von (B.73), Ausfithrung von Integral und Summenintegral sowie Multi-
plikation mit [ resultiert:

(hi + h(a) - )\ya(ﬂ ) (B.42)

Sei {¢;(c)} eine vollstandige Orthonormalbasis des Einteilchenhilbertraumes aus Eigen-
zustanden zu den Einteilchenenergieeigenwerten e; und sei ferner @; der Vernichter eines

161



B.4. GROSS-PITAEVSKII-GLEICHUNG

Quants im Einteilchenenergieniveau ¢;. Dann kann der Operator a,(7) spektral in diese
Basis zerlegt werden:
o (T) = Qgopo(a, T) + Zdwqﬁi(a, T) (B.43)
i=1
Mit Woo(7) := Goepo(a, 7) folgt aus (B.42), unter Ausnutzung der Orthogonalitét der
gewihlten Basiszustande speziell:

(h(,i + h(a) — M) Wou(7) = 0 (B.44)

Wegen der Translationsinvarianz in Imaginarzeit muss Vo, (7) — W, zeitunabhingig
sein. Damit folgt aus (B.44) die stationdre Gross-Pitaevskii-Gleichung:

(i}(a) - u) Wo, =0 (B.45)

Der stationdren Gross-Pitaevskii-Gleichung (B.45) entspricht die zeitabhéngige Gross-
Pitaevskii-Gleichung;:

L0
(- iho + h(@)) Wou(t) = 0 (B.46)
Der Ubergang vollzieht sich mittels W, (t) = e_%“tllf()a Es wird jetzt auf die Orts-Spin-
Basis & — (x,0) und den Einteilchenhamiltonoperator h(xo) = ’;nVQ — B, + U(x)

spezialisiert. Daraus folgt sogleich die zeitunabhangige Gross-Pitaevskii-Gleichung in der
iiblichen Form:

_h2v2
(

o B — it U(x))Woxs = 0 (B.47)

Mit der im thermodynamischen Limes exakten Bogogliubov-Ersetzung ao, — /10, folgt

_h2v2
(

2m

— Burn, — i+ U(x)) /s ¢o(re) = 0 (B.43)

Nach Definition erfiillt ¢o(ro) die Einteilchenschrodingergleichung

<_h2v2

2m +HUR) - Bzm2>¢0(m) = Eos¢o(ro) (B.49)

Darin bezeichnet E, die Grundzustandsenergie eines Quants im Potential U(x), so
dass mit (3.15) Ey, = Ey — ao gilt. Damit kann (B.48) schlieflich in folgender Form
geschrieben werden:
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(Eo — a0 — 1) Woxo = 0 (B.50)

Die Gleichungen (B.46) heifilen zeitabhdngie Gross-Pitaevskii-Gleichungen und beschrei-
ben die Dynamik des Ordnungsparameters W, bei beliebiger Temperatur. In idealen Sy-
stemen, wie sie hier vorliegen, ist es moglich, den Kondensatanteil und den thermischen
Anteil unabhéngig voneinander zu beschreiben, so dass die Gross-Pitaevskii-Gleichungen
dann fiir den Kondensatanteil exakt gelten. Da in idealen Systemen bei T' = 0 das ganze
System als BEK vorliegt, beschreiben die zeitabhéngigen Gross-Pitaevskii Gleichungen
dann sogar dessen Dynamik vollstandig. Haufig werden BEKe in verdiinnten Quantenga-
sen allein durch die G.P. Gleichung beschrieben. Dies ist dann als Mean-Field Beschrei-
bung zu verstehen, die jedoch aufgrund der hohen Kondensatdichte von iiblicherweise
etwa 90% héufig zu guten Ubereinstimmung mit den experimentellen Befunden fiihrt.
In Kapitel 4 wurde gezeigt, dass bei hinreichend tiefer Temperatur auch im thermischen
Anteil ein kohérenzéhnlicher Zustand besteht, was den Erfolg reiner Gross-Pitaevskii-
Beschreibungen zusétzlich plausibilisiert. Die Beschreibung eines Vielteilchensystem mit-
hilfe der Gross-Pitaevskii-Gleichung hat den grofien Vorteil, dass sich ,auch bei Bertick-
sichtigung von Mehrteilchenwechselwirkungen, das Vielteilchenproblem auf ein effektives
Einteilchenproblem reduziert. A. Griffin et al. sprechen allerdings von einer ganzen Klasse
neuer Phanomene, durch die Berticksichtigung von Temperatureffekten [4].

B.5 Matsubara-Funktion

Die Matsubara-Funktion iibernimmt die Rolle der kausalen Green-Funktion bei endlichen
Temperaturen. Aufgrund der Zeitordnung ist die Storreihenentwicklung einfacher als fiir
avancierte und retardierte Green-Funktion und es kann ein verallgemeinertes Wicksches
Theorem formuliert werden [54]. Die folgenden Ausfithrungen erfolgen in Anlehnung an

[54, 66, 64].

Die Matsubara-Funktion ist wie folgt definiert:

Gh(r, 1) = = (T(AP(1)B (7)) ) (B.51)
Dabei ist
0(7) = {é : Z 8 (B.52)

die Stufenfunktion fiir imaginére Zeiten und der Zeitordnungsoperator T’ fiir imaginare
Zeiten durch folgende Gleichung definiert:

T-(A(r)B(r") = 6(7 — ) A(r) B(') +1P0(7" — 7)B(7") A() (B.53)
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Dabei ist p die Zahl der Permutationen die nétig ist um die Operatoren des zweiten
Summanden in dieselbe Reihenfolge wie im ersten Summanden zu bringen. Die iibrigen
Definitionen entsprechen den in Abschnitt (A.2) gegebenen, wobei statt O(r = 0) abkiir-
zend O geschrieben wird. Matsubara-Funktionen héngen wie die Green-Funktionen nur
von der Zeitdifferenz ab, was sich analog wie in Abschnitt A.3.1 einsehen lésst. Es gilt:

GMo(r, 7)) =GN (r — 1) (B.54)

Wichtig ist die Periodizitat der Matsubara-Funktion, weil sie die Entwicklung derselben
in eine Fourier-Reihe gestattet. Fur A > 7/ — 7 > 0 gilt:

GJX[B(T — 7' —hB) = 77G]X[B(7— —7') (B.55)

Dies ist wie folgt einzusehen: Fir A6 > 7 — 7' +nhf > 0 belasst der Zeitordnungsoperator
die Reihenfolge der Operatoren und es gilt nach (B.51) und (B.54) nach Verwendung der
zyklischen Invarianz der Spur.

Gip(r —7'+nhf) = Tt {efﬁﬁle(r — 7'+ nhﬁ)é}
Zg
— _—1Tr {e%H(T—T/-F(TL—l)h,B)Ae—%H(T—T/-F(Tb—l)h,@)e—,BHB}
Za
-1 A
= —Tr {e_ﬁHBA(T -7+ (n— 1)716)} (B.56)
Za

Nach Vorraussetzung gilt 7 — 7" 4+ (n — 1) < 0, womit folgt:
Gila(r — 7'+ nh) = Ve {ePHT, (AP (r — 7'+ (n— 1)rP)B) } (B.57)
Za
Insbesondere gilt fiir n =1 und A8 > 7" — 7 > 0:

Gip(r — 7'+ hB) = nGi(T — 1) (B.58)

Die Matsubara-Funktion ist demnach periodisch in 7 mit einem Periodizitatsintervall von
hG fiir Bosonen und 2A4 fiir Fermionen.

Infolge dieser Periodizitét ist eine Fourierreihenentwicklung der Matsubara-Funktion mog-
lich. Um die Betrachtungen allgemein zu halten wird beziiglich der Periode 27 entwickelt,
die fiir Bosonen und Fermionen gilt:

GM(r) = ;GO+Z[G”COS(7w )+b Sm(ﬁﬂ ﬂ

n=1

a, = hﬂ/dTGM )cos(h6>

—hﬂ

b, = hﬁlﬁdTGM )Sm(hﬁ) (B.59)
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Mit Ej, := 5 und GM(E)) == (a, +ib,) gilt weiter:

G Z e # TGN (E!) (B.60)
17

GH(Ey) = 5 [ drGip(ryet ™ (B.61)
—hB

hg
Nach Aufspalten von (B.60) in zwei Integrale [..+ [ und Sustitution von 7 durch
0

—hB
7' := 7 — hF im zweiten Summanden, gilt:
17 ~
5(E)) =5 /dTG e 4 5 / drGAL (1 — hB)enPnme PR (B.62)
~hB ~nB

Damit gilt, nach Anwendung von (B.55) auf den zweiten Summanden und nochmals zur
Verschiebung des Integrationsintervalls, der folgende Ausdruck:

14 o887 :
C(EL) = = [dr Gty (ryet o (B.63)
0
Mit
2nn Bosonen
E, = (26n+1)7r Formi (B.64)
=5 Fermionen
reduziert sich der Vorfaktor auf 1 und das Fourier Integral lautet:
Na(B) = [drGiy(r)et (B.65)
0

Mittels (B.65) ldsst sich ein Zusammenhang mit der Spektralfunktion gewinnen, was mit
den Ausdriicken des Abschnittes 2.3.1 auf die allgemeine Form der Ein- (und Zweiteilchen)
Matsubara-Funktionen idealer Systeme fiithrt: Es gilt

Za(AP(1)B) = Te{eTAP(1)B} =3 (E,|e AP (r)B|E,)

= SUE|A|Ew){En|B|E, e Pref(Bn=n) (B.66)

Der Vergleich mit (A.15) liefert:

Er

(AP / dETAB\Z)C " 1—ne o (B.67)
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Da im Integrationsintervall in (B.65) 7 > 0 ist, bleibt nach Einsetzen der Definition
(B.51):

CML(E,) = — / dret™ ( AP(r)B) (B.68)
0
Mit (B.68), (B.67), sowie
oy h h(ne PP —1)
(iEn _ iE,—FE — B
[aret ol =5 (B.69)

resultiert nach Ausfiihren des 7-Integrals:

, Sap(E'
GM(E,) = / dEZEABEE), (B.70)

—0o0

Durch Einsetzen von (2.34) in (B.70) folgt die Einteilchen Matsubara-Funktion fiir ideale

Systeme:
hoaay

1By — (ea — 1)
Schliellich kann die bereits zur Berechnung der effektiven Wirkung bendétigte Relation

G ( n>:

a,a1

(B.71)

/dTQZ:: Ga_}aQ(T, TQ)G%’OQ(TQ7 T1) = —0a.0,0(T — 11) V7,7 € (0, h3) (B.72)

zwischen G% o, (T, Tie) und

0 0
-1 L G,y T
Gty 7= 524 s+ Hlo) = )il =) (B.73)

bewiesen werden. Einsetzen von (B.71) mit (B.54) in (B.60) fihrt auf:

1 hoa.04

M 3 En(m2=m) B.74
e I
Es folgt mit (B.73):
hB - _
/dTQI Gm2 T,72)Gog 0 (T2, T1) = hﬁ/dﬁé Soen D e nbn(r2=m) (B.75)
Mithilfe der Distributionenidentitét
Yo fx—m)= D e (B.76)

166



B.5. MATSUBARA-FUNKTION

und (B.64) gilt schlieBlich:

3 y
~1 . o
/deZj G;olzz (7-7 T2>G§/[2,a1 (7'2, Tl) = hﬁ/dTQ(s(T _ 72)(50[7@2 Z 7]m5( Qhﬂ 1 m)
0 az 0 m=—00
= — Z 77"”(5(7‘ — T — hﬁm)émo& (B77)

m=—0oQ

Im letzten Schritt wurde (4.23) verwendet. Speziell fur 7,71 € (0,h3) bleibt nur ein
Summand bestehen und es folgt (B.72).
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Anhang C

Historische Ideenfolge zur
Bose-Einstein-Kondensation

Als Erganzung zu den Ausfithrungen des Abschnitts 1.3 bleibt die historische Ideenfolge
von Interesse, weil diese einen vertieften Zugang zum Phanomen gewéahrt. Auch zeigt sich,
wie wenig selbstverstandlich der tibliche Ansatz des UnbestimmtheitsmafBes fiir identische
Quanten (auf Basis der Boltzmannschen Arbeit) ist, aus dessen Extremalisierung mithilfe
der Methode der Lagrange Multiplikatoren die Bose-Einstein-Verteilungsfunktion folgt.

Bose findet 1924 in [10] eine neue Ableitung des Planckschen Strahlungsgesetzes, indem
er, um den Koeffizienten 8’;—3”2 zu erhalten die Zellen im Einteilchenphasenraum abzahlt,
statt wie Planck die mogliche Zahl unterschiedlicher stehenden Wellen, die in eine Box des
Volumens V' passen abzuzahlen. Bose setzt also nicht ldnger die Wellennatur des Lichtes
voraus und entkoppelt damit die Plancksche Strahlungsformel von allen Elementen der

klassischen Elektrodynamik:

1

Bose setzt zwei mogliche Polarisationsrichtungen fiir Licht an® und integriert tiber die

Phasenraumzellen d3xd®p:

Srvidy

z =omVpiap = = .
2 &’z | d&’p =8nVpd V=20 C1

Damit ist Z% die Anzahl der Zellen der GréBe A% im Einteilchenphasenraum. Im zweiten
Schritt wird p = % verwendet. Dies begriindet die Rithmlichkeit dieser Ableitung, denn
der Compton Effekt wurde erst 1923 verdffentlicht [71], so dass es damals noch keine
Selbstverstandlichkeit war, Lichtwellen einen Impuls zuzuordnen.

!Diese zusitzlichen (Spin)freiheitsgrade wurden damals von Bose und ebenso von Einstein einfach
akzeptiert, weil es einerseits in Hinblick auf das bekannte Ergebnis notwendig erschien, andererseits 1925
noch keine Klarheit iber das Wesen der Drehimpulserhaltung in der Quantentheorie bestand.
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Es sei mit p; die Zahl der Zellen, die je r Quanten mit Frequenz v° enthalten, bezeichnet.
Dann ist Z° = >"p? die Gesamtzahl der Zellen, N* = >"rp? die Gesamtzahl der System-

teilchen, die die Frequenz v® haben. Die Gesamtphotonenzahl ist dann durch N = Y N*®

und die Systemenergie durch £ = Y N®hv® gegeben. Bose setzt auf dieser Grundlage
S

kommentarlos® folgendes Unbestimmtheitsmaf an:

W H slpslp

an und extremalisiert dasselbe unter den Nebenbedingungen erhaltener Energie und kom-
mentarlos angenommener Erhaltung der Phasenraumzellen Z®. Dadurch erhielt er

(C.3)

hS
W:Z(Fﬁ(l—l—lnpﬁ—i—/\l—i-rﬁy

und schliefllich das Planck-Gesetz.

) (C4)

Einstein muss den Zusammenhang férmlich gewittert haben. Er sah, dass der Koeffizient
der Planck-Formel ebenso durch Abzéahlen der Modenzahl klassischer Wellen, wie durch
Abzéahlen der Ort-Impuls-Moglichkeiten eines Teilchens gewonnen werden kann. Natiirlich
konnte dies kein Zufall sein. Weder die Teilchennatur noch die Wellennatur ist exklusive
Vorraussetzung fiir die Ableitung der Planck-Formel. Da muss ihm De Broglies Idee der
Materiewellen gerade recht gekommen sein! (Dies war die erste Anwendung der Mate-
riewellen und Schrédinger etwa erfuhr erst aus Einsteins Arbeit davon.) Einstein nahm
also eine allgemeine Identitat zwischen Teilchen und Welle an und untersuchte, welche
Pramissen sich aus Boses Ideen fiir massive Teilchen ergeben.

Einstein setzt Teilchenzahlerhaltung an, was auf eine zusétzliche Nebenbedingung in Boses
Extremwertproblem fiihrt, dem ein weiterer Lagrange-Multiplikator Rechnung trégt. Wei-
ter setzt er den fiir Teilchen mit Ruhemasse giiltigen Ausdruck h3Z* = 2%V(2m)%\/ﬁdE5
mit 2mE* = p*? an. SchlieBlich erhielt er durch Extremalisierung des Unbestimmtheits-
mafles den Ausdruck

1
N=YN*= Z—A = (C.5)

Einstein bemerkte, dass der ,Entartungsparameter Ay < 1 erfiillen muss (weil sich an-
dernfalls bei hinreichend hoher Temperatur negative Besetzungszahlen ergében). Er er-
setzt dann die Summe in (C.5) durch Ubergang zum Thermodynamischen Limes durch

2Einstein verwendet, in Folge einer ,Riigung® P. Ehrenfests statt Boses Ausdruck (C.3) ein Aquivalent
in Bernoulli-Form: (N* 4 27 — 1)
_l’_ —
W = C.2
H Nsl 7s 71 ( )
Er zahlt also die Moglichkeiten N ununterscheldbare Teilchen im Intervall dE? auf Z° Zellen zu verteilen.
Die prinzipielle Ununterscheidbarkeit identischer Quanten war damals noch nicht allgemein anerkannt und
auch Einstein liefert weder eine Erwahnung dieses Faktums noch eine Begriindung, doch die Verwendung
des Unbestimmtheitsmafles (C.2) statt (C.3) zeigt, dass er sich der Vorraussetzung bewusst war.
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ein Integral tiber die Phasenraumzellen, dhnlich wie in Abschnitt 3.2.1. In der ersten Ar-
beit [11] untersucht er die Konsequenzen im Fall Ay < 1. In [12] geht er auf den Grenzfall
Ao = 1 ein, erhalt
h2

2m(v((3/2)]2
und quittiert seine Frage was im Fall T' < Ty geschehe mit: ,etwas dhnliches Eintritt wie
beim isothermen Komprimieren eines Dampfes iiber das Séattigungsvolumen. Es tritt eine
Scheidung ein; ein Teil kondensiert, der Rest bleibt ein geséttigtes ideales Gas®.

/{JBT() =

(C.6)

Es ist bemerkenswert, dass die theoretische Begriindung der BEK dem Verstédndnis fiir
die Symmetriebedingungen der Wellenfunktion von Vielteilchenquantensystemen zeitlich
vorangeht. Nach Entwicklung der Fermi-Diracschen-Verteilungsfunktion 1926, im Zuge
des Paulischen AusschlieBungsprinzips von 1925 blieb kurzfristige Unklarheit tiber die
Anwendungsbedingungen der Statistiken und es wurden Zweifel ob der Existenz von Teil-
chen, die der Einsteinschen Theorie geniigen, laut. Erst nach Ersetzung der klassischen
Schreibweise fiir Observablen durch Operatoren, bei Formulierung der Quantenmechanik
1925/26 konnte die Existenz zweier unterschiedlicher Teilchensorten als Konsequenzen der
Ununterscheidbarkeit identischer Teilchen mithilfe des Paritatsoperators leicht begriffen
werden.
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Anhang D

Paramagnetismus des
Maxwell-Boltzmann-(Gases

Zwar ist das Maxwell-Boltzmann-Gas an sich von geringem Interesse, doch verhilft es, wie
in Abschnitt 1.3 diskutiert, zu einem analytischen Zugang zur Asymptotik interessanter
GroBen bei hohen Temperaturen. Insbesondere kann die Asymptotik der magnetischen
Suszeptibilitat fir beliebig starke Felder verstanden werden.

Sowohl Bose-Einstein-, als auch Fermi-Dirac-Statistik konvergieren fiir hohe Temperatu-
ren gegen die klassische Boltzmann Statistik. Die in den Identitdten (3.25) und (3.29)
auftretenden Parameter p und « rithren allein von der Verteilungsfunktion her. Auch in
den dynamischen Gréfien (2.51) und (2.52) unterscheiden sich die Teilchensorten nur tiber
die Verteilungsfunktion. Deshalb miissen schliellich alle thermodynamischen und dyna-
mischen Resultate fiir hohe Temperaturen gegen die Resultate des Maxwell-Boltzmann
Gases konvergieren.

Mithilfe von

Cz(nAs < i\
hmM — lim S e ) (D.1)
=0 =0 = e
wobei (E.21) verwendet wurde, lauten (3.25) und (3.29):
P
S geflrter) = g, (D.2)
o=—F
F
3 eflnrer) = g (D.3)

o=—F
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Es folgt:
i Ueﬁ(u+a0)

* o=—F
Mr==—E (D.4)
Z eB(ptao)
o=—F

Dies lasst sich mithilfe der Brillouin Funktionen

2k+1 2k+1 1 1
B = h — — coth (— D.
k() ok cot ( ok x) ok cot <2kx> (D.5)
in folgenden Ausdruck umformen:
M* (o, B) = FB(Jaf) (D.6)

Damit ist der tbliche Ausdruck fiir die Magnetisierung unterscheidbarer magnetischer
Momente, der in der statisitschen Mechanik durch Berechnung der Zustanssumme folgt,
reproduziert. Speziell fir F' = 1 gilt mit By (x) = 2sinh(z) _.

1+2cosh(z)
2sinh (2=
M. T) = 142 coiﬁ?zg)‘) (B-7)
oder:
a=kgTn (M* —; _42]7/[§M* 2> (D.8)
Ebenso gilt fiir £ = § mit By () = tanh(z):
M(a,T) = Ftanh(Fap) (D.9)

Daraus folgt ein analytisches Resultat fiir die reduzierte innere magnetische Suszeptibili-
tat. Fir F' =1 gilt:
oM* 2(2+cosh(z27))  4p 2
da  kpT(1+ cosh(;27))? 7 3kgT

(D.10)

Diese Gleichung entspricht genau dem fiir Bosonen und Fermionen im Limes 7" — oo er-
haltenen Ergebnis (3.84) und (6.1). Das Maxwell-Bolzmann-Gas erfiillt also fiir alle Tem-
peraturen ein Curie-Gesetz. Das Gesamtmagnetfeld « steigt linear mit der Temperatur.
Die iibliche Ableitung des Curie Gesetzes erfolgt auf einem Ising-Gitter, wo die Teilchen
aufgrund der Lokalisation unterscheidbar sind und deshalb der Boltzmann-Statistik genti-
gen (vgl. z.B. [72]). Es wird jetzt (D.10) nach der Magnetisierung entwickelt, um expizite
Korrekturterme fiir starke Felder zu erhalten:

o 3 * 9 *3 *5
o= ShgTM" + L okgTM™ + O (M) (D.11)
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Es kann jetzt auch das chemische Potential berechnet werden und damit schlieflich die
thermische Besetzung der Zeeman-Niveaus im Hochtemperaturbereich. Einsetzen von
(D.8) in (D.3) ergibt nach Auflosen:

3

3
=Tl (QFH)(%%)ZTé (D.12)
e (R R V> '

Auch hier ist eine Entwicklung nach der Magnetisierung aufschlussreich:

kp\3 3M*2 2TM*!
u:—T[ln((QFJrl)(;;hB;) T3)+ — +O(m6)} (D.13)

Mit (D.1) vereinfacht sich (3.65) zu:

L (mkg : 3 _B(utao)
C, = ( >T2e pao (D.14)

77 n\2nh2

Einsetzen von (D.8) und (D.12) ergibt folgende thermische Besetzung der Zeeman-
Zustande des Maxwell Boltzmann Gases:

1 O_<M*+\/4—3]\/I* 2)
_ 1302 2—2M* D1
Co= 5 (VI= 30 2)e (D.15)
Im neutralen System gilt mit M* = 0 einfach C, = ﬁ Fiirs Maxwell-Boltzmann-Gas ist

also die thermische Besetzung der Zeeman-Niveaus temperaturunabhangig. Gegen diese
Besetzungsverteilung konvergiert die thermische Besetzung im Limes T — oo fiir Fermi-
und Bose-Gase.
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Anhang E

Identitaten, Definitionen, Integrale

E.1 Kommutatoridentitaten

Es werden die in Kapitel 2.3.1 benotigten Kommutatoridentiaten zwischen einem Ha-
miltonoperator vom Einteilchentyp und bestimmten Kombinationen aus Konstruktions-
operatoren bereitgestellt. Da kein zusédtzlicher Aufwand entsteht, sind die Berechnungen
allgemein gehalten. Sei O ein Operator vom Einteilchentyp, d.h. seine Darstellung im Fock
Raum lautet: O = kzl&;okldl. Darin ist jeder Index « als vollstandiger Quantenzahlensatz

des Einteilchenhilbertraums und die Zustande { |« )} als entsprechende orthonormierte
Eigenzustande zu verstehen. Mit

[0, Gy ]y = G (E.1)
und
(e, o]y = [z, &g’]—n =0 (E.2)
folgt fiir Bosonen:
[O, CL(—U_ = Z [&2/0a/a//&a//, &a]_

o o
= Z &2, On' " [da” s a,;t,] _ 4+ [dz, s &z] —_On' da//

a/ 706”

= Z &I/OQ’a”(;a”,a = ZCALZ/OQ/Q (E3)
Oél

al ’a//

Eine analoge Rechnung fithrt auf

[O, &a], = —Z&axoaa/ (E4)
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E.2. DIRAC-IDENTITAT

Fiir Fermionen gilt indessen:

[O, &;—], = Z [(AI+,0a a//aa// a*]

Oé,,a”

a+o ’ //[a " aa} +[a ,,a;r} Ol o111

= Z(I 100/ o + 2 Z — CL /Oa a”a CLaN + CL ,a+0a/a//&a//

/

= Y it owa (E-5)

Ebenso:
O Go) - Zaa/ Oncr! (E.6)

Einsetzen dieser fiir Fermionen und Bosonen identischen Resultate ergibt fiir Fermionen
und Bosonen sofort:

A

[0t a0, O]y = 6100, O], + [0}, 0] _pier = 680 (Orer — Oaar) (E.7)

Weiter folgt analog zur obigen Rechnungen folgende fiir Bosonen und Fermionen giiltige
Relation:

(03 B, 85 80]—y = G 8 — Gyl (E.8)
Betrachtung von
<€L &+> = iTlr{& &Jre_ﬁg}—i > (o, iy on | A, 0 e5H|oz « Qe )
a;%a; - ZG a; %o - ZGOQ’OQ? 1) G2, «vvy o 1y G425 eeey gy oen
= ZG Z \/nal + 1\/naJ + 1<a1,a2, a1 ag, a0l >
1,0
gy gy D Bl
X e_ﬁEal Q9. Q15O
= (N, +1)0a,.q, (E.9)
liefert mit (E.1) und (E.8)
(ftar 0] ) = O (E.10)
([af a0, @0ta] ) = (Ria) = (s ) = N = Ny (E.11)
E.2 Dirac-Identitat
Betrachte:
: . €
lli%x ie lL0x2 —e Tl e (E-12)
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E.3. INTEGRALDARSTELLUNG DER STUFENFUNKTION

Mit:
€ 1 1 x#0
lim = ;=1 E.13
a—0g2 — € g — < {P(i) , sonst ( )
und der Dirac Lorentz Darstellung der Delta Distribution:
) €
ist die folgende Dirac-Identitat gezeigt:
1
li — P(3) i .
L ——— (X) Find(x) (E.15)

E.3 Integraldarstellung der Stufenfunktion

Es wird ein konstruktiver Beweis der Integraldarstellung der Stufenfunktion angefiihrt.
Die Definition der Stufenfunktion lautet:

1 :t>0
0(t) = ’ E.16
(t) {O <0 ( )

An der Stelle £ = 0 ist sie nicht definiert.

Ausgangsidee ist die Wahl einer Funktion mit Residuum in der unteren komplexen Halb-
ebene und ohne Residuum in der oberen Halbebene derart zu wéhlen, deren Contour
Integral in beiden Féllen verschwindet. Betrachte

efixt
d =0 E.17

f{ Yr 4ot (E17)
und schliefe das Contour Integral im Falle ¢ > 0 durch einen Weg ~; im Unendlichen der
oberen komplexen Halbebene und im Falle ¢ < 0 durch einen Weg 5 im Unendlichen der
Unteren. Weil das Countour Integral verschwindet, gilt:

—ixt
7d - —J o =0 A (E.18)
€T == —ixt '
J a0 T | S = —2miRes(—i0) 1 >0
Y2

Mit N
x+i0Te™
Res(—i0") = lim ———— =1 E.19
es(—i07) = lm = o (B19)
folgt eine Integraldarstellung der Stufenfunktion:

o0 —ixt

o(t) = —— / d%eﬂm (E.20)
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E.4. POLYLOGARITHMUS

E.4 Polylogarithmus

Der Polylogarithmus ist definiert durch:

oo Ll

z

G(z) =2~ (E.21)

=1

Der Zusammenhang zur gewohnlichen Zeta-Funktion ((z) ist durch folgende Gleichung
gegeben.

G(1) = <) (E.22)
Weiter gilt:

(1(2) = —In(1 = 2) (E.23)

Dies zeigt ein Vergleich mit der Reihendarstellung des natiirlichen Logarithmus:

o0

l
In(1+2) = Z(-WH%
=1

= —In(1—2) = > (-1)

=1

S A YaE (E.21)
=1

Fiir natiirliche Indizes v € N gilt die Rekursionsrelation:

Cori(z / dNC” (E.25)
Dies folgt unmittelbar aus der Definition:
7 ~CV ~ > Z
/ dz / i =N = (a(2) (E.26)
=1 =t
0 0 =
Der Polylogarithmus ist an der Stelle z = 1 nur dann endlich, wenn v > 1 ist. Die

Divergenz der Reihe an der Stelle z = 1 ist fiir v < 1 offensichtlich: Sie stellt eine
Majorante zur harmonischen Reihe dar.

E.5 Losung einiger Integrale

Das bekannte Ergebnis des Gau3-Integrals

/ om0 — \/Z (E.27)

— 00
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E.5. LOSUNG EINIGER INTEGRALE

ergibt sich wie folgt:

[e.e] 2 o0 o0
(Jeoe) = Jam [ amoncoe (529

Umschreiben in ebene Polarkoordinaten fithrt auf
00 2 [e’e)
emoleited) — /alr/rdgoe"’”2 = 27r/drre’°”2 L I (E.29)
—00 0 0 o 0 @

womit (E.27) gezeigt ist.

Es gelten die folgenden Integrale fiir beliebige a, b, & € C, wobei Ra > 0 vorrauszusetzen
ist, um Konvergenz zu garantieren:

7 x? VT
O/ Aoy = o5 €a(0/0) (E.30)
7d:c "7 L /) (E.31)
/ ae*™ — b abn '
7@1 _ R (=Y (F.32)
. ae™® — b 2t q

—ax? 2
1o (1 e ) _ (E.33)
a

2
ae*r” — p

Mit (E.24) gilt

1 e—a12 > /P le—lar2 1
(=) =) () (E:34)

und weiter:
T 2> 102 /0\'1T )
p - 19 <) ,/d ~laz E.35
/ v ae®™” — b baal_l a/) l e ( )
0 = 0
Einsetzen von -
/dxe*a“: ﬁ (E.36)
0

geméB (E.27) liefert zusammen mit der Definition (E.21) das Ergebnis (E.30)

Beweis von (E.31):
Ausgangspunkt ist jetzt die Identitét:
1 0 (1 e

n

abn O0x

b a

) _om (E.37)

ae®®™ — p
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E.5. LOSUNG EINIGER INTEGRALE

Daraus folgt unmittelbar

1

m—
Jar' e~ (1- befm”> (F.38)
T

aec™™ —p ab a

Insbesondere ergibt sich hieraus mit = := oo (E.31).

Die Losung des Integrals (E.32) kann ahnlich wie die von (E.30) konstruiert werden.
Betrachte:

(e h) = o (E.3)

Daraus folgt mit (E.27):

[e.9]

dx bfa:):Q
[awm=s = /d”f [ (a) +1n (1= Ze)

- 8 3 1( )/daz e ij_g 2(b) (E.40)
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Anhang F

Reduzierte Einheiten

F.1 Homogene Systeme

Um universale Gleichungen und Grafiken zu erhalten, d.h. solche die nicht von systemspe-
zifischen Parametern wie etwa der Masse der Teilchen oder der Teilchendichte des Systems
abhéngen ist es zweckmafig geeignete Einheitsgrofien zu definieren. Die Idee ist sogenann-
te reduzierte Einheiten derart zu definieren, dass dieselben sich in allen interssierenden
Gleichungen auftheben:

Energieeinheit: ¢, := ﬁ;:;

inverse Langeneinheit: k, := 2(2621”1)5
(Fiir Elektronen ist diese Langeneinheit durch den Durchmesser der Fermikugel gegeben)
inverse Zeiteinheit: w, = 3
Temperatureinheit: T, = ;—;
Damit konnen alle folgenden Gleichungen dimensionslos geschrieben werden. Reduzier-
te Groflen werden zur Unterscheidung mit einem % gekennzeichnet. Eine Grofle A lautet
in reduzierten Einheiten A = A*A,. Die Definitionen gewahren natiirlich, fiir spezielle
Systeme jederzeit die Ergebnisse in konventionellen Einheiten aus denen in reduzierten

Einheiten zu rekonstruieren.

Damit gilt auch: = -4, A, =+ und n\} =t~ CF ==

F.2 Inhomogene Systeme

Bei Anwesenheit eines Fallenpotentials sind Systemvolumen und Teilchendichte nicht
mehr definiert. Die oben definierten reduzierten Einheiten sind folglich fiir solche Systeme
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F.2. INHOMOGENE SYSTEME

nicht sinnvoll erklart. Zudem treten in den Gleichungen des Kapitels (7) die Teilchenzahl
und auch die mittlere Fallenfrequenz w? als Parameter auf. Damit die Auftragungen dieser
Gleichungen dennoch moglichst viele Parametersatze einschlieffen, miissen neue reduzierte
Einheiten definiert werden:

1
Energieeinheit: ¢, := < N >3h\/w2

inverse Langeneinheit: k, = ¥ 22‘8“ = \/ (2F]\i1> T

1
1
‘nheit: —fu — [N _\"hVw?
Temperatureinheit: T, = = <2F +1) e
1
. Zeiteinhei e N 3 ~5
. _ u —_—
inverse Zeiteinheit: w, = Al G w

Damit gilt auch:

1 /68 1
2\ meq — 2eu /@ TFT
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