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Kapitel 1Einf�uhrung
In dieser Diplomarbeit wird ein Modell der Bose-Kondensation von Molek�ulen aus fermioni-shen Atomen behandelt. Wir betrahten dazu ein Vielteilhensystem, das �uber zwei Spin-Freiheitsgrade verf�ugt. Dies entspriht der aktuellen experimentellen Realisierung der Mo-lek�ulkondensation, da durh Radio-Frequenz-�Uberg�ange die Fermionen in zwei Hyperfein-spin-Zust�anden pr�apariert werden, um dar�uber die Feshbah-Resonanzstelle festzulegen. DieBildung der Molek�ule erreiht man experimentell, indem man eine Feshbah-Resonanz derzugrundeliegenden Atome durhf�ahrt. Eine Beshreibung der experimentellen Methodik zurErzeugung von Molek�ulkondensaten �ndet sih in (??). Die Streul�ange der Atome in ver-shiedenen Spinzust�anden ist dann von Au�en vorgegeben, mit Hilfe eines Magnetfeldes, dasan die Spins koppelt. Die dazu proportional wahsende Kopplungsst�arke erm�ogliht shlie�-lih die Paarung der Fermionen zu einem Komposit-Boson. Die zusammengesetzten Molek�ulek�onnen nat�urlih den Grundzustand gemeinsam besetzen.Beobahtet wurde die Feshbah-Resonanz zuerst an bosonishen Kondensaten im Jahr 1998[2℄, drei Jahre nah der ersten experimentellen Realisierung eines Kondensates [3{5℄. Seit-dem steht die Bose-Kondensation im Fokus des wissenshaftlihen Interesses. Viele weite-re theoretishe und experimentelle Arbeiten sind im Anshlu� daran ver�o�entlih worden,da man nun �uber ein quantenmehanishes Modellsystem verf�ugt, an dem man die E�ek-te der Vielteilhenphysik unter vershiedenen Bedingungen studieren und �uberpr�ufen kann.Denn neben den ersten Kondensaten aus Rubidium, Natrium und Lithium sind weitere Ato-me kondensiert worden: Wassersto� [6℄, Helium [7,8℄, Kalium [9℄, C�asium [10℄, Ytterbium[11℄ und Chrom [12℄. Zu diesen Bosonen gesellen sih Molek�ulkondensate mit fermionishenKalium- und Lithium-Isotopen [13,14℄, sowie einige Molek�ule aus bosonishen Atomen. F�urdas fermionishe Kalium-Molel�ulkondensat wurde neben der Streul�ange [15℄ auh die Mo-lek�ulzahl und Bindungsenergie [16℄ gemessen. Die vergleihsweise sp�ate Beobahtung dieserMolek�ulkondensation h�angt nat�urlih mit dem fermionishen Charakter der Atome zusam-men. da aufgrund des Pauli-Prinzips bei einfaher evaporativer K�uhlung keine Rethermali-sierung der verbleibenden Atome eintritt. Die Zwei-K�orper-St�o�e bei den niedrigen Tempe-raturen sind zum gr�o�ten Teil durh die s-Wellenstreuung bestimmt, die f�ur die Fermionenverboten ist. Dies umgeht man, indem man zweikomponentige Gase benutzt oder den p-5



6 KAPITEL 1. EINF�UHRUNGWellenstreuquershnitt durh �au�ere elektrishe Felder erh�oht. Ein spezi�shes Problem f�urLithium stellt die gro�e Breite einige Feshbah-Resonanzen dar. Beim �Uberqueren derselbi-gen ist der Verlust durh Erhitzung besonders gro�, so da� man andere Hyperfein-Zust�andepr�apariert [17℄. Die Pr�aparierung der Hyperfein-Zust�ande und damit der Resonanzstelle istdagegen trotz des st�andigen Wehsels zwishen optishen und magnetishen Fallen sowie derK�uhlung ein handhabbares Problem.Wir behandeln ein Ensemble von wehselwirkenden Fermionen in Molekularfeldn�aherung.Die Spin-1=2-Teilhen wehselwirken �uber ein attraktives Kontaktpotential. In Kapitel [2℄entwikeln wir aus dem physikalishen Modell, die gesuhten Gleihungen f�ur den Ordnungs-parameter und das hemishe Potential. Kapitel [3℄ beshreibt die Feshbah-Resonanz, indemwir ein einfahes Modell der Kopplung eines gebundenen Zustandes mit einer Streul�osungberehnen. Dann kann die Energie der beiden Zust�ande �uber den Zeemann-E�ekt gegenein-ander vershoben werden.Zu Anfang stellen wir mit dem Hamilton-Operator die Wirkung des Systems auf. Um vonder quantenmehanishen zur statistishen Beshreibung zu gelangen, Wik-rotieren wirdie Wirkung und erhalten die Imagin�arzeitamplitude. Diese stimmt mit der gro�kanoni-shen Zustandssumme �uberein, wenn das hemishe Potential vom Hamilton-Operator sub-trahiert wird. Die Funktionalintegrale �uber die Fermi-Felder sind dann auszuwerten. DasPauli-Prinzip fordert aber, da� die Felder antikommutieren, also k�onnen wir siher nihtkomplexe Zahlen verwenden, um die Integrale auszuwerten. Daher formulieren wir die Fel-der im Rahmen der Grassmann-Variablen bzw. deren unendlih dimensionalen Verallgemei-nerung, den Grassmann-Feldern, einer Beshreibung, die auf Berezin [18℄ zur�ukgeht. Diemathematishen Grundlagen und Shlu�folgerungen im Hinblik auf die Berehnung derFunktionalintegrale werden eingehend im Anhang [A℄ dargelegt. Da wir in der Wirkungdurh die Kontaktwehselwirkung einen quartishen Term in den Fermi-Feldern haben, istdie Zustandssumme noh niht direkt auswertbar. Aber mittels einer Hubbard-Stratonovih-Transformation �uberf�uhren wir die Wirkung in eine quadratishe Feld-Abh�angigkeit, nunaber zus�atzlih �uber ein weiteres bosonishes Hilfsfeld. Die Leistungsf�ahigkeit diese Forma-lismus wird im Anhang [B℄ an einem einfahen, physikalishen Beispiel demonstriert. AmBeispiel der klassishen Statistik des drehungsinvarianten quartishen Potentials zeigen wirdie Nihtperturbativit�at dieser Transformation, d.h. die abgeleiteten Ergebnisse sind f�ur alleKopplungsst�arken n�aherungsweise g�ultig.Wir koppeln die fermionishen Felder zu anomalen Dihten, um die Molek�ulbildung zu be-shreiben, wir paaren also niht zwei komplex konjugierte Felder, sondern zwei Felder mit ent-gegengesetztem Spin. Nun k�onnen wir die Integration �uber die Grassmann-Felder ausf�uhrenund werten im Anshlu� die e�ektive Wirkung aus, die noh von der Funktionalintegration�uber die Hilfsfelder abh�angt. Um die Molekularfeldgleihungen zu erhalten, reiht es in derShleifenentwiklung, das Baumgraphen-Niveau der e�ektiven Wirkung mitzunehmen. DieL�ukengleihung ergibt sih aus dem Vershwinden der ersten Variation der e�ektiven Wir-kung, da in der Hintergrundfeld-Methode die Beitr�age , die linear in den Fluktuationen sind,vershwinden. Die Di�erentiation der e�ektiven Wirkung nah dem hemishen Potential
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Abbildung 1.1: Qualitatives Bild der kritishen Temperatur abh�angig von der Streul�ange beiBer�uksihtigung der Fluktuationsbeitr�age. Entnommen der Ver�o�entlihung von Randeriaet al. [19℄.
ergibt die Teilhenzahlgleihung. Diese beiden Gleihungen werten wir im Stromformalismusaus. Man erh�alt dann die L�uken- und Teilhenzahlgleihung aus den Autokorrelationsfunk-tionen. Diese entwikeln wir f�ur das homogene Gas und erhalten so die beiden Bestimmungs-gleihungen f�ur das hemishe Potential und das Molekularfeld, unserem Ordnungsparame-ter, der den Phasen�ubergang von der Hohtemperatur- zur Tieftemperaturphasen harakte-risiert. Um die kritishe Temperatur Tkrit zu erhalten, berehnen wir die beiden Integrale f�urvershwindendes Molekularfeld. Das qualitative Ergebnis ist in Abbildung 1.1 dargestellt,in der die Abh�angigkeit der der kritishen Temperatur von der s-Wellenstreul�ange gezeigtwird. Im Grenzfall shwaher Kopplung liegt die BCS-Supraleitung vor. Der Limes gro�erKopplungsst�arke ist die Kondensation der vorgeformten Cooper-Paare. Die beiden fermioni-shen Atome bilden ein bosonishes Molek�ul, da� unterhalb der durhgehenden Linie in einAbbildung 1.1 Bose-Kondensat �ubergeht.Der intermedi�are Bereih der, sowie der Bereih starker Kopplung wird durh die Molekular-feldapproximation niht korrekt wiedergegeben. Aber dieser Bereih ist f�ur die Beshreibungder Hohtemperatur-Supraleitung von Interesse. Hier existiert ein komplexes Wehselspielzwishen Fermionen und Bosonen, die als Komposit-Teilhen und kollektive thermishe An-regungen vorliegen. Die kritishe Temperatur h�angt dann niht nur vom individuellem E�ektdes Aufbrehens der Cooper-Paare ab, wie in der BCS-Theorie, sondern auh von der kol-



8 KAPITEL 1. EINF�UHRUNGlektiven Anregung. Aber diese wird niht durh die Molekularfeldn�aherung erfa�t, geradehier versagt also unsere Approximation. Dies erkennt man deutlih anhand von Abb. 1.1,in der die gestrihelte Linie das Ergebnis der Molekularfeldtheorie darstellt, das nur f�urshwahe Kopplung die kritishe Temperatur rihtig wiedergibt. Das Ergebnis gro�er Kopp-lungsst�arken beshreibt lediglih die Mishung eines idealen Fermi- und Bose-Gases an derShwelle zur Kondensation. Eine Diskussion des Modells der Hohtemperatur-Supraleitungvom Standpunkt der Vielteilhentheorie �ndet sih im �Ubersihtsartikel von Q. Chen et al.[20℄.Der �Ubergang von einem supraleitendem Cooper-Paar zum suprauidem Bose-Kondensaterfolgt stetig, was in dem Artikel von Shmitt-Rink herausgearbeitet worden ist [21℄. Wirbetrahten den �Ubergang am absoluten Temperaturnullpunkt in Molekularfeldn�aherung. F�urverd�unnte Gase ist diese Approximation f�ur alle Wehselwirkungsst�arken hinreihend [21℄.Wir l�osen nun die Molekularfeldgleihungen in dieser Arbeit erstmals exakt, und ermittelndie Streul�ange sowie das hemishe Potential im Rahmen dieses theoretishen Modells. An-wendbar ist dieses Konzept bei Fermi-Kondensaten von Kalium-40 und Lithium-6, die zurZeit Gegenstand intensiver experimenteller Forshung sind [13{17,22{27℄.



Kapitel 2Molekularfeldn�aherung
Im folgenden Kapitel untersuhen wir ein Vielteilhensystem von wehselwirkenden Spin-1=2-Teilhen. Die Fermionen betrahten wir im gro�kanonishem Ensemble, das wir �uberFunktionalintegralen harakterisieren, eine grundlegende Einf�uhrung in diese Methodik derstatistishen Beshreibung eines Ensembles �ndet sih in [28℄.Nah �Uberf�uhrung der Funktionalintegrale mittels einer Hubbard-Stratonvih-Transfoma-tion, k�onnen wir die e�ektive Wirkung im Rahmen einer Sattelpunktsapproximation, demBaumgraphen-Niveau, auswerten. Wir koppeln die fermionishen Felder im Bogoliubov-Kanal zu anomalen Dihten, um die Paarung zweier Spin-1=2-Teilhen zu einem bosonishemMolek�ul zu untersuhen. Die e�ektive Wirkung bestimmt die Molekularfeldgleihung, sowiedie Einshr�ankung durh die konstante Teilhenzahl. Am Ende dieses Kapitels berehnen wirdie L�osungen dieser beiden Gleihungen f�ur den Fall des vershwindenden Molekularfeldes,unserem Ordnungsparameter, sowie f�ur den absoluten Temperaturnullpunkt.Die Auswertung dieses physikalishen Modells durh Funktionalintegrale �ndet sih shonin den beiden Arbeiten von Randeria [19,29℄. Dort werden ebenfalls die Teilhenzahl- undL�ukengleihung in Molekularfeldn�aherung f�ur die kritishe Temperatur und am absolutenTemperaturnullpunkt, approximativ gel�ost. Die Autoren dieser beiden Ver�o�entlihungenbeziehen auh die Fluktuationsbeitr�age in die Teilhenzahlgleihung mit ein, was in dieserDiplomarbeit niht berehnet und ber�uksihtigt worden ist. Wir l�osen die Gleihungen amTemperaturnullpunkt erstmal exakt, und �uberpr�ufen die Ergebnisse f�ur die kritishe Tem-peratur. Desweiteren bestimmen wir die kompletten Greenshen Funktionen des Systems inMolekularfeldapproximation, und zeigen, da� die Formulierung �uber das e�ektive Potential�aquivalent der korrekten Auswertung der e�ektiven Wirkung ist.2.1 Physikalishes ModellDie Fermionen wehselwirken �uber eine Kontaktwehselwirkung, dabei k�onnen wir aufgrunddes Pauli-Prinzips die Wehselwirkung zwishen zwei Spin-"- bzw. zwei Spin-#-Fermionenvernahl�assigen und uns auf die Wehselwirkung zwishen den Spin-"- und den Spin-#-9



10 KAPITEL 2. MOLEKULARFELDN�AHERUNGFermionen beshr�anken. Im gro�kanonishem Ensemble berehnet sih die Zustandssummezu: Z = I D �# I D �" I D # I D " exp��1~A[ �#;  �";  #;  "℄� : (2.1)Da wir es mit Fermionen zu tun haben, bezeihnen  �#(x; �);  �"(x; �);  #(x; �);  "(x; �) Grass-mann-Felder. F�ur die Fermionen haben wir antiperiodishe Randbedingungen zu fordern: �(x; 0) = � �(x; ~�) und  ��(x; 0) = � ��(x; ~�) mit � = #; ". Die Wirkung A setzt sihadditiv aus zwei untershiedlihen Beitr�agen zusammen:A[ �#;  �";  #;  "℄ = A(0)[ �#;  �" ;  #;  "℄ +A(int)[ �#;  �";  #;  "℄: (2.2)Sie beinhaltet zum einem die Ein-Teilhen-Wirkung:A(0)[ �# ;  �";  #;  "℄ = Z ~�0 d� Z dDx � �"(x; �)�~ ��� + Ĥ � �� "(x; �)+  �#(x; �)�~ ��� + Ĥ � �� #(x; �)� : (2.3)Hierbei bezeihnet Ĥ den Einteilhen-Hamiltonoperator mit einem externen Potential:Ĥ = � ~22mr2 + V (x): (2.4)Zum anderen beshreiben wir die Kontaktwehselwirkung zwishen Spin-#- und Spin-"-Fermionen durh:A(int)[ �#;  �";  #;  "℄ = �g Z ~�0 d� Z dDx �"(x; �) �#(x; �) #(x; �) "(x; �): (2.5)Hierbei w�ahlen wir f�ur die Kopplungskonstante g > 0, so da� eine anziehende Wehselwir-kung f�ur positive Werte von g vorliegt. Die St�arke der Anziehung zwishen zwei Fermionenmit Spin " und # w�ahst dann mit g. F�ur g # 0 liegt eine shwahe Bindung vor, wir erwar-ten BCS-artige Paare von Fermionen. Dagegen erwarten wir f�ur g ! 1 stark gebundeneMolek�ule aus Fermionen, die einer Bose-Kondensation unterliegen k�onnen.Nun f�uhren wir formal d vershiedene Grassmann-Felder ein, die wir �uber die 2-Teilhen-Wehselwirkung aneinanderkoppeln, so da� sih die gro�kanonishe Zustandsumme shreibenl�a�t als:



2.2. HUBBARD-STRATONOVICH-TRANSFORMATION 11
Z = ( dYk=1I D �#;k I D �";k I D #;k I D ";k) exp8><>:�1~ Z ~�0 d� Z dDx264 dXj=1�=#;" (2.6) ��;j(x; �)�~ ��� + Ĥ � �� �;j(x; �)� g dXl;j=1 [ #;l(x; �) ";l(x; �)℄y  #;j(x; �) ";j(x; �)359=; :Dieses Vorgehen erlaubt uns, die Funktionalintegrale im Limes d!1 in Sattelpunktsn�ahe-rung auszuwerten. Um zum urspr�uglihem physikalishem Modell zur�ukzukehren, m�ussenwir dann nur d = 1 setzen.2.2 Hubbard-Stratonovih-TransformationDas Funktionalintegral (2.6) l�a�t sih durh den Wehselwirkungsterm vierter Ordnung inden Grassmann-Feldern niht exakt auswerten. Aber eine Hubbard-Stratonovih-Transforma-tion dieses Termes erm�ogliht uns, die Funktionalintegration bez�uglih der urspr�uglihenFelder durhzuf�uhren. Hierzu werden wir Anhang B folgen und Funktionalintegrale �uberbosonishe Hilfsfelder ��(x; �);�(x; �) einf�uhren, so da� unsere Wehselwirkung nur nohquadratish von den fermionishen Feldern abh�angt. Diese fermionishen Funktionalinte-grale lassen sih dann berehnen, und man erh�alt f�ur die gro�kanonishe Zustandssummeeine Darstellung, bei der die noh verbleibenden Funktionalintegrale �uber die bosonishenHubbard-Stratonovih-Felder im Rahmen einer Sattelpunktsn�aherung auszuwerten sind.Mit Hilfe einer solhen Hubbard-Stratonovih-Transformation l�a�t sih der Wehselwirk-ungsanteil wie folgt shreiben:
exp24g~ Z ~�0 d� Z dDx  dXi=1  #;i(x; �) ";i(x; �)!y dXl=1  #;l(x; �) ";l(x; �)!35= I D�� I D�exp��1~ Z ~�0 d� Z dDx ���(x; �)�(x; �)g� dXj=1 ��(x; �) [ #;j(x; �) ";j(x; �)℄ + [ #;j(x; �) ";j(x; �)℄y�(x; �)#) : (2.7)Hierbei bezeihnen ��(x; �);�(x; �) bosonishe Hilfsfelder, f�ur die die periodishen Randbe-dingungen ��(x; 0) = ��(x; ~�) und �(x; 0) = �(x; ~�) gefordert werden. Damit erhaltenwir aus der Hubbard-Stratonovih-Transformation f�ur Z die Darstellung:



12 KAPITEL 2. MOLEKULARFELDN�AHERUNG
Z = ( dYj=1 I D �#;j I D �";j I D #;j I D ";j)I D�� I D�exp8><>:�1~ Z ~�0 d� Z dDx 264��(x; �)�(x; �)g + dXj=1�=#;"  ��;j(x; �)�~ ��� + Ĥ � �� �;j(x; �)� dXj=1 ���(x; �) [ #;j(x; �) ";j(x; �)℄ + [ #;j(x; �) ";j(x; �)℄y�(x; �)�359=; : (2.8)Wir shreiben die gro�kanonishe Zustandssumme mittels Matrizen und Vektoren auf diekompaktere Nambu-Darstellung um:Z = I D�� I D� exp�� 1g~ Z ~�0 d� Z dDx��(x; �)�(x; �)�( dYj=1 I D �#;j I D �";j I D #;j I D ";j)exp ��1~ Z ~�0 d� Z dDx �y(x; �)G�1(x; �)�(x; �)� : (2.9)Dabei sind die 2d-komponentigen Vektoren �y(x; �) und �(x; �) de�niert als

�y(x; �) = 0BBBB� ... #;j(x; �) �";j(x; �)...
1CCCCAy = �: : : ;  �#;j(x; �);  ";j(x; �); : : :� (2.10)

und der Di�erentialoperator G�1(x; �) ist diagonal in den d-Feldern:G�1kl (x; �) = �g�1(x; �)Ækl (2.11)mit der Matrix:
�g�1(x; �) = 0B� ~ ��� + Ĥ � � ��(x; �)���(x; �) ~ ��� � Ĥ + � 1CA : (2.12)



2.2. HUBBARD-STRATONOVICH-TRANSFORMATION 13Man beahte die Vorzeihen des Hamilton-Operators Ĥ und des hemishen Potentials � in(2.12). Sie kommen durh die Manipulation der urspr�unglihen Lagrange-Dihte zustande,da wir die Di�erentialoperatoren stets nah rehts wirken lassen. Bei der Matrixdarstellungsind nun einige Umformungen erforderlih. Obwohl der Hamilton-Operator hermitesh ist,�andert er sein Vorzeihen, falls er auf das konjugierte Feld wirkt, denn wir lesen Ĥ weiterals nah rehts wirkenden Operator, m�ussen also die beiden Grassmann-Felder miteinandervertaushen. Entsprehend erf�ahrt auh das hemishe Potential � als -Zahl einen Vorzei-henwehsel aufgrund der Grassmann-Algebra. Au�erdem ist der Term ~�=�� partiell nah� zu integrieren, wobei wieder die Antikommutativit�at der Grassmann-Felder zu beahtenist. Das bedeutet aber, da� sih die beiden negativen Vorzeihen gegenseitig wegheben. Dieentstehenden Randterme sind aufgrund der Antiperiodizit�at der Felder gleih gro�, dennwegen  �;i(x; 0) = � �;i(x; ~�) und  ��;i(x; 0) = � ��;i(x; ~�) leisten sie keinen Beitrag zurZustandssumme:Z ~�0 d� Z dDx ��;j(x; �) �~ ���  �;j(x; �)� = Z ~�0 d� Z dDx �;j(x; �) �~ ���  ��;j(x; �)� :Wir k�onnen in Gleihung (2.9) die Funktionalintegrale �uber die Grassmann-Felder berehnen,wie wir es im Anhang A �uber Grassmann-Felder f�ur Gleihung (A.51) vorgef�uhrt haben. F�urdie gro�kanonishe Zustandssumme erhalten wir dann eine Darstellung, bei der lediglih dieFunktionalintegrale �uber die bosonishen Hilfsfelder auftreten:Z = I D�� I D� exp��d~A [��;�℄� ; (2.13)mit einer Wirkung der Form:A [��;�℄ = 1~g Z ~�0 d� Z dDx��(x; �)�(x; �)� Splog �g�1[��;�℄: (2.14)Hierbei ist ~g de�niert als ~g = gd.Man beahte, da� der Spurlogarithmus in (2.14) nur noh von �g�1(x; �) abh�angt. Nah denErgebnissen aus Anhang A ist der Spurlogarithmus zun�ahst �uber das gesamte G�1(x; �)zu berehnen. Da aber der Di�erentialoperator gem�a� (2.11) in den d Feldern diagonal ist,ist der Spurlogarithmus von G�1(x; �) die Summe der Spurlogarithmen �uber �g�1(x; �), alsowird das Ergebnis f�ur ein einzelnes Feld d-mal aufaddiert.Dies f�uhrt zu dem bemerkenswertem Ergebnis, da� unsere resultierende Wirkung in (2.13)mit d linear anw�ahst. Wenn also die Anzahl der Felder �uber alle Grenzen w�ahst, dann wirdauh unsere Wirkung beliebig gro�. Dies bedeutet, da� in diesem Limes eine Sattelpunkts-approximation der Funktionalintegrale �uber die Hilfsfelder ��(x; �);�(x; �) exakt wird (vgl.Anhang B).



14 KAPITEL 2. MOLEKULARFELDN�AHERUNG2.3 E�ektive WirkungDie Funktionalintegrale (2.13) �uber die bosonishen Felder f�uhren wir im Rahmen der Me-thode der Hintergrundfelder aus [30℄. Hierzu zerlegen wir die Hilfsfelder in Hintergrund- undFluktuationsbeitr�age:�(x; �) = �0(x; �) + Æ�(x; �); ��(x; �) = ��0(x; �) + Æ��(x; �): (2.15)Dies f�uhrt auf eine funktionale Taylor-Entwiklung der Wirkung A[��;�℄ um die Hinter-grundsfelder ��0(x; �);�0(x; �):A[��;�℄ = A[��0;�0℄ +A(1)[Æ��; Æ�℄ +A(2)[Æ��; Æ�℄ + : : : ; (2.16)wobei A(1)[Æ��; Æ�℄ = Z ~�0 d� Z dDx X�=�;�� ÆA[��0;�0℄Æ��0(x; �) Æ��(x; �) (2.17)linear in den Fluktuationsfeldern ist. Analog dazu ist die zweite Ordnung der funktionalenTaylor-Entwiklung de�niert:A(2)[Æ��; Æ�℄ = (2.18)12 X�=�;���=�;�� Z ~�0 d� 0 Z dDx0 Z ~�0 d� Z dDx Æ2A[��0;�0℄Æ��0(x0; � 0)Æ��0(x; �)Æ��(x; �)Æ��(x0; � 0):Die hierbei auftretenden Funktionalableitungen der Wirkung (2.14) lauten:ÆA[��0;�0℄Æ��0(x; �) = 1~g�0(x; �)� ÆSplog �g�1[��0;�0℄Æ��0(x; �) (2.19)ÆA[��0;�0℄Æ�0(x; �) = 1~g��0(x; �)� ÆSplog �g�1[��0;�0℄Æ�0(x; �) (2.20)Æ2A[��0;�0℄Æ��0(x0; �)Æ��0(x; �) = �Æ2Splog �g�1[��0;�0℄Æ��0(x0; �)Æ��0(x; �) (2.21)Æ2A[��0;�0℄Æ��0(x0; �)Æ�0(x; �) = 1~g Æ(p)(� � � 0)Æ(x� x0)� Æ2Splog �g�1[��0;�0℄Æ��0(x0; �)Æ�0(x; �) (2.22)Æ2A[��0;�0℄Æ�0(x0; �)Æ��0(x; �) = 1~g Æ(p)(� � � 0)Æ(x� x0)� Æ2Splog �g�1[��0;�0℄Æ�0(x0; �)Æ��0(x; �) (2.23)Æ2A[��0;�0℄Æ�0(x0; �)Æ�0(x; �) = �Æ2Splog �g�1[��0;�0℄Æ�0(x0; �)Æ�0(x; �) (2.24)



2.4. MOLEKULARFELDN�AHERUNG 15und der periodish repetierten Delta-Funktion:Æ(p)(� � � 0) = +1Xm=�1 Æ(� � � 0 +m~�) (2.25)Beim Einsetzen von (2.16) in die gro�kanonishe Zustandssumme (2.13) darf man imRahmender Hintergrundfeld-Methode die Beitr�age (2.17) niht ber�uksihtigen, die in den Fluktua-tionsfeldern Æ��(x; �); Æ�(x; �) linear sind [30℄ Dadurh erhalten wir:Z =exp��d~A[��0;�0℄� I DÆ�� I DÆ�exp ��d~ �A(2)[Æ��; Æ�℄ + : : :�� : (2.26)F�ur die e�ektive Wirkung Ve� [��0;�0℄ = � 1� lnZ (2.27)ergibt sih dadurh die ShleifenentwiklungVe� [��0;�0℄ = V(0)e� [��0;�0℄ + V(1)e� [��0;�0℄ + : : : ; (2.28)mit: V(0)e� [��0;�0℄ = d�~A[��0;�0℄; (2.29)V(1)e� [��0;�0℄ = � 1� ln�I DÆ�� I DÆ�exp��1~A(2)[Æ��; Æ�℄�� : (2.30)In der Hintergrundfeld-Methode werden die Felder ��0(x; �);�0(x; �) durh die funktionaleExtremalisierung der e�ektiven Wirkung Ve� [��0;�0℄ bestimmt:ÆV[��0;�0℄Æ��0(x; �) = 0; ÆV[��0;�0℄Æ�0(x; �) = 0: (2.31)2.4 Molekularfeldn�aherungIn der Molekularfeldn�aherung wird die Shleifenentwiklung (2.28) shon nah der nulltenOrdnung, dem sogenanntem Baumgraphen-Niveau, abgebrohen:
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Ve� [��0;�0℄ � V(0)e� [��0;�0℄: (2.32)Einsetzen von (2.14), (2.29), (2.32) in (2.31) f�uhrt auf die sogenannten Molekularfeldglei-hungen f�ur ��0(x; �);�0(x; �). Hierzu ist nah (2.19), (2.20) der SpurlogarithmusSplog �g�1 = (2.33)~ ln�I D �# I D �" I D # I D " exp��1~A[ �#;  �";  #;  ";��0;�0℄��mit der WirkungA[ �#;  �";  #;  ";��0;�0℄ = (2.34)Z ~�0 d� Z dDx � �#(x; �);  "(x; �)�0B� ~ ��� + Ĥ � � ��0(x; �)���0(x; �) ~ ��� � Ĥ + � 1CA�  #(x; �) �"(x; �) �nah den Hintergrundfeldern ��0(x; �);�0(x; �) funktional zu di�erenzieren und wir erhalten:1~g�0(x; �)� 
 #(x; �) "(x; �)� = 0; (2.35)1~g��0(x; �)� 
 �"(x; �) �#(x; �)� = 0: (2.36)Hierbei treten die Erwartungswerteh�i = H D �# H D �" H D # H D " � exp��A[ �# ;  �";  #;  ";��0;�0℄=~	H D �# H D �" H D # H D " exp��A[ �#;  �";  #;  ";��0;�0℄=~	 (2.37)auf. Um die Teilhenzahl zu bestimmen, di�erenzieren wir das e�ektive Potential nah demhemishen Potential: N = � �Ve� [��0;�0℄�� �����;V : (2.38)Wir werten diese Teilhenzahlgleihung wieder nur f�ur das Baumgraphen-Niveau (2.32) ausund erhalten mit Hilfe von (2.14), (2.29), (2.33) und (2.34):N = d~� X�=";# Z ~�0 d� Z dDx h ��(x; �) �(x; �)i : (2.39)



2.4. MOLEKULARFELDN�AHERUNG 172.4.1 Erzeugendes FunktionalJetzt stellt sih die Aufgabe, die in (2.35), (2.36) und (2.39) auftretenden Korrelations-funktionen zu berehnen. Dazu f�uhren wir Grassmann-Stromfelder j��(x; �); j�(x; �) ein, dielinear an die Grassmann-Felder  ��(x; �);  �(x; �) mit � ="; # koppeln, und betrahten daserzeugende Funktional:Z[j�; j℄ = I D �# I D �" I D # I D " exp��1~A[ �#;  �";  #;  ";��0;�0℄� 1~ Z ~�0 d� Z dDx X�=";# [ ��(x; �)j�(x; �) + j��(x; �) �(x; �)℄) : (2.40)Die Korrelationsfunktionen ergeben sih dann durh Funktionalableitungen nah den Strom-feldern: 
 ��(x0; � 0) �� (x00; � 00)� = 1Z[j�; j℄ ~2ÆZ[j�; j℄Æj��� (x00; � 00)Æj��� (x0; � 0) ����j�=0j=0 (2.41)f�ur �; � 2 f"; #g und �; � 2 f�; ��g. Mit Hilfe der 2-komponentigen Stromfelderjy(x; �) = � j#(x; �)j�"(x; �) �y = �j�#(x; �); j"(x; �)� (2.42)erhalten wir f�ur das Gau�she Funktionalintegral (2.40):Z[j�; j℄ = Z[j� � 0; j � 0℄ (2.43)� exp� 1~2 Z ~�0 d� 0 Z ~�0 d� 00 Z dDx0 Z dDx00 jy(x0; � 0)�g(x0; � 0;x00; � 00)j(x00; � 00)� :Dabei bestimmt sih die Greenshe Funktion�g(x0; � 0;x00; � 00) = � �g11(x0; � 0;x00; � 00) �g12(x0; � 0;x00; � 00)�g21(x0; � 0;x00; � 00) �g22(x0; � 0;x00; � 00) � (2.44)als funktionales Inverses des Di�erentialoperators�g�1(x; � ;x00; � 00) = 1~Æ(� � � 00)Æ(x� x00)�g�1(x; �); (2.45)



18 KAPITEL 2. MOLEKULARFELDN�AHERUNGd.h. es giltZ ~�0 d� 00 Z dDx00 �g�1(x; � ;x00; � 00)�g(x00; � 00;x0; � 0) = Æ(a)(� � � 0)Æ(x� x0)IE: (2.46)Dabei stellt Æ(a)(� � � 0) = +1Xm=�1(�1)nÆ(� � � 0 +m~�) (2.47)die antiperiodish repetierte Delta-Funktion dar, die die Matsubara-ZerlegungÆ(a)(� � � 0) = 1~� +1Xm=�1 e�i!m(��� 0) (2.48)besitzt. Hierbei bezeihnen die !m die fermionishen Matsubara-Frequenzen, die die Anti-periodizit�atsbedingung an die Grassmann-Felder siherstellen.!m = (2m+ 1)�~� (2.49)Die in (2.35), (2.36) und (2.39) auftretenden Auto-Korrelationsfunktionen berehnen sihdann mit Hilfe der Greenshe Funktionen (2.44) unter Ber�uksihtigung der Zeitordnung:
 #(x; �) �#(x; �)� = lim� 0#� �g11(x; � ;x; � 0); (2.50)
 #(x; �) "(x; �)� = lim� 0#� �g12(x; � ;x; � 0); (2.51)
 �"(x; �) �#(x; �)� = lim� 0#� �g21(x; � ;x; � 0); (2.52)
 �"(x; �) "(x; �)� = lim� 0#� �g22(x; � ;x; � 0): (2.53)2.4.2 Homogenes SystemIn diesem Abshnitt betrahten wir ein homogenes Fermi-Gas von Spin-1=2-Teilhen, so da�das Potential V (x) vershwindet. Die daraus resultierende Homogenit�at des Gesamtsystemsbez�uglih des Ortes x und der Imagin�arzeit � �ubertr�agt sih auf die Hintergrundfelder, dadiese dann als konstant angenommen werden k�onnen:
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��0(x; �) = ��0; �0(x; �) = �0: (2.54)Daher l�a�t sih sowohl die Greenshe Funktion �g(x; � ;x0; � 0) als auh der Di�erentialoperator�g�1(x; � ;x0; � 0) einer Fourier-Matsubara-Transformation unterwerfen:�g(x; � ;x0; � 0) = +1Xm=�1 1(2�)D Z dDk ei!m(��� 0)eik(x�x0)�g(k; m); (2.55)�g�1(x; � ;x0; � 0) = +1Xm=�1 1(2�)D Z dDk ei!m(��� 0)eik(x�x0)�g�1(k; m): (2.56)Damit reduziert sih die Identit�at (2.46) unter Ber�uksihtigung von (2.12), (2.45) und (2.54)auf: � �i~!m + E(k)� � ��0���0 �i~!m � E(k) + � � �g(k; m) = 1� IE : (2.57)Die Fourier-Matsubara-Transformierte der Greenshen Funktion ergibt sih dann zu:

�g(k; m) = � i~!m + E(k)� � ��0���0 i~!m � E(k) + � �� [��0�0 + ~2!2m + (E(k)� �)2℄ : (2.58)Die Pole dieser Greenshen Funktion besitzen zudem eine physikalishe Deutung. An die-sen Stellen vershwindet der Nenner unserer Greenshen Funktion, dann liest man abergerade das Einteilhenanregungsspektrum ab. Wobei das Hintergrundfeld eine Energiel�ukedarstellt, das also eine Mindestenergie aufgebraht werden mu�, um die Teilhen in einenangeregten Zustand zu bringen. Einsetzen von (2.58) in (2.55) f�uhrt auf Matsubara-Reihen,die von der folgenden Form sind:s1(b; �) = +1Xm=�1 ei!m�b+ ~2!2m ; (2.59)s2(b; �) = +1Xm=�1 �i~!mei!m�b + ~2!2m : (2.60)Um diese beiden Reihen aufzusummieren ben�otigen wir die Fourier-Entwiklung der Kamm-Funktion. Aufgrund der Periodizit�at dieser Funktion, l�a�t sih diese in eine Fourier-Reiheentwikeln
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+1Xm=�1 Æ(x�m) = +1Xn=�1 ane�2�nxi (2.61)mit den Fourier-KoeÆzientenan = +1Xm=�1 Z +1=2�1=2 dx Æ(x�m)e2�nxi = Z +1=2�1=2 dx Æ(x)e2�nxi = 1 : (2.62)Wir erhalten nun die folgende n�utzlihe Distributionen-Identit�at:+1Xm=�1 Æ(y �m) = +1Xn=�1 e�2�nyi : (2.63)F�ur die fermionishen Matsubara-Frequenzen (2.49) ist m = (~�!m��)=2�, so da� sih ausder Distributionen-Identit�at (2.63) die Poissonshe Summenformel f�ur Fermionen ergibt:+1Xm=�1 f(!m) = +1Xn=�1 ~�2� Z +1�1 d! f(!)e�n~�!i+n�i : (2.64)Also hat die Reihe (2.59) die Darstellung:s1(b; �) = �2� +1Xn=�1(�1)n Z +1�1 d�! e�in�!(���=~)b+ �!2 : (2.65)Das dabei auftretende !-Integral ist mit Hilfe des Residuen-Satzes berehenbar, und wirerhalten: s1(b; �) = �2pb +1Xn=�1 exp �pb~ j~�n� � j! : (2.66)Diese Reihe ist unter der Nebenbedingung � 2 [0; ~�℄ auszuwerten, wobei die Summandenn = 0, n < 0 und n > 0 getrennt zu behandeln sind:s1(b; �) = �2pb (exp "�pb~ j� j#+ 1Xn=1(�1)n "exp �pb~ (� + n~�)!+exp pb~ (� � n~�)!#) : (2.67)



2.4. MOLEKULARFELDN�AHERUNG 21Dabei lassen sih beide Reihen �uber die geometrishen Reihe berehnen, und wir erhalteninsgesamt: s1(b; �) = � sinh hpb~ �j� j � ~�2 �i2pb osh��pb2 � ; (2.68)s2(b; �) = �~�s1(b; �)�� : (2.69)F�ur die Reihe (2.60) haben wir (2.59) zu di�erenzieren, so da� sih s2(b; �) aus (2.68) be-rehnen l�a�t: s2(b; �) = � �j� j � osh hpb~ �j� j � ~�2 �i2 osh��pb2 � : (2.70)Die aus (2.55) und (2.58) folgende Greenshe Funktion stellen wir nun mit Hilfe der in (2.68),(2.70) berehneten Matsubara-Reihen (2.59), (2.60) folgenderma�en dar:
�g(x; � ;x0; � 0) = 12(2�)D Z dDk � �g11(k; � � � 0) �g12(k; � � � 0)�g21(k; � � � 0) �g22(k; � � � 0) �osh��2p��0�0 + (E(k)� �)2� eik(x�x0) : (2.71)Hierbei sind die einzelnen Funktionen �gij(k; �) gegeben durh:�g11(k; � � � 0) = � 0 � �j� � � 0j osh"p��0�0 + (E(k)� �)2~ �j� � � 0j � ~�2 �#+ E(k)� �p��0�0 + (E(k)� �)2 sinh"p��0�0 + (E(k)� �)2~ �j� � � 0j � ~�2 �# ;�g12(k; � � � 0) = ��p��0�0 + (E(k)� �)2 sinh"p��0�0 + (E(k)� �)2~ �j� � � 0j � ~�2 �# ;�g21(k; � � � 0) = ���p��0�0 + (E(k)� �)2 sinh"p��0�0 + (E(k)� �)2~ �j� � � 0j � ~�2 �# ;�g22(k; � � � 0) = � 0 � �j� � � 0j osh"p��0�0 + (E(k)� �)2~ �j� � � 0j � ~�2 �#� E(k)� �p��0�0 + (E(k)� �)2 sinh"p��0�0 + (E(k)� �)2~ �j� � � 0j � ~�2 �# :



22 KAPITEL 2. MOLEKULARFELDN�AHERUNGNun bilden wir die Autokorrelationsfunktionen:�g(x; � ;x; � 0) = � h #(x; �) �#(x; �)i h #(x; �) "(x; �)ih �"(x; �) �#(x; �)i h �"(x; �) "(x; �)i � (2.72)unter Ber�uksihtigung der Zeitordnung gem�a��g(x; � ;x; �) = lim� 0#� �g(x; � ;x; � 0) (2.73)und erhalten
lim� 0#� �g(x; � ;x; � 0) = 12(2�)D Z dDk � �g11(k;��0;�0) �g12(k;��0;�0)�g21(k;��0;�0) �g22(k;��0;�0) �p��0�0 + (E(k)� �)2 : (2.74)Hierbei stellen sih die Matrixelementen dar, als:�g11(k;��0;�0) = p��0�0 + (E(k)� �)2� (E(k)� �) tanh��2p��0�0 + (E(k)� �)2� ; (2.75)�g12(k;��0;�0) = �0 tanh��2p��0�0 + (E(k)� �)2� ; (2.76)�g21(k;��0;�0) = ��0 tanh��2p��0�0 + (E(k)� �)2� ; (2.77)�g22(k;��0;�0) = p��0�0 + (E(k)� �)2+ (E(k)� �) tanh��2p��0�0 + (E(k)� �)2� : (2.78)Damit verf�ugen wir durh die Gleihungen (2.35), (2.36) �uber Bestimmungsgleihungen f�urdie Hintergrundfelder ��0;�0 wobei wir die De�nition ~g = gd zu ber�uksihtigen haben. Wirerhalten entweder 1g = d2(2�)D Z dDk tanh��2p��0�0 + (E(k)� �)2�p��0�0 + (E(k)� �)2 (2.79)oder



2.4. MOLEKULARFELDN�AHERUNG 23Spin-1=2-Teilhen ��0 = 0 = �0: (2.80)Au�erdem ist gem�a� (2.39) die Teilhendihte n = N=V festgelegt durhn = � d(2�)D Z dDk (E(k)� �)tanh��2p��0�0 + (E(k)� �)2�p��0�0 + (E(k)� �)2 (2.81)Damit haben wir f�ur unser physikalishes Modellsystem zwei Phasen gefunden. In der einenPhase vershwinden die Hintergrundfelder ��0;�0, so da� (2.80), (2.81) die Temperatu-rabh�angigkeit des hemishen Potentials beshreibt. In der anderen Phase ist die Tempe-raturabh�angigkeit der Hintergrundfelder und des hemishen Potentials � durh (2.79) und(2.81) bestimmt. Das Hintergrundfeld ist unser Ordnungsparameter in dieser Phase. Er stelltdie Paarwellenfunktion des Fermi-Gases dar. F�ur shwahe Kopplung beshreibt er also dieBildung von Cooper-Paaren, wie in einem Tieftemperatursupraleiter.2.4.3 E�ektives PotentialWir werden nun die Molekularfeldgleihung (2.79) und die Teilhendihte (2.81) auf einezweite Weise ableiten, um zu zeigen, da� das e�ektive Potential und die korrekte Berehnungder e�ektive Wirkung im Rahmen dieser Theorie identishe Ergebnisse liefern. Der Unter-shied zwishen den beiden Rehnungen liegt in der Auswertung der e�ektiven Wirkung. Beider korrekten Auswertung der e�ektiven Wirkung m�u�en wir die kompletten GreenshenFunktionen mit erzeugenden Funktionalen herleiten, um diese dann auszuwerten. Bei deme�ektiven Potential haben wir nur die e�ektive Wirkung an den festen Hintergrundfeldernauszuwerten, wobei diese dann nur noh als Variablen in der e�ektiven Wirkung auftauhen.So da� wir den Spurlogarithmus direkt berehnen k�onnen. Hierzu berehnen wir das e�ektivePotential als Baumgraphen-Niveau (2.29), (2.32) mit (2.14) unter der Ber�uksihtigung derHomogenit�at des Systems. Aufgrund der Hintergrundfelder (2.54) erhalten wir:Ve� [��0;�0℄ = Vg ��0�0 � 1�Splog �g�1 (��0;�0) ; (2.82)mit einem Di�erentialoperator (2.12), (2.45) der Form:�g�1(x; � ;x0; � 0) = 1~Æ(� � � 0)Æ(x� x0)0B� ~ ��� � ~22m�� � ��0���0 ~ ��� + ~22m�+ � 1CA : (2.83)Der Spurlogarithmus dieses Di�erentialoperators ist nun de�niert als
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Splog �g�1(��0;�0) = V(2�)D 2Xj=1 +1Xm=�1Z dDk ln�(j)k;m ; (2.84)wobei sih die Eigenwerte �(j)k;m durh die L�osung des EigenwertproblemsZ ~�0 d� 0 Z dDx0 �g�1(x; � ;x0; � 0)  (j)#;k;m(x0; � 0) (j)";k;m(x0; � 0) ! = �(j)k;m  (j)#;k;m(x; �) (j)";k;m(x; �) ! (2.85)ergeben. Aus (2.83) lesen wir unmittelbar ab:�(1)k;m � �(2)k;m = � �~2!2m + (E(k)� �)2 +��0�0� ; (2.86)so da� sih das e�ektive Potential (2.82) ergibt zuVe� = Vg ��0�0 � V d�(2�)D +1Xm=�1 Z dDk ln ��~2!2m � (E(k)� �)2 ���0�0� : (2.87)Nun berehnen wir die Matsubara-Summe mit Hilfe der Identit�at+1Xm=�1 ln ��~2!2m � b� = +1Xm=�1 �ln �~2!2m + b� + i�� (2.88)= +1Xm=�1 ln �~2!2m + b�+ i� 1 + 2 1Xm=1 1! = +1Xm=�1 ln �~2!2m + b�+ i� (1 + 2�(0)) :Da f�ur die Zeta-Funktion gilt �(0) = �1=2 [31, S. 1102℄, vershwindet der Imagin�arteil derMatsubara-Summe. Wir erhalten shlie�lih:V(0)e� [��0;�0℄ = Vg (��0�0 � 2 g d(2�)D Z dDk +1Xm=�1 12� ln �~2!2m + b�) : (2.89)2.4.4 Matsubara-ReiheWir zeigen nun, da� die Auswertung der Matsubara-Reihe (2.89) auf das folgende Ergebnisf�uhrt:
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V(0)e� [��0;�0℄ = Vg ���0�0 � 2 g d�(2�)D Z dDk ln �2 osh��2pb��� : (2.90)Dazu wenden wir die Poissonshe Formel f�ur Fermionen (2.64) an:s3(b) = � 12� +1Xm=�1 ln �~2!2m + b� = � 14� +1Xn=�1 ein� Z +1�1 d� ln �~2�2 + b� e�i��n: (2.91)Das Integral (2.91) l�a�t sih dadurh berehnen, da� wir� ddy �a�y�����y=0 = ln a (2.92)und die Shwinger-Identit�at [31, S.884℄a�y = 1�(y) Z 10 d� �y�1e��a; y > 0 (2.93)verwenden:s3(b) = 14� ddy " +1Xn=�1 ein��(y) Z 10 d� �y�1e��E2k Z +1�1 d� e��2��i��n#�����y=0 : (2.94)Die Auswertung des Gau�-Integrales ergibts3(b) = 14p� ddy " 1�(y) Z 10 d� �y� 32 e��b 1 + 2 1Xn=1 ein�e�n2�24� !#�����y=0 ; (2.95)und das Integral aus Gleihung (2.95) �ndet sih in [31, S. 360℄:s3(b) = 14p� ddy "� �y � 12��(y) (b) 12�y+ 4�(y) 1Xn=1 ein� �n2�24b � 2y�14 Ky� 12 �n�pb�#�����y=0 : (2.96)



26 KAPITEL 2. MOLEKULARFELDN�AHERUNGHierbei bezeihnet K�(z) die modi�zierte Bessel-Funktion mit der Eigenshaft:K� 12 (z) = r �2z e�z : (2.97)Bei der Di�erentiation von Gleihung (2.96) ist zu beahten, da� alle Faktoren bis auf dieGamma-Funktion �(y) an der Stelle y = 0 beshr�ankt sind. Da die Gamma-Funktion dieLaurent-Entwiklung [31, S.885℄ �(y) = 1y + 1Xk=0 k+1yk (2.98)besitzt, ergibt sih aus (2.96)s3(b) = �12 "pb� 2 1Xn=1(�1)n en�pbn� # ; (2.99)so da� wir insgesamt erhaltens3(b) = � 1� ln"2 osh �pb2 !# : (2.100)2.5 Molekularfeld-GleihungenDie e�ektive Wirkung (2.90) wird nun bez�uglih �0 und ��0 extremalisiert.In (2.90) trittnur das Produkt ��0�0 auf, d.h. eine Ableitung nah ��0 ist dasselbe wie nah ��0�0 zudi�erenzieren und dann mit �0 zu multiplizieren:�V(0)e����0 = �0 �V(0)e��(��0�0) ; �V(0)e���0 = ��0 �V(0)e��(��0�0) : (2.101)Dadurh erhalten wir den trivialen Sattelpunkt (2.80) und die Molekularfeldgleihungen(2.79) werten wir die e�ektive Wirkung am Extremum ��0;�0 aus, so erhalten wir die gro�-kanonishe freie Energie. Die Teilhendihte ergibt sih aus der Thermodynamik gem�a�:n = � 1V  �V(0)e��� !������;V : (2.102)Einsetzen von (2.90) in (2.102) reproduziert shlie�lih (2.81).



2.5. MOLEKULARFELD-GLEICHUNGEN 272.5.1 Molekularfeldgleihungen in einheitenloser DarstellungDie beiden Integrale (2.79) und (2.81) sind UV-divergent, d.h. sie konvergieren niht, solan-ge niht der Beitrag der kleinen Wellenl�angen abgezogen wird. Dazu subtrahieren wir dief�uhrende Ordnung der Integranden im Limes jkj ! 1 und erhalten1g = d2(2�)D Z dDk 0�tanh��2p��0�0 + (E(k)� �)2�p��0�0 + (E(k)� �)2 � 1E(k)1A ; (2.103)sowie n = d(2�)D Z dDk 0�1� (E(k)� �) tanh��2p��0�0 + (E(k)� �)2�p��0�0 + (E(k)� �)2 1A : (2.104)Nun k�onnen wir beginnen, die beiden Integrale explizit auszuwerten. Die k-Abh�angigkeit derEnergie ist in unserem Fall aufgrund des fehlenden �au�eren Potential, die der freien Teil-hen: E(k) = ~2k2=2m. Somit sind die beide Integrale im k-Raum kugelsymmetrish. Durhden Koordinatenwehsel und eine anshlie�ende Substitution f�uhren wir das D-dimensionaleIntegral auf ein eindimensionales Energie-Integral zur�ukzuf�uhren. Wir erhalten erst einenzus�atzlihen Faktor kD�1 im Integranden und multiplizieren die Gleihungen einfah mit derD-dimensionalen Kugelober�ahe OD = 2p�D=�(D=2), die der Integration �uber die Winkelentstammt.Als zweiten Shritt substituieren wir in den Integralen k durh eine neue Variable �� mitk2 = �� 2m=~2:1~g = 12�(D2 )r m2�~2D Z 10 d�� 0�tanh��2p��0�0 + (��� �)2�p��0�0 + (��� �)2 � 1��1Ap��D�2: (2.105)F�ur die Teilhenzahlgleihung erh�alt man:n = d�(D2 )r m2�~2D Z 10 d�� 0�1� (��� �) tanh��2p��0�0 + (��� �)2�p��0�0 + (��� �)2 1Ap��D�2: (2.106)Die Gleihungen (2.105) und (2.106) bringen wir auf nat�urlihe Einheiten, in dem wir��; �; �;��0 und �0 durh die Fermi-Energie �F teilen, und de�nieren:~� = ���F ; ~� = ��F ; �� = �F�; ~��0 = ��0�F ; ~�0 = �0�F : (2.107)



28 KAPITEL 2. MOLEKULARFELDN�AHERUNGDann erhalten wir mit der Fermi-Energie:�F = ~22m "p4�D2 ��D2 + 1�n#2=D (2.108)und f�ur die Gleihungen (2.105), (2.106):1~g = p�FD�22�(D2 ) r m2�~2D Z 10 d~� 0BB�tanh � ~�2q ~��0 ~�0 + (~�� ~�)2�q ~��0 ~�0 + (~�� ~�)2 � 1~�1CCAp~�D�2= � mkD�2Fp4�D~2�(D2 ) Z 10 d~� 0BB�1~� � tanh � ��2q ~��0 ~�0 + (~�� ~�)2�q ~��0 ~�0 + (~�� ~�)2 1CCAp~�D�2 ; (2.109)
n = p�FDd�(D2 ) r m2�~2D Z 10 d~� 0BB�1� (~�� ~�) tanh� ��2q ~��0 ~�0 + (~�� ~�)2�q ~��0 ~�0 + (~�� ~�)2 1CCAp~�D�2= nDd4 Z 10 d~� 0BB�1� (~�� ~�) tanh� ��2q ~��0 ~�0 + (~�� ~�)2�q ~��0 ~�0 + (~�� ~�)2 1CCAp~�D�2: (2.110)Diese beiden Gleihungen wollen wir nun f�ur die physikalishen Felder in drei Dimensionenauswerten. Dazu haben wir erstens d = 1 und D = 3 zu setzen, sowie eine Beziehungzwishen der Kopplungskonstanten und der Streul�age as zu nutzen, denn as = �mg=4�~2.Das negative Vorzeihen kommt aufgrund unserer Vorzeihenwahl der Kopplungskonstantenzustande, wir haben ja f�ur attraktive Wehselwirkungen positives Vorzeihen gefordert. Das�uberf�uhrt die Gleihungen (2.109), (2.110) in:1askF = 1� Z 10 d~� 0BB�1~� � tanh � ��2q ~��0 ~�0 + (~�� ~�)2�q ~��0 ~�0 + (~�� ~�)2 1CCAp~� (2.111)43 = Z 10 d~� 0BB�1� (~�� ~�) tanh� ��2q ~��0 ~�0 + (~�� ~�)2�q ~��0 ~�0 + (~�� ~�)2 1CCAp~�: (2.112)Nun substituieren wir erneut:
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��2 ~� = �; ��2 ~� = ��; ��2 ~��0 = ���0; ��2 ~�0 = ��0; (2.113)so da� sih f�ur die Gleihungen (2.111) und (2.112) ergibt:�2askF = 1p2�� Z 10 d� 0�1� � tanh �p ���0 ��0 + (�� ��)2�p ���0 ��0 + (�� ��)2 1Ap� (2.114)q��3 = 3p2 Z 10 d� 0�1� (�� ��) tanh�p ���0 ��0 + (�� ��)2�p ���0 ��0 + (�� ��)2 1Ap�: (2.115)Diese Integrale sind gleihzeitig auszuwerten, das ist aber nur noh in speziellen F�allenm�oglih.2.5.2 Kritishe Temperatur f�ur shwahe WehselwirkungWir betrahten als erstes den trivialen Sattelpunkt ���0 = 0; ��0 = 0. Dort vershwinden dieWurzelausdr�uke in den hyperbolishen Funktionen der Gleihungen (2.114), (2.115), dabeihat man Gleihung (2.114) um den TermZ 10 d�p�tanh(�� ��)� (2.116)zu erg�anzen und die Terme, die tanh(�� ��) enthalten, partiell zu integriert. Damit ergebensih die folgenden Gleihungen:�2askF = limw!1(s2��� [1� tanh(�� ��)℄�=w�=0) + 1p2�� �2 Z 10 d� p�osh2(�� ��)���Z 10 d� tanh(�� ��)p�(�� ��) � (2.117)�3=2 = limw!1np2p�3 [1� tanh(�� ��)℄�=w�=0 o +p2Z 10 d� p�3osh2(�� ��) : (2.118)Die ausintegrierten Anteile vershwinden bei der Limesbildung, damit haben wir nur nohdie verbleibenden Integrale zu berehnen. Der letzte Summand in (2.117) ist ebenfalls partiellzu integrieren, wobei wir uns die Heavyside-Funktion de�nieren als:#(y) = � 1 ; y > 00 ; sonst : (2.119)



30 KAPITEL 2. MOLEKULARFELDN�AHERUNGNah Ausf�uhrung der Integration erhalten wir:�2askF = s 2�� 8>><>>:Z 10 d� p��pj��j �#(���) artan�q �j��j�+ #(��)12 ln ���p�+p��p��p�� ����osh2(�� ��) 9>>=>>;+ �#(���)r ��2�� : (2.120)In Gleihung (2.120) substituieren wir � = j��jx und $ = ��=j��j, so shreibt sih (2.120) umzu:�2askF = s2j��j�� �j��j Z 10 dx pxosh2 [j��j(x�$)℄ � j��j#(�$) Z 10 dx artan(x)osh2 [j��j(x+ 1)℄+�2#(�$)� #($)j��j Z 10 dx ln jpx+ 1josh2 [j��j(x� 1)℄ + #($) j��j2 Z 10 dx ln jx� 1josh2 [j��j(x� 1)℄� :F�ur Gleihung (2.118) ergibt sih:q��3 = p2pj��j5 Z 10 dx px3osh2 [j��j(x�$)℄ : (2.121)Diese Integrale werden nun von uns weiter ausgewertet, indem wir annehmen, da� j��j � 1ist, was eine Forderung an die Temperatur darstellt. Die Temperatur des betrahteten Fermi-Gases mu� klein gegen die Fermi-Temperatur sein. Das bedeutet, da� sih fast alle Teilhenim Grundzustand be�nden, so da� eine Anwendung der Molekularfeldgleihungen durhausgerehtfertigt ist. Dann kann man die Dira-Familieneigenshaft der Integranden �uber denhyperbolishen Kosinus nutzen, denn f�ur gro�e j��j konvergiertj��j2 1osh2 [j��j(x�$)℄ (2.122)gegen die Dirashe Delta-Distribution Æ(x � $). Damit bestimmt sih � und �=2askF imFall �� > 0 zu:q��3 = p2��3 (2.123)�2askF = s2���� �2� 2 ln 2� �1 + tanh ��2 ln ���+ 12 Z 1��� dy ln jyjosh2 jyj�� 2� 2 ln 2� ln ��+ Z +10 dy ln yosh2 y= 2� 2 ln 2� ln ��+ ln� � 2 ln 2� C; (2.124)



2.5. MOLEKULARFELD-GLEICHUNGEN 31

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      numerishes Resultatanalytishes Resultat 1=kFas

Tkrit=TF

0�1�20
1

Abbildung 2.1: Abh�angigkeit der kritishen Temperatur von der s-Wellenstreul�ange (ver-shwindendes Molekularfeld).
wobei C die Eulershe Konstante, mit dem Zahlenwert C = 0; 577215 : : : ist, und man dasIntegral in [31, S. 895, S. 574℄ �ndet. Aus der Gleihung (2.123) erh�alt man die Bedingung� � �F , und damit eine vern�unftige L�osung f�ur das hemishe Potential, n�amlih � = �F .Die Gleihung (2.124) liefert uns nah der Exponentenbildung die Temperatur:

�F�krit = 8� e�2eC exp� �2askF � (2.125)Somit erhalten wir f�ur unsere analytishe Approximation der Temperatur die gepunkteteKurve in Abb. 2.1. Diese Temperatur ist die kritishe, der BCS-Theorie der Supraleitung.An dieser Temperatur �ndet ein Phasen�ubergang statt, von der normalleitenden zur supra-leitenden Phase, in der sih Cooper-Paare bilden.



32 KAPITEL 2. MOLEKULARFELDN�AHERUNG2.5.3 Kritishe Temperatur im Grenzfall starker KopplungNun betrahten wir den anderen Fall des negativen hemishen Potentials �� < 0, und erhaltenf�ur die Streul�ange as aus Gleihung (2.120):�2askF = s2j��j�� �2 : (2.126)Die Integrale �uber den hyperbolishen Kosinus vershwinden, weil sie gegen die DirasheDelta-Distribution konvergieren, aber der Integrationsbereih l�auft lediglih �uber die positi-ve, reelle Ahsen. Daraus folgt nah den R�uksubstitutionen die Bestimmungsgleihung deshemishen Potentials: � = � ~22ma2s = �EB2 ; (2.127)wobei wiederum j��j � 1 zu fordern ist. Dabei beshreibt EB die Bindungsenergie der Mo-lek�ule. Bei Resonanzstreuung h�angt f�ur gro�e positive Streul�angen die Bindungsenergie mitder Streul�ange zusammen �uber die Gleihung: ~2=ma2s.Aus der Teilhenzahlgleihung ermittelt man die Temperatur, indem der Nenner von (2.121)als geometrishe Reihe entwikelt wirdq��3 = �4p2 1Xn=1(�1)nn Z 10 dxpx3e�2n(x+j��j) = ���52� �3=2 ��e��� ; (2.128)mit der polylogarithmishen Funktion:�k(z) = 1Xn=1 znnk : (2.129)Nimmt man bei der Reihe nur den ersten Term mit und logarithmiert die sih daraus erge-bende Gleihung, erh�alt man mit m = ��j~�j die gen�aherte L�osung:m+ 32 lnm = ln�3p�4 j~�j3=2� ; (2.130)die unter der Bedingung, da� das der Betrag des hemishen Potentials gro� gegen die Fermi-Energie ist, g�ultig ist j�j � �F . Vernahl�a�igt man den Logarithmus gegen�uber dem linearen
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Abbildung 2.2: Abh�angigkeit des hemishen Potentials von der s-Wellenstreul�ange an derkritishen Temperatur.Glied, so ist die Temperatur unter Ber�uksihtigung von Gleihung (2.127) n�aherungsweisebestimmt durh:
��1 = EB2 ln"3p�4 �EB2�F �3=2# : (2.131)

Abb. 2.2 zeigt, da� das hemishe Potential gut durh die beiden Grenzf�alle der Molekular-feldapproximation harakterisiert wird. Obwohl das Ergebnis (2.131) aber nur beshreibt,da� sih eine Mishung zweier idealer Gase im Gleihgewiht der Reaktion f�ur die Paarungund den Zerfall zu zweiatomigen Molek�ulen be�ndet, wobei die kritishe Temperatur derTemperatur entspriht, f�ur die freie Bosonen kondensieren, was wir in den folgenden Reh-nungen zeigen werden. Die hemishen Potentiale der beiden Gase sind dann bestimmt zu:
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�a = ga +RT ln�a (2.132)�m = gm +RT ln�m: (2.133)Im Gleihgewiht der Reaktion gilt f�ur die hemishen Potentiale �m = 2�a. Mit den molarenGibbshen Potentialen ga,gm und dem Molenbruh�i = nina + nm : (2.134)Die molaren Gibbshen Potentiale beziehen sih auf 1 Mol des jeweiligen, reinen Gases [32, S.712℄. Die Gleihungen (2.132) und (2.133) stellen wir mit Hilfe der Gleihgewihtsbedingungnah der Temperatur um: kBT = kBR 2ga � gmln �(1� �a)�2a � : (2.135)Die Gibbs-Duhem-Relation wenden wir auf die molaren Gibbshen Potentiale an gi = NA�(0)i .Wir benutzen Gleihung (2.134) und erhalten dann f�ur die Temperatur:kBT = 2�F � �(0)m2 ln�nmnar1 + nanm� : (2.136)Das hemishe Potential der molekularen Bosonen an der �Ubergangstemperatur zum Kon-densat entspriht gerade der Bindungsenergie der Molek�ule �(0)m = �EB. F�ur die Teilhen-dihte an dieser Temperatur giltnm = �(3=2)p2m3~3p2�3 pkBT 3 (2.137)mit der Riemannshen Zeta-Funktion, die �uber den Polylogaritmus (2.129) de�niert ist zu�(k) = �k(1). Aus Gleihung (2.108) ergibt sih als atomare Teilhendihte,na = p2m33�2~3 �3=2F (2.138)sowie aus den letzten beiden Gleihung das Verh�altnis zu:
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nmna = 32� �32�r�2rkBT�F 3 � 32� �32�r�2rEB2�F 3 : (2.139)Die letzte N�aherung ergibt sih aus (2.136) unter Vernahl�assigung des atomaren hemishenPotentials, d.h. die Zahl der fermionishen Atome ist gering im Verh�altnis zu den Molek�ulen,was bei gro�en Kopplungsst�arken siher gerehtfertigt ist. Diese N�aherung nehmen wir eben-falls f�ur die weitere Auswertung von (2.136) an.Au�erdem haben wir den Beitrag des Logarithmus niht ber�uksihtigt. Dies ist aber insofernm�oglih, da wir unser Ergebnis nur in diesen Logarithmus wieder einsetzen. Wir erhaltendann f�ur die Temperatur aus �(0)m = �EB und Gleihung (2.139)��1 � EB2 ln"32� �32�r�2 �EB2�F �3=2# ; (2.140)

was mit unserem Ergebnis (2.131) sehr gut �ubereinstimmt.2.5.4 Auswertung am absoluten TemperaturnullpunktNun betrahten wir die L�uken- und die Teilhenzahlgleihung f�ur vershwindende Tempe-ratur � !1, so da� die Ausgangsgleihungen (2.111), (2.112) sih darstellen als:�askF = Z 10 d~� 0�1~� � 1q ~��0 ~�0 + (~�� ~�)21Ap~� ; (2.141)43 = Z 10 d~� 0�1� ~�� ~�q ~��0 ~�0 + (~�� ~�)21Ap~� (2.142)In diesen beiden Gleihungen substituieren wir ~� = xq~�2 + ~��0 ~�0 so da� sih die Gleihun-gen (2.141), (2.142) shreiben lassen als�askF = 4q ~��0 ~�0 + ~�2 Z 10 dx 1px �1� xpx2 � 2tx + 1� ; (2.143)43 = 4q ~��0 ~�0 + ~�23 Z 10 dxpx�1� x� tpx2 � 2tx+ 1� (2.144)mit der Bedingung jtj � 1 an den Parameter t, der sih �uber Gleihung (2.144) de�niert zu:
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t = �p��0�0 + �2 : (2.145)Um diese Gleihungen einer Berehnungen weiter zug�anglih zu mahen, f�uhren wir eine er-neute Substitution durh: u = x+px2 � 2tx + 1, so da� wir aus unseren beiden Gleihungenfolgende erhalten: �askF = p2 4q ~��0 ~�0 + ~�2 Z 11 du 1� utpu2 � 1pu� t3 ; (2.146)43 = 1� t2p2 4q ~��0 ~�0 + ~�23 Z 11 du pu2 � 1pu� t5 : (2.147)Nah einigen algebraishen Umformungen des Integranden und der Substitution v = pu� 1,haben wir unsere beiden Integrale eine Summe von Standardintegrale, wie sie in jeder Inte-graltafel zu �nden sind [31℄, reduziert:�askF = p23 4q ~��0 ~�0 + ~�2 Z 10 dv 1pv2 + 2 " 1� t2pv2 + 1� t3 � tpv2 + 1� t# (2.148)p83 = 4q ~��0 ~�0 + ~�23 Z 10 dv 1� t2pv2 + 2 " 1pv2 + 1� t � 1� t2pv2 + 1� t5+ 2tpv2 + 1� t3# : (2.149)Die Auswertung der Integrale ergibt eine L�osung in Abh�angigkeit vom Parameter t undder Wurzel 4q ~��0 ~�0 + ~�2. Damit sind unsere beiden verbleibenden Gr�o�en, das hemishePotential und das Molekularfeld, bestimmt zu1askF = 2� 4q ~��0 ~�0 + ~�2 "2E r1 + t2 !�K r1 + t2 !# ; (2.150)14q ~��0 ~�0 + ~�23 = tE r1 + t2 !+ 1� t2 K  r1 + t2 ! : (2.151)Dabei sind die beiden Funktionen K(y) und E(y) vollst�andige Elliptishe Integrale der 1.und 2. Gattung.Um die durhgehenden Kurven in unseren Abbildungen Abb. 2.3, Abb. 2.4 zu zeihnen,eliminieren wir die Wurzel in der L�uken-Gleihung mit Hilfe von (2.151) und nutzen die
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Abbildung 2.3: Abh�angigkeit des Molekularfeldes von der s-Wellenstreul�ange f�ur vershwin-dende Temperatur.De�nition unseres Parameters t. Dann erhalten wir die Streul�ange, das hemishe Potentialund Molekularfeld als parameterabh�angige Funktionen:1askF (t) = 2� 2E �q1+t2 ��K �q1+t2 �htE �q1+t2 � + 1�t2 K �q1+t2 �i1=3 (2.152)~�(t) = thtE �q1+t2 � + 1�t2 K �q1+t2 �i2=3 (2.153)q ~��0 ~�0(t) = p1� t2htE �q1+t2 � + 1�t2 K �q1+t2 �i2=3 (2.154)Die Grenzf�alle der shwah und stark attraktiven Wehselwirkung ergeben sih aus denEntwiklung der Gleihungen (2.152) bis (2.154) f�ur t ! 1 und t ! �1. Im Fall shwaherAttraktion entwikeln wir die Elliptishen Funktionen um die Stelle y = 1 herum. Da dortdie erste Elliptishe Funktion logarithmish divergiert, nehmen wir nur den Beitrag der
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Abbildung 2.4: Abh�angigkeit des hemishen Potentials von der s-Wellenstreul�ange bei ver-shwindender Temperatur.niedrigsten Ordnung mit und erhalten aus den beiden Ausgangsgleihungen (2.150), (2.151):� � �F ; (2.155)p��0�0 � 8�F e�2 exp� �2askF � : (2.156)Das Ergebnis im Grenzfall starker Kopplung ergibt sih aus der Taylor-Entwiklung derAusgangsgleihungen, indem man die Entwiklung der inversen Funktion von (2.150) durhUmkehrung der Taylor-Reihe berehnet, und diese dann in die parameterabh�angigen Dar-stellungen (2.153) und (2.154) einsetzt. Damit sind hemishes Potential und Molekularfeldbestimmt zu: ~� � � 1a2sk2F �1� 23�a3sk3F + : : :� ; (2.157)q ~��0 ~�0 � r163� 1paskF �1� 1712�a3sk3F + : : :� : (2.158)



2.5. MOLEKULARFELD-GLEICHUNGEN 39In den Abb. 2.3 und Abb. 2.4 sind die Ergebnisse aus den Gleihungen (2.155), (2.156)mit (1) numeriert. Die Gleihungen (2.157) und (2.158) hingegen mit der (2). Auh ist dieProportionalit�at des Molekularfeldes bei vershwindender Temperatur (2.156) zur kritishenTemperatur bei vershwindendem Molekularfeld (2.125) au��allig. Setzt man die Ergebnissezueinander in Verh�altnis so ergibt sih:p��0�0(T = 0) � (��0�0 = 0) = �e�C � 1; 76: (2.159)Mit exakt dem selben Wert f�ur das Verh�altnis, wie in der BCS-Theorie der Supraleiter.Wobei festzuhalten gilt, da� das Ergebnis (2.125) lediglih eine Approximation der exaktenL�osung der Molekularfeldgleihungen darstellt. Man vergleihe auh die beiden Abbildungen2.2 und 2.4, die zeigen wie stabil das hemishe Potential in dieser N�aherung ist. Trotz deruntershiedlihen Temperaturen werden die beiden N�aherungen exakt reproduziert, und derinterpolierende Bereih sehr gut wiedergegeben.
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Kapitel 3Feshbah-Resonanz
In diesem Kapitel betrahten wir ein wehselwirkendes atomares Gas, dessen Streul�ange�uber die Hyperfeinstrukturwehselwirkung der �au�eren Elektronen mit ihrem eigenen Kerndurh ein von Au�en vorgegebenen Magnetfeldes durhstimmbar ist. Der Zeemann-E�ekt deratomaren Spins erm�ogliht die Variation der Energiedi�erenz zwishen dem Streuzustand,wenn die beiden Spins parallel angeordnet sind, und einem langlebigem molek�ul�ahnlihemZustand bei antiparallelen Spins. Jedesmal, wenn die Energie der streuenden Teilhen derEnergie des langlebigen Zustandes entspriht, divergiert die Streul�ange, man spriht dann voneiner Feshbah-Resonanz. Diese ist erstmals f�ur Bose-Kondensate in optishen Fallen 1998von Ketterle et al. beobahtet worden [2℄. Der Begri� geht zur�uk auf H. Feshbah, der in zweiArbeiten ein Modell der Resonanz des totalen Streuquershnittes bei Neutronenstreuung anAtomkernen entwikelte [33,34℄.3.1 GrundlagenDie Wehselwirkung der Zwei-Teilhen-Resonanzstreuung wird in dieser Arbeit mittels Ka-stenpotentialen angen�ahert, in diesem Abshnitt werden die Grundlagen und die wihtigstenErgebnisse dieses quantenmehanishen Modells pr�asentiert. Dabei gehen wir in unseren Be-rehnung immer von zwei Teilhen mit identisher Masse aus, die im Shwerpunktsystembeshrieben werden. Die abseparierte L�osung f�ur die Shwerpunktsbewegung bleibt aberunber�uksihtigt, da sie ja lediglih eine ebene Welle darstellt.3.1.1 Einf�uhrungDer Hamilton-Operator nimmt dann f�ur die beiden identishen Teilhen in Ortsdarstellungdie folgende Form an: Ĥ = � ~22m(�1 +�2) + V (r1; r2) : (3.1)41



42 KAPITEL 3. FESHBACH-RESONANZNah den mehanishen Grundgesetzen kann die Zwei-Teilhen-Wehselwirkung nur abstand-sabh�angig sein, d.h. das Potential verh�alt sih gem�a� V (r1; r2) = V (jr1� r2j). Durh Trans-formation auf Relativ- und Shwerpunktskoordinaten erhalten wir aus dem Zwei-Teilhen-Hamilton-Operator ein e�ektives Ein-Teilhen-Problem, mit der Festlegung der Relativ- undShwerpunktskoordinaten zu:r = r1 � r2; rS = m1r1 +m2r2m1 +m2 : (3.2)Der urspr�uglihe Hamilton-Operator wird separiertĤ = ĤS + Ĥrel (3.3)in die Shwerpunktsbewegung ĤS = � ~24m�S ; (3.4)und den e�ektiven Ein-Teilhen-Hamilton-Operator f�ur den Relativabstand rĤrel = �~2m�+ V (r) : (3.5)Da die Wehselwirkung der Partikel nur abstandsabh�angig ist, reduziert sih Gleihung (3.5)aufgrund der Kugelsymmetrie des e�ektiven Ein-Teilhen-Operators aufĤrel = �~2m�+ V (r) (3.6)mit dem Laplae-Operator� = 1r � ��r�2 r + 1(r sin �)2 "�sin � ����2 + � ��'�2# : (3.7)Die Zwei-Teilhen-Wehselwirkung beshreiben wir durh ein Kastenpotential,V (r) = V0�(R� r) (3.8)



3.1. GRUNDLAGEN 43mit der Heavyside Funktion �(r). Die Potentialst�arke ist durh V0 harakterisiert und dieReihweite durh die Gr�osse R.Das Eigenwertproblem Ĥrel (r; �; ') = E (r; �; ') des Hamilton-Operators (3.6) l�osen wir,indem die Variablen abseparieren, gem�a�:  (r; �; ') = Yl;m(�; ')Rl(r). Dabei gen�ugt dieKugel�ahenfunktion Yl;m(�; ') der Eigenwertgleihung( 1sin2 � "�sin � ����2 + � ��'�2# + l(l + 1))Yl;m(�; ') = 0 : (3.9)Der mit r multiplizierte Radialanteil der Wellenfunktion ul(r) = rRl(r) erf�ullt dann dieEigenwertgleihung "� ��r�2 + m~2Ve�(r)#ul(r) = 0 (3.10)mit dem e�ektiven Potentialm~2Ve�(r) = k2 � m~2V0�(R� r)� l(l + 1)r2 (3.11)und dem Energie-Eigenwert E = ~2mk2 : (3.12)Das Kastenpotential hat, wenn es anziehend ist, gebundene und ungebundene Zust�ande,bzw. nur ungebundene Streul�osungen im repulsiven Fall.In diesem einf�uhrenden Teil diskutieren wir nur die Wellenfunktion f�ur das attraktive Po-tential, sowie im Anshlu� das Ph�anomen der Resonanzstreuung, welhes eine Verkn�upfungdes diskreten mit dem kontinuierlihem Spektrum darstellt.3.1.2 Streul�osungen des PotentialsDie L�osungen der Di�erentialgleihungen f�ur das kugelf�ormige Kastenpotential zu vershiede-nen Drehimpulsquantenzahlen l sind die sph�arishen Bessel- und von-Neumann-Funktionender Ordnung l [35, S. 349,S. 364℄. Wir haben noh die Forderung der stetigen Di�erenzierbar-keit und der Regularit�at am Ursprung der radialen Wellenfunktion zu ber�uksihtigen. Dievon-Neumann-Funktionen stellen keine L�osungen im Innenbereih dar, weil sie am Ursprungdivergieren. Dann ist die Bedingung, da� ul(0) beshr�ankt sein mu�, verletzt.
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Rl(r) = � aljl(kir) ; r < R�ljl(kar) + �lnl(kar) ; r > R (3.13)befriedigt die Regularit�atsbedingung am Ursprung und erf�ullt die Anshlu�bedingungen beientsprehender Wahl der KoeÆzienten. Sie sind bis auf eine Norm eindeutig bestimmt.Die Anshlu�bedingungen am Rand r = R des Kastenpotentials haben zwei transzendenteGleihungen zur Folge Ril(kir)��r=R = Ral (kar)��r=R ; (3.14)ddrRil(kir)����r=R = ddrRal (kar)����r=R (3.15)mit den beiden Wellenzahlen ki =p(E + V0)m=~2 und ka =pEm=~2.Das asymptotishe Verhalten im Limes gro�er Partikelabst�ande erm�ogliht eine Interpreta-tion der KoeÆzienten des Teils der Wellenfunktion au�erhalb des Potentials als Phasenver-shiebung der einlaufenden gegen�uber der auslaufenden Welle [35, S. 392℄. Die einlaufendeWelle bestimmen wir aus dem Fall des vershwindenden Potentials. Da die von-Neumann-Funktionen am Ursprung divergieren, bleiben nur die Bessel-Funktionen als einlaufendeWelle�ubrig. Vergleiht man die Asymtotik f�ur gro�er Partikelabst�ande der einlaufenden und aus-laufenden Welle, so ergibt sih eine Phasenvershiebung Æl. Das Amplitudenverh�altnis derauslaufenden Welle bestimmt die Streuphase, f�ur gro�e Abst�ande r giltRl(r) = 1kar h�l sin�kar � l�2�� �l os�kar � l�2�i : (3.16)So erhalten wir f�ur die Streuphase tan Æl = �betal=�l. Aus den Anshlu�bedingungen (3.14),(3.15) wird die Streuphase berehenbar

tan Æl = ka � ddxjl(x)�x=kar jl(kir)� ki � ddxjl(x)�x=kir jl(kar)ka � ddxnl(x)�x=kar jl(kir)� ki � ddxjl(x)�x=kir nl(kar)
���������r=R : (3.17)F�ur kleine Argumente kaR ist eine N�aherung der Bessel- und von-Neumann-Funktionenm�oglih. Dabei beshreibt kaR� 1 kleine Teilhenenergien, also langsame Teilhen, wie sie



3.1. GRUNDLAGEN 45in Bose-Kondensaten zu �nden sind. Wir nehmen nur die Beitr�age der Taylorentwiklung inerster Ordnung f�ur die Argumente kaR mitjl(z) � zl(2l + 1)!! ; ddz jl(z) � lzl�1(2l + 1)!! ; (3.18)nl(z) � � (2l + 1)!!(2l + 1)zl+1 ; ddznl(z) � (l + 1) (2l + 1)!!(2l + 1)zl+2 : (3.19)Daraus ergibt sih f�ur die Streuphase Æl die N�aherung
tan Æl � (2l + 1)(kaR)2l+1[(2l + 1)!!℄2 ljl(y)� y ddyjl(y)(l + 1)jl(y) + y ddyjl(y)��������y=kiR : (3.20)Ab jetzt betrahten wir nur noh den Beitrag zur Wellenfunktion, den die Partialwelle zumDrehimpuls l = 0 liefert, die sogenannte s-Wellenstreuung. Die geringen Teilhenenergien inultrakalten Gasen korrespondieren mit kleinen Impulsen der Partikel. Au�erdem haben wires mit kurzreihweitigen Potentialen zu tun, so da� die Anteile der Partialwellen h�ohererOrdnung unterdr�ukt werden. Deswegen sind die Beitr�age der Partialwellen mit den Dreh-impulsen l = 1; 2; ::: vernahl�assigbar, was man an (3.20) ablesen kann.3.1.3 Gebundene L�osungen des KastenpotentialsEin attraktives, rotationsinvariantes Kastenpotential kann gebundene Zust�ande mit diskre-ten Eigenwerten enthalten. Dabei ist die Randbedingung j (0)j < 1 am Ursprung, zubeahten. Desweitern sind die Anshlu�bedingungen der Wellenfunktion, die stetige Di�e-renzierbarkeit an der Stelle r = R fordern, zu erf�ullen.Die Wellenfunktionen des Drehimpulses l = 0 haben dann folgende Form

 (r) = 8>>>><>>>>: 1p4� exp(�kajrj)kajrj jrj > R1p4� sin(kijrj)kijrj jrj < R : (3.21)Hierbei sind ka, ki bestimmt durhkaR = rmR2~2 jEj = � kiR = rmR2~2 (V0 � jEj) = � : (3.22)



46 KAPITEL 3. FESHBACH-RESONANZUm die Eigenenergien des kugelsymmetrihen Potentialtopfes zu bestimmen, bilden wir dasVerh�altnis der Gleihung (3.15) zu (3.14), was uns die transzendente Gleihung � = �� ot �liefert. Diese l�a�t sih analytish niht mehr l�osen, ist aber graphish l�osbar. Was in Abb. 3.1,dargestellt ist, wobei wir ausnutzen, da� die Summe der Quadrate von �; � stets konstantist: �2 + �2 = mV0R2~2 : (3.23)An Abb. 3.1 erkennt man, da� f�ur gebundende Zust�ande im kugelsymmetrishen Potential-topf eine minimale Potentialtiefe vorliegen mu�.3.1.4 Resonanzstreuung am KastenpotentialZum Shlu� dieses Kapitels wollen wir noh das Ph�anomen der Resonanzstreuung diskutie-ren. Dazu werden die wihtigsten Ergebnisse der vorherigen Kapitel miteinander verkn�upft.Die s-Wellenstreuung an einem Potentialkasten hat die denkbar einfahste Form nah derPropagation der freien Welle. Wir haben nur zwei freie Wellenl�osungen, mit vershiedenenk Vektoren, die wir am Rande des Kastens zusammenzust�ukeln: i(r) = ap4� sin(kijrj)kijrj jrj < R (3.24) a(r) = �p4� sin(kajrj)kajrj + �p4� os(kajrj)kajrj jrj > R : (3.25)Die Anshlu�bedingung f�ur die s-Welle l�a�t sih shreiben alskiR ot(kiR) = kaR ot [kaR + Æ (ka)℄ : (3.26)Durh den Potentialtopf tritt eine Phasendi�erenz Æ auf, die bei vershwindender Energie deseinlaufenden Teilhens, d.h. f�ur die Wellenzahl ka ! 0, die s-Wellenstreul�ange des Potentialsbestimmt: as = � limka!0 �Æ (ka)ka � : (3.27)Aufgrund von (3.20) ist der Kotangens zu entwikeln und in f�uhrender Ordnung auszuwerten,so da� wir erhalten: as = limka!0�R �1� tan (ki(ka)R)ki(ka)R �� : (3.28)
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�2 + �2 = mR2V0=~2 �� ot ��

�2�3�=2��=2Abbildung 3.1: Graphishe L�osung der transzendenten Gleihungen (3.22), (3.23) f�ur dieEnergie-Eigenwerte in einem kugelsymmetrishen Potentialtopf.Hierbei ist kiR =qmR2~2 V0 + (kaR)2 noh von der Teilhenenergie E = ~2m k2a abh�angig. Somitbestimmt sih die Streul�ange mit  def= mR2~2 V0 zu:as = R�1� tan  � : (3.29)An den Stellen  = �2 +m�; m 2 Z divergiert die Streul�ange. Erinnern wir uns kurz an dieAbbildung 3.1 , aus der die gebundenen L�osungen bestimmt worden sind. An den Stellen � =�2 +m�; m 2 Z tauht ein neuer, der (m+1)-te Eigenwert im Spektrum auf, hier divergiertaber gerade as. Dieses Ph�anomen nennt man Resonanzstreuung, da das Teilhen sehr langeim Potentialtopf verweilt. Wir betrahten die Streul�ange as ja im Limes vershwindenderEnergie der einfallenden Welle, somit liegen der h�ohste, diskrete Energie-Eigenwert und dieTeilhenenergie diht beieinander, daher bilden die Partikel einen molek�ul�ahnlihen Zustand.An diesen Stellen l�a�t sih die Bindungsenergie des (m + 1)-ten Eigenwertes �uber die s-Wellenstreul�ange des ungebundenden Zustandes n�aherungsweise bestimmen,Egeb ' � ~2ma2s ; (3.30)in der Tat erhalten wir f�ur Egeb � V0:
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kgeba R = rmR2~2 jEgebj (3.31)= �kgebi ot(kgebi )= �rmR2~2 (V0 � jEgebj) ot"rmR2~2 (V0 � jEgebj)#� �rmR2~2 V0 ot"rmR2~2 V0# : (3.32)Die Streul�angenformel (3.29) wird von uns ebenfalls entwikelt:Ras = qmR2~2 V0qmR2~2 V0 � tan�qmR2~2 V0�� �rmR2~2 V0 ot rmR2~2 V0! : (3.33)Setzt man die erhaltenen Ergebnisse (3.32), (3.33) in Beziehung zueinander, so ergibt sih(3.30). Diese Relation bleibt auh bei der Zweikanalstreuung g�ultig.3.2 Modell der FeshbahresonanzIm analytish rehenbaren Modell der Feshbah-Resonanz koppeln wir die Streul�osung ei-nes Kastenpotentials mit den gebundenen. Die Kopplung wird �uber die Hyperfeinstruktur-Wehselwirkung der Leuhtelektronen mit den eigenem Kernspin induziert. Dieses einfaheModell geht zur�uk auf [36℄.Die interatomare Wehselwirkung wird durh die Coulomb-Kr�afte und das Pauli-Prinzipwesentlih bestimmt. Je nah relativer Spin-Stellung der �au�eren Elektronen der beidenStreupartner zueinander, variiert die Tiefe der Kastenpotential in unserem einfahen Modellder Resonanz-Streuung mit zwei Wehselwirkungs-Kan�alen, die �uber die Hyperfeinwehsel-wirkung miteinander gekoppelt sind. Somit stellen sih die Potentiale f�ur die Singulett- undTriplett-Terme dar als VS;T(r) = � �VS;T ; jrj < R0 ; jrj > R : (3.34)Die fermionishen Elektronen im Triplett k�onnen sih aufgrund des Pauli-Prinzips niht zunahe kommen, deswegen bilden die beiden streuenden Atome auh kein molek�ul�ahnlihenZustand wie bei der Resonanz-Streuung im vorherigen Kapitel.



3.2. MODELL DER FESHBACHRESONANZ 49Durh ein von au�en vergegebenes Magnetfeld B erh�alt man die M�oglihkeit die Streuung zusteuern, da im Singulett und Triplett durh den vershiedenen Gesamtspin die magnetishenMomente di�erieren: �� = �S��T. Somit ist die Shr�odinger-Gleihung durh den Zeemann-E�ekt zu modi�zieren , unter den folgenden Annahmen 0 < Vhf � VT; VS;��B0B� �~2m�+ VT(r)� E VhfVhf �~2m + VS(r) + ��B � E 1CA�  T(r) S(r) � = � 00 � : (3.35)Zun�ahst gilt es, diesen Hamiltonoperator zu diagonalisieren und die L�osungen in Abh�angig-keit von den Potentialtopftiefen und der Hyperfeinstruktur anzugeben. Die unit�aren Trans-formation, die den Hamiltonoperator diagonalisiert, ist in diesem Fall eine Drehung:U�1(�) = � os� � sin�sin� os� � ; (3.36)wobei die Drehwinkel f�ur unsere L�osungen inner- und au�erhalb der Reihweite des Potentialsdi�erieren.Der Hamilton-Operator stellt sih im Au�en- und Innenbereih der Wehselwirkungzone inder Basis aus Gleihung (3.35) dar als,ĤA = � 0 VhfVhf ��B � ; (3.37)ĤI = � �VT VhfVhf ��B � VS � : (3.38)Dabei ist die L�osung der Shr�odinger Gleihung (3.35) f�ur den Au�enbereih, die einer Pro-pagation einer freien Welle entspriht, shon von den gesuhten Eigenvektoren absepariertworden. Damit sind alle Energie-Eigenwerte auf die Energie E = ~2k2=m der freien Welleim Au�enbereih bezogen.Die Nihtdiagonalelemente der beiden Matrizen stellen die Wehselwirkung der �au�eren Elek-tronen mit dem Spin ihres eigenen Kernes dar. Das magnetfeldabh�angige Diagonalelementbeshreibt den Untershied in den magnetishen Momenten zwishen dem Singulett undTiplett. Die Eigenvektoren der Matrizen (3.37) sind dann auf eine frei w�ahlbare Basis zubeziehen und stetig-di�erenzierbar aneinanderzuf�ugen. Wir werden daf�ur im folgenden dieurspr�unglihe Basis  T;  S benutzen. Nah Separation der Winkelabh�angigkeit, die Poten-tiale sind kugelsymmetrish, stellen wir die Wellenfunktionen au�erhalb und innerhalb desWehselwirkungsbereihs in ihren jeweiligen Diagonalbasen dar, als uA(r); uI(r) [vgl. Ab-shnitt 3.1.1 bezgl. der Notation℄. Wir betrahten auh hier nur den Beitrag des Drehimpul-ses l = 0 zu den Wellenfunktionen, dabei bezeihnet der Index A den Au�enraum und I dieWehselwirkungszone:
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 uStreuA (r)ugebA (r) ! = � Ceikr +De�ikrFe��r � r > R ; (3.39) u"I (r)u#I (r) ! = � A �eik"r � e�ik"r�B �eik#r � e�ik#r� � r < R : (3.40)Die Eigenwerte der Matrix (3.37) sind die Energien E�A der beiden L�osungen der Shr�odinger-Gleihung (3.35) f�ur den Au�enbereih, f�ur den Innenbereih haben wir (3.38) zu verwenden,so da� sih ergibt:E�I = ��B � VT � VS2 � 12q(VS � VT ���B)2 + (2Vhf)2 ; (3.41)E�A = ��B2 � 12q(��B)2 + (2Vhf)2 : (3.42)Da wir die Energie bez�uglih des kleineren Eigenwertes der Au�enl�osung messen, �ndet dieseBer�uksihtigung bei der Bestimmung der Energieabh�angigkeit der Wellenzahlen, indem dortEnergiedi�erenzen und die Wellenzahl der freien L�osung des Au�enraumes auftauhen:�R = rmR2~2 �E+A � E�A�� (kR)2 ; (3.43)k"R = rmR2~2 �E�A � E�I �+ (kR)2 ; (3.44)k#R = rmR2~2 �E�A � E+I �+ (kR)2 : (3.45)Bezeihnen wir die diagonalen Hamilton-Operatoren mit Ĥd� f�ur � = I;A, so erhalten wir dieurspr�unglihe Shr�odinger-Gleihung, indem wir die unit�are Transformation (3.36) auf fol-gende Weise anwenden: U(��)Ĥd�U�1(��). F�ur die Nihtdiagonalelemente der Matrix f�uhrtdas auf die Bestimmungsgleihung f�ur die gesuhten Drehwinkel:tan��1 + tan2�� = VhfE+� � E�� : (3.46)Die beiden Winkel bestimmen sih aus dieser Gleihung zu:tan 2�A = � 2Vhf��B ; (3.47)tan 2�I = VhfVS � VT ���B : (3.48)



3.2. MODELL DER FESHBACHRESONANZ 51Wir setzen nun die Wellengleihung stetig-di�erenzierbar zusammenU�1(�A) uStreuA (r)ugebA (r) !�����r=R = U�1(�I) u"I (r)u#I (r) !�����r=R ; (3.49)U�1(�A) ��r  uStreuA (r)ugebA (r) !�����r=R = U�1(�I) ��r  u"I (r)u#I (r) !�����r=R : (3.50)Diese vier Gleihungen bestimmen nun die f�unf Variablen A, B, C, D, F bis auf die Norm. Dawir aber f�ur die s-Wellenstreul�ange nur das Verh�altnis zweier Variablen ben�otigen, n�amlihC, D spielt die Normierung keine Rolle. Aus den KoeÆzienten der Streul�osung dieses Modellsl�a�t sih die s-Wellenstreul�ange as bestimmen �uber die Gleihungenas = � limk!0�Æ0(k)k � ; e2iÆ0(k) = �CD : (3.51)Nahdem wir die Gleihungen (3.49), (3.50) aufgel�ost haben, ergibt sih f�ur das Verh�altnisas = �CD = R�1� R�(k = 0)R2�(k = 0)� ; (3.52)wobei die beiden KoeÆzienten bestimmt sind zu:R2� = 1 + tan2(�A � �I)tan(k"R) tan(k#R) (k"R)(k#R) + �R� (k"R)tan(k"R) + (k#R) tan2(�A � �I)tan(k#R) � (3.53)R� = (k#R)tan(k#R) + (k"R) tan2(�A � �I)tan(k"R) + �1 + tan2(�A � �I)��R : (3.54)Entwikelt man nun die Streul�ange an der Resonanzstelle B0, erh�alt man die folgende Formelas(B) = aHg �1� �BB � B0� : (3.55)Die Position der Resonanz B0 erh�alt man, indem man den Nenner (3.53) von Gleihung (3.52)Null setzt. Diese Bedingung ist aber nur noh numerish l�osbar. Um diese Magnetfeldst�arkesind dann Z�ahler und Nenner herum zu entwikeln. Aus einer Absh�atzung des Nenners l�a�tsih ablesen, da� nur eine Resonanzstelle B0 existiert.F�ur das Zahlenbeispiel VS = 10~2=mR2 ; VT = 1~2=mR2 ; Vhf = 0; 1~2=mR2 ergibt sih f�urHintergrundsstreul�ange aHg � �0; 542R, Breite der Resonanz �B � �0; 044~2=mR2�� undf�ur die Position der Resonanz B0 � 4; 637~2=mR2��.
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B0 mR2��B=~2
aHg

as=R

Abbildung 3.2: Skizze der B-Feldabh�angigkeit der Feshbah-Resonanz nah Formel (3.55)Diese Werte stellen wir den Ergebnissen, die wir ohne die Kopplung durh die Hyperfein-strukturwehselwirkung f�ur die Streul�ange des Triplett-Zustandes und die Bindungsenergiedes Singuletts erhalten, gegen�uber: aT = �0; 56R ; ES � 4; 62~2=mR2�� . Diese Zahlenwer-te erh�alt man, indem man in dieser Theorie die Hyperfeinwehselwirkung Vhf Null setzt. DieAbweihung zu den Werten, die wir aus den gekoppelten Gleihungen enthalten, entsprihtin beiden F�allen in etwa dem Quadrat der Hyperfeinstrukturwehselwirkungsst�arke Vhf .Um diese augenf�allige Beobahtung zu �uberpr�ufen, entwikeln wir in (3.52) den Z�ahler undNenner jeweils um eine Magnetfeldst�arke B0, die uns die Resonanzbedingung vorgibt. Genauan dieser Stelle mu� ja die Streul�ange as divergieren, d.h. der Nenner (3.53) mu� dort eineNullstelle besitzen. Wir setzen nun das gesuhte Magnetfeld als Potenzreihe in der Variablen(2Vhf)2 an B0 = B00 +B01(2Vhf)2 + : : : ; (3.56)weil alle Terme in (3.53) und (3.54) nur quadratish von dieser Variablen abh�angen. B00 ent-spriht der Bindungsenergie des Singuletts ohne die Kopplung durh die Hyperfeinstruktur.Diese Potenzreihe setzen wir in den Nenner von as ein, und bestimmen so das Magnetfeldan dem die Streul�ange divergiert. Wir erhalten in diesem Modell nur eine Resonanzstelle,die Feldst�arke B0 ist damit eindeutig bestimmt.Dieses Ergebnis setzen wir wiederum in (3.53), (3.54) ein, diesmal aber mit einem beliebigenMagnetfeldst�arke B, und entwikeln beide getrennt in in der Abweihung B � B0. Aus



3.2. MODELL DER FESHBACHRESONANZ 53der Resonanzbedingung folgt dann ja, da� der Taylor-KoeÆzient der 0:-ten Ordnung beiB0 vershwindet. Die Entwiklung von (3.53) beginnt dann mit dem linearen Glied. Nunklammern wir diesen Glied aus dem Nenner von (3.52) aus, und behandeln die verbleibendenTerme als geometrishe Reihe. Dann ergibt sih f�ur die Streul�ange (3.55)as(B; Vhf) = R�1� � 0(B0; Vhf)�0(B0; Vhf)� 12�(B0; Vhf)�00(B0; Vhf)R [�0(B0; Vhf)℄2 � (3.57)(1� �0(B0; Vhf)�(B0; Vhf)R [�0(B0; Vhf)℄2 � � 0(B0; Vhf)�0(B0; Vhf) + 12�(B0; Vhf)�00(B0; Vhf) 1B � B0) :Hierbei bezeihnet ein Strih die partielle Ableitung nah dem Magnetfeld.Um unsere vermutete Abh�anigkeit der Streul�ange von der Hyperfeinstrukturkopplung Vhf zuberehnen, setzen wir die Potenzreihe (3.56) von B0 in die Z�ahler- und Nennerfunktionen einund haben eine weitere Taylor-Entwiklung der Terme in (3.57), nun aber nah der Variablen(2Vhf)2 durhzuf�uhren, so erhalten wir f�ur die Hintergrundsstreul�ange:aHg = R�1� � 0(B00; 0)R�0(B00; 0) (3.58)+(2Vhf)2� 0(B00; 0) _�0(B00; 0) + 12�00(B00; 0) _�(B00; 0)� _� 0(B00; 0)�0(B00; 0)R [�0(B00; 0)℄2+B01(2Vhf)2 32�00(B00; 0)� 0(B00; 0)� � 00(B00; 0)�0(B00; 0)R [�0(B00; 0)℄2 � :Dabei k�urzen wir die partielle Ableitung nah der Hyperfeinwehselwirkungsst�arke mit einemPunkt �uber den Funktionen abHierbei haben wir noh �(B00; 0) = 0, benutzt mit �(B; Vhf) aus (3.54). Diese Bedingungstellt ja nihts anderes als die Resonanzbedingung im ungekoppelten Fall dar. Die Breite derResonanz berehnet sih dann zu�B = (2Vhf)2 _�(B00; 0)�0(B00; 0)� _�(B00; 0)� 0(B00; 0)�0(B00; 0) [�0(B00; 0)� � 0(B00; 0)℄ : (3.59)Die Ergebnisse (3.58), (3.59) deken sih hervorragend mit unserer Beobahtung, die wir amZahlenbeispiel gemaht haben.Analog der Gleihung (3.30) wollen wir auh im gekoppelten Fall die s-Wellenstreul�ange mitder Energie des gr�o�ten Eigenwertes in Verbindung bringen. Dazu haben wir den gebundenenZustand der Shr�odinger-Gleihung f�ur den Singulett- und Triplett-Term zu �nden, diesist aber nihts anderes, als in der Streul�osung uStreuA (r) die Wellenzahl rein imagin�ar zuw�ahlen, wobei der im Unendlihen divergierende Teil aufgrund der Randbedingungen niht



54 KAPITEL 3. FESHBACH-RESONANZber�uksihtigt wird. Wir haben also in (3.39), (3.40) lediglih ik durh ��1 zu ersetzen, undD = 0 zu w�ahlen.Die beiden Wellenfunktionen sind dann noh stetig-di�erenzierbar aneinanderzuf�ugen. Diesgeshieht, indem wir die Gleihungen (3.49) und (3.50) mit U(�I) multiplizieren und jeweilsdie rehten Seiten der beiden Gleihung subtrahieren, so da� wir ein homogenes Gleihungs-system in vier Variablen, n�amlih A;B;C;F, zu l�osen haben.Da wir nur eine Bedingung f�ur �1, der Wellenzahl und somit der Energie des gebundenenZustands, ben�otigen, berehnen wir die Determinante des homogenen Gleihungssystems,die vershwinden mu�. Dann erhalten wir die Gleihung��1R = R2�(k = 0)R�(k = 0) ; (3.60)mit den gleihen Funktionen wie in (3.53) und (3.54). Nun betrahten wir die Streul�ange jaan der Resonanzstelle, an der der Nenner (3.53) ja sehr klein wird. Dann k�onnen wir (3.60)weiter umformen��1R � R2�(k = 0)R�(k = 0)�R2�(k = 0) = �11� R2�(k = 0)R�(k = 0) = � Ras(B) : (3.61)Der gr�o�te, gebundene Energie-Eigenwert bei Kopplung des Singulett- und Triplettzustandesverh�alt sih zur s-Wellenstreul�ange as genauso wie bei der einfahen Resonanzstreuung (3.30)Em = ~2m[as(B)℄2 ; (3.62)nur da� wir bei der Feshbah-Resonanz die Energie (3.62) und Streul�ange (3.55) mittels eines�au�eren Magnetfeldes B durhstimmen k�onnen und beliebige Streul�angen einstellbar sind.



Kapitel 4Ausblik
Zum Abshlu� dieser Arbeit wollen wir kurz festhalten, was wir mit diesem Modell derMolek�ulkondensation erreiht haben, und was noh zu tun bleibt. Die Molekularfeldtheo-rie reproduziert im Limes shwaher Kopplungsst�arken die BCS-Supraleitung. Wir erhaltenden korrekten Ausdruk f�ur die kritishe Temperatur und f�ur die Energiel�uke am absolutenTemperaturnullpunkt, damit nat�urlih auh, da� das Ergebnis der Energiel�uke bei T = 0proportional zur kritishen Temperatur kBTkrit ist. Der Fall starker Wehselwirkung wirddurh diesen Modell hingegen niht mehr rihtig beshrieben. Hierzu reiht unsere N�aherungniht mehr aus. Die naheliegendste Erweiterung w�are die exakte L�osung der Teilhenzahl-und L�ukengleihung, angelehnt an den T = 0-Fall, f�ur beliebige Temperaturen, so da� mandiese Theorie komplett gel�ost h�atte. Da man in diesem Fall, �uber die Gleihungen f�ur weitereGr�o�en, wie z.B. die W�armekapazit�at oder die superuide Dihte verf�ugt. Eine Verallgemei-nerung ist die Mitnahme der Fluktuationsbeitr�age zur e�ektiven Wirkung, was eine wirklih-keitsgetreuere Theorie ergibt. Daf�ur w�are ein Verfahren zu entwiklen, das es gestattet dieMatsubara-Frequenzen des Spurlogarithmus der Fluktuationen aufzusummieren, oder abereine andere Darstellung des Spurlogarithmus zu w�ahlen. Eine Verallgemeinerung im Rah-men der Molekularfeldtheorie ist die Ber�uksihtigung der Hartree- und Fok-Beitr�age, stattnur des Bogoliubov-Termes, der die Paarbildung beshreibt. Kann man dann die Physikim �Ubergangsbereih und bei starker Kopplung korrekt beshreiben, ist eine bessere Einar-beitung der Feshbah-Resonanz in diese Theorie n�otig. Die Charakterisierung der Streuungmittels eines Parameters, der s-Wellenstreul�ange, sollte der Beshreibung durh die T-Matrixweihen, die eine mikroskopish korrekte Darstellung der Resonanzstreuung liefert [38{42℄.
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Anhang AGrassmann-Felder
In diesem Anhang werden die Ergebnisse zusammengefa�t, die f�ur die Anwendung vonGrassmann-Feldern zur Beshreibung von fermionishen Vielteilhensystemen ben�otigt wer-den.A.1 Grassmann-VariablenZun�ahst f�uhren wir Grassmann-Variablen ein, die im Gegensatz zu komplexen Zahlen an-tikommutieren. F�ur n Grassmann-Variablen �1; : : : ;�n gelten folgende grundlegende alge-braishe Relationen: f�i;�jg = 0; (A.1)wobei die Klammer den Antikommutator bezeihnet:f�i;�jg = �i�j +�j�j: (A.2)Im Falle i = j folgt hieraus: f�i;�ig = 2�2i = 0: (A.3)Eine Funktion g(�) mit�T = (�1; : : : ;�n) hat wegen (A.3) eine endlihe Taylor-Entwiklungder Form:g(�) = g(0) +Xi1 g(1)i1 �i1 + Xi1<i2 g(2)i1i2�i1�i2 + : : :+ Xi1<���<in g(n)i1:::in�i1 : : :�in: (A.4)57



58 ANHANG A. GRASSMANN-FELDERAnalog zu normalen Zahlen f�uhren wir die Di�erentiation nah Grassmann-Variablen ein:dd�i1 = 0; dd�i�j = Æij: (A.5)Unter Ber�uksihtigung der Antikommutativit�at (A.1) l�a�t sih die Produktregel ableiten:dd�i (�j�k) = � dd�i�j��k � � dd�i�k��j = Æij�k � Æik�j: (A.6)Entsprehend folgt die Leibniz-Regel:dd�j (�i1 : : :�im) = mXk=1 Æjik(�1)k�1�i1 : : :�ik�1�ik+1 : : :�im : (A.7)Wir de�nieren uns nun eine Grassmann-Funktion �(k)(x) als Produkt von n-Grassmann-Variablen, bei der die k-te Variable fehlt:�(k)(�) def= �i1 : : :�ik�1�ik+1 : : :�in: (A.8)Hiermit stellt sih Gleihung (A.7) dar als:� dd�j�i1 +�i1 dd�j� �(1) (�) = Æji1�(1) (�) : (A.9)Nun kann aber �(1) (�) in dem Sinne beliebig gew�ahlt werden, da� wir beliebige L�angenn von Grassmann-Variablen verwenden und diese dann addieren, so da� eine willk�urli-he Grassmann-Funktion gebildet werden kann. Wenn aber �(1)(�) irgendeine Grassmann-Funktion ist, dann erf�ullt shon der Antikommutator von Variable und ihrer Ableitungendie Gleihung: � dd�j ;�i� = Æij: (A.10)Auf �ahnlihe Weise berehnen wir die Antikommutatorrelation der Grassmann-Ableitungen:� dd�j ; dd�k� = 0; (A.11)



A.1. GRASSMANN-VARIABLEN 59indem wir (A.9) nohmals nah �k ableiten, die Indizes j und k vertaushen und beideGleihungen miteinander addieren, erhalten wir:� dd�k ; dd�j� � (�) = 0; (A.12)wobei auh � (�) = �i1�(1) (�)� �(1) (�) beliebig w�ahlbar ist.Als zweite wihtige analytishe Operation f�uhren wir nun die Integration �uber Grassmann-Variable ein.Dabei lassen wir uns von der Beobahtung motvieren, da� das uneigentlihe Integral �uberdie ganze reelle Ahse translationsinvariant ist:Z +1�1 dx f(x) = Z +1�1 dy f(y + z); (A.13)und da� bei einem hinreihend shnell im Unendlihen abfallenden Integral gilt:Z +1�1 dx df(x)dx = 0: (A.14)Analog zu (A.13) fordern wir dies auh f�ur die Grassmann-Integration:Z d� g(� + �) = Z d� g(�): (A.15)Desweiteren legen wir eine Normierung des neuen Integrals fest zu:Z d�i�j = Æij: (A.16)Wie in Gleihung (A.14) fordern wir auh im antikommutierenden Fall:0 = Z d�k � dd�i�i� = Z d�k 1: (A.17)Vergleihen wir die Di�erentiationsregel (A.5) mit den Integrationsregeln (A.16) und (A.17),so sehen wir das sie identish sind. Demnah sind f�ur Grassmann-Variablen Integration undDi�erentiation ein und dasselbe, d.h. es gilt:
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Z d�n : : : d�1 g (�) = g(n) = dd�n : : : dd�1g (�) : (A.18)Nun fordern wir wiederum analog zum Riemann-Integral, da� eine linerare Transformationder Koordinaten den Wert des Grassmann-Integrals niht �andert. Die Transformation hatbei einer Grassmann-Variablen die Form:Z d�0 g(�0) = Z d�0 �g(0) + g(1)�0� = g(1): (A.19)Damit erhalten wir bei einer naiven Behandlung der linearen Transformation zun�ahst:Z d� g(�0(�)) = Z d� ��g(0) + g(1)��+ ag(1)�� = ag(1): (A.20)Der Vergleih der beiden Gleihungen zeigt, da� (A.20) durh einen zus�atzlihen Faktor ab-ge�andert werden mu�. Die Jaobi-Determinante bei mehreren Variablen lautet entsprehend:det J = det���0i��j� ; (A.21)in einer Dimension gilt: Z d� g(�0(�)) = 1detJ Z d�0g(�0); (A.22)wobei detJ = d�0d� = a: (A.23)Wir de�nieren das Volumenelement des n-dimensionalen Grassmannn-Integrals als:Z d�1 : : : d�n f(�) = Z dn� f(�): (A.24)Damit gilt allgemein: Z dn�0 g(�0) = Z dn� (detJ)�1 g(�0(�)): (A.25)



A.1. GRASSMANN-VARIABLEN 61Mit diesem Ergebnis k�onnen wir nun das Gau�she Grassmann-Integral berehnen:Z dn� exp��12�TA�1�+ �T�� = Z dn� exp��12�TA�1� + �T�� 12�TA��= Z dn�0 exp��12�0TA�1�0� exp�12�TA��= pdetA�1 exp�12�TA�� : (A.26)Das Gau�she Grassmann-Integral berehnet sih dabei f�ur eine reelle, antisymmetrisheMatrix A�1 mit gerader Dimension. Sie kann mittels einer unit�aren Transformation auf diefolgenden Blokgestalt gebraht werden (Beweis �ndet sih in z.B. in [37, S.483℄):
A0�1 = 0BBBBB� 0 �1 0 0 � � ���1 0 0 0 � � �0 0 0 �2 � � �0 0 ��2 0 � � �... ... ... ... . . .

1CCCCCA : (A.27)
Das Spektrum dieser antisymmetrishen Matrix beinhaltet jeweils einen Eigenwert und dendazu negativen Eigenwert. Also liegen h�ostens n=2 betragsm�a�ig untershiedlihe Eigenwertevor. Da die Transformation unit�ar ist, gilt:detA�1 = det�U�1A0�1U� = detA0�1: (A.28)Au�erdem geht aus A0�1 eine Diagonalmatrix ~A�1 hervor, wenn wir n=2 Vertaushungenvon benahbarten Spalten durhf�uhren, wobei jede das Vorzeihen von detA0�1 �andert:detA0�1 = (�1)n2 det ~A�1 = (�1)n2 (�1)n2 �21 : : : �2n2 = n2Yj=1 �2j : (A.29)Diese Transformation �andert das Grassmann-Integral nur dahingehend, da� A�1 durh A0�1ersetzt wird, und stattdessen �uber gestrihene Grassmann-Variable integriert wird. DasGau�she Integral stellt sih dann dar als:Z dn�0 exp ��12 (�01�1�02 ��02�1�01 + : : :)� = Z dn�0 exp0�� n2Xj=1 �j�02j�1�02j1A :



62 ANHANG A. GRASSMANN-FELDERNun ist jede Grassmann-Funktion �uber ihre Taylor-Entwiklung de�niert (vgl. (A.4)). DieIntegration wirkt wie die Di�erentiation bei Grassmann-Variablen, so da� das Integral �ubern-Variable den n-ten TaylorkoeÆzienten aus der Entwiklung der Funktion herauspr�apariert:(�1)n2�n2 �! Z dn� (�1�01�02 + �2�03�04)n2 = (�1)n2 n2Yj=1 �j Z dn��01�02 : : :�0n= pdetA�1: (A.30)Der Faktor (n=2)! resutiert aus der Eigenshaft unserer Entwiklung jeweils ein Paar aufein-anderfolgender Variablen zu haben, daher wehselt das Vorzeihen niht beim Vertaushender Grassmann-Variablen, um eine gew�unshte Reihenfolge herzustellen. So kann jede Kom-bination der Paare ohne Vorzeihenwehsel auf eine ausgesuhte Reihung gebraht werden.Die Anzahl der M�oglihkeiten ist ein einfahes Problem aus der Kombinatorik, die Permu-tation ohne Wiederholung, also wie man n=2 vershiedene Elemente auf n=2 Pl�atze verteilt.Aus der Gleihung (A.29) folgt dann unser Ergebnis (A.26), das man in die folgende Formbringen kann: pdetA exp�12�TA�� = exp�12Splog A� exp�12�TA�� : (A.31)Dies begr�undet sih aus der Beziehung:detM = det �TAT�1� = nYi=1 �i:Das ist eine allgemeine Aussage der linearen Algebra, da durh die �Ahnlihkeitstransforma-tion T die Matrix M auf Diagonalgestalt gebraht worden ist. Zusammen mit der Tatsahe,da� die Taylor-Entwiklung einer Matrizenfunktion sih auh mit der Transformation Tdiagonalisieren l�a�t, ist die folgende Gleihung bewiesen:det (f(M)) = nYi=1 f(�i):Mit der Exponentialfunktion als wihtigstem Spezialfall dieser allgemeinen Formel erhaltenwir: det (exp(M)) = nYi=1 exp(�i) = exp nXi=1 �i! = exp(SpM): (A.32)



A.1. GRASSMANN-VARIABLEN 63Die letzte Gleihung ist aufgrund der zyklishen Invarianz der Spurbildung g�ultig. De�niertman noh M = lnA so erh�alt man Gleihung (A.31), da die beiden Funktionen sih inverszueinander verhalten.Die Grassmann-Algebra kann man entsprehend komplex erweitern. Ein Satz von 2n-Grass-mann-Variablen gen�ugt den Relationen:f�i;�jg = 0; f��i ;�jg = 0; ���i ;��j	 = 0: (A.33)Die Operation der Konjugation erf�ullt dabei die Relationen:(�i)� = ��i ; (A.34)(��i )� = �i; (A.35)(��i)� = ����i ; (A.36)(�i1 : : :�im)� = ��im : : :��i1: (A.37)Da ein Satz von 2n-Variablen vorhanden ist, behandeln wir die Di�erentiation und Inte-gration der �i;��i als voneinander unabh�angig. Das Adjungierte eines Grassmann-Vektorsbesteht aus einer Transposition und einer anshlie�enden Konjugation:
�y = 0B� �1...�n 1CAy = (�1; : : : ;�n)� = (��1; : : : ;��n) ; (A.38)�yA� = Xi;j ��iAij�j: (A.39)Die Verallgemeinerung des Gau�shen Integrals (A.26) liegt auf der Hand:Z d��1 : : : d��n d�1 : : : d�n exp ���yA�� = detA; (A.40)und mit einer quadratishen Erg�anzung �A�1�: ist das Gau�she Integral samt eines Strom-termes berehenbar:Z dn��dn� exp ���yA�+ �y�+�y�� = detA exp ��yA�1�� (A.41)



64 ANHANG A. GRASSMANN-FELDERA.2 Analytishe Resultate �uber Grassmann-FelderJetzt m�ussen wir noh den Grenz�ubergang kontinuierliher Grassmann-Variablen �i !�(x), geeignet formulieren, um die fermionishen Feldern zu beshreiben . Die grundlegendenRelationen dieser unendlih dimensionalen Grassmann-Algebra identi�zieren wir mit:f�(x);�(y)g = 0; (A.42)und Æ�(x)Æ�(y) = Æ(4)(x� y) (A.43)in Analogie zu (A.1) und (A.5). Im kontinuierlihen Fall ist die Theorie im distributionellemund funktionalanalytishem Sinn zu deuten, die Ergebnisse (A.10), (A.11) sind dann einfahzu �ubernehmen: � ÆÆ�(x) ;�(y)� = Æ(4)(x� y) (A.44)� ÆÆ�(x) ; ÆÆ�(y)� = 0: (A.45)F�ur ein beliebiges Element der Algebra gilt die funktionale Taylor-Entwiklung:g(�) = g(0) + Z dx1 g(1)(x1)�(x1) + : : : (A.46)+ Z dx1 : : : dxn g(n)(x1; : : : ; xn)�(x1) : : :�(xn) + : : : : (A.47)Die Integrationsregeln �uber die Grassmann-Felder sind wiederum unseren diskreten Vorbe-trahtungen (A.16), (A.17) entlehnt: Z d�(x) 1 = 0; (A.48)Z d�(x)�(x) = 1: (A.49)Nun folgt aus den vorangegangenen �Uberlegungen, da� das Funktionalintegral:



A.2. ANALYTISCHE RESULTATE �UBER GRASSMANN-FELDER 65
Z = I D � I D exp��1~ �Z dD+1x0 Z dD+1x �(x)A�1(x;x0) (x0)� Z dD+1x [ �(x)�(x) + ��(x) (x)℄�� (A.50)berehenbar ist:Z = exp��SplogA�1�+ 1~ Z dD+1x0 Z dD+1x ��(x)A(x;x0)�(x)� : (A.51)Hierbei ist A(x;x0) die Umkehrung von A�1(x;x0), in dem Sinne, da�:Z dD+1x00A�1(x;x00)A(x00;x0) = Æ (x� x0) : (A.52)Die Eigenwerte �n von A�1(x;x0) und A(x;x0) verhalten sih invers zueinander, also gilt:Z dD+1x0 Z dD+1x00A�1(x;x00)A(x00;x0) [�n n(x0)℄ = Z dD+1x00A�1(x;x00) n(x00)= �n Z dD+1x0Æ (x� x0) n(x) = �n n(x): (A.53)Die Logarithmen dieser Eigenwerte summieren sih zum Spurlogarithmus von A�1 auf:Xn ln�n = SplogA�1; (A.54)dabei bestimmt sih Z als:Z = exp �SplogA�1� = Yn �n = detA�1: (A.55)Wir k�onnen aufgrund der Vollst�andigkeit des Orthonormalsystems von A�1 die Funktionenentwikeln:  �(x) = Xn �n �n(x);  (x) = Xn n n(x): (A.56)



66 ANHANG A. GRASSMANN-FELDERDie Funktionalintegrale f�uhren wir mit dieser Zerlegung auf das Produkt gew�ohnliher Inte-grale zur�uk, und k�onnen sie dann mit Gleihung (A.40) ausrehnen. Z shreibt sih dannals:Z = (Yn Nn Z d�n Z dn) exp �1~Xn;n0 Z dD+1x Z dD+1x0  �n0(x)A�1(x;x0) n(x0)!= (Yn Nn Z d�n Z dn) exp �1~Xn;n0 �n�n0n Z dD+1x �n0(x) n(x)!= (Yn Nn Z d�n Z dn) exp �1~Xn �n�n0n! = Yn �n: (A.57)Damit ist Gleihung (A.55) hergeleitet.



Anhang BHubbard-Stratonovih-Transformation
Eine wihtige Methode zur Untersuhung von Vielteilhensystemen im Rahmen des Funk-tionalintegralformalismus stellt die Hubbard-Stratonovih-Transformation dar. Dabei wirddas urspr�unglihe Funktionalintegral �uber die physikalishen Felder in ein Funktionalintegral�uber kollektive Hilfsfelder umgewandelt, das anshlie�end mit Hilfe der Sattelpunktsappro-ximation nihtperturbativ ausgewertet wird. Auf diese Weise lassen sih Resultate erzielen,die sowohl f�ur kleine als auh gro�e Werte der Kopplungskonstanten n�aherungswiese g�ultigsind.B.1 Physikalishes ModellIn diesem Abshnitt stellen wir die Methode der Hubbard-Stratonovih-Transformation amBeispiel der klassishen Statistik vor.Um die Zustandsumme in der klassishe Statistik stellt sih als Integral �uber den Phasenraumdes Boltzmann-Faktors dar:Z = 1(2�~)D Z dDxdDp exp (��H(x;p)) (B.1)mit der Hamilton-Funktion: H(x;p) = p22m +V(x): (B.2)Das Impuls-Integral ist als Gau�shes Integral auszuf�uhren, und ergibt die thermishe de67



68 ANHANG B. HUBBARD-STRATONOVICH-TRANSFORMATIONBroglie-Wellenl�ange �. Die Methode der Hubbard-Stratonovih-Transformation ist bei ei-nem anharmonishen Potential vierter Ordnung anzuwenden, wobei das Potential O(D)-symmetrish ist, d.h. es ist invariant unter Drehungen im D-dimensionalen Raum.Z = 1�D Z dDx exp (��V(x)) (B.3)mit der thermishen de Broglie-Wellenl�ange:� = r m2��~ (B.4)und dem Potential V(x) = m2 !2x2 + g(x2)2: (B.5)Damit shreibt sih die Zustandssumme als:Z = � m2��~�D2 Z dDx expn�� h m2 !2x2 + g(x2)2io : (B.6)W�ahlen wir ~ = 1; � = 1; m = 1, so erhalten wir das Integralbeispiel, da� wir in den n�ahstenAbshnitten betrahten werden.B.2 Transformation bei reellen IntegralenWir betrahten das mehrdimensionale Integral:ID(g) = 1p2�D Z dDx exp ��12!2x2 � g �x2�2� : (B.7)Die darin enthaltene Nihtlinearit�at stellen wir mit Hilfe eines Gau�shen Integrales �ubereine neue Hilfsvariable � dar:Z +1�1 d� exp ����2 � ��� = r�� exp��24�� : (B.8)Hierzu identi�zieren wir � mit 1=g und � mit 2ix2, so da� (B.8) �ubergeht in:
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Z +1�1 d� exp��1g�2 � 2ix2�� = p�g exp h�g �x2�2i : (B.9)Wir setzen nun (B.9) in (B.7) ein und vertaushen die Reihenfolge der Integration:ID(g) = 1p�g 1p2�D Z +1�1 d� Z dDx exp ��1g�2 � 12 �!2 + 4i��x2� : (B.10)Die innere Quadratur k�onnen wir nun explizit ausf�uhren, und erhalten:

ID(g) = 1p�g Z +1�1 d� exp ��1g�2�p!2 + 4i�D : (B.11)Mittels der Beziehung z�D2 = exp ��D2 ln z� shreiben wir das Integral (B.11) um zu:ID(g) = 1p�g Z +1�1 d� exp ��1g�2 � D2 ln �!2 + 4i��� ; (B.12)das nun in Sattelpunktsn�aherung ausgewertet wird.B.3 Sattelpunktsn�aherungUm das Integral (B.12) einer systematishen Behandlung durh die Sattelpunktsapproxi-mation zug�anglih zu mahen, de�nieren wir die Kopplungskonstante g um zu ~g = gD, underhalten ID(g) = 1p�~g=D Z +1�1 d� exp [�Df(�)℄ ; (B.13)mit der Funktion f(�) = 1~g�2 + 12 ln �!2 + 4i�� : (B.14)Aus der D-Abh�angigkeit der Exponentialfunktion folgt, da� f�ur gro�e D nur an der Stelledes Sattelpunktes ein wesentliher Beitrag zum Integral geleistet wird. Im Limes D ! 1



70 ANHANG B. HUBBARD-STRATONOVICH-TRANSFORMATIONist dann das Sattelpunktsresultat sogar exakt. Hierzu bilden wir zun�ahst die ersten beidenAbleitungen von f(�): f (1)(�) = 2~g� + 2i!2 + 4i� ; (B.15)f (2)(�) = 2~g + 8(!2 + 4i�)2 : (B.16)Die Nullstelle der ersten Ableitung (B.15) f�uhrt auf eine quadratishe Gleihung mit denbeiden L�osungen: ��0 = i!28  1�r1 + 16~g!4 ! : (B.17)Da wir hierbei eine quadratishe Gleihung gel�ost haben, m�ussen wir uns zwishen zweim�oglihen Sattelpunkten entsheiden. Dazu werden wir die mathematishen Grundlagen derSattelpunktsapproximation kurz betrahten,wie in [35℄ dargelegt. Die Auswertung der Expo-nentialfunktion am Sattelpunkt ben�otigt die Konstanz des Imagin�arteils ihres Argumentes.Die zweite Voraussetzung ist ein Maximum des Realteils der Funktion im Exponenten. Dieerste Bedingung f�uhrt uns auf:Im [f(�)℄ = 2Im�Re� � 12 artan� 4Re�!2 � 4Im�� : (B.18)F�ur Gleihung (B.18) bietet sih als triviale L�osung einfah Re� = 0 an. Dann vershwindetder Imagin�arteil des Sattels bei �0. Die Extremalisierung des Sattelpunktrealteils ergibtgenau die beiden L�osungen von (B.15) f�ur Im�. Die Werte von Im� werden dann in denRealteil von (B.14) eingesetzt. Wir erhalten dabei die Extremwerte des Realteils:Re [f(�)℄ = 14 + 12 ln 2� ln (!)� 12 24 11 +q1 + 16~g!4 + ln 1 +r1 + 16~g!4 !35 : (B.19)Die zweite L�osung ergibt sih entsprehend durh Invertierung der Vorzeihen vor dem Bruhund im Logarithmus. Letzterer aber produziert f�ur die zweite L�osung keinen vern�unftigenWert, da das Argument des Logarithmus negativ werden w�urde, und somit der Realteilaus-druk niht de�niert w�are. Der Grund daf�ur liegt einfah auf der Hand, der Realteil von f(�)hat bei der zweiten L�osung ein Minimum und darf daher niht bei der Sattelpunktsappro-ximation verwendet werden. Wenn man die zweite Ableitung des Realteils von f(�) bildet



B.4. SCHWACHKOPPLUNGSREIHE 71und die beiden L�osung von �0 einsetzt, erhalten wir Re(2)f(�0) < 0 f�ur die erste L�osungund Re(2)f(�0) > 0 f�ur die zweite L�osung. Das rehtfertigt unsere Annahme, nur die erstenL�osung f�ur �0 zu verwenden. Die eigentlihe Berehnug der Sattelpunktsn�aherung geshiehtmittels der ersten Glieder der Taylor-Reihe.Eine Taylor-Entwiklung von f(�) um den Sattelpunkt �0 �uberf�uhrt das Integral (B.13) in:ID(~g) = sD�~g Z +1�1 d� exp��D �f(�0) + 12f (2)(�0)(� � �0)2 + : : :�� : (B.20)Die Auswertung des �-Integrales f�uhrt auf:ID(~g) = exp [�FD(~g)℄ ; (B.21)mit: FD(~g) = Df(�0) + 12 ln �~g2f (2)(�0)� : (B.22)Setzt man �0 in (B.22) ein, so erh�alt man das gew�unshte Resultat der Sattelpunktsn�aher-ung. Wir wollen dies explizit niht ausf�uhren, sondern wir werden das Ergebnis in eine Stark-und eine Shwahkopplungsreihe entwikeln.B.4 ShwahkopplungsreiheF�ur kleine Kopplungskonstanten ~g k�onnen wir den Wurzelausdruk in (B.17) Taylor ent-wikeln und erhalten: �0 = ~g!2 � 4~g2!6 + : : : : (B.23)Auh der Funktionswert f(�0) am Sattelpunkt � = �0 l�a�t sih f�ur kleine Kopplungskon-stanten ~g, entwikeln, was gem�a� (B.23) kleinen �0 entspriht. Die Entwiklung f�uhrt auf:f(�0) = �2~g + ln (!) + 2i�0!2 + 4�2!4 + : : : : (B.24)Nun ist der Sattelpunkt �0 aus (B.23) in die Taylor-Reihe (B.24) einzusetzen, und nahPotenzen von ~g zu sortieren:



72 ANHANG B. HUBBARD-STRATONOVICH-TRANSFORMATION
f(�0) = ln �!2�+ ~g!4 � 4~g2!8 + : : : : (B.25)F�ur Gleihung (B.16) ist auf die selbe Art vorzugehen und wir erhalten dann:f (2)(�0) = 2~g + 8!4 � 64~g!8 + : : : : (B.26)Als n�ahster Shritt ist der Logarithmus in (B.22) zu entwikeln:ln �~g2f (2)(�0)� = 4~g!4 � 40~g2!8 + : : : : (B.27)Dieses Ergebnis ist gem�a� (B.22) mit Gleihung (B.25) zu addieren:FD(~g) = D ln (!) + (D + 2) ~g!4 � (D + 5) 4~g!8 + : : : : (B.28)Wir vergleihen nun dieses Ergebnis der Sattelpunktsapproximation mit einer st�orungstheo-retishen Berehnung. Hierzu entwikeln wir im Integral (B.7) den Anteil der Exponential-funktion in Potenzen von g, da wir annehmen, da� die Kopplungsst�arke klein ist:ID(g) = Z +1�1 dDx �1� g �x2�2 + 12g2 �x2�4 + : : :� exp��12!2x2� : (B.29)Die in dieser Reihe stehenden Gau�-Integrale sind allesamt analytish berehenbar, da eineAbleitung von ID(g) nah !2 jedensmal die Potenz vor der Exponentialfunktion von x2n aufx2n+2 erh�oht. Somit k�onnen wir die Integrale auf das Gau�e zur�ukf�uhren.Z dDx �x2�n exp��12!2x2�=(�2)n dnd(!2)n Z dDx exp��12!2x2� = (�2)n dnd(!2)nr2�!2D:Als n�ahstes m�ussen wir den Logarithmus dieser Reihe nah Potenzen von g entwikeln, dasliefert uns mit ~g = gD das Ergebnis:FD(~g) = D ln (!) + (D + 2) ~g!4 � �D + 5 + 6D� ~g2!8 + : : : : (B.30)



B.5. STARKKOPPLUNGSREIHE 73Vergleihen wir das Ergebnis der St�orungsrehnung (B.30) mit unserem Sattelpunktsresultat(B.28), so erkennen wir das FD(~g) in den Ordnungen O(D0) und O(D1) �ubereinstimmen.Aber die Sattelpunktsapproximation reproduziert niht mehr die Ordnung O(D�1). Diese istdurh den Abbruh der Taylor-Entwiklung von f(�) nah dem zweiten Glied (vgl. (B.20))niht in unserem Ergebnis (B.28) enthalten.Nun wollen wir die Berehnung der Ordnung O(D�1) zumindest skizzieren. Die Exponential-funktion, die die h�oheren Taylor-KoeÆzienten enth�alt, wurde bei unseren Betrahtungen ein-fah niht ber�uksihtigt. Wenn aber die Exponentialfunktion auh einer Taylor-Entwiklungunterzogen wird, ist die Mitnahme h�oherer Ordnungen m�oglih.Dazu m�ussen nur Gau�-Integrale ausgerehnet werden, wie sie auh in der St�orungsreiheaufgetauht sind. Um O(D�1) zu erhalten l�osen wir:ID(~g) = sD�~g e�Df(�0) Z +1�1 d~� exp��D2 f (2)(�0)~�2� 1� Df (3)(�0)6 ~�3 � Df (4)(�0)24 ~�4 � : : :+ 12D2 �f (3)(�0)�236 ~�3 + : : :! :(B.31)Die weiteren Glieder tragen nur zu den OrdnungenO(D�k) mit k > 1 bei, da die Fluktuations-Variable ~� von der Ordnung D�1=2 ist. Damit sind die restlihen Beitr�agen der Taylor-Entwiklung niht relevant. Die Annahme �uber die Fluktuations-Variable begr�unden wir,indem wir die mittlere quadratishe Abweihung bzgl. unseres Ensembles bilden. Wir habendann die folgenden Gleihung zu berehnen:
~�2�= 1N Z +1�1 d~� ~�2 exp��D2 f (2)(�0)~�2� = � 1N dd� Z +1�1 d~� exp ���~�2������=D2 f(2)(�0)=� 1N dd�r�� = 1Ns 2�Df (2)(�0) 1Df (2)(�0) ������=D2 f(2)(�0) = 1f (2)(�0) 1D: (B.32)Also ist ~� proportional zu D�1=2, und unsere Annahme war gerehtfertigt.B.5 StarkkopplungsreiheWir folgen der Vorgehensweise des vorherigen Kapitels, entwikeln aber diesmal die ent-sprehenden Gleihungen niht f�ur kleine sondern f�ur gro�e Kopplungskonstanten ~g. Dement-sprehend erhalten wir f�ur den Sattelpunkt (B.17) die Starkkopplungsreihe:�0 = p~g2 �1� !2p~g + : : :� : (B.33)



74 ANHANG B. HUBBARD-STRATONOVICH-TRANSFORMATIONF�ur die beiden Funktionen f(�); f (2)(�) ist die Starkkopplungsentwiklung gegeben durh:f(�0) = 14 �ln (~g) + 2 ln 2� 1 + !2p~g + : : :� ; (B.34)f (2)(�0) = 4~g �1� !2p~g + : : :� : (B.35)Der Beitrag des Logarithmus in (B.22) ergibt:ln�~g2f (2)(�0)� = ln 2� !24~g + : : : : (B.36)Die Summe von (B.34) und (B.36) ist nah (B.22) die gesuhte Starkkopplungsreihe:FD(~g) = D4 ln (~g) + 12 (D + 1) ln 2� D4 + 14 �D � 12� !2p~g + : : : : (B.37)Dies vergleihen wir nun mit der exakten Starkkopplungsentwiklung. Hierzu wird (B.7)wird in D-dimensionalen Kugelkoordinaten ausgewertet. Dabei ist wegen der Symmetriedes Integranden der Winkelanteil trivial zu integrieren. In dem verbleibenden r-Integralsubstituieren wir r = g�1=4x, so da� (B.7) �ubergeht in:ID(g) = g�D=42D=2�1� �D2 � Z 10 dx xD�1 exp��12g�1=2!2x2 � x4� : (B.38)Nun entwikeln wir den quadratishen Anteil der Exponentialfunktion und substituierenx = z1=4. Dies �uberf�uhrt (B.38) in:ID(g) = g�D=42D=2+1 � �D4 �� �D2 �  1� � �D4 + 12�� �D4 � !22pg + : : :! : (B.39)Die Gamma-Funktion ist an dieser Stelle mit der Stirling-Formel zu approximieren:�(y) = p2�e�yyy� 12 �1� 112y + : : :� : (B.40)Wir vernahl�assigen in allen Quotienten der Gamma-Funktion jeweils den Bruhterm derbeiden Reihen. F�ur den ersten Quotienten ist dies ein Fehler der Ordnung O(D�1) f�ur jedenweiteren sogar nur der Ordnung O(D�2).



B.5. STARKKOPPLUNGSREIHE 75Dann gilt f�ur den ersten Quotienten:� �D4 �� �D2 � = p2eD4 D�D4 ; (B.41)und f�ur den Korrekturterm: � �D4 + 12�� �D4 � = pD2 s�1 + 2D�D2e : (B.42)Aber das Produkt (1 + 2=D)D=2 n�ahert sih streng monoton wahsend von unten gegenseinen Grenzwert e. Um den maximalen Fehler absh�atzen zu k�onnen, ben�otigen wir einegeeignete monoton fallende Folge, die von oben gegen die Eulershe Zahl konvergiert:pD2 s�1 + 2D�D2e = pD2 vuut �1 + 2D�D2�1 + 2D�D+12 = �1 + 2D�� 14 = 1� 12D + : : : : (B.43)Setzen wir die Gleihungen (B.41)-(B.43) in (B.39) ein, und nehmen dann den negativenLogarithmus, so erhalten wir die Starkkopplungsreihe (B.37) in den Ordnungen O(D0) undO(D1).Wollen wir weitere Ordnungen bei unserer Sattelpunktsapproximation mitnehmen, haben wirwie im vorigen Abshnitt B.4 �uber die Shwahkopplungsreihe vorzugehen. Das hei�t unsereSattelpunktsn�aherung ist in beiden Entwiklungen, der Stark- und Shwahkopplungsreihe,g�ultig. Die getrennte Behandlung resultiert allein aus der Taylor-Entwiklung der Wurzelaus Gleihung (B.17).Somit ist aber das Sattelpunktsresultat (ohne Wurzel-Entwiklung) niht nur in den Limitesshwaher und starker Kopplung g�ultig, sondern auh in dem dazwishen liegenden Bereih,das bedeutet aber, da� die Sattelpunktsn�aherung ein nihtperturbatives Resultat ist.Unsere Ergebnisse gelten also f�ur alle Werte der Kopplungskonstanten g.
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