
� ������� �	� ����
 � �� � � ����
 ��� � ����� �������  ��
�� �!�"� ��
��

Diplomarbeit

zur Erlangung des Grades

Diplom-Physiker

von

Matthias Timmer

aus Dorsten

vorgelegt dem

Fachbereich Physik der

Universität Duisburg Essen

am 31. Mai 2006



Ich versichere, dass ich die vorliegende Arbeit selbstständig und nur unter Zuhilfenahme der angegebenen
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5 Näherungsweise Lösung der Hartree-Fock-Bogoliubov-Gleichungen 73

5.1 & nichtlokal ortsabhängig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

5.2 Schnell abfallende R und U . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

5.3 Effektives Potential . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

5.4 Popov-Theorie ohne Unordnung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

5.4.1 Stabiler und instabiler Zweig in der Kondensatphase . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
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Kapitel 1

Einleitung

Physikalische Motivation

Nach der experimentellen Realisierung von Bose-Einstein-Kondensaten im Jahre 1995 [1,2] hat die Theorie ul-

trakalter Atomgase in jüngerer Zeit einen enormen Interessenzuwachs zu verzeichnen. Eine Einführung in das

Thema bieten die Bücher von Pitaevskii und Stringari [3] und von Pethick und Smith [4]. Einen Überblick über

die bisher erhaltenen Ergebnisse bieten auch Andersen [5] und Dalfovo, Giorgini, Pitaevskii und Stringari [6] in

ihren Übersichtsartikeln.

Die bisherige experimentelle Realisierung der Bose-Einstein-Kondensate geschah stets durch ideale Fallen, meist

Magneto-Optische Fallen, die ein ideales harmonisches Potential zur Verfügung stellten. Darauf bezog sich auch

der Großteil der bisherigen theoretischen Arbeiten.

Durch Überlagerung eines idealen harmonischem Fallenpotentials mit einem zufälligen ”speckle”-Feld, d.h. ei-

nem Zufallspotential, kann man dieses Ideal jedoch künstlich zerstören [7]. Die Methode benutzt einen unge-

ordneten Streuer, z.B. einen Festkörper, durch den ein Laserstrahl gelenkt wird. Daraus ergibt sich ein zufälliges

Interferenzmuster, welches folglich ungeordnet ist. Ein Zufallspotential führt also zu Unordnung. Die Stärke des

Zufallspotentials kann im Prinzip durch die Intensität des gestreuten Lasers festgelegt werden. Einen typischen

Versuchsaufbau beschreiben Inguscio et al in einer Arbeit [8]. Der dort gezeigte Versuchsaufbau ist in Abbildung

1.1 wiedergegeben. Demnach befindet sich ein ,.- Rb-Kondensat aus etwa /0(2143657*8- Atomen in einer Kammer

in einer harmonischen Magnetfalle mit axialer Fallenfrequenz 9;:<(+=?>@3BADCFEHG Hz und radialen Fallenfrequenzen9JIK(L=?>M3NAPO Hz. Sie ist also zigarrenförmig. Das Kondensat hat dann eine Ausdehnung von 5P5 nm in radialer

Richtung und von 5P57* nm in axialer Richtung. Die maximale Dichte in der Falle beträgt QR(S5?CT=U3M57*WVYX cm Z\[ .
Ein Laser der Wellenlänge ]6(^AP=P= nm wird durch eine diffusive Platte gelenkt, was zu einem zufälligen Inter-

ferenzmuster führt. Dieses Muster wird mit Hilfe eines Spiegelsystems in die Kondensatkammer gelenkt. Direkt

vor der Kammer geschieht dies durch einen dichroitischen Spiegel, der Wellenlängen ]N_+A?*P* nm reflektiert und

Wellenlängen ]B`aA?*P* nm transmittiert. Hinter der Kammer wird das ”speckle”-Potential mit einer CCD-Kamera

aufgenommen. Die nächstgelegene Spektrallinie für Rubidium liegt bei ]U(2E?bPO nm, d.h. der Laser ist stark gegen

diese Spektrallinie verstimmt. Um Aufnahmen des Kondensats zu machen, wird zunächst das gesamte Fallenpo-

tential, inklusive Zufallspotential, ausgeschaltet. Nach einer Wartezeit von =PA ms wird ein Laser der Wellenlänge]�(�E?bPO nm durch den dichroitischen Spiegel in die Kammer gelenkt, und hinter der Kammer wird das Absorpti-

onsprofil gemessen, woraus man Rückschlüsse auf die Dichteverteilung in der Falle zieht.

Das ”speckle”-Potential wird hierbei jeweils adiabatisch verändert. Die Stärke des Zufallspotentials wird in der

Arbeit dadurch definiert, dass sie die doppelte Standardabweichung des Potentials über =?*P* nm in axialer Rich-
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tung ausmessen. Diese Stärke wird in Einheiten der Frequenz angegeben, wobei das chemische Potential c eine

Stärke von etwa 5 kHz hat. Abbildung 1.2 zeigt nun einige Messergebnisse. Im Teil (a) der Abbildung wird das

Dichteprofil des Kondensats für verschiedene Stärken des Zufallspotentials gezeigt. Für sehr schwaches Zufalls-

potential ( O?* Hz) ändert sich das Dichteprofil gegenüber dem geordneten Fall ohne Unordnung praktisch nicht.

Für ein mittleres Zufallspotential ( 1Pd?* Hz) sieht man, dass verschiedene fragmentierte Kondensate entstehen, also

lokalisierte Kondensate, die untereinander keine Kohärenz mehr aufweisen. Für sehr großes Zufallspotential ( 5e=?*P*
Hz) verschwindet die Kondensatdichte, und man erhält nur noch eine thermische Dichteverteilung.

Dass dieser Effekt tatsächlich auf die Unordnung zurückzuführen ist, zeigt die Gruppe mittels Teil (b) der Messer-

gebnisse in Abbildung 1.2. Das erste Bild zeigt das Dichteprofil des Kondensats, ohne dass jemals ein ”speckle”-

Potential hinzugeschaltet worden ist. Das zweite Bild zeigt das Dichteprofil nach adiabatischem Anstieg des Zu-

fallspotentials. Das dritte Bild hingegen zeigt das Dichteprofil nach adiabatischem Anstieg und dann wieder adia-

batischem Absenken des Zufallspotentials. Offenbar sehen sich das erste und das letzte Bild sehr ähnlich. Damit

ist gezeigt, dass das Verschwinden des Kondensats tatsächlich auf einen Effekt der Unordnung zurückzuführen ist,

der die Temperatur des Systems nicht ändert.

Teil (c) der Abbildung 1.2 zeigt nun die induzierten Dipolschwingungen, nachdem die Falle abrupt um =POfc m be-

wegt worden ist. Falls es keine Unordnung gibt, so sind die Schwingungen auf der betrachteten Zeitskala praktisch

nicht gedämpft, während es bei größerer Unordnung zu immer stärkerer Dämpfung kommt. Dies geht offenbar

damit einher, dass das Kondensat nicht mehr superfluid ist.

Weitere Experimente mit ”speckles” hat auch die Gruppe um A. Aspect durchgeführt [9]. Außerdem gibt es auch

Arbeiten zu Bose-Einstein-Kondensaten im Gitter, die von der Gruppe um W. Ertmer durchgeführt wurden [10].

Die Behandlung von Bose-Einstein-Kondensaten im Gitter wird jedoch nicht Gegenstand dieser Arbeit sein.

Die Korrelationslänge des entstehenden Zufallspotentials ist durch das Streumaterial festgelegt. Eine wesentliche

Limitierung der Methode besteht darin, dass es sehr schwierig ist, eine Korrelationslänge kleiner als einige c m zu

bekommen [11].

Die Unordnung, welche man erhält, wenn man ein ”speckle”-Potential erzeugt, wurde künstlich eingeführt: Es

wurde ein zusätzliches Potential dem idealen Fallenpotential überlagert. Die Falle selbst wurde immer noch als

ideal angenommen. Im Rahmen erster Versuche mit magnetischen Drahtfallen, die das Grundgerüst eines so ge-

nannten Atomchips sind, wurde jedoch festgestellt, dass diese Annahme nicht mehr aufrecht erhalten werden kann

[12–14]. Statt dessen kommt es bei diesen Atomchips zu kleinen Abweichungen des physikalisch realisierten Fal-

lenpotentials von einem idealen Fallenpotential. Um dies zu verstehen, soll zunächst erläutert werden, wie diese

Drahtfallen funktionieren. Hierzu dient Abbildung 1.3, die aus einer Arbeit von Schmiedmayer et al entnommen

wurde [15]. Demnach führt ein durch einen Draht fließender Strom g?h zu einem Magnetfeld. Überlagert man dieses

Magnetfeld mit einem zusätzlich von außen quer angelegten Magnetfeld i�j , so erhält man in einem bestimmten

Abstand vom Draht ein Minimum dieses Magnetfeldes, und damit eine magnetische Falle.

Die Gruppe um Schmiedmayer hat nun die Schwankungen des Magnetfeldes an diesem Minimum entlang des

Drahtes untersucht [14]. Sie betrachteten dazu einen Draht der Breite 57*P*kc m, und setzten fest, dass das Mini-

mum bei einem Abstand lB(S57*mc m sein sollte. Dazu schickten sie verschieden starke Ströme durch den Draht,

und legten dazu passend verschiedene magnetische Querfelder an. Die Beobachtung war nun, dass es bei allen

Stromstärken zu Schwankungen des Magnetfeldes kam. Die Ergebnisse sind in Abbildung 1.4 zu sehen. Dabei

entspricht die gepunktete Linie einem Querfeld von 57* G (Gauß, 5 G (n57* Z�X T), die durchgezogene Linie ei-

nem Querfeld von =?* G und die gestrichelte Linie einem Querfeld von 1?* G. Demnach waren die normierten

Schwankungen des Magnetfeldes okp4qrp bis zu =s3t57* Z�X groß. Sie sind also sehr klein. Dennoch kann nicht mehr

vom theoretischen Modell einer idealen Falle ausgegangen werden. Klein in der Abbildung zu sehen ist noch die

Verteilung der Schwankungen dieser Kurven. Die Breite u!(0Av3w57*xZ\y dieser Verteilung für unterschiedliche
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Abbildung 1.1: Erzeugung eines typischen Zufallspotentials mittels ”speckles” und Messung von dessen Stärke.

In ist der Versuchsaufbau (a) zu sehen. Demnach wird ein Laserstrahl durch eine diffusive Platte gelenkt, was

zu einem zufälligen Interferenzmuster in der Falle führt, welche sich in der Kammer hinter dem dichroitischen

Spiegel befindet. Das untere Bild (b) ist eine Messung der Stärke des Zufallspotentials. Die Größe der Schwan-

kungen ist im Vergleich zur Stärke eines typischen Fallenpotentials sehr klein. Das kleine Bild in (b) stellt die

Fouriertransformierte des Zufallspotentials dar.

Stromstärken ist etwa genau so groß wie die Schuss-zu-Schuss-Variationen verschiedener Realisierungen des Ex-

periments bei gleichen Stromstärken. Das bedeutet, dass es keine stromunabhängigen Beiträge zur Unordnung,

wie etwa elektrostatische Effekte, gibt.

Der Grund für die Schwankungen des Magnetfeldes liegt in stets vorhandenen Unreinheiten und Fertigungsfeh-

lern der Drähte. Dies führt zu Variationen des Magnetfeldes, welche an einem Ort eingefroren sind. Es handelt

sich also um eine natürliche Unordnung. Auf Atomchips ist das Zufallspotential lorentz-korreliert, im z -Raum ist&k{|z~}m(^&�q�{�5f���P��z"��} [12]. Eine typische Korrelationslänge � ist hierbei beispielsweise Omc m, während die so

genannte ”healing length” �r� lediglich *�Ce5�c m groß ist [9]. Die Definition und physikalische Bedeutung der ”he-

aling length” kann in dem Buch von Pitaevskii und Stringari [3, (Kapitel 5)] nachgelesen werden. Im wesentlichen

besagt sie, über welche Distanzen sich Störungen des Kondensats bemerkbar machen.

Eine theoretische Vereinfachung der Korrelationsfunktion des Zufallspotentials besteht oft darin, es als unkorre-

liert anzunehmen, was gleichbedeutend ist mit dem Verschwinden der Korrelationslänge: �4(�* . Der Hauptgrund

für diese Vereinfachung besteht darin, dass die Gleichungen damit leichter behandelbar sind. Damit das Verhältnis

zwischen der Korrelationslänge des Unordnungspotentials und der ”healing length” grenzwertig dennoch nicht

vollkommen anders ist, muss die ”healing length” sehr groß werden, insbesondere sehr groß gegen die Korrela-

tionslänge des Zufallspotentials, was äquivalent ist zu sehr schwacher Wechselwirkung. Viele bisher realisierten
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Abbildung 1.2: Messungen in einer harmonischen Fallen mit überlagertem ”speckle”-Zufallspotential: (a) Dichte-

profil des Bose-Kondensats nach =PA ms Expansion mit ausgeschalteter Falle und Zufallspotential mit unterschied-

lichen Stärken des Zufallspotentials, die im unteren Teil vermerkt sind. Um zu zeigen, dass der Transfer zum

”speckle”-Feld adiabatisch ist, zeigt (b) das Dichteprofil (i) ohne ”speckle”-Potential, (ii) wenn das ”speckle”-

Potential abrupt ausgeschaltet wird, und (iii) wenn es adiabatisch heruntergefahren wird. (c) Dipolschwingungen

im kombinierten Potential für verschiedene Stärken der Unordnung.

Zufallspotentiale lassen sich also damit nur unvollkommen modellieren.

Ein bisher noch nicht realisiertes Modell für Unordnung wird von Astrakharchik, Boronat, Casulleras und Giorgi-

ni vorgestellt [16]. Dabei werden einzelne Atome zufällig in den Minima eines Potentials platziert. Diese Atome

sind dann Streuzentren. Auch dies führt zu Unordnung. Die Stärke & dieser Unordnung hängt dann vor allem von

der Dichte der Streuzentren Q~����� , d.h. der Atome, und deren durchschnittlichem Durchmesser �\����� ab, und zwar

mittels &��)�D������ Q"����� .
Eine dritte Möglichkeit, Unordnung zu erzeugen, besteht darin, ein Gitter mit einem zweiten Gitter mit stark

unterschiedlicher und unkommensurabler Wellenlänge zu überlagern, einem System, welches als nicht kommen-

surables Gitter bekannt ist. Erste Ergebnisse liefern die Experimente aus der Gruppe von Inguscio [11]. Diese

Methode scheint vielversprechend zu sein, um große Unordnung realisieren zu können. Es ist allerdings nicht klar,

ob das entstehende Potential dann als Zufallspotential beschrieben werden kann.

Theoretischer Hintergrund

Zu den noch zu betrachtenden theoretischen Problemen dieser Systeme gehören die Auswirkungen von Unord-

nung auf deren Kondensatdichte und superfluide Dichte, insbesondere die Auswirkungen starker Unordnung. Die

Auswirkungen von Unordnung wurden zum ersten Mal bei der Beobachtung von superfluidem Helium in Vycor

beobachtet [17]. Vycor ist ein poröses Medium. Es wurde beobachtet, dass die Wärmekapazität des Systems einen

Knick machte, wenn die superfluide Dichte verschwand. Dieser Phasenübergang wurde durch Temperaturänderung

erzielt. Die Temperatur, bei der dies auftritt, hängt zusammen mit der Stärke der Unordnung, welche wiederum
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Abbildung 1.3: Funktionsweise einer Drahtfalle. Links: Ein Strom fließt durch einen Draht und erzeugt dadurch ein

Magnetfeld. Durch ein gleichzeitig angelegtes magnetisches Querfeld i�j bekommt man ein effektives Magnetfeld.

Rechts: Das effektive Magnetfeld führt zu einem magnetischen Fallenpotential ' , das vom radialen Abstand von

der Oberfläche des Drahtes � abhängt, und in einem bestimmten Abstand ein Minimum besitzt.

mit der Porösität des Mediums zusammenhängt. Die Beobachtung dieses Phasenübergangs löste eine Reihe von

theoretischen Arbeiten aus, welche die Molekularfeldtheorie in Bogoliubov-Näherung auf das Problem schwacher

Unordnung erweiterten, wobei hier insbesondere die Arbeiten von Huang und Meng [18], von Giorgini, Pitaevskii

und Stringari [19] und die von Lopatin und Vinokur [20] genannt werden sollen.

Huang und Meng betrachteten dabei als erste die Effekte eines schwachen, räumlich unkorrelierten Zufallspo-

tentials, also die Effekte schwacher Unordnung. Sie sagten voraus, dass die superfluide Dichte des Systems bei#L(L* stets kleiner ist als dessen Kondensatdichte. Sie stellten außerdem fest, dass die superfluide Dichte völlig

verschwinden kann, während die Kondensatdichte für endliche Unordnungsstärke stets erhalten bleibt. Die Unord-

nung führt bei ihnen also zu einem Phasenübergang, der dadurch gekennzeichnet ist, dass die superfluide Dichte

verschwindet. Sie ist auf Grund des Verschwindens der superfluiden Dichte durch Lokalisierung gekennzeichnet.

Diese Phase kann daher als Bose-Glas interpretiert werden, analog zum Spin-Glas in der Arbeit von Edwards

und Anderson [21]. Giorgini, Pitaevskii und Stringari bestätigten dieses Ergebnis, und betrachteten zusätzlich die

Schallgeschwindigkeit. Lopatin und Vinokur schließlich entwickelten in ihrer Arbeit eine diagrammatische Tech-

nik für das Problem des verdünnten wechselwirkenden Bose-Gases mit schwacher Unordnung bei endlichen Tem-

peraturen [20]. Insbesondere benutzten sie in ihrer Arbeit die Replika-Methode, um das großkanonische Potential

zu berechnen. Alle Arbeiten spezialisierten außerdem auf räumlich unkorrelierte Unordnung, was zumindest für

bisher physikalisch realisierte Potentiale nicht zutrifft, wie sie z.B. von Inguscio et al. verwendet wurden [22]. Der

Ansatz von Lopatin und Vinokur führt, neben den bekannten Resultaten aus den beiden erwähnten anderen Arbei-

ten, außerdem zur Bestimmung der Verschiebung der kritischen Temperatur durch die Unordnung in 1. Ordnung

der Unordnungsstärke. Dies wurde in der Arbeit nur für das freie Bose-Gas gemacht. Alle drei Arbeiten konnten

außerdem keine Aussagen für starke Unordnungspotentiale liefern. Dies wurde aber von Hertz, Fleishman und An-

derson in ihrer Arbeit getan [23]. Sie fanden heraus, dass es für große Unordnung keine stabile Phase gebrochener

Symmetrie geben kann. Dies würde darauf hinweisen, dass die Kondensatdichte ebenfalls für eine kritische Stärke

der Unordnung verschwindet. Dies wird im Prinzip durch die Theorie von Nozieres und Saint James gestützt, die

ein fragmentiertes Kondensat für große Unordnung vorhersagt, allerdings bei attraktiver Wechselwirkung [24].

Die Haupteigenschaft ist, dass es lokale Kondensate gibt, die keine Phasenkohärenz mit Kondensaten an anderen

Orten aufweisen. Bei ihnen kann es zur Paarkondensation kommen, ohne dass es zur Ausbildung eines globalen

Teilchenkondensats kommt.
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Abbildung 1.4: Potential entlang des Drahtes bei einem konstanten Abstand l�(L57*�c m von der Oberfläche eines57*P*sc m breiten Drahtes. Die verschiedenen Kurven sind für verschiedene Ströme gemessen worden, und sind auf

das jeweilige magnetische Querfeld normiert. Die magnetischen Querfelder (gepunktet: 57* G, durchgezogen: =?* G,

gestrichelt: 1?* G) wurden so gewählt, dass trotz verschiedener Stromstärken der Abstand des Potentialminimums

von der Drahtoberfläche l konstant blieb. Der Einschub zeigt ein Histogramm der Schwankungen der Kurven.

Die Breite dieser Verteilung ( u�(�A�3a57* Z\y ) für unterschiedliche Stromstärken ist etwa genau so groß wie die

Schuss-zu-Schuss-Variationen verschiedener Realisierungen des Experiments bei gleichen Stromstärken.

Zweck dieser Arbeit

Hiernach ist die Aufgabe, die innerhalb dieser Diplomarbeit behandelt werden soll, zweigeteilt.

Zum einen soll überprüft werden, in wie weit sich die Ergebnisse für die Verschiebung der kritischen Temperatur,

die durch Lopatin und Vinokur vorgestellt wurden [20], verallgemeinern lassen. Hierbei ist es insbesondere in-

teressant, endliche Korrelationslängen zu betrachten, und auch eine magnetische Falle einzubauen. Hierbei wurde

eine anisotrope harmonische Falle angenommen. Die Ergebnisse finden sich in Kapitel 3.

Zum anderen soll untersucht werden, wie das Problem starker Unordnung im Rahmen einer Molekularfeldnähe-

rung behandelt werden kann. Hierzu wird die Hartree-Fock-Bogoliubov-Näherung verwendet. Die Arbeit soll die

Ergebnisse der Hartree-Fock-Näherung von A. Pelster und R. Graham erweitern und verbessern, die in [25] darge-

stellt wurden. Es soll außerdem überprüft werden, ob sich die Voraussagen der Theorie von Huang und Meng [18]

reproduzieren lassen, oder ob sich Abweichungen ergeben. Insbesondere sollen die Kondensatdichte und die su-

perfluide Dichte bestimmt werden. Außerdem soll überprüft werden, ob die Voraussage von Hertz, Fleishman und

Anderson [23] bestätigt werden kann, dass die Kondensatdichte verschwindet. Die Herleitung der Gleichungen

findet sich in Kapitel 4, die Auswertung folgt in Kapitel 5.

Kapitelübersicht

In Kapitel 2 wird das theoretische Modell erklärt, mit dem gearbeitet wird. Insbesondere wird zur Behandlung der

Unordnung die Replika-Methode eingeführt und erläutert.

In Kapitel 3 wird dann eine Störungstheorie für die Verschiebung der kritischen Temperatur in einem ungeord-
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neten Bose-Gas hergeleitet. Es wird dabei das freie Bose-Gas und das Bose-Gas in einer Falle betrachtet, und

für die 2-Punkt Korrelationsfunktion des Zufallspotentials werden zum einen Gauß-Korrelation und zum anderen

Lorentz-Korrelation angenommen.

Das nachfolgende Kapitel 4 ist in dieser Arbeit vollkommen unabhängig von Kapitel 3. Es wird eine Faktorisie-

rungsmethode, welche als Hartree-Fock-Bogoliubov-Näherung bekannt ist, auf ungeordnete Systeme angewendet.

Dabei wird auf die Behandlung einer Falle verzichtet. Die dann entstehenden Molekularfeldgleichungen für ein

beliebiges Zufallspotential werden in diesem Kapitel hergeleitet, und es wird auf den Spezialfall eines unkorrelier-

ten Potentials eingegangen.

Schließlich werden die in Kapitel 4 hergeleiteten Gleichungen in Kapitel 5 in verschiedenen Spezialfällen behan-

delt. Zunächst werden verschiedene Spezialfälle betrachtet, und deren Auswirkungen auf die Molekularfeldglei-

chungen behandelt. Darauf folgend wird untersucht, ob sich bekannte Ergebnisse reproduzieren lassen, und ggf.

wo sich Abweichungen von bekannten Ergebnissen ergeben. Dies führt auf diverse Probleme bei der Behandlung

der Gleichungen, sodass verschiedene Näherungen vorgeschlagen werden, mit denen sich diese Probleme behan-

deln lassen. Ebenfalls wird eine Gleichung für die superfluide Dichte hergeleitet. Schließlich wird der Fall #2(�*
bei sehr schwacher Wechselwirkung behandelt, und insbesondere die Vorhersagen für den Fall großer Unordnung

untersucht. Einer der Unterpunkte behandelt den Fall, dass man ein bandlückenfreies Spektrum fordert, ein anderer

den Fall, dass man fordert, dass man eine energie- und teilchenzahlerhaltende Theorie hat.

Die Arbeit schließt mit einer Zusammenfassung der wesentlichen Ergebnisse, und einem nachfolgenden Ausblick.

Dies geschieht in Kapitel 6.
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Kapitel 2

Modell ungeordneter Bosonen

Im Rahmen eines Überblicks über die verwendeten Modelle bei der Behandlung von Zufallspotentialen legt dieses

Kapitel einige wichtige Grundlagen. Zunächst ist zu beachten, dass Zufallspotentiale durch Unordnung modelliert

werden. Diese Potentiale, welche auch als Unordnungspotentiale bezeichnet werden, werden mittels Funktional-

integralmethoden behandelt. Davon handelt dieses einführende Kapitel.

2.1 Unordnung

Es wird ein ungeordnetes, reelles, gaußverteiltes Potential ��{���} angenommen, für das folgende grundlegende

Eigenschaften gültig sind: �U{���}�( *�C (2.1)��{���}.��{��"��}�( &k{��B��� � }F� (2.2)

Die Unordnungsmittelwerte sind translationsinvariant angenommen. & charakterisiert die Stärke der Unordnung.

Folglich geschieht eine störungstheoretische Entwicklung der Unordnung im Folgenden stets für kleine & . Man

beachte außerdem, dass im Folgenden stets angenommen wird, dass die Reihenfolge der Koordinaten in der Kor-

relation egal ist, d.h. &k{���}�()&k{��<��}F� (2.3)

Mit der Forderung nach räumlicher Isotropie folgt sogar&k{���}�()&k{ � �;��}F� (2.4)

Der einfachste Fall ist der von räumlich unkorrelierter Unordnung,&k{��t��� � }�()&¢¡D{��v�£� � }F� (2.5)

Man kann nun ein Funktionalintegralmaß wie folgt definieren:5f(+¤^¥k�£¦�§D¨4©�� 5= ¤^ª\«~¬¤^ª�«%¬ � & Z"V {��B��� � }.�U{���}.��{�� � }�®�� (2.6)

Hierbei bezeichnet ª « ¬ das infinitesimale Volumenelement in ¯ Dimensionen. Der Integralkern &UZ"V�{����°� � } wird

durch die Gleichung ¤^ª�«~¬x& Z"V {�� V ����}±&k{��B�£� � }�(+¡²{�� V ��� � } (2.7)
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definiert und ist demnach das funktionale Inverse der Unordnungskorrelation (2.2). Im Falle eines räumlich unkor-

relierten Unordnungspotentials (2.5) erhält man& Z"V {�� V �N� � }�( 5& ¡D{�� V ��� � }F� (2.8)

Das Funktionalintegral wird hierbei als Produkt gewöhnlicher Integrale verstanden:¤ ¥4�³()/µ´�¶ ¤R·Z · ªx��{���}FC (2.9)

wobei in diesem formalen Ausdruck die formal unendlich große Konstante / durch die Normierung festgelegt

wird. Außerdem benötigt man noch die Definiton der Unordnungsmittelwerte, welche durch die folgende Glei-

chung geschieht: ¸ (2¤�¥k� ¸ ¦�§D¨ © � 5= ¤^ª « ¬¤^ª « ¬ � & Z"V {��B��� � }.��{���}.��{�� � } ® � (2.10)

Aus dem Funktionalintegralmaß (2.6) erhält man nach Einführung des Stromfeldes ¹x{���} ein erzeugendes Funktio-

nal durch die Definitiongxº ¹P»"(2¤^¥4�£¦�§D¨k©¼�v¤�ª�«%¬¤�ª�«~¬ �¾½ 5= & Z"V {��B�£� � }.�U{���}.�U{�� � }¾�B¹\{���}.��{���}�¡D{��v��� � }À¿¾®U� (2.11)

Man sieht mit der Definition der Mittelwerte (2.10) sofort, dass sich die Korrelationen durch funktionale Ableitung

nach den Strömen ergeben: ��{�� V }�( ¡¡F¹x{�� V } gxº ¹P»TÁÁÁÁ ÂeÃ ¶PÄ�ÅWÆ (2.12)��{�� V }.��{�� � }�( ¡ �¡Ç¹\{�� V }�¡Ç¹\{�� � } gxº ¹P»TÁÁÁÁ ÂeÃ ¶PÄ�ÅWÆ � (2.13)

Mittels quadratischer Ergänzung wird das Funktionalintegral (2.11) ausgeführtgxº ¹P»È( ¤^¥4�£¦�§D¨ © �v¤�ª « ¬¤^ª « ¬ �¾½ 5=�É & Z"V {��B��� � }.��{���}.�U{�� � }¾�@=P¡D{��v��� � }|¹x{���}.��{���}�&k{��t��� � }|¹x{���}|¹\{�� � }�Ê<� 5= &k{��B�£� � }|¹x{���}|¹\{�� � }À¿¾®�� (2.14)

Die Berechnung erfolgt unter Beachtung des Funktionalintegralmaßes (2.6), und das Ergebnis lautet:gxº ¹P»"(w¦�§�¨4© 5= ¤^ª�«�¬s¤^ª\«~¬ � &k{��t��� � }|¹\{���}|¹\{�� � }�®U� (2.15)

Funktionale Ableitung nach den Strömen ergibt sofort die richtigen Korrelationen nach (2.1)¡¡Ç¹\{�� V } g�º ¹?» ÁÁÁÁ Â7Ã ¶?ÄËÅWÆ ( * (2.16)¡��¡F¹x{�� V }�¡Ç¹\{�� � } g�º ¹?» ÁÁÁÁ Â7Ã ¶?ÄËÅWÆ ( &k{�� V ��� � }F� (2.17)
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2.2 Replika-Methode

Man möchte das unordnungsgemittelte großkanonische Potential Ì eines wechselwirkenden Bose-Gases in einer

beliebigen Falle berechnen. Dazu benötigt man den unordnungsgemittelten Logarithmus der großkanonischen

Zustandssumme Í (vgl. [26, (1.178)]): ÌK(µ� 5Î ÏÑÐ Ík� (2.18)

Hierbei bezeichnet
Î (Ò5�q?Ó�ÔJ# die inverse Temperatur, wobei Ó�Ô die Boltzmann-Konstante ist und # die Tempe-

ratur. Die großkanonische Zustandssumme ist bekanntlich definiert durchÍÒ(�ÕD¨�Ö�× Z�Ø Ã²ÙÚ Z�Û ÙÜ ÄYÝ C (2.19)

wobei Þß der Hamiltonoperator und Þ/ der Teilchenzahloperator ist [27, Kapitel 2]. Es ist aberÏ�Ð Í	à( Ï�Ð Ík� (2.20)

Daher berechnet man für kleine / Í Ü (+× Ü°á�â�ã (µ5ä�R/ ÏÑÐ Í)�wå7å7å~� (2.21)

Unordnungsgemittelt folgt daraus Ìa(³� 5Î^ÏÑæÑçÜ;è Æ 5/êé Í Ü �a5Dë�� (2.22)

Man führt nun die bosonischen Felder ì�{���C í\} und ìïîP{���C í\} ein. Diese sind periodisch in der Imaginärzeit í , alsoì�{���C íð�òñ Î }�(wìs{���C í\}F� (2.23)

Die Imaginärzeit í stellt hierbei die Wick-rotierte Realzeit ó dar, also

ó�(Ò��ôÀí�� (2.24)

Die Periodizität der bosonischen Felder soll nun kurz hergeleitet werden. Man möchte den Erwartungswertõ {�ó }�( 5Í ÕD¨ Ö Þõ {�ó }�× Z�Ø Ã ÙÚ Z�Û ÙÜ ÄöÝ (2.25)

eines beliebigen Heisenberg-Operators Þõ {�ó.} berechnen, der die ZeitentwicklungÞõ {�ó }�(+×�÷ø Ã ÙÚ Z�Û ÙÜ Äúù Þõ {|*8}�× Z ÷ø Ã ÙÚ Z�Û ÙÜ ÄÑù (2.26)

besitzt. Damit folgt aus (2.25)õ {�ó.}�( 5Í ÕD¨ Ö ×�÷ø Ã ÙÚ Z�Û ÙÜ Äúù Þõ {|*8}�× Z ÷ø Ã ÙÚ Z�Û ÙÜ ÄÑù × Z�Ø Ã ÙÚ Z�Û ÙÜ Ä Ý � (2.27)

Dies ist aber õ {�ó.}�( 5Í ÕD¨ Ö × Z�Ø Ã ÙÚ Z�Û ÙÜ Ä ×¾÷ø Ã ÙÚ Z�Û ÙÜ Ä Ã ù Z�ûúüFØ Ä Þõ {|*8}�× Z ÷ø Ã ÙÚ Z�Û ÙÜ Ä Ã ù Z�ûýüFØ ÄþÝ � (2.28)

Wegen der zyklischen Vertauschbarkeit der Operatoren unter der Spur gilt damitõ {�ó.}�( 5Í ÕD¨ Ö × ÷ø Ã ÙÚ Z�Û ÙÜ Ä Ã ù Z�ûýüFØ Ä Þõ {|*8}�× Z ÷ø Ã ÙÚ Z�Û ÙÜ Ä Ã ù Z�ûúüFØ Ä × Z�Ø Ã ÙÚ Z�Û ÙÜ Ä Ý � (2.29)
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Damit, und mit Hilfe der Definition des Erwartungswertes in (2.25), folgt aberõ {�ó.}ä( õ {�ó���ôþñ Î }FC (2.30)

und in Imaginärzeit nach Wick-Rotation (2.24)õ {|í\}ä( õ {|ím�Rñ Î }F� (2.31)

Da auch der Feldoperator Þì�{���C.ó } die geforderte Zeitabhängigkeit (2.26) besitzt, ist die Periodizität der Felder

in der Imaginärzeit bewiesen. Die Spur in (2.19) darf daher nur über die Bose-Felder gebildet werden, die diese

Periodizität besitzen.

Die Wick-Rotation ist eine übliche Methode, um aus Abhängigkeiten von der Zeit (Realzeit) Abhängigkeiten

von der Temperatur (Imaginärzeit) zu erhalten, siehe dazu [28, Kapitel 3]. Die Periodizität der ì und ì¢î in der

Imaginärzeit wird bei Integrationen über diese Felder mit dem Symbol ÿ angedeutet. ÿ���ì ist also die Integration

über alle in der Imaginärzeit periodischen Felder ìs{���C í\} . Man führt nun drei Potentiale ein:
¸

Unordnungspotential ��{���}¸
Fallenpotential 'ð{���}¸
Wechselwirkungspotential ' � â�� {���} .

Falls keine Falle betrachtet wird, so wird der Index æÑÐ�� beim Wechselwirkungspotential später weggelassen. Für ul-

trakalte Atome ist die s-Wellen-Streuung die dominante Wechselwirkung [6] , für welche sich die Wechselwirkung

durch das Pseudopotential '�� â�� {��B��� � }�(��D¡D{��v��� � } (2.32)

darstellen lässt [29, Kapitel 10]. Die Kopplungskonstante � ist (in 0. Näherung der T-Matrix-Renormierungsmethode

[30]) gegeben durch �k( G >%ñ �	 ��
eC (2.33)

wobei ��
 die s-Wellen-Streulänge ist. Diese Spezialisierung wird im Folgenden durchgängig verwendet, da nicht

die genauen Auswirkungen verschiedener realer Potentiale, sondern die Auswirkungen der Unordnung untersucht

werden sollen. Möchte man die Auswirkungen anderer Wechselwirkungspotentiale untersuchen, so ändert sich

lediglich der Wechselwirkungsbeitrag. Das Ergebnis einer solchen Verallgemeinerung findet sich in Kapitel 4.

Man definiert die quantenmechanische Zustandssumme mit Hilfe des Funktionalintegrals über ì und ì¢î bekannt-

lich mittels Í���^( ¤ ¥mì ¤ ¥°ì î × û ���� ����� ����� ü � (2.34)

Um die dabei auftretende Wirkung �� º ì î C.ì�» herzuleiten, betrachtet man die Bewegungsgleichung für die klassi-

schen Felder ìs{���C.ó.} und dessen adjungiertem ì î {���C.ó }ôþñ �� ó ìs{���C.ó.} ( ¡ ß¡eì î {���C.ó }FC (2.35)��ôþñ �� ó ì î {���C.ó.} ( ¡ ß¡eì {���C.ó }F� (2.36)ß {���C.ó } bezeichnet hier die klassische Hamiltonfunktion. Multipliziert man nun (2.35) mit ¡eì¢î {���C.ó.} und (2.36)

mit ¡eìs{���C.ó.} und addiert beide Gleichungen, so führt eine Integration über die Raum-Zeit-Koordinaten auf¤ ù! ù " ª ó�¤^ª�«%¬ © ôþñ ½ ¡�ì î {���C.ó } �� ó ìs{���C.ó.}��@¡�ì�{���C.ó } �� ó ì î {���C.ó.} ¿� # ¡�ì î {���C.ó } ¡ ß¡eì î {���C.ó }%�ò¡�ì�{���C.ó } ¡ ß¡eì {���C.ó.}%$ ® ()*�� (2.37)
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Der Term mit den Zeitableitungen wird nun durch partielle Integration umgeformt. Randterme tragen nicht bei, da

die Variationen ¡�ì�{���C.ó } und ¡�ì î {���C.ó } an den Rändern verschwinden sollen. Es wird außerdem die Rechenregel

benutzt, dass Variation und partielle Ableitungen vertauschen. Damit kann man obigen Ausdruck umformen zu¡�¤ ù  ù " ª�ó ¤�ª « ¬k©Jì î {���C.ó }þôþñ �� ó ì�{���C.ó }J�'&�{���C.ó.}�®6()*�� (2.38)

Dabei ist & die Hamilton-Dichte, also ist die Hamilton-Funktion
ß {�ó }¢()(ðª « ¬*&�{���C.ó.} . Damit bekommt man

aus den klassischen Feldgleichungen (2.35) und (2.36) die Wirkung�� º ì î C.ì�»%(2¤ ù  ù " ª ó�¤�ª�«�¬ © ì î {���C.ó }þôþñ �� ó ìs{���C.ó.}��'&N{���C.ó } ® (2.39)

in Realzeit. Deren Variation verschwindet also nach (2.38). Durch die Wick-Rotation (2.24) und Verwendung vonó�j���ó,+f(Ò��ô±ñ Î bekommt man nun die Euklidische Wirkung-� º ì î C.ì�»%(2¤ üFØÆ ª�íï¤^ª « ¬ © ì î {���C í\}�ñ �� í ìs{���C í\}~�.&�{���C í\} ® � (2.40)

Mit deren Hilfe kann man nun die großkanonische Zustandssumme (2.19) berechnen. Die Spurbildung geschieht,

analog zur Spurbildung bei der quantenmechanischen Zustandssumme (2.34), wiederum durch Funktionalintegra-

tion der bosonischen Felder ì und ìïî , ÍÒ(0/�¥°ì1/�¥°ì î × Z �2� � � � �3��� ü C (2.41)

wenn man berücksichtigt, dass im großkanonischen Ensemble die Energie um einen Beitrag zu vermindern ist, der

den Teilchenaustausch mit der Umgebung beschreibt. Demnach ist von der Wirkung (2.40) noch das chemische

Potential multipliziert mit der Teilchenzahl des bosonischen klassischen Feldes ì î {���C í\}þì�{���C í\} abzuziehen. Man

erhält also die Wirkung� º ì î C.ì�»"( ¤ üTØÆ ª�í ¤ ª « ¬ © ì î {���C í\} ½ ñ �� í �4&�{���C í\}J��c ¿ ì�{���C í\} ® � (2.42)

Die Hamilton-Funktion ist bei Beachtung einer beliebigen 2-Teilchen-Wechselwirkung '¼� â�� {���} gegeben durchß {|í\}�( ¤^ª�«~¬ © ì î {���C í\} ½ � ñD�= 	 o��K��{���}~��'ð{���} ¿ ì�{���C í\}� 5= ¤^ª « ¬ � ì î {���C í\}þì î {�� � C í\}T'¾� â�� {��B�N� � }"ìs{���C í\}þì�{�� � C í\} ® � (2.43)

Da im Nullteilchenzustand keine Energie vorhanden sein soll, muss in Erwartungswerten die korrekte Zeitordnung

des Pfadintegrals, analog zur Operatorordnung im Operatorformalismus, berücksichtigt werden, die bisher nicht

beachtet wurde: Die Imaginärzeiten des ìïî -Feldes müssen in normalgeordneten Operatoren stets infinitesimal

größer sein als die des ì -Feldes zur gleichen Zeit. Damit definiert manì î {���C í65�}�( ÏÑæ�ç798 Æ ì î {���C í°�4:�}F� (2.44)

Bei Verwendung von lokaler Wechselwirkung (2.32) ist die Wirkung
� º ìsîHC.ì�» daher gegeben durch� º ì î C.ì�»È( ¤ üFØÆ ª\í ¤ ª « ¬ © ì î {���C í\} ½ ñ �� í � ñ �= 	�oµ��c��a��{���}��a'ð{���} ¿ ì�{���C í\}� � = ì î {���C í\} � ì�{���C í\} � ë � (2.45)
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Da die Wirkung kein Erwartungswert ist, ist dort auch keine Zeitordnung zu berücksichtigen. Damit kann man nun
auch Í Ü hinschreiben, und gleich die Unordnungsmittelung durchführen:;=< > ? <@ACBED3FHG=IKJA FHGLI A�MON�PRQ ?TSVUWYX[Z]\^ _R` X _Racb <dACBEDeIfJAhg!ikj `3lnm Wpoo ` S Weqrtsvuxwzy g{i l S}|�~ I A g{ikj `3l M� N�PRQ ? SK�r W X Z,\^ _R` X _ a b I J g{ikj `3l q I g!ikj `3l q M N�PRQ ? X _ a b�� g!i l SVUW X Z]\^ <dACBED I JA g!ikj `3l I A g!ikj `3l M��

(2.46)

Die Wirkung besteht aus drei nachfolgend definierten Teilen. Zunächst tritt die ungestörte Wirkung eines freien

Teilchens ohne Wechselwirkung und Unordnung in der Falle für / Bose-Felder auf:� Ã Æ Ä º ì î C.ìä»È( ¤ üTØÆ ª�íï¤ üFØÆ ª�í � ¤^ª « ¬s¤^ª « ¬ � Ü�� Å V Ü��e� Å V ì î� {���C í\}]� Ã Æ Ä Z"V�R�e� {���C íc�.� � C í � }þì �e� {���C í � }F� (2.47)

Für den in der vorherigen Gleichung aufgetretenen Integralkern � Z"V�R�e�.{���C íc�.� � C í � } gilt hierbei� Ã Æ Ä Z"V�R� �L{���C íc�.� � C í � }�( � Ã Æ Ä Z"V {���C íc�.� � C í � }�¡ �R�e� � (2.48)

Der � -unabhängige Teil des Integralkernes schließlich ist definiert durch� Ã Æ Ä Z"V {���C íc�.� � C í � }�( © ñ �� í � ñD�= 	�o���'ð{���}���c ® ¡D{��v�£� � }�¡D{|í��£í � }F� (2.49)

Der wechselwirkungsabhängige Teil der Wirkung ist� Ã � â�� Ä º ì î C.ìä»0( � = ¤ üTØÆ ª�íï¤^ª�«~¬ Ü�� Å V ì î� {���C í\} � ì � {���C í\} � � (2.50)

Es bleibt der unordnungsabhängige Teil, der mittels des erzeugenden Funktionals (2.11) einfach berechenbar ist,

wenn man die folgende Substitution verwendet:¹\{���}ä( 5ñ ¤ üTØÆ ª�í Ü�� Å V ì î� {���C í\}þì � {���C í\}F� (2.51)

Man erhält dann sofort mit dem Ergebnis für das erzeugende Funktional (2.15)� Ã�� Ä º ì î C.ì�»È( � 5=Pñ ¤ üFØÆ ª�íï¤ üTØÆ ª�í � ¤Sª�«%¬¤^ª�«�¬ � &k{��t��� � }3 Ü�� Å V Ü��e� Å V ì î� {���C í\}þì � {���C í\}þì î� � {�� � C í � }þì �e� {�� � C í � }F� (2.52)

Wie man sieht, entspricht die Unordnung einer attraktiven Wechselwirkung, die bilokal in der Imaginärzeit ist. Im

Allgemeinen ist sie auch bilokal im Ort. Zu verstehen ist die Tatsache, dass die induzierte Wechselwirkung attraktiv

ist, dadurch, dass die Atome in einem Zufallspotential stets in einer lokalen Potentiallandschaft existieren, die

lokale Minima besitzt. In diese Minima fallen die Atome, was man auch als effektive attraktive Wechselwirkung

betrachten kann.

Das Unordnungsmittel Í Ü ergibt sich mit den eben eingeführten Bezeichnungen zuÍ Ü (�� Ü´� Å V /�¥°ì î� /�¥mì �K� × Z { �f������� � � � �3� 5 �2��� ���!�%� � � � �3� 5 �f���]�%� � � � ��� } � ü � (2.53)

Im Prinzip müssten nun die Funktionalintegrale ausgeführt werden. Da dies nicht analytisch möglich ist, verwendet

man verschiedene Näherungsmethoden, um analytische Voraussagen für eine Theorie ungeordneter Bosonen zu

bekommen.
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Kapitel 3

Feynmansche Störungstheorie für ���
Bei einem verdünnten Bose-Gas tritt der Phasenübergang in die Kondensatphase bekanntermaßen bei einer kri-

tischen Temperatur #~$ auf. Im folgenden wird die Verschiebung der kritischen Temperatur ( #�$ -Shift), die bei

Berücksichtigung eines Zufallspotentials entsteht, mit Hilfe der Feynman-Störungstheorie berechnet.

3.1 Überblick

Nach Einführung einiger Definitionen wird eine Störungsreihe für das großkanonische Potential bezüglich Un-

ordnung und Wechselwirkung mit Hilfe von Feynman-Diagrammen entwickelt. Diese wird dann bei Annahme

eines wechselwirkungsfreien Bose-Gases für ein homogenes BEC und ein BEC in einer Falle bis zur ersten Ord-

nung in der Unordnung ausgewertet. Danach folgt, ebenfalls bei Annahme eines wechselwirkungsfreien Gases,

die Definition und Berechnung der Selbstenergie bis zur ersten Ordnung in der Unordnung, um damit das kriti-

sche chemische Potential zu bestimmen. Daraus kann man die Verschiebung der kritischen Temperatur in erster

Ordnung der Unordnung berechnen. Es werden insbesondere zwei Fälle untersucht, zum einen die Annahme einer

Gaußschen Korrelation des Unordnungspotentials, zum anderen die Annahme einer Lorentz-Korrelation.

3.2 Greensche Funktion des ungestörten Systems

Zur störungstheoretischen Behandlung des Systems benötigt man die Greensche Funktion des ungestörten Sys-

tems ohne Falle. Die Definition dieser Greenschen Funktion geschieht im allgemeinen durch den zeitgeordneten

Erwartungswert der Paarkorrelation [31, (19.4)], d.h.� Ã Æ Ä�R� � {���C íc�.� � C í � }�( �²# # Þì � {���C í\} Þì î�e� {�� � C í � } $6� Ã Æ Ä( 5Í Æ /^¥mì î� /�¥°ì � ì � {���C í\}þì î� � {�� � C í � }�× Z � ����� � �6��� ����� ü C (3.1)

wobei das # die Zeitordnung beschreibt. Die Greensche Funktion ist hier unter Berücksichtigung der ungestörten

Wirkung (2.47) und des ungestörten, replikasymmetrischen Integralkerns (2.48),(2.49) durch folgende Gleichung

gegeben:¤ üFØÆ ª\í � � ¤^ª�«~¬ � � Ü�� � � Å V � Ã Æ Ä Z"V�R�e� � {���C íc�.� � � C í � � }]� Ã Æ Ä�e� ���e�þ{�� � � C í � � �.� � C í � }�(+ñ�¡ �R�e� ¡²{�� ��� � }�¡²{|í��£í � }F� (3.2)
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Die Greensche Funktion ist also das funktionale Inverse des Integralkerns. Da der Integralkern replikasymmetrisch

ist (2.48), gilt � Ã Æ Ä�R�e��{���C íc�.� � C í � } ( � Ã Æ Ä {���C íc�.� � C í � }�¡ �R�e� � (3.3)

Wegen der Homogenität der Hamilton-Operators kann man schließen, dass die Greensche Funktion und der Inte-

gralkern nur von der Differenz der Koordinaten abhängen. Damit ist� Ã Æ Ä Z"V {���C íc�.� � C í � }�( � Ã Æ Ä Z"V {��B��� � C ík�£í � }F� (3.4)� Ã Æ Ä {���C íc�.� � C í � }�( � Ã Æ Ä {��B��� � C ík�£í � }F� (3.5)

Nun definiert man die Fourier-Matsubara-Tranformierte einer Funktion ¡ mittels¡�{��t�£� � C í���í � }�( 5ñ Î ¤ ª « Ó{ö=?>~},¢ ·�£ Å Z · × Z�û¥¤§¦ Ã¥¨ Z ¨ � Ä × ûª© Ã ¶ Z ¶ � Ä ¡�{|zJC.9 £ } (3.6)

mit den Matsubara-Frequenzen 9 £ ( =?>ñ Î�« (3.7)

(vgl. auch [31, (25.15) und (25.10)]). Mit Hilfe dieser Transformation berechnet man mittels der Definition der

Greenschen Funktion (3.2), unter Beachtung des ungestörten Integralkerns (2.49), die Greensche Funktion� Ã Æ Ä {��B�£� � C ík�@í � }�( 5Î ¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ × û�© Ã ¶ Z ¶ � Ä ·�£ Å Z · × Z�û¥¤§¦ Ã�¨ Z ¨ � Ä 5��ôþñ²9 £ ��Ö ü9¬©e¬� � ��c Ý � (3.8)

Möchte man mit dieser Greenschen Funktion normalgeordnete Erwartungswerte zur Zeit í berechnen, so ist ge-

gebenenfalls eine infinitesimale Imaginärzeit : einzuführen, gemäß í � (+í 5 (+ím�4: .

3.3 Feynman-Diagramme

Man möchte nach Herleitung der Gleichungen für die Wirkung in Kapitel 2 Unordnung und auch Wechselwirkung

störungstheoretisch behandeln. Die Falle wird später nur im Rahmen der lokalen Dichte-Näherung behandelt [32].

Für dieses Kapitel bedeutet das, dass am Ende der Berechnung einer Ordnung der Störungstheorie ohne Falle zwei

Ersetzungen durchgeführt werden. Zum einen wird das chemische Potential c durch das lokale chemische PotentialcM�+'4{���} mit Falle ersetzt, zum anderen wird ein Volumenfaktor � in ein Integral über die Raumkoordinaten

umgewandelt:¸ cz® ct�R'4{���}¸ �¯® ( ª « ¬
Dies ist nur dann sinnvoll, wenn die Falle auf der Skala der Korrelationslänge des Potentials und der Abschirmlänge

des Kondensats schwach ortsabhängig ist. Man legt nun unter Beachtung, dass die Zahlen 5 und = für einen

bestimmten Raum-Zeit-Punkt und eine bestimmte Feldkomponente stehen, die folgenden Feynman-Regeln fest:¸
Greensche Funktion des ungestörten Systems:5 = ° � Ã Æ Ä��±%� ¬ {|� V C í V �.� � C í � }xC (3.9)
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zweifacher u-Vertex (Unordnungs-Effekt):

5 = ° 5=Pñ � ¤ üFØÆ ª\í V ¤ üTØÆ ª�í � ¤ ª « ¬ V ¤ ª « ¬ � &k{�� V ��� � } Ü���± Å V Ü�� ¬ Å V C (3.10)¸
int-Vertex (Wechselwirkung):

° � �=Pñ ¤ üTØÆ ª�í ¤ ª « ¬ Ü�� Å V � (3.11)

Ein einzelner Vertex ist ein Punkt, an dem sich mindestens 3 Linien treffen. Die Definition des u-Vertex geschieht

durch die Definition des zweifachen u-Vertex, da sie nur so eindeutig wird. Der Grund ist, dass die Unordnung&k{�� V �£� � } stets zwischen zwei u-Vertizes wirkt.

Man beachte, dass Í Ü aus allen Feynman-Diagrammen ohne äußere Propagatorlinien besteht, die sich mit diesen

Feynman-Regeln bilden lassen. Im Replika-Limes /²® * tragen aber wegen der Berechnung des großkanonischen

Potentials mit / Replika-Feldern (2.22) nur diejenigen bei, die einen Faktor / liefern. Wegen der Feynman-

Regeln führt eine Schleife mit
	

u-Vertizes und genau so vielen Linien, also Greenschen Funktionen, zu einem

Faktor / , wobei
	

und / in keiner Beziehung zueinander stehen. Der Grund ist, dass die Greenschen Funktionen� Ã Æ Ä��±�� ¬ proportional zum Kronecker-Symbol ¡ � ± � ¬ sind. Ein einzelner u-Vertex ist proportional zur Summe über

das zu diesem Punkt gehörende � :

1 ³= 5å7å7å � Ü���± Å V Ü�� ¬ Å V å7å7å Ü��§´Vµ ± Å V Ü��§´ Å V ¡ ��±%� ¬ ¡ � ¬ �R¶ å7å7åF¡ �§´Vµ ± �§´ ¡ �§´L��± ( Ü���± Å V ¡ ��±%��± (w/v� (3.12)

Ein nur aus int-Vertizes bestehendes Diagramm liefert aus analogen Gründen ebenfalls einen Faktor / . Nichtzu-

sammenhängende Diagramme beinhalten mindestens einen Faktor / � und fallen daher im Limes /·® * weg.

Bei den zusammenhängenden Diagrammen bleiben im Limes /¸®�* nur diejenigen mit maximal einer Schleife

an den u-Vertizes übrig:ÌK(Ò� 5Î � ¹
alle zusammenhängenden Vakuumdiagramme mit maximal 1 Schleife zwischen u-Vertizes º �

(3.13)

Für die verbleibenden Vakuumdiagramme folgen daher vereinfachte Feynman-Regeln:¸
Greensche Funktion des ungestörten Systems:5 = ° � Ã Æ Ä {�� V C í V �.� � C í � } (3.14)¸
zweifacher u-Vertex (Unordnungs-Effekt):

5 = ° 5=Pñ � ¤ üFØÆ ª�í V ¤ üFØÆ ª\í � ¤ ª « ¬ V ¤ ª « ¬ � &k{�� V ��� � } (3.15)
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int-Vertex (Wechselwirkung): ° � �=Pñ ¤ üTØÆ ª�í ¤ ª « ¬ (3.16)

Mit Hilfe einer grafischen Rekursion, wie sie z.B. in Kleinert, Pelster und Van den Bossche [33] entwickelt wird,

ergibt sich die folgende diagrammatische Störungsreihe:

Ìa()Ì Ã Æ Ä � 5Î¼»½�¾ = � �MG �MG
� 5=0¿À = �MG �)5ed �MG ÁÂ��wå7å7å�Ã�ÄÅ � (3.17)

Man sieht, dass sich die Beiträge von Unordnung und Wechselwirkung in 1. Ordnung Störungstheorie in & und �
gerade addieren. Unordnungs- und Wechselwirkungsbeitrag werden also als von gleicher Ordnung angenommen.

Daher betrachtet man im Folgenden �£(�* , d.h. man vernachlässigt die Wechselwirkungsterme vollständig. Die

verbleibende Reihe ist gerade die Störungsreihe für die Unordnung, welche in 1. Ordnung in Wechselwirkung und

Unordnung unabhängig von der Wechselwirkung untersucht werden kann.

3.4 Nullte Ordnung

Es folgt die Berechnung des großkanonischen Potentials des idealen Bose-Gases ohne Unordnung ( &�()* ) in einer

beliebigen Falle, das mit Ì Ã Æ Ä bezeichnet wird.

Für die Berechnung des großkanonischen Potentials wird nach (2.18) die Zustandssumme benötigt. Unter Be-

nutzung der Definition der Zustandssumme mittels (2.41) und der Wirkung (2.45) für �@(	* erhält man für die

Zustandssumme des freien Bose-GasesÍ Ã Æ Ä (0/�¥°ì1/^¥mì î ¦�§D¨ © � 5ñ ¤ üFØÆ ª\í�¤�ª�«~¬ðì î {���C í\} ½ ñ �� í � ñD�= 	 oµ��c ¿ ì�{���C í\} ® � (3.18)

Da die gaußartigen Funktionalintegrale im Prinzip wie gewöhnliche Gaußintegrale berechnet werden, lässt sich

das Ergebnis sofort hinschreiben Í Ã Æ Ä ( Æ¯�¦ � º�ñ}ÇÇ ¨ � ü ¬� � oµ��cW» � (3.19)Æ ist hierbei eine Normierungskonstante, die formal unendlich groß ist. Alle physikalischen Größen enthalten

diese Konstante nicht. Diesen formalen Ausdruck schreibt man um inÍ Ã Æ Ä ( Æ ¦�§�¨ © ��È�É ÏÑÐ ½ ñ �� í � ñD�= 	 oµ�£c ¿�® � (3.20)

Das großkanonische Potential ohne Unordnung ist nun nach (2.18) gegeben durchÌ Ã Æ Ä ( 5Î È�É ÏÑÐ ½ ñ �� í � ñ �= 	�o!��c ¿ � (3.21)
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Hinzu kommt im Prinzip eine formal unendlich große additive Konstante, die hier aber vernachlässigt wurde, da sie

nicht von physikalischen Größen abhängt. Gemeint ist hier also die Spur über den Logarithmus des Integralkerns,

der auch als TraceLog bezeichnet wird. Er ist definiert als Summe über die Logarithmen der Eigenwerte des

Integralkerns. Die Eigenwertgleichung liefert die Eigenwerte]EÊ � £ (Ò��ô±ñ89 £ �xËÌÊð��c�� (3.22)ËÌÊ bezeichnet hierbei die Energieeigenwerte des Systems, die gegebenenfalls auch die Anwesenheit eines Fallen-

potentials berücksichtigen können.

Somit berechnet sich die Spur über den Logarithmus des IntegralkernesÌ Ã Æ Ä ( 5Î � Ê ·�£ Å Z · ÏÑÐ {���ôþñ²9 £ �xËLÊ°��c�}F� (3.23)

Dieser Ausdruck ist noch nicht wohldefiniert, da nicht festgelegt ist, wie � Ã Æ Ä Z"Vr{ÎÍ%C ía(�*8} zu verstehen ist. In

Erwartungswerten sollen die gleichzeitigen Operatoren stets normalgeordnet sein, da sie aus einem normalgeord-

neten Hamilton-Operator abgeleitet werden. Daher ist nun íN( * als í£(Y: für :6_Ò*�C]:Ï® * zu interpretieren.

Dies führt auf den Ausdruck Ì Ã Æ Ä ( 5Î � Ê ·�£ Å Z · ÏÑÐ {���ôþñ²9 £ �xËLÊð��c�}�× û¥¤ ¦ 7 C (3.24)

wobei : wiederum eine infinitesimale Imaginärzeit darstellt. Auf Grund der Zeitordnung ist dieser Ausdruck wohl-

definiert. Außerdem ist er mathematisch gesprochen im Distributionensinne zu verstehen. Wie dieser Ausdruck

behandelt wird, findet sich beispielsweise in Fetter und Walecka [31, (25.32)]. Hier wird jedoch eine andere Be-

rechnungsmethode verwendet. Mit Hilfe der Poisson-Formel (A.7) schreibt man diese Summe um in Summe und

Integral Ì Ã Æ Ä ( 5Î � Ê ·�Ð Å Z · ñ Î=?> ¤ò·Z · ª 9 ÏÑÐ ºý�<ôþñ²9 �4ËLÊð��cW»H× û¥¤ Ã 7 Z\üTØ Ð Ä � (3.25)

An dieser Stelle wird der sogenannte Schwinger-Trick benötigt, d.h. die Identität5�3Ñ ( 5Ò {�¬W} ¤ ·Æ ª\u%× ZhÓ + u Ñ Z"V C ¬v_a*�CKÔï¦8{|��}�_K*�� (3.26)

Zur Ersetzung des Logarithmus zieht man diese dann in folgender Weise heran:ÏÑÐ {|��}ä(Ò� �� ¬ 5� Ñ ÁÁÁÁÁ Ñ ÅWÆ (Ò� �� ¬ © 5Ò {�¬W} ¤ò·Æ ª�u%× ZhÓ + u Ñ Z"V ® ÁÁÁÁÁ Ñ ÅWÆ � (3.27)

Beachtet man, dass man bei Distributionen stets Integrale vertauschen darf, folgt für den TraceLogÌ Ã Æ Ä ( 5Î �ïñ Î=?> � Ê ·�Ð Å Z · �� ¬ © 5Ò {�¬"} ¤ò·Æ ª�uUu Ñ Z"V × ZhÓ ÃªÕEÖ Z�Û Ä ¤ò·Z · ª 9 × û¥¤ Ã 7 Z\üTØ Ð 5 ü�Ó Ä ® ÁÁÁÁÁ Ñ ÅWÆ � (3.28)

Das 9 -Integral lässt sich sofort ausführen. Hier erhält man die ¡ -Distibution. Stehen bleibtÌ Ã Æ Ä ( 5Î � Î=?> � Ê ·�Ð Å Z · �� ¬ © 5Ò {�¬W} ¤ò·Æ ª\u�u Ñ Z"V × ZhÓ Ã¥Õ Ö Z�Û Ä =?>%¡ Ö : ñ � Î Ó��Ru Ý ® ÁÁÁÁÁ Ñ ÅWÆ � (3.29)Ò {�¬W} divergiert für ¬Ø× * wie 5�qH¬ [34, (8.321.1)]. Folglich bleibt übrigÌ Ã Æ Ä ( � 5Î Î � Ê ·�Ð Å Z · ©�¤K·Æ ª�u�u Z"V × ZhÓ Ã¥ÕÙÖ Z�Û Ä ¡ Ö : ñ � Î Ó¢�Ru Ý ®�� (3.30)
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Das letzte Integral lässt sich einfach ausführen. Auf Grund von :'®�* 5 tragen nur Summanden mit ÓxÚ�5 bei.

Das Ergebnis lautet nach Grenzübergang :Û® *Ì Ã Æ Ä ( � 5Î � Ê ·� Ð Å V 5Ó × Z�Ø Ð ÃªÕ Ö Z�Û Ä � (3.31)

Dies ist die Taylor-Reihe des Logarithmus, also giltÌ Ã Æ Ä ( 5Î � Ê ÏÑÐ # 5<�@× Z�Ø Ã¥Õ Ö Z�Û Ä $ � (3.32)

Semiklassisch und mit Hilfe der lokalen Dichte-Näherung wird die Summe über die Quantenzahlen durch ein Inte-

gral über Impulse und Orte ersetzt, und die quantenmechanischen Energien durch die 1-Teilchen Hamiltonfunktionß {���C�Ü�}ä(ÞÝ ¬� � �6'4{���} [27, Anhang B]. Das semiklassische Ergebnis für das großkanonische Potential lautet alsoÌ Ã Æ Ä ( 5Î ¤ ª « ¬kª «�ß{ö=?>%ñ } ¢ ÏÑÐ ½ 5<�@× Z�Ø ÃRà ¬¬ ´ 5 á Ã ¶PÄ Z�Û Ä ¿ � (3.33)

Das Ü -Integral lässt sich nach erneuter Entwicklung des Logarithmus ausführen. Hierzu definiert man die polylo-

garithmische Funktion âäã�{|�²} âåã�{|�²}�( ·�£ Å V � £« ã � (3.34)

Hinzu kommt die Definition der thermischen de-Broglie-Wellenlänge]U( =?>%ñ �	 Ó Ô # � (3.35)

Damit erhält man das Ergebnis Ì Ã Æ Ä (Ò� 5Î ] ¢ ¤^ª « ¬Ûâ ¢ � � 5 V Ö × Z�Ø Ã á Ã ¶PÄ Z�Û Ä Ý � (3.36)

Dieses Ergebnis ist das bekannte Ergebnis für das großkanonische Potential des idealen Bose-Gases [27, (4.1.19’)]

(in der Referenz ohne Falle).

3.4.1 Freies Bose-Gas

Zur Berechnung des großkanonischen Potentials des idealen freien Bose-Gases setze man in (3.36) '4{���}�()* . Die

Integration über den Raum liefert dann einen Volumenfaktor � .Ì Ã Æ Ä (Ò� �Î ] ¢ â ¢ � � 5 V Ö × ØrÛ Ý � (3.37)

3.4.2 Anisotrope harmonische Falle

Für das ideale Bose-Gas in einer anisotropen harmonischen Falle 'ð{���};(Yæ ¢û Å V � � 9��û ¬x�û liefert das Ergebnis (3.36)

den Ausdruck Ì Ã Æ Ä ( � 5Î 5{öñ Î �9 } ¢ â ¢ 5 V Ö × ØrÛ Ý � (3.38)

Hierbei stellt �96( Öèç ¢û Å V 9 û Ý V � ¢ das geometrische Mittel der Fallenfrequenzen dar.
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3.5 Erste Ordnung

Es folgt die Berechnung des großkanonischen Potentials in 1. Ordnung in & . Wie bereits erwähnt, kann hierbei

angenommen werden, dass es keine Wechselwirkung gibt. Eine Auswertung der Feynmanschen Störungsreihe

(3.17) liefertÌ Ã V Ä (Ò� 5= Î ñ � ¤ üFØÆ ª�í V ¤ üFØÆ ª�í � ¤ ª « ¬ V ¤ ª « ¬ � &k{�� V ��� � }]� Ã Æ Ä {�� V C í V �.� � C í � }]� Ã Æ Ä {�� � C í � �.� V C í V }F� (3.39)

Die Gleichung (3.8) liefert die ungestörten Greenschen Funktionen, und man erhältÌ Ã V Ä ( � 5= Î [ ñ � ¤ üFØÆ ª�í V ¤ üFØÆ ª\í � ¤ ª « ¬ V ¤ ª « ¬ � ¤ ª « Ó V{ö=?>~} ¢ ¤ ª « Ó �{ö=?>~} ¢ ·�£=± Å Z · ·�£ ¬ Å Z · &k{�� V ��� � }×eû�© ± Ã ¶ ± Z ¶ ¬ Ä# ��ô±ñ89 £�± � Ö üå¬,© ¬ ±� � ��c Ý $ ×7û�© ¬ Ã ¶ ¬ Z ¶ ± Ä# �<ôþñ²9 £ ¬ � Ö üå¬,© ¬¬� � �Nc Ý $ × Z�û¥¤ ¦ ± � ¨ ± Z Ã�¨ ¬ 5 7 Ä � × Z�û¥¤ ¦ ¬ � ¨ ¬ Z Ã�¨ ± 5 7 Ä � � (3.40)

Die richtige Operatorordnung wird hier erneut durch die Einführung infinitesimaler : erreicht. Auf Grund der

Periodizität der komplexen Exponentialfunktion und wegen der Definition der Matsubara-Frequenzen (3.7) ver-

schwinden bei Integration über eine der Imaginärzeiten í nun alle Terme mit « V à( « � . Daher kann man die

Integration über die í explizit durchführen. Außerdem kann man die ortsabhängigen Exponentialfunktionen zu-

sammenfassen:Ì Ã V Ä ( � 5= Î [ ñ � ¤^ª\«%¬ V ¤�ª�«%¬ � ¤ ª « Ó V{ö=?>~} ¢ ¤ ª « Ó �{ö=?>~} ¢ ·�£=± Å Z · ·�£ ¬ Å Z · &k{�� V �N� � }× û Ã © ± Zh© ¬ Ä Ã ¶ ± Z ¶ ¬ Ä# ��ôþñ²9 £=± � Ö ü ¬ © ¬ ±� � ��c Ý $ # ��ôþñ²9 £ ¬ � Ö ü ¬ © ¬¬� � ��c Ý $ ñ � Î � ¡ £=±�£ ¬ × û¥¤ ¦ ± 7 × û¥¤ ¦ ¬ 7 � (3.41)

Eine der « -Summen ist nun trivial durchführbar. Die Einführung von Differenzkoordinaten im Ortsraum �L(� V �£� � erlaubt die Berechnung eines der Ortsintegrale, welches einen Volumenfaktor liefert:Ì Ã V Ä ( � �= Î ¤ ª « ¬ ¤ ª « Ó V{ö=?>~} ¢ ¤ ª « Ó �{ö=?>~} ¢ ·�£ Å Z · &k{���}×7û ¶ Ã © ± Zh© ¬ Ä# ��ô±ñ89 £ � Ö ü ¬ © ¬ ±� � �Nc Ý $ # ��ôþñ²9 £ � Ö ü ¬ © ¬¬� � ��c Ý $ × � û�¤ ¦ 7 � (3.42)

Um die Summe über die « berechnen zu können, stellt man das Integral nun um:Ì Ã V Ä ( � �= Î ¤�ª « ¬¤ ª « Ó V{ö=?>~},¢ ¤ ª « Ó �{ö=?>~},¢ &k{���}× û ¶ Ã © ± Zh© ¬ Äü ¬ © ¬ ±� � � ü ¬ © ¬¬� � ¿À ·�£ Å Z · ×�� û¥¤ ¦ 7��ôþñ²9 £ � Ö ü ¬ © ¬ ±� � ��c Ý � ·�£ Å Z · ×�� û�¤ ¦ 7��ôþñ²9 £ � Ö ü ¬ © ¬¬� � ��c Ý ÁÂB� (3.43)

Man benutzt nun die Poisson-Formel (A.7) um die Summe über die « durch ein Integral ausdrücken zu können:Ì Ã V Ä ( � �= Î ñ Î=?> ¤ ª « ¬ ¤ ª « Ó V{ö=?>~} ¢ ¤ ª « Ó �{ö=?>~} ¢ &k{���} ×7û ¶ Ã © ± Zh© ¬ Äü9¬,© ¬¬� � � üå¬�© ¬ ±� �¿À ·�é Å Z · ¤ ·Z · ª 9 × û¥¤ Ã � 7 Z\üTØ é Ä��ôþñ²9v� Ö üå¬,© ¬ ±� � �£c Ý � ·�é Å Z · ¤ ·Z · ª�9 × û¥¤ Ã � 7 Z\üFØ é Ä�<ôþñ²9v� Ö ü9¬,© ¬¬� � ��c Ý ÁÂ � (3.44)
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Die 9 -Integrale lassen sich mit Hilfe des Residuensatzes berechnen. Auf Grund des infinitesimalen : bleibt dann

nur die Summe über positive Q£_K* übrig. Danach führt man den Grenzübergang :p® * durch:Ì Ã V Ä ( � � = ¤^ª « ¬s¤ ª « Ó V{ö=?>~},¢ ¤ ª « Ó �{ö=?>~},¢ &k{���}× û ¶ Ã © ± Zh© ¬ Äü ¬ © ¬¬� � � ü ¬ © ¬ ±� � ê ·�é Å V × Z�Ø é ë ø ¬ì�¬ ±¬ ´ Z�ÛCí � ·�é Å V × Z�Ø é ë ø ¬ì�¬¬¬ ´ Z�Ûtí î � (3.45)

Diesen Ausdruck kann man umschreiben, und man bekommt den AusdruckÌ Ã V Ä ( �M¤^ª « ¬s¤ ª « Ó V{ö=?>~} ¢ ¤ ª « Ó �{ö=?>~} ¢ &k{���} ×eû ¶ Ã © ± Zh© ¬ Äü ¬ © ¬ ±� � � ü ¬ © ¬¬� � ·�é Å V × Z�Ø é ë ø ¬ ì ¬ ±¬ ´ Z�Ûtí � (3.46)

Nun soll das Integral über z � berechnet werden. Dazu würde man gerne den Nenner mittels des Schwinger-

Tricks (3.26) in den Exponenten befördern. Dies ist beim vorliegenden Integral nicht möglich, da der Nenner kein

einheitliches Vorzeichen besitzt. Bei solchen Integralen verwendet man in der Feldtheorie daher eine Modifikation

des Schwinger-Tricks, die folgendermaßen abgeleitet werden kann [35]. Bekanntlich ist¤ ·Æ ª�í�× Z Ã¥ï Z�û + Ä ¨ ( 5ð ��ôÀ� ( ðð � �R� � �Mô �ð � �R� � � (3.47)

Der erste Summand ist hierbei für ð × * eine Darstellung der ¡ -Funktion. Es ergibt sich darausÏÑæÑçï 8 Æ ¤ò·Æ ª\í�× Z Ã¥ï Z�û + Ä ¨ (+>%¡²{|� }~�Mô%ñ 5� C (3.48)

wobei ñ den Hauptwert des Ausdrucks bezeichnet. Damit folgtñ 5� ( Ï�æÑçï 8 Æ Im ¤ò·Æ ª�í�× Z Ã¥ï Z�û + Ä ¨ C (3.49)

wobei Im den Imaginärteil des Ergebnisses bezeichnet. Dies benutzt man zur Berechnung des Integrals (3.46),

indem man dieses Integral als Hauptwertintegral ansieht:Ì Ã V Ä ( � ·�é Å V × Ø é Û ¤ ª « ¬k&k{���} ¤ ª « Ó V{ö=?>~},¢ ¤ ª « Ó �{ö=?>~},¢ × Z�Ø é ø ¬ ì ¬ ±¬ ´ × û ¶ Ã © ± Zh© ¬ ÄÏ�æÑçï 8 Æ Im ¤ò·Æ ª�í�× Z ïò¨ ¦�§D¨ © ô�ó ñ � z � V= 	 � ñ � z ��= 	 ôví ® � (3.50)

Wegen &k{���}°( &k{�����} kann man ×�û ¶ Ã © ± Zh© ¬ Ä durch ×eû ¶ Ã © ¬ Zh© ± Ä ersetzen. Durch Aufspaltung dieses Terms kann

man den Ausdruck daher umschreiben, und erhältÌ Ã V Ä ( � = ·�é Å V × Ø é Û ¤^ª�«�¬4&k{���} ÏÑæÑçï 8 Æ Im ¤ò·Æ ª\ím× Z ïò¨ ¤ ª « Ó V{ö=?>~} ¢ ¤ ª « Ó �{ö=?>~} ¢½ ¦�§�¨ © � Î Q ñ � z � V= 	 �MôY�ä{|z V �£z � }"�Rô ñ � z � V= 	 í4��ô ñ � z ��= 	 í ®�w¦�§�¨ © � Î Q ñD�Çz"� V= 	 �£ôY�ä{|z V �£z � }"�Mô ñD�7z"� V= 	 í4��ô ñ²�7z"��= 	 í ®¾¿ � (3.51)

Bei diesen z -Integralen handelt es sich um Gauß- und Fresnel-Integrale. Die analytische Integration liefert bei

beiden Summanden denselben Ausdruck, und das Ergebnis lautet nach Zusammenfassen der TermeÌ Ã V Ä ( � ·�é Å V × Ø é Û ¤ ª « ¬k&k{���} ÏÑæÑçï 8 Æ Im ¤ò·Æ ª�í°× Z ïò¨ ó 	=?>%ñ � ô ¢ 5º í%{|ím�Mô Î Q�}À» ¢ � �¦�§�¨ © � 	=Pñ � ½ 5ôþí � 5Î Qt��ôÀí ¿ � � ® � (3.52)
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Diese Formel gilt für allgemeines isotropes &k{���} , da bei ihrer Berechnung &k{���}�(µ&k{�����} verwendet wurde. In

manchen Fällen ist die Korrelationsfunktion aber durch deren Fouriertransformierte &k{|z~} gegeben,&k{���}�(2¤ ª « Ó{ö=?>~},¢ &k{|z~}�× û�© ¶ � (3.53)

Für diesen Fall schreibt man nun die Gleichung für die Korrektur des großkanonischen Potentials (3.52) so um,

dass man die Fouriertransformierte einsetzen kann. Mit der Fouriertransformierten (3.53) ist dann die Formel für

die Korrektur des großkanonischen Potentials (3.52) gleichbedeutend mitÌ Ã V Ä ( � ·�é Å V × Ø é Û ¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ &k{|z~} ÏÑæÑçï 8 Æ Im ¤ ·Æ ª\í°× Z ïõ¨ ó 	=?>%ñ � ô ¢ 5{|í%{|í°�6ô Î Q�}.} ¢ � �¤^ª « ¬ò¦�§D¨ © � 	=Pñ � ½ 5ôÀí � 5Î Qt�£ôÀí ¿ � � �MôÀzW� ® � (3.54)

Das � -Integral ist ein einfaches Gaußintegral und lässt sich berechnen. Man erhältÌ Ã V Ä ( � ·�é Å V × Ø é ÛQ ¢ � � ¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ &k{|z~} ÏÑæ�çï 8 Æ Im ¤ò·Æ ª�ím× Z ïò¨ ó 	=?>%ñ � Î ô ¢ � � ¦�§�¨ © � ñD�= 	 Î Q {|í � �Rô Î Q%í\}±z � ® �
(3.55)

3.5.1 Gauß-Korrelation

Nun wird auf den Fall einer Gaußschen Unordnungskorrelation spezialisiert:&k{���}�( &{ö=?>W� � } ¢ � � × Z÷ö ¬¬òø ¬ � (3.56)

Einsetzen in die Formel für die Korrektur des großkanonischen Potentials (3.52) liefertÌ Ã V Ä ( � ·�é Å V × Ø é Û ÏÑæÑçï 8 Æ Im ¤ò·Æ ª\ím× Z ïò¨ ó 	=?>%ñ � ô ¢ ¤ ª « ¬ &{ö=?>W� � } ¢ � � 5º í%{|í°�Mô Î Q�}À» ¢ � �¦�§D¨ © � ½ Î 	 Q=Pñ � 5í � �Mô Î Q%í � 5=r� � ¿ � � ® � (3.57)

Das � -Integral ist nun ebenfalls ein Gaußintegral, und man erhältÌ Ã V Ä ( � ·�é Å V × Ø é Û ó 	=?>%ñ � ô ¢ ÏÑæ�çï 8 Æ Im ¤ò·Æ ª�ím× Z ïò¨ & ½ ñ �ñ � {|í � �Rô Î Q%í\}%�M� � Î 	 Q ¿ ¢ � � � (3.58)

Nach Grenzübergang ð ® * lässt sich dieses Integral in �^(21 Dimensionen berechnen [34, (2.264.5)]. Sorgfältige

Auswertung an den Integrationsgrenzen liefert das ErgebnisÌ Ã V Ä ( � ·�é Å V × Ø é Û ó 	=?>%ñ � ô [ Im &¢ñ [ ê GGP� � 	 Î Q~ñ�òñ [ Î � Q � � =rô{�GP� � 	 �Rñ � Î Q�}åù � � 	 Î Q î � (3.59)

Damit ist die Korrektur zum großkanonischen Potential in erster Ordnung in & unter Verwendung der thermischen

de-Broglie-Wellenlänge berechnet zuÌ Ã V Ä ( �f� & Î= {ö=?>~} [ � � �8] [ ·�é Å V × é ØHÛú Q Ö � � � ü ¬ Ø éX � Ý � (3.60)



32 KAPITEL 3. FEYNMANSCHE STÖRUNGSTHEORIE FÜR # �
Es ist zu beachten, dass hier cüûS* gilt, was im Fall des freien Bose-Gases auch garantiert ist. Für �ý® * ist

dieser Term divergent, aber in allen physikalischen Größen verschwindet diese Divergenz, was insbesondere für

die Teilchendichte noch gezeigt wird. Mit Falle wird dies unter Benutzung der semiklassischen NäherungÌ Ã V Ä ( � ¤ ª « ¬ & Î= {ö=?>~} [ � � �8] [ ·�é Å V × é Ø � Û8Z á Ã ¶PÄ �ú Q Ö � � � ü ¬ Ø éX � Ý � (3.61)

Die Q -Summe konvergiert offenbar nur für cþûÒ'ð{���} . Dies legt das maximale chemische Potential als dasjenige

fest, bei dem es das minimale Fallenpotential erreicht. Insbesondere legt dies auch die Ausdehnung der Gaswolke

fest.

In Analogie zu Abschnitt 3.4.2 ergibt sich dann für das ideale Bose-Gas in einer anisotropen harmonischen Falle

bei Annahme einer Gaußschen Korrelation die Korrektur des großkanonischen Potentials in 1. Ordnung in & aus

(3.61) zu Ì Ã V Ä ( � & Î= {ö=?>~} [ � � � 5{öñ Î �9 } [ ·�é Å V × é ØHÛQ � Ö � � � ü ¬ Ø éX � Ý C (3.62)

falls cÏûK* .
3.5.2 Lorentz-Korrelation

In diesem Abschnitt wird auf eine Lorentz-Unordnungskorrelation spezialisiert. Sie ist im z -Raum definiert durch&k{|z~}�( &5;�6� � z � � (3.63)

Man setzt dies nun in die modifizierte Formel für die Korrektur des großkanonischen Potentials (3.55) explizit ein

und erhältÌ Ã V Ä ( � ·�é Å V ×7Ø é ÛQ ¢ � � ¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ &5ä�M� � z � ÏÑæÑçï 8 Æ Im ¤ò·Æ ª�í°× Z ïò¨ ó 	=?>%ñ � Î ô ¢ � � ¦�§�¨ © � ñ �= 	 Î Q {|í � �Mô Î Q%í\}±z � ® �
(3.64)

Man benutzt nun den Schwinger-Trick (3.26), um den z -behafteten Nenner in den Exponenten zu befördern.Ì Ã V Ä ( &�� ·�é Å V × Ø é ÛQ�¢ � � ¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ ÏÑæÑçï 8 Æ Im ¤K·Æ ª�ím× Z ïõ¨ ó 	=?>%ñ � Î ô ¢ � �¤ ·Æ ª\u%× ZhÓ ¦�§�¨ © � ½ ñ �= 	 Î Q {|í � �Mô Î Q%í\}"�RuW� � ¿ z � ® � (3.65)

Nun lässt sich das z -Integral berechnen. Anschließend fasst man einige Terme zusammen.Ì Ã V Ä ( &��{ö=?>~},¢ ·�é Å V × Ø é Û ÏÑæÑçï 8 Æ Im ¤ ·Æ ª\ím× Z ïò¨ 	 ¢ñ � ¢ ¤ ·Æ ª\u%× ZhÓ 5Ö í � �Mô Î Q%í�� � � Ø éü ¬ � � u Ý ¢ � � � (3.66)

In �	(�1 Dimensionen benutzt man nun erneut [34, (2.264.5)], und berechnet so nach Grenzübergang ð ®n* dasí -Integral: Ì Ã V Ä ( &��{ö=?>~} [ ·�é Å V × Ø é ÛQ 	 �G8ñ X Î ¤ò·Æ ª�u%× ZhÓ 5� � u�� ü ¬, � Î Q Im ê =� ô Î Q~ñù = 	 Î Q"� � u î � (3.67)
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Offenbar ist dies Ì Ã V Ä ( � &��{ö=?>~} [ ·�é Å V ×7Ø é Ûú Q 	 [ � �G ú =Pñ [ ú Î 5� [ ¤ ·Æ ª�u�u Z"V � � 5uU� ü ¬, � ÿ ¬ Î Q × ZhÓ � (3.68)

Dieses Integral lässt sich mit Gradshteyn [34, (3.383.7)] unter Beachtung von [34, (9.254.1)] berechnen, und das

Ergebnis lautet

Ì Ã V Ä ( � &��{ö=?>~} [ ·�é Å V ×7Ø é ÛQ > 	 �=Pñ X Î � � ¦�§D¨ ½ ñ � Î QA 	 � � ¿ ��5<� � � ñ � Î QA 	 � ��� � � (3.69)

Dabei ist
� {�¬W} das Wahrscheinlichkeitsintegral� {�¬W}�( =ú > ¤ ÑÆ ª�ó�× Z ù ¬ � (3.70)

Damit ist die Korrektur zum großkanonischen Potential auch für die Lorentz-Korrelation berechnet.

Benutzung der Gradshteyn-Formel [34, (8.254)] liefert die Erkenntnis, dass diese Summe für endliches � undcÏûa* konvergiert, denn es gilt für große � die asymptotische Entwicklung×��Dºý5<� � { ú � }À»"( 5ú >�� � 5= ú > 5� [ � � �wå7å7å%� (3.71)

Hierbei ist zu beachten, dass die Reihenentwicklung (3.71) keine konvergente Reihe liefert. Sie besitzt jedoch ein

endliches Restglied, dessen Maximum abgeschätzt werden kann. Außerdem gilt auch hier, dass Divergenzen für�T® * nur scheinbar auftreten. Mit Falle erhält man in semiklassischer Näherung

Ì Ã V Ä ( �v¤�ª\«~¬ &{ö=?>~} [ ·�é Å V × Ø é � Û Z á Ã ¶?Ä �Q > 	 �=Pñ X Î � � ¦�§�¨ ½ ñ²� Î QA 	 � � ¿ �f5ï� � � ñ � Î QA 	 � � � � � (3.72)

Benutzung der asymptotischen Entwicklung (3.71) liefert die Erkenntnis, dass diese Summe für endliches � undcÏû+'ð{���} konvergiert.

Auch hier geht man nun analog zu Abschnitt 3.4.2 vor, und man erhält für das ideale Bose-Gas in einer anisotropen

harmonischen Falle bei Annahme einer Lorentz-Korrelation die Korrektur des großkanonischen Potentials in 1.

Ordnung in & aus (3.72) zu

Ì Ã V Ä ( � &{ö=?>~} [ � � ·�é Å V ×eØ é ÛQ - � � > ú 	 Î=Pñ²� � 5{öñ Î �9 } [ ¦�§�¨ ½ ñ � Î QA 	 � � ¿ ��5�� � � ñ � Î QA 	 � � � � � (3.73)

Diese Reihe ist konvergent für cÏûK* .
3.6 Selbstenergie und renormiertes chemisches Potential

Bekanntlich tritt der Phasenübergang von der Gasphase in die Kondensatphase an der Stelle auf, an der die Green-

sche Funktion divergiert. Die Unordnung verändert das kritische chemische Potential, für das diese Divergenz

auftritt. Diese Störung kann durch die Selbstenergie ausgedrückt werden. Im Folgenden wird daher über die Selbst-

energie das kritische chemische Potential berechnet.
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3.6.1 Definition der Selbstenergie und des renormierten chemischen Potentials

Zunächst betrachte man die Definition des Inversen der Greenschen Funktion, welches in diesem Zusammenhang

synonym auch als Integralkern bezeichnet wird.¤ üFØÆ ª�íï¤^ª « ¬ � Z"V {�� V C í V �.��C í\}]�4{���C íc�.� � C í � }�(2ñD¡D{�� V ��� � }�¡D{|í V �£í � }F� (3.74)

Bei Annahme eines wechselwirkungsfreien Gases ( �4()* ) ohne Unordnung ( &�()* ) ist dann� Z"V {�� V C í V �.� � C í � }�(0� Ã Æ Ä Z"V {�� V C í V �.� � C í � }F� (3.75)

Mit Unordnung und Wechselwirkung definiert man (vgl. [31, (9.31)])� Z"V {�� V C í V �.� � C í � }�(0� Ã Æ Ä Z"V {�� V C í V �.� � C í � }¾�@ñ�	{�� V C í V �.� � C í � }F� (3.76)

Hierbei ist nun 	 die erwähnte Selbstenergie. Im Folgenden wird erneut verwendet, dass ohne Wechselwirkung

gearbeitet wird ( �4(+* ).
Setzt man (3.76) in (3.74) ein, so erhält man die Dyson-Gleichung [31, (20.20)]�4{�� V C í V �.� � C í � } ( � Ã Æ Ä {�� V C í V �.� � C í � }%�K¤ üTØÆ ª�íï¤ üFØÆ ª�í � ¤^ª�«~¬s¤^ª\«~¬ �� Ã Æ Ä {�� V C í V �.��C í\}
	{���C íc�.� � C í � }]�4{�� � C í � �.� � C í � }F� (3.77)

Man möchte nun die Stelle des Phasenübergangs bestimmen. An dieser Stelle divergiert die Korrelationsfunktion.

Insbesondere gilt also für das funktionale Inverse der Greenschen Funktion, den Integralkern, dass es an dieser

Stelle verschwinden muss. Kommt man von hohen Temperaturen, d.h. c ist stark negativ, so geschieht dies bei

Beachtung einer Falle an der Stelle, an welcher das effektive chemische Potential, in welchem sich das Teilchen

bewegt, ��c���¾{���C.c�}�( � Z"V {|zv( Í%C.9 £ (+*��.��}FC (3.78)

räumlich gesehen sein Maximum hat. �kZ"VH{|zJC.9 £ �.��} ist hierbei der Integralkern mit der Substitution c�® c£�'4{���} , wobei '4{���} das Fallenpotential ist. Das entspricht der Behandlung der Falle in der lokalen Dichte-Näherung,

wie in Abschnitt 3.3 erwähnt. Hierbei ist zu beachten, dass sich die räumliche Fouriertransformation nur auf die

Relativkoordinate � V ��� � bezieht, und nicht auf die Schwerpunktskoordinate {�� V �N� � }.q?= . Ohne Falle würde das

effektive chemische Potential am Phasenübergang lediglich verschwinden, d.h.c���¾{�c�}�(+*�� {���� Ð ¦���� ÏÑÏ ¦H} (3.79)

Dies entspricht der Divergenz der Greenschen Funktion. Der Grund dafür, dass das effektive chemische Potential

mit Falle räumlich maximiert wird, liegt ebenfalls an der Divergenz der Greenschen Funktion an der Phasengrenze.

Insbesondere heißt das � c���J{���C.c�}� � ()*�� { ç�æ�� ��� Ï�Ï ¦r} (3.80)

Die Fourier-Matsubara-Transformierte einer Funktion ist in (3.6) definiert. Die des Integralkerns ist damit definiert

durch � Z"V {�� V �N� � C í V �@í � �.��}�( 5ñ Î ·�£ Å Z · × Z�û¥¤§¦ Ã¥¨ ± Z ¨ ¬ Ä ¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ × û�© Ã ¶ ± Z ¶ ¬ Ä � Z"V {|zJC.9 £ �.��}F� (3.81)
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Man beachte, dass die Ortsabhängigkeit des Potentials 'ð{���} , welche durch das letzte, durch ein Semikolon abget-

rente � , dargestellt wird, auch in �4Z"VH{ Ü;C.9 £ �.��} noch vorhanden ist. Diese wird also nicht mittransformiert, da sich

die Fourierttransformation nur auf die Relativkoordinate � V �@� � bezieht! Die Fourier-Matsubara-Transformierte

der Selbstenergie ist analog definiert:	{�� V �N� � C í V �@í � �.��}�( 5ñ Î ·�£ Å Z · × Z�û¥¤ ¦ Ã¥¨ ± Z ¨ ¬ Ä ¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ × û�© Ã ¶ ± Z ¶ ¬ Ä 	¢{|zJC.9 £ �.��}F� (3.82)

Damit folgt für �°Z"V�{|zJC.9 £ �.��} nach Definition der Selbstenergie (3.76)� Z"V {|zJC.9 £ �.��}ä( ©<��ôþñ²9 £ � ñ � z �= 	 ��'4{���}J��c¼®��@ñ�	{|zJC.9 £ �.��}F� (3.83)

Hieraus folgt im Falle des homogenen, idealen Bose-Gases, da 	{|zJC.9 £ �.��}ï(Ò* ist, sofort c~$f(µ* , was bekann-

termaßen den richtigen Wert des kritischen chemischen Potentials, d.h. des chemischen Potentials am Phasenüber-

gang liefert.

Nach Definition der Greenschen Funktion bzw. deren Inversen (3.74) folgt damit für den Zusammenhang zwischen

den Fourier-Matsubara-Transformierten�4{|zJC.9 £ �.��}�( ñ� Z"V {|zJC.9 £ �.��} � (3.84)

Der Phasenübergang taucht wie erwähnt (3.78) an der Stelle auf, an der das effektive chemische Potential extremal

ist (3.80) bzw. verschwindet (3.79). Aus der Extremalbedingung (3.80) folgt ein Wert für � , der als �;��� â bezeichnet

wird, da er offenbar das räumliche Minimum der Falle bezeichnet.

Dann folgt aber für den Zusammenhang zwischen Selbstenergie und chemischem Potential am Phasenübergang

aus der Bedingung des Verschwindens des transformierten Integralkerns (3.83) bei 9 £ ()* , zB(0Í sofort*�(wc%$~�Kñ�	¢{|zB( Í"C.9 £ (w*��.��(w�"��� â }¾�R'4{��"��� â }F� (3.85)

Der Phasenübergang geschieht also ohne Selbstenergie an der Stelle, an der das chemische Potential c das Mini-

mum der Falle erreicht. Wenn man ohne Falle und Unordnung rechnet, muss c bekanntlich * erreichen. c geht an

der Phasengrenze also gegen einen kritischen Wertc%$�(Ò�fñ�	¢{|zv( Í"C.9 £ ()*��.�N(w�"��� â }"��'4{��"��� â }F� (3.86)

Mit der Definition c��<(wct��c%$ (3.87)

für das renormierte chemische Potential folgt sofort, dass dieses am Phasenübergang verschwindet, d.h. der Pha-

senübergang geschieht für c�� c $ , was analog ist zu c � � * .
Eingesetzt folgt für das renormierte chemische Potential:c��<(wc��òñ�	{|z ( Í"C.9 £ ()*��.� ()�"��� â }J�M'4{��"��� â }F� (3.88)

Falls man ohne Falle rechnet, so hat die transformierte Selbstenergie keine explizite Ortsabhängigkeit. Folglich

kann dann auf das letzte Argument in der Selbstenergie im obigen Ausdruck verzichtet werden.
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3.6.2 Störungsreihe für die Greensche Funktion

Die Greensche Funktion in einem Zufallspotential ist bei Betrachtung der Unordnung offenbar das Unordnungs-

mittel der normalen Greenschen Funktion, d.h.�4{�� V C í V �.� � C í � }�( 5Í /^¯�ìØ/^¯�ì î ì�{�� V C í V }þì î {�� � C í � }�× Z �2� � � � ����� ü � (3.89)

Um diesen Mittelwert berechnen zu können, ist es sinnvoll, erneut die Replika-Methode zu verwenden. Daher wirdìs{�� V C í V }þì î {�� � C í � } mit ì � {�� V C í V }þì î� {�� � C í � } identifiziert, und es werden weitere / �a5 solcher Kombinationen

von Bose-Feldern eingeführt, sodass der Erwartungswert lautet�4{�� V C í V �.� � C í � }�( 5Í Ü � Ü´�e� Å V / ¯fì �e� / ¯�ì î�e� � ì � {�� V C í V }þì î� {�� � C í � }²¦�§�¨ � � 5ñ Ü��e� Å V � º ì î�e�YC.ì �e� » � � (3.90)

Da die rechte Seite wie die linke Seite vom Replika-Index � unabhängig ist, erhält man im Replika-Limes / ® *�k{�� V C í V �.� � C í � }�( ÏÑæ�çÜ è Æ 5/ Ü�� Å V 5Í Ü � Ü´�e� Å V /^¯�ì �e� /^¯�ì î�e� � ì � {�� V C í V }þì î� {�� � C í � }²¦�§D¨Û��� 5ñ Ü��e� Å V � º ì î�e� C.ì �e� » � �(3.91)

Die Unordnungsmittelung kann nun durchgeführt werden, und das Ergebnis lautet�4{�� V C í V �.� � C í � }�( ÏÑæÑçÜ;è Æ 5/ Ü�� Å V 5Í Ü � Ü´� � Å V /^¯�ì �e� /^¯�ì î�e� � ì � {�� V C í V }þì î� {�� � C í � }�× Z ����� ����� ����� ü � (3.92)

Hierbei stellt
� Ü º ì¼îrC.ì�» die Replika-Wirkung dar, die mittels� Ü º ì î C.ìä»"( � Ã Æ Ä º ì î C.ìä»�� � Ã � â�� Ä º ì î C.ì�»�� � Ã�� Ä º ì î C.ì�» (3.93)

definiert ist, wobei die einzelnen Teilwirkungen, (2.47), (2.50) und (2.52), schon in Kapitel 2 hergeleitet worden

sind. Um die Greensche Funktion (3.92) berechnen zu können, führt man das erzeugende FunktionalÍUº ¹ î CÀ¹?»%(�� Ü´� Å V / ¥°ì î� / ¥°ì �f� × Z � � � � � � �E� Â � � Â ��� ü (3.94)

ein. Jedes Bose-Feld ì<î� {���C í\}FC.ì � {���C í\} wird hierbei an ein zugehöriges Stromfeld ¹ � {���C í\}FCÀ¹8î� {���C í\} gekoppelt,

mittels der Wirkung� Ü º ì î C.ìïCÀ¹ î CÀ¹?»W( � Ü º ì î C.ì�»�� ¤ üFØÆ ª�í ¤ ª « ¬ Ü�� Å V ¹ ¹ î� {���C í\}þì � {���C í\}��Mì î� {���C í\}|¹ � {���C í\}�º � (3.95)

Durch funktionale Ableitung nach den Strömen erhält man so die Greensche Funktion:�4{�� V C í V �.� � C í � }�( ÏÑæÑçÜ;è Æ ñ �/ Ü�� Å V ¡ � ÍUº ¹ î CÀ¹?»¡Ç¹ î� {�� V C í V }�¡Ç¹ � {�� � C í � } ÁÁÁÁÁ Â
� Ã ¶ � ¨ ÄËÅWÆÂ7Ã ¶ � ¨ Ä�ÅWÆ � (3.96)

Möchte man die Greensche Funktion jetzt störungstheoretisch behandeln, so braucht man noch zwei weitere

Feynman-Regeln, die die Ströme berücksichtigen:¸
Konjugierter Strom: § 5 ° ¹ î��± {�� V C í V }�C (3.97)
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Strom: 5 § ° ¹ ��± {�� V C í V }�� (3.98)

Für die in den Strömen quadratischen Beiträge zur Zustandssumme treten neben den stromlosen Schleifen nun

auch Schleifen mit zwei Strömen auf:§ §5 = å7å7å ³ �K5 ³ � Ü���± Å V Ü�� ¬ Å V å7å7å Ü��§´�µ ± Å V Ü��§´ Å V ¡ ��±%� ¬ å7å7åF¡ � ´�µ ± � ´ ()/v� (3.99)

Die in den Strömen quadratischen Beiträge zum großkanonischen Potential liefern also ebenfalls einen Faktor / ,

genau wie die Diagramme, welche eine einzelne Schleife zwischen den u-Vertizes enthalten. Daher ist es sofort

möglich zu entscheiden, welche Diagramme im Replika-Grenzfall / ® * übrig bleiben. Es sind dies die Dia-

gramme mit genau einer strombehafteten Schleife, und ohne weitere Schleifen. Damit folgt für die Störungsreihe

in & für die Greensche Funktion, wenn man die Wechselwirkung nicht beachtet,��(0� Ã Æ Ä �K= V � �)å7å7å%� (3.100)

Daraus liest man die Greensche Funktion bis zur ersten Ordnung in & ab:�4{�� V C í V �.� � C í � } ( � Ã Æ Ä {�� V C í V �.� � C í � }"� 5ñ � ¤ üTØÆ ª�íï¤ üFØÆ ª�í � ¤�ª « ¬s¤^ª « ¬ �&k{��t�£� � }]� Ã Æ Ä {�� V C í V �.��C í\}]� Ã Æ Ä {��NC íc�.� � C í � }]� Ã Æ Ä {�� � C í � �.� � C í � }%�wå7å7å � (3.101)

Durch Iteration der Dyson-Gleichung (3.77), indem man immer wieder die Greensche Funktion auf der rechten

Seite von Gleichung (3.77) einsetzt, erhält man die Dyson-Reihe für die Greensche Funktion. Im Vergleich mit der

Störungstheorie 1. Ordnung in & , also mit Gleichung (3.101), sieht man, dass man auch die Selbstenergie nach R

entwickeln kann. Ein Vergleich der beiden Gleichungen liefert	{�� V C í V �.� � C í � } ( 5ñ � &k{�� V ��� � }]� Ã Æ Ä {�� V C í V �.� � C í � }~�wå7å7å;� (3.102)

3.6.3 Berechnung des renormierten chemischen Potentials

Nachdem die Notwendigkeit erläutert wurde, ein renormiertes chemisches Potential einzuführen, folgt nun dessen

Berechnung. Zunächst wird die Fourier-Matsubara-Transformierte der Selbstenergie berechnet.	{|zJC.9 £ }�( ¤ üTØÆ ª�íï¤^ª�«~¬�× û¥¤§¦ ¨ × Z�ûª© ¶ 	¢{���C íc��Í"C *8}F� (3.103)

Einsetzen des störungstheoretischen Ergebnisses für die Selbstenergie (3.102) mit Benutzung der ungestörten

Greenschen Funktion (3.8) führt auf die Gleichung	{|z V C.9 £ ± } ( 5ñ � Î ¤ ª « ¬ ¤ üFØÆ ª\í ¤ ª « Ó �{ö=?>~},¢ ·�£ ¬ Å Z · &k{���} ×eû
¶ Ã © ¬ Zh© ± Ä ×7û ¨rÃ ¤§¦ ± Z�¤§¦ ¬ Ä��ôþñ²9 £ ¬ � Ö üå¬�© ¬¬� � ��c Ý � (3.104)

Die Integration über í liefert nur einen Beitrag für « V ( « � . Damit lässt sich auch die « -Summe durchführen:	{|z V C.9 £ }�( 5ñ ¤ ª « ¬ ¤ ª « Ó �{ö=?>~},¢ &k{���} × û ¶ Ã © ¬ Zh© ± Ä��ôþñ²9 £ � Ö üå¬,© ¬¬� � ��c Ý � (3.105)
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Zur Berechnung des z � -Integrals verwendet man erneut den Schwinger-Trick (3.26). Dies liefert das Integral	{|z V C.9 £ } ( 5ñ ¤^ª�«�¬a¤ ª « Ó �{ö=?>~} ¢ ¤ò·Æ ª�u"&k{���}�× ZhÓ ë Z�ûúü�¤§¦ 5 ø ¬ ì ¬¬¬ ´ Z�Û í × û ¶ Ã © ¬ Zh© ± Ä � (3.106)

Das Integral über z � ist nun ein Gaußintegral. Das Ergebnis lautet	{|zJC.9 £ }�( 5ñ ó 	=?>%ñ � ô ¢ � � ¤�ª�«~¬4&k{���}�× Z�ûª© ¶ ¤ò·Æ ª�uUu Z ¢ � � ¦�§�¨4©<�<u�{���ô±ñ89 £ ��c�}J� � � 	=?u%ñ � ®�� (3.107)

Dieses Integral ist trotz des negativen Exponenten vor der Exponentialfunktion nicht divergent, da diese ein inver-

ses u im Exponenten stehen hat. Mittels Gradshteyn [34, (3.471.9)] und [34, (8.469.3)] lässt sich dieses Integral in��(+1 Dimensionen berechnen. Die Voraussetzungen sind hier erfüllt. Das Ergebnis lautet	{|zJC.9 £ }�( 5ñ 	=?>%ñ � ¤^ª [ ¬ &k{���}� �;� ¦�§�¨ � �ï=�� 	=Pñ � {���ct��ô±ñ89 £ }7� �;�?�£ôÀzW� � � (3.108)

An dieser Stelle führt man nun zwei Vereinfachungen durch: Zum einen soll das Integral nur für zL( Í und9 £ ()* berechnet werden, zum anderen sei räumliche Isotropie angenommen. Damit ergibt sich für das Integral	{|z ( Í"C.9 £ ()*8}�( = 	ñ [ ¤K·Æ ª ¬ð¬x&k{�¬W}²¦�§�¨Û�s�ï=r¬�� 	=Pñ � {���c�} � � (3.109)

Da die Selbstenergie für jede beliebige isotrope Korrelation des Zufallspotentials &k{�¬"} positiv ist, ist das chemische

Potential ohne Falle nach dem Ergebnis für das kritische chemische Potential (3.86) stets negativ, da es bereits vor

dem Erreichen von cv(+* zum Phasenübergang kommt.

3.6.4 Gauß-Korrelation

Nun spezialisiert man auf den Fall einer Gaußschen Korrelation (3.56). Das entstehende Integral ist	{|zB( Í"C.9 £ ()*8}�( = 	 &{ö=?>%ñ [ � � } [ � � ¤ ·Æ ª ¬ð¬ï¦�§�¨Û��� ¬ �=r� � �@=r¬�� 	=Pñ � {���c�} � � (3.110)

Dieses Integral lässt sich mittels [34, (3.462.5)] ebenfalls berechnen, und das Ergebnis lautet	¢{|zv( Í"C.9 £ ()*8}�( = 	ñ [ & »½�¾ 5{ö=?>~} [ � � � �! � �� ü ¬ c=?> × Z ´ø ¬ Û ÿ ¬ ê 5<� � � � � 	 ñ � c"� � � î Ã ÄÅ � (3.111)� {�¬W} ist wiederum das Wahrscheinlichkeitsintegral (3.70). Nun kann man das renormierte chemische Potential

nach dessen Definition (3.88) bei Annahme einer Gaußschen Korrelation hinschreiben, wobei die Falle in lokaler

Dichte-Näherung berücksichtigt wird:c���( ct�R'4{��"��� â }"� = 	{ö=?>~} [ � � ñ � � &� 	>%ñ � &"� 	=Pñ � º 'ð{��"��� â }J��cW» × ´ø ¬ � á Ã ¶$# � � Ä Z�Û � ÿ ¬ ê 5<� � � � 	 ñ � º 'ð{��"��� â }���cW»Ñ� � � î � (3.112)

Damit ist c%� im Falle der Gaußschen Korrelation berechnet. Das kritische chemische Potential ist bei einer Ent-

wicklung nach & bis zur ersten Ordnung nach (3.86)c%$�( 'ð{��"��� â }�� = 	{ö=?>~} [ � � ñ � � &ð� (3.113)
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Ohne Falle ist es offenbar negativ. Entwickelt man c mit Hilfe von Gleichung (3.112) um c&� bis zur ersten Ordnung

in & , so erhält man c ( c�����'ð{��"��� â }¾� = 	{ö=?>~} [ � � ñ � � &� 	>%ñ � &"� � 	=Pñ � c��;× Z ´ø ¬ ÿ ¬ Û(' ê 5<� � � � � 	 ñ � � � c�� � î � (3.114)

3.6.5 Lorentz-Korrelation

Nun wird auf den Fall einer Lorentz-Korrelation (3.63) spezialisiert. Zunächst soll die Fouriertransformierte des

Ausdrucks berechnet werden. Es ist &k{���}�( ¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ &k{|z~}�× û�© ¶ � (3.115)

Setzt man &k{|z~} im Lorentz-Fall (3.63) dort ein, und schreibt den Ausdruck in ��(+1 Dimensionen in Kugelkoor-

dinaten, so erhält man&k{���}�( &{ö=?>~} [ ¤R·Æ ª\Ó<¤*)Æ ª�+ä¤ � )Æ ª-,4Ó ��. æÑÐ {/+²} 55 �M� � Ó � × û Ð Ñ1032
4 Ã65 Ä C (3.116)

mit Ó�(!� zä� und ¬t(!� �;� . Die Integrale über die Winkel lassen sich durch Substitution durchführen, und man erhält&k{���}�( &=?> � ¬ ¤ ·Æ ª\Ó Ó5ä�R� � Ó � . æ�Ð {öÓD¬W}F� (3.117)

Diese Integral berechnet sich nach Gradshteyn [34, (3.723.3)] zu&k{���}�()&k{�¬W}�( &G >W� � 5¬ × Z&7 ø � (3.118)

Diesen Ausdruck setzt man nun in den Ausdruck für die Selbstenergie (3.109) ein:	{|z ( Í"C.9 £ ()*8} ( 	 &=?>%ñ [ � � ¤ ·Æ ª�¬M¦�§�¨Û����¬ � 5� �R=�� 	=Pñ � {���c�} � � � (3.119)

Integration ergibt somit 	{|zv( Í%C.9 £ ()*8} ( 	 &=?>%ñ [ � 55;�ò=r�  � �� üå¬ c � (3.120)

Das renormierte chemische Potential im Falle der Lorentz-Korrelation ist bei Behandlung der Falle in semiklassi-

scher Näherung nach dessen Bestimmungsgleichung (3.88) damitc��<(wct�R'4{��"��� â }"� 	 &=?>%ñ � � 55;�ò=r�  �� ü ¬ º 'ð{��"��� â }J��cW» � (3.121)

Das kritische chemische Potential ist auch hier bei einer Entwicklung nach & bis zur ersten Ordnung durch (3.86)

berechenbar: c%$�(�'4{��"��� â }J� 	 &=?>%ñ � � � (3.122)

Auch hier ist es im Fall des homogenen Bose-Gases negativ. Nun entwickelt man erneut c um c&� bis zur ersten

Ordnung in & , nun mit Hilfe von Gleichung (3.121), und erhält socv(wc � �w'ð{�� ��� â }¾� 	 &=?>%ñ � � 55;�K=r�  � �� ü ¬ c�� � (3.123)
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3.7 Verschiebung der kritischen Temperatur

Zunächst wird die Teilchendichte benötigt. Sie ist definiert durchQä{Ë#ïC.c�} ( � 5� � Ì¢{Ë#ïC.c�}� c ÁÁÁÁÁ 8 � 9 � (3.124)

Hierbei ist es nach dieser Rechnung sinnvoll, das chemische Potential durch das renormierte Potential zu ersetzen,

da dann die Näherungen bei Annäherung an die Phasengrenze besser durchgeführt werden können.

3.7.1 Freies Bose-Gas

Gauß-Korrelation

Für das freie Bose-Gas und bei Annahme einer Gaußschen Unordnungskorrelation ergibt sich nach dem Ergebnis

für das ungestörte großkanonische Potential (3.37) und dessen Korrektur bei Annahme einer Gauß-Korrelation

(3.60) dessen großkanonisches Potential in ¯�(21 Dimensionen bis zur ersten Ordnung in & zuÌa(Ò� �Î ] [ â - � � Ö × ØrÛ Ý �6� & Î= {ö=?>~} [ � � �8] [ ·�é Å V × é ØHÛú Q Ö � � � ü ¬ Ø éX � Ý � (3.125)

Daraus berechnet man die Teilchendichte Q mittels der Ableitung (3.124):Qv( 5] [ â [ � � Ö × ØrÛ Ý � & Î �= {ö=?>~} [ � � �8] [ ·�Ð Å V ú Ó × Ð ØrÛÖ � � � ü ¬ Ø ÐX � Ý � (3.126)

Nun drückt man c durch c:� aus, gemäß (3.114), und erhältQ ( 5] [ â [ � � Ö × ØrÛ(' Ý � & Î �= {ö=?>~} [ � � �8] [ ·�Ð Å V ú Ó�× Ð ØrÛ('Ö � � � ü ¬ Ø ÐX � Ý� 5] [ â V � � Ö × ØHÛ ' Ý Î �f� = 	{ö=?>~} [ � � ñ � � &a� 	>%ñ � &"� 	=Pñ � {���c��7}.× ´ø ¬ Ã Z�Û;' Ä ÿ ¬ ê 5ï� � � � 	 ñ � {���c��7}þ� � � î � �
(3.127)

Dies stellt man um und drückt eine der polylogarithmischen Funktionen â V � � durch die definierende Reihe (3.34)

aus: Q ( 5] [ â [ � � Ö × ØHÛ ' Ý � = 	 Î] [ {ö=?>~} [ � � ñ � � & ·�Ð Å V × Ð ØrÛ ' ¿À ú ÓÖ X �ü ¬ Ø � � �òÓ Ý � 5ú Ó ÁÂ� 5] [ â V � � Ö × ØHÛ ' Ý 	 Î>%ñ � &"� 	=Pñ � {��<c���}.× ´ø ¬ Ã Z�Û ' Ä ÿ ¬ ê 5<� � � � 	 ñ � {���c���}þ� � � î � (3.128)

An der Phasengrenze geht c<� c $ bzw. c � � * . Für die polylogarithmische Funktion â V � � É ×7ØrÛ('eÊ ist die

Robinson-Formel (B.14) zu beachten. An der Phasengrenze erhält man

Qv( 5] [$ â ó 1= ôa� = 	 Î $] [$ {ö=?>~} [ � � ñ � � & ·�Ð Å V ¿À 5ú Ó � ú ÓÖ X �ü ¬ Ø � � �KÓ Ý ÁÂ � =?>"& Î �$] y$ � (3.129)
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Die auftretende Summe ist hier offenbar konvergent. Für � ® * verschwindet dieser Term. In der Teilchendichte

gibt es also keinen divergierenden Beitrag.

Für &S(�* folgt die kritische Temperatur des freien Bose-Gases ohne Unordnung, wenn man die Definition der

thermischen de-Broglie-Wellenlänge (3.35) berücksichtigt. Für die kritische Teilchendichte ergibt sich damitQ ( 5] Ã Æ Ä [$ â ó 1= ô ( � 	=?>%ñ � Î Ã Æ Ä$ � [ � � â ó 1= ô � (3.130)

Daraus folgt sofort die ungestörte kritische Temperatur des freien Bose-Gases [26, (3.162)]Ó²Ô¾# Ã Æ Ä$ ( =?>%ñD�	 ê Qâ É [� Ê î � � [ � (3.131)

Nun setzt man in die Gleichung für die gestörte kritische Teilchendichte (3.129) # $ (n# Ã Æ Ä$ �µoð# $ ein, und

entwickelt bis zur 1. Ordnung in & . So ergibt sich

Qv( 5] Ã Æ Ä [$ âpó 1= ô � 5;� 1Poð#W$=H# Ã Æ Ä$ � � = 	 Î Ã Æ Ä$] Ã Æ Ä [$ {ö=?>~} [ � � ñ � � & ·�Ð Å V ¿À 5ú Ó � ú ÓÖ X �ü9¬±Ø $ ����� � � �KÓ Ý ÁÂ � =?>"& Î Ã
Æ Ä �$] Ã Æ Ä y$ � (3.132)

# Ã Æ Ä$ und ] Ã Æ Ä$ eingesetzt erhält manoð#W$# Ã Æ Ä$ ( G 	 �1Râ É [� Ê V � [ {ö=?>~} - � � ñ X � &Q � � [ ·� Ð Å V ¿À 5ú Ó � ú ÓÖ A?>�{��?Q V � [ } � â É [� Ê Z � � [ �òÓ Ý ÁÂ6� 	 �1?>%ñ X â É [� Ê � � [ &Q V � [ � (3.133)

Der Grenzübergang �T® * ist hier wohldefiniert und daher möglich. Man erhält offenbaro°#"$# Ã Æ Ä$ (Ò� 	 �1?>%ñ X â É [� Ê � � [ &Q V � [ � (3.134)

Dies ist das Ergebnis, welches Lopatin und Vinokur bereits berechnet haben [20]. Man möchte nun einen dimensi-

onslosen Ausdruck für die Verschiebung bekommen. Setzt man &�(�� ������ Q"����� und �?�����( � ) ü ¬� �²����� , wobei Q%�����
die Dichte der Streuzentren bezeichnet und � ����� deren Größe [16], folgt daraus ein vereinfachter Ausdruck für die

Temperaturverschiebung. Dieser Ausdruck, der die Dichte der Streuzentren und deren Größe enthält, ist allerdings

eine modellspezifische Interpretation. Man sieht jedoch, dass QJ�����H�²������ die Dimension einer inversen Länge hat.

Daher wird stattdessen eine typische Länge l definiert, und zwar mittels&�( ó =?>%ñD�	 ô � 5l � (3.135)

Setzt man dies in die Temperaturverschiebung (3.134) ein, so erhält mano°#"$# Ã Æ Ä$ ( G1 ú =?> â É [� Ê V � [ �?l8Q � � [ ·�Ð Å V ¿À 5ú Ó � ú ÓÖeA?>�{��?Q V � [ } � â É [ � Ê Z � � [ �KÓ Ý ÁÂR� G >1Râ É [ � Ê � � [ l Q V � [ � (3.136)

Bei Annahme einer konstanten Teilchendichte Q ist dieses Ergebnis in Abbildung 3.1 für 5�qrl8Q<V � [f()*�Ce5 aufgetra-

gen. Die Grafik wurde mit Mathematica erstellt [36], wie auch alle anderen Grafiken in dieser Arbeit, wenn nicht

explizit etwas anderes angegeben wurde. Für kleine Korrelationslänge gibt es zunächst eine deutliche negative

Verschiebung. Diese wird für große Korrelationslänge immer kleiner, wechselt ihr Vorzeichen, und geht für große

Korrelationslänge gegen eine positive Konstante. Dies kann man auch durch analytische Rechnung bestätigen, wie
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im folgenden gezeigt wird.

Das Verhalten für kleine Korrelationslängen folgt einfach durch Entwicklung aus (3.136). Man erhälto°#W$# Ã Æ Ä$ ( 1P= ú >W�1 ú =?l � G >1Râ É [� Ê � � [ l Q V � [ {��T® *8}F� (3.137)

Das Verhalten für große Korrelationslängen ist auf Grund der Tatsache, dass die einzelnen Ó -Summen in (3.136)

nicht konvergieren, sondern nur beide zusammen, schwieriger herzuleiten. Dazu schreibt man die Summe um, und

erhält so o°#"$# Ã Æ Ä$ ( 1P= ú >"�1 ú =§â É [� Ê l ·�Ð Å V ¿À 5ú Ó # A?>�{��?Q V � [ } � â É [� Ê Z � � [ �òÓ $ ÁÂM� G >1Râ É [� Ê � � [ l8Q V � [ � (3.138)

Mit Hilfe des Schwinger-Tricks (3.26) schreibt man dies um also°#"$# Ã Æ Ä$ ( 1P= ú >W�1 ú =3â É [ � Ê l ·�Ð Å V 5ú Ó ¤ ·Æ ª�í£¦�§�¨ ê �<í � A?>�{��?Q V � [ } � â ó 1 = ô Z � � [ �KÓ � î � G >1Râ É [� Ê � � [ l Q V � [ � (3.139)

Als neue Integrationsvariable wählt man nun �v(^A?>�{��?Q V � [ }±�äâ É [� Ê Z � � [ í . Außerdem stellt man fest, dass Sum-

mation über Ó die polylogarithmische Funktion â V � � ergibt. Man erhält soo°#"$# Ã Æ Ä$ ( G1 ú =?> â É [� Ê V � [ �?l8Q � � [ ¤ ·Æ ª��s× Z : â V � � ê ¦�§�¨ � � �A?>�{��?Q V � [ } � â É [� Ê Z � � [ � î� G >1Râ É [� Ê � � [ l8Q V � [ � (3.140)

Für große Korrelationslängen kann man die polylogarithmischen Funktion mit Hilfe der Robinson-Formel (B.14)

entwickeln. Man erhält soo°#W$# Ã Æ Ä$ ( G1 ú =?>�â É [� Ê V � [ �Pl Q � � [ ¤ò·Æ ª\��× Z : ¿À ú > � A?>�{��?QJV � [�} � â É [� Ê Z � � [� � V � � � â ó 5= ô ÁÂ� G >1Râ É [� Ê � � [ l Q V � [ � õ ó 5� � ô£� (3.141)

Das Ergebnis erhält man nun durch Ausführung der Integration. Es lauteto°#"$# Ã Æ Ä$ ( G1 ú =?>�â É [� Ê V � [ �Pl Q � � [ â ó 5= ô � G >1Râ É [� Ê � � [ l Q V � [ {��T®>=K}F� (3.142)

Abbildung 3.1 zeigt, dass diese Herleitungen sich an die numerischen Werte anschmiegen. Die Verschiebung be-

ginnt bei einer negativen Konstanten, steigt linear mit � , schneidet für �?Q V � [ (L*�CT= den Nullpunkt, d.h. man hat

hier keine Verschiebung, und geht mit 5�qH� gegen eine positive Konstante. Die beiden Konstanten für �t(L* und�m(?= sind betragsmäßig gleich.

In Abbildung 3.2 ist das Ergebnis nochmals bei einer fest gewählten Korrelationslänge �2(�57*�c m über die

Teilchendichte aufgetragen. Dies entspricht typischen experimentell verwirklichten Korrelationslängen, siehe z.B.

Inguscio et al. [22]. In dieser Abbildung wird im Gegensatz zu Abbildung 3.1 nur die Verschiebung der kritischen

Temperatur betrachtet, die auf 5�qrl normiert ist. Anscheinend ist es bei den üblichen experimentell realisierten

Korrelationslängen nur schwer möglich, die negative Verschiebung zu beobachten, es sei denn, man geht zu sehr

stark verdünnten Gasen. Die üblichen Experimente haben Dichten von einigen 57*WVYX cm Z\[ bzw. 57* � c m Z\[ , was

der gewählten Skala entspricht [22].
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Abbildung 3.1: Normierte kritische Temperatur # $ q�# Ã Æ Ä$ des freien Bose-Gases bei Annahme einer Gaußkorrela-

tion für 5�qrl Q�V � [k( *�Ce5 als Funktion der normierten Korrelationslänge �?Q V � [ . Die Teilchendichte ist hier festge-

halten. Gestrichelt eingezeichnet ist der Velauf für kleine Korrelationslänge, wo er linear in � ist, und für große

Korrelationslänge, wo er proportional zu 5�qH� ist.

Die bei kleinen Korrelationslängen negative Verschiebung für die Unordnung hat ihre Analogie in der positiven

Verschiebung für die repulsive Wechselwirkung, die Kleinert diskutiert [37]. In der Replika-Wirkung, mit den

Bestandteilen (2.50) und (2.52), haben repulsive Wechselwirkung und Unordnung ein gegenteiliges Vorzeichen.

Ansonsten sehen diese beiden Teile der Wirkung sehr ähnlich aus. Man kann also die Unordnung in diesem Be-

reich als effektive attraktive Wechselwirkung ansehen. Da die Verschiebung der kritischen Temperatur des freien

Bose Gases für die repulsive Wechselwirkung positiv ist, überrascht es daher nicht, dass sie für die Unordnung

negativ ist.

Schwieriger zu verstehen ist, dass die Verschiebung der kritischen Temperatur anscheinend das Vorzeichen wech-

selt. Die Reihe für die kritische Temperatur (3.136) ist im Prinzip eine Summation über beliebig große Wel-

lenlängen. Die infraroten Terme sind für die kritischen Fluktuationen verantwortlich. Es gibt daher zwei kokurrie-

rende, und sich widersprechende, Interpretationsmöglichkeiten.

Zum einen gibt es für jede Korrelationslänge immer eine Wellenlänge, die noch größer ist, und für die diese Kor-

relationslänge noch immer klein ist. Daher ist es möglich, dass die Unordnung das System qualitiv ändert, wie

es auch bei Einführung einer Falle geschieht. Dass diese qualitative Änderung das Vorzeichen der Verschiebung

ändert, und diesbezüglich vom Analogon einer attraktiven Wechselwirkung zum Analogon einer repulsiven Wech-

selwirkung wechselt, kann man jedoch nicht in der Wirkung beobachten. Auch das physikalische Bild, dass die

Unordnung einer effektiven attraktiven Wechselwirkung entspricht, ließe erwarten, dass die unordnungsinduzierte

Verschiebung stets ein anderes Vorzeichen besitzt als die Verschiebung, die durch die repulsive Wechselwirkung

induziert wird. Daher spricht mehr gegen das Argument der Änderung des qualitativen Verhaltens des Systems,

als dafür.

Insbesondere wäre für große Korrelationslängen zu erwarten, dass das Zufallspotential nahezu konstant ist, und

daher keinen Einfluss mehr auf die kritische Temperatur hat. Im Falle der repulsiven Wechselwirkung ist das Ergeb-

nis, dass es eine positive Verschiebung gibt, auf nichtstörungstheoretische Weise hergeleitet worden [37]. Hier sind

insbesondere Divergenzen im Infraroten, d.h. für große Wellenlängen, wichtig. Es ist daher nicht auszuschließen,

dass es auch für die attraktive Replika-Wechselwirkung weitere Terme gibt, die auf nichtstörungstheoretische Wei-

se behandelt werden müssen. Möglicherweise korrigieren diese Terme das Ergebnis für große Korrelationslängen.
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Abbildung 3.2: Gauß-Korrelation: Normierte Verschiebung der kritische Temperatur l²o°#ä$Tq�# Ã Æ Ä$ des freien Bose-

Gases in c m für �K(n57*Uc m über die Dichte Q in c m Z\[ aufgetragen. Die Korrelationslänge ist hier fest. Der

Wertebereich der ¬ -Achse und die Korrelationslänge wurden nach Inguscio et al. festgelegt [22].

Nach der hier gegebenen physikalischen Erwartung, dass die Verschiebung für große Korrelationslänge verschwin-

den sollte, ist ein solcher nichtstörungstheoretischer Term sogar zu erwarten.

In dieser Arbeit werden hierzu keine weiteren Untersuchungen angestellt, sodass dies eine Aufgabe für weitere

Arbeiten auf diesem Gebiet bleibt.

Lorentz-Korrelation

Analog zum Fall der Gauß-Korrelation geht man bei Annahme einer Lorentz-Unordnungskorrelation vor, wobei

man von dem speziellen großkanonischen Potential ausgeht, welches durch das ungestörte großkanonische Poten-

tial (3.37) und dessen Korrektur bei Annahme einer Lorentz-Korrelation (3.69) in ¯^(^1 Dimensionen gegeben

ist. Man erhält

Ìa(Ò� �Î ] [ â - � � Ö × ØHÛ Ý � &��{ö=?>~} [ � � 5] [ ·�£ Å V ×7Ø £ Û« > ú 	 Î=Pñ8� � ¦�§D¨ ½ ñ � Î «A 	 � � ¿ ��5<� � � ñ � Î «A 	 � ��� � � (3.143)

Die Teilchendichte Q erhält man wiederum aus der Ableitung nach dem chemischen Potential (3.124):

Qv( 5] [ â [ � � Ö × ØHÛ Ý � &{ö=?>~} [ � � ] [ ·�£ Å V × Ø £ Û > ú 	 { Î }±[ � �=Pñ²� � ¦�§�¨ ½ ñ � Î «A 	 � � ¿ �f5<� � � ñ � Î «A 	 � ��� � � (3.144)

Man ersetzt nun c bis zur ersten Ordnung in & durch c�� gemäß dem Ausdruck für das renormierte chemische

Potential bei Annahme einer Lorentz-Korrelation (3.123), und bekommt soQ ( 5] [ â [ � � Ö × ØrÛ(' Ý � Î] [ â V � � Ö × ØrÛ(' Ý 	 &=?>%ñ � � 55ä�K=r�  � �� üå¬ c �� &{ö=?>~} [ � � ] [ ·�£ Å V × Ø £ Û;' > ú 	 { Î } [ � �=Pñ8� � ¦�§�¨ ½ ñ²� Î «A 	 � � ¿ ��5<� � � ñ � Î «A 	 � � � � � (3.145)
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Den Term mit â V � � stellt man etwas um, und schreibt eine der dann entstehenden polylogarithmischen Funktionen

wieder als Reihe. So erhält manQ ( 5] [ â [ � � Ö × ØHÛ;' Ý � Î] [ â V � � Ö × ØrÛ(' Ý 	 &=?>%ñ � � =r�  � �� ü ¬ c �5ä�ò=r�  � �� ü ¬ c�� � 	 & Î=?>%ñ � �8] [ ·�£ Å V × £ ØrÛ '« V � �� &{ö=?>~} [ � � ] [ ·�£ Å V × Ø £ Û ' > ú 	 { Î }±[ � �=Pñ²� � ¦�§�¨ ½ ñ � Î «A 	 � � ¿ � 5ï� � � ñ � Î «A 	 � � � � � (3.146)

An der Phasengrenze geht c:�@� * . Man muss hierbei die Summen über « als zusammengehörig betrachten, da

sich nur so die Divergenz für große « weghebt. Unter Beachtung der Robinson-Formel (B.14) bekommt man so

die kritische TeilchendichteQv( 5] [$ âpó 1 = ôM� =?>"& Î �$] y$ � & ú 	 Î $ú =?>~ñ²�8] [$ ·�£ Å V � ú 	ú =?>�ñ 5ú « � ú Î $GP� ¦�§�¨ ½ ñ � Î $ «A 	 � � ¿ ê 5<� � � ñ � Î $ «A 	 � ��� î � �
(3.147)

Diese Teilchendichte ist nicht divergent, denn für große ��(  ü ¬ ØBA £, � ÿ ¬ gilt die asymptotische Entwicklung (3.71),

sodass sich die scheinbare Divergenz für große « weghebt. Es ist allerdings zu beachten, dass die Reihe (3.71)

nicht konvergiert. Das Restglied einer endlichen Reihe des Ausdrucks ist endlich, geht aber nicht gegen 0 [34,

(8.254)]. Zur Berechnung der Verschiebung der kritischen Temperatur geht man nun analog zum vorherigen Ab-

schnitt vor, und benutzt insbesondere den Ausdruck (3.135) für die Unordnungsstärke. Das Ergebnis für die Ver-

schiebung der kritischen Temperatur lautet in diesen Einheiteno°# $# Ã Æ Ä$ ( 5dr�Pl Q � � [ ·�£ Å V »½�¾ Gâ É [� Ê V � [ 5ú « � 5Q V � [ � ¦�§D¨ ê «5ed?>W� � âx{ö1 q?= } � � [Q � � [ î ¿À 5<� �DCE «5ed?>W� � â\{ö1 q?= } � � [Q � � [ FG ÁÂ Ã ÄÅ� G >1Râ É [� Ê � � [ l8Q V � [ � (3.148)

Wegen der Entwicklung (3.71) ist auch hier der Grenzübergang �÷® * möglich, und das Ergebnis ist dasselbe wie

im Falle der Gauß-Korrelation (3.134). Auch hier kann also das Ergebnis von Lopatin und Vinokur reproduziert

werden [20]. Auf Grund der asymptotischen Entwicklung (3.71) des komplizierten Summanden in (3.148) ist es

möglich, die Verschiebung für kleine Korrelationslänge anzugeben. Sie lauteto°#"$# Ã Æ Ä$ ( 5ed?>W�1?l � G >1Râ É [� Ê � � [ l Q V � [ {��T® *8}F� (3.149)

Wie im Falle der Gauß-Korrelation (3.137) ändert sich die Verschiebung für kleine Korrelationslänge linear. Für

große Korrelationslänge ist die Angabe eines analytischen Ausdrucks nur schwer herzuleiten. Der Grenzwert für�ò(H= kann allerdings ohne Verwendung von Regularisierungsmethoden bestimmt werden. Dazu ersetzt man

die Summe in der Temperaturverschiebung (3.148) durch ein Integral. Hierzu erweitert man zunächst den ersten

Summanden, und erhält soo°# $# Ã Æ Ä$ ( 5dr�Pl Q � � [ ·�£ Å V � Gâ É [� Ê V � [ 5ed?>W� � Q � � [â\{ö1 q?= } � � [ « âx{ö1 q?= }TV � [G ú >W�rQ V � [� 5Q V � [ � ¦�§D¨ ê «5ed?>W� � â\{ö1 q?= }±� � [Q � � [ î ¿À 5�� � CE «5ed?>W� � â\{ö1 q?= } � � [Q � � [ FG ÁÂ Ã ÄÅ� G >1Râ É [ � Ê � � [ l8Q V � [ � (3.150)
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Für große Korrelationslänge kann man die Summe durch ein Integral über ¬�(JI Ã [ � � Ä ¬�K ¶ £VÀy ) ÿ ¬ é ¬�K ¶ ersetzen. So erhält mano°#W$# Ã Æ Ä$ ( A?>1Râ É [� Ê � � [ l Q V � [ ¤ ·Æ ª�¬ © 5ú >W¬ �@× Ñ ºý5�� � { ú ¬"}À» ® � G >1Râ É [� Ê � � [ l Q V � [ � (3.151)

Das Integral ist konvergent, und das Ergebnis lauteto°#"$# Ã Æ Ä$ ( G >1Râ É [� Ê � � [ l Q V � [ {��¢(?=K}F� (3.152)

Der Grenzwert der Verschiebung für große Korrelationslänge ist bei der Lorentz-Korrelation also derselbe wie bei

der Gauß-Korrelation, siehe (3.142). Die Verschiebung macht auch hier einen Vorzeichenwechsel. Die Verschie-

bung für ��()* und für ��(L= sind auch hier betragsmäßig gleich groß.

Wie im Falle der Gauß-Korrelation ist das Ergebnis für die Verschiebung auch hier nicht bedenkenlos hinnehmbar,

denn nicht störungstheoretische Effekte können auftauchen.

Der erste von der Korrelationslänge � abhängige Beitrag für große Unordnung soll nun ebenfalls bestimmt werden.

Da der Ausdruck für die Temperaturverschiebung analytisch korrekt nur sehr schwer zu behandeln ist, werden hier-

bei Regularisierungsmethoden verwendet. Dies ist hier möglich, da bekannt ist, dass die Temperaturverschiebung

für jede Korrelationslänge sinnvoll definiert ist, da die Reihe in (3.148) für jedes � konvergiert. Deshalb muss man

die Temperaturverschiebung durch eine analytische Funktion ausdrücken können. Durch analytische Fortsetzung

für sich genommen divergenter Terme in den nicht divergenten Bereich wird genau dies erreicht.

Zunächst schreibt man die Funktion M {|�²}�(+× : ¬ ºý5<� � {|�D}À» (3.153)

mit Hilfe der Definition des Wahrscheinlichkeitsintegrales (3.70) alsM {|�²}�( =ú > ¤ ·: ª�ó�× ù ¬ Z : ¬ � (3.154)

Die Substitution N�(wó � qr� � �ò5 führt dann auf den AusdruckM {|�²}ä( 5ú > ¤R·Æ ª�N �ú Nð�)5 × Z�O : ¬ � (3.155)

Offenbar taucht in der Temperaturverschiebung (3.148) eine solche Funktion

M {|�²} mit �U(  £VÀy ) ÿ ¬ I Ã [ � � Ä ¬�K ¶é ¬�K ¶ auf.

Man schreibt die Verschiebung daher also°#"$# Ã Æ Ä$ ( =1r�Pl Q � � [ â É [� Ê V � [ ·�£ Å V 5ú « � G >1Râ É [� Ê � � [ l8Q V � [� 5dr� � l Q 5ú > ¤ ·Æ ª�N 5ú N4�)5 â É [� Ê V � [G ú >W�?Q V � [ ·�£ Å V ú « ¦�§D¨ ê � « â É [ � Ê � � [5ed?>W� � Q � � [ N î � (3.156)

Die erste Summe über « ist für sich genommen divergent. Der divergente Term wird von der zweiten Summe

kompensiert, wie bereits gesehen. Diese zweite Summe wird allerdings auf eine mathematisch unzulässige Weise

entwickelt, und Divergenzen, die nach dieser Entwicklung auftauchen, werden regularisiert. Deshalb muss man

auch die erste Summe regularisieren. Führt man die Regularisierung durch, so ist die erste Summe als â É V� Ê zu

verstehen. Die Summe unter dem Integral ergibt die polylogarithmische Funktion â Z"V � � . Daher isto°#W$# Ã Æ Ä$ ( =1r�?l8Q � � [ â É [� Ê V � [ â ó 5= ô � G >1Râ É [� Ê � � [ l8Q V � [� 5dr� � l8Q 5ú > ¤ ·Æ ª�N 5ú N4�w5 â É [� Ê V � [G ú >W�?Q V � [ â Z"V � � � ¦�§�¨ ê � â É [� Ê � � [5ed?>W� � Q � � [ N î � � (3.157)
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Abbildung 3.3: Normierte kritische Temperatur #¾$Tq�# Ã Æ Ä$ des freien Bose-Gases bei Annahme einer Lorentz-

Korrelation für 5�qrl8Q V � [ ( *�Ce5 gegen die normierte Korrelationslänge �?Q V � [ aufgetragen. Die Teilchendichte

ist hier festgehalten. Gestrichelt eingezeichnet ist der Velauf für kleine Korrelationslänge, wo er linear in � ist, und

für große Korrelationslänge, wo er proportional zu 5�qH� ist.

Für große Korrelationslängen benutzt man nun die Robinson-Formel (B.14), um die polylogarithmische Funktion

nach inversen Potenzen von � zu entwickeln. Vernachlässigt man alle Terme, die von höherer Ordnung als 5�qH�
sind, also Terme proportional zu 5�qH�8� und kleiner, so folgt

o°#"$# Ã Æ Ä$ P =1r�Pl Q � � [ â É [� Ê V � [ â ó 5= ô�� G >1Râ É [� Ê � � [ l Q V � [ � G >1Râ É [ � Ê � � [ l Q V � [ ¤ ·Æ ª�N Nx[ � �ú Nð�+5 � (3.158)

Dies stellt eigentlich eine mathematisch nicht zulässige Entwicklung der polylogarithmischen Funktion dar. Man

geht davon aus, dass das Argument der Exponentialfunktion stets klein ist. Dies ist für große N aber offensichtlich

nicht der Fall. Bei der Entwicklung ist zu berücksichtigen, dass die Terme, die
õ {�5�qH���H} und von höherer Ordnung

in der inversen Korrelationslänge sind, im Prinzip divergent sind, und regularisiert werden müssen. Mittels dimen-

sionaler Regularisierung (D.5) kann man das entstandene divergente Integral behandeln. Man setzt die Funktion

also analytisch fort. Dies ist hier sinnvoll, da man weiß, dass das Ergebnis für die Temperaturverschiebung endlich

ist. Insgesamt erhält man

o°#"$# Ã Æ Ä$ ( =Râ É V� Ê1Râ É [� Ê V � [ �Pl Q � � [ � G >1Râ É [ � Ê � � [ l Q V � [ {��÷®Q=a}F� (3.159)

Eine numerische Auswertung der Temperaturverschiebung ist deutlich aufwändiger als im Falle der Gauß-Korre-

lation, da die Reihe nur sehr langsam kovergiert. Die Auswertung geschieht mit Maple [38]. Das Ergebnis für die

kritische Temperatur für 5�qrl8Q�V � [s(+*�Ce5 ist in Abbildung 3.3 aufgetragen. Gleichzeitig sind auch die Asymptoten

für große und kleine Korrelationslängen, (3.149) und (3.159), gestrichelt eingetragen.

Die analytisch hergeleiteten Resultate bestätigen sich in der Numerik. Die Verschiebung macht einen Vorzeichen-

wechsel bei �?Q�V � [ï()*�CT= .
Dieser Vorzeichenwechsel ist, genau wie im Falle der Gauß-Korrelation, vermutlich nicht physikalisch, da nicht

störungstheoretische Effekte nicht berücksichtigt worden sind.
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Abbildung 3.4: Normierte kritische Temperatur # $ q�# Ã Æ Ä$ des freien Bose-Gases für 5�qrl QäV � [M(n*�Ce5 gegen die

normierte Korrelationslänge �?QäV � [ aufgetragen. Die durchgezogene Linie entspricht dabei der Gauß-Korrelation

und die gestrichelte Linie entspricht der Lorentz-Korrelation.

Vergleich der Korrelationen

In Abbildung 3.4 sind die Verschiebungen der kritischen Temperatur des freien Bose-Gases für die Gauß-Korre-

lation und für die Lorentz-Korrelation gleichzeitig aufgetragen. Die Gauß-Korrelation wird hierbei durch die

durchgezogene Linie dargestellt, und die Lorentz-Korrelation durch die gestrichelte Linie. Offenbar liegen beide

Kurven sehr nahe beieinander. Der Vorzeichenwechsel der Verschiebung bei den beiden unterschiedlichen Korre-

lationen geschieht nicht an derselben Stelle, aber die Stellen liegen sehr nahe beieinander.

3.7.2 Anisotrope harmonische Falle

Gauß-Korrelation

Für die harmonische Falle ergibt sich nach dem ungestörten großkanonische Potential für die Falle (3.38) und

dessen Korrektur in & bei Annahme einer Gauß-Korrelation (3.62) das großkanonische Potential des Systems in��(+1 Dimensionen zu

Ìa(µ� 5Î 5{öñ Î �9 } [ â X Ö × ØrÛ Ý � & Î= {ö=?>~} [ � � � 5{öñ Î �9¼} [ ·� Ð Å V × Ð ØrÛÓ � Ö � � � ü ¬ Ø ÐX � Ý C (3.160)

wobei hier erneut �9³( {�9 V 9 � 9 [ }TV � [ das geometrische Mittel der Fallenfrequenzen darstellt. Auch hier wird die

Teilchendichte durch Ableitung nach c bestimmt (3.124), woraus sich durch Multiplikation mit dem Volumen die

Teilchenzahl / (wQ�� ergibt

/ ( 5{öñ Î �9 } [ â [ Ö × ØrÛ Ý � & Î �= {ö=?>~} [ � � � 5{öñ Î �9;} [ ·� Ð Å V × Ð ØrÛÓ Ö � � � ü ¬ Ø ÐX � Ý � (3.161)
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Man drückt wie schon im Fall des freien Bose-Gases c durch c�� bis zur ersten Ordnung in & aus (3.114). Dabei

beachte man, dass für die harmonische Falle '4{��¾��� â }�(+* gilt./ ( 5{öñ Î �9¼} [ â [ Ö × ØHÛ;' Ý � & Î �= {ö=?>~} [ � � � 5{öñ Î �9;} [ ·�Ð Å V × Ð ØrÛ 'Ó Ö � � � ü ¬ Ø ÐX � Ý� 5{öñ Î �9;} [ â � ÖH× ØHÛ;' Ý Î � � = 	{ö=?>~} [ � � ñ � � &a� 	>%ñ � &"� 	=Pñ � {���c � }�× ´ø ¬ Ã Z�Û ' Ä ÿ ¬ ê 5�� � � � 	 ñ � {��<c � }þ� � � î � �
(3.162)

Wiederum geht an der Phasengrenze cR� c¾$ bzw. c��S��* , und für die Teilchendichte folgt nach Umschreiben

von â � in die definierende Reihe (3.34)/ ( 5{öñ Î $ �9;} [ âx{ö1 }%� = 	 Î ${ö=?>~} [ � � ñ � � &{öñ Î $ �9;} [ ·�Ð Å V ¿À 5Ó � � 5Ó Ö X �ü ¬ Ø A � � �òÓ Ý ÁÂB� (3.163)

Füt �0® * ist dieser Ausdruck wiederum wohldefiniert. Für & ( * folgt wie beim freien Gas die kritische

Temperatur # Ã Æ Ä$ in der Falle ohne UnordnungÓ8Ô¾# Ã Æ Ä$ ( ó /â\{ö1 } ô V � [ ñ �9�� (3.164)

In der Gleichung für die kritische Teilchenzahl (3.163) setzt man nun #�$°(^# Ã Æ Ä$ �+o°#"$ und entwickelt bis zur

ersten Ordnung in & . Man erhält

/ ( 5{öñ Î Ã Æ Ä$ �9;} [ â\{ö1 } � 5;�ò1 o°#"$# Ã Æ Ä$ � � = 	 Î Ã Æ Ä${ö=?>~} [ � � ñ � � &{öñ Î Ã Æ Ä$ �9;} [ ·�Ð Å V ¿TTÀ 5Ó � � 5Ó ó X �ü ¬ Ø �����A � � �òÓ ô Á6UUÂ � (3.165)

Einsetzen der ungestörten kritischen Temperatur (3.164) liefert dann die Verschiebung der kritischen Temperatur.

Das Ergebnis lauteto°# $# Ã Æ Ä$ ( = 	1 {ö=?>~} [ � � ñ [ �9�� 5º�â\{ö1 }À» � � [ / V � [ & ·�Ð Å V »VV½ VV¾ 5Ó � � 5Ó ½ X � �¤ü Ö ÜI Ã [ Ä Ý V � [ � � �òÓ ¿ Ã VVÄVVÅ � (3.166)

Bei verschwindender Korrelationslänge gibt es also keine Verschiebung der kritischen Temperatur, wie eine Ent-

wicklung nach � zeigt. Nach Einführung dimensionsloser Größen,���(W� 	 �9ñ / V � y �DC�&�( 	 [ � �ú ñ �9äñ [ / V � y &ðC (3.167)

kann man die Verschiebung der kritischen Temperatur numerisch auswerten. Dies ist in Abbildung 3.5 geschehen.

Für sehr eine Korrelationslänge ���()* gibt es keine Verschiebung der kritischen Temperatur. Bei kleiner Korrelati-

onslänge wächst die Verschiebung zunächst linear an, und erreicht einem Maximalwert der Verschiebung, der bei�� P *�CTO erreicht wird. Danach wird die Verschiebung wieder kleiner, um für �� ®X= wieder gegen die kritische

Temperatur ohne Unordnung zu streben. Dies geschieht proportional zur inversen Korrelationslänge 5�q �� . Offen-

bar gibt es hier kein monotones Verhalten und auch keinen Vorzeichenwechsel der Verschiebung. Mathematisch
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Abbildung 3.5: Gauß-Korrelation: Normierte kritische Temperatur #�$Tq�# Ã Æ Ä$ des Bose-Gases in einer harmonischen

Falle für �&S(L*�Ce5 gegen die normierte Korrelationslänge �� aufgetragen. Gestrichelt eingezeichnet sind das Ver-

halten für kleine und große �� . Es ist linear für kleine �� und proportional zu 5�q �� für große �� . Anders als beim freien

Bose-Gas kommt es hier nicht zu einem monotonen Verhalten der Verschiebung, da die Falle das Verhalten des

Systems auf großen Längenskalen ändert. Das Maximum entsteht an der Stelle, an der die dominante Längens-

kala für kleine Korrelationslänge (Oszillatorlänge) in die für große Korrelationslänge (mittlerer Teilchenabstand)

übergeht.

gesprochen liegt der Grund darin, dass es keine Divergenz der polylogarithmischen Funktion in der Gleichung

für die kritische Teilchenzahl (3.163) für c � ®�* gibt. Ein physikalisches Verständnis wird dann erreicht, wenn

man sich daran erinnert, dass eine harmonische Falle das langwellige Verhalten ändert, da sie für große Distanzen

quadratisch anwächst. Aus diesen mathematischen Gründen ist zu erwarten, dass auch die Verwendung einer nicht

harmonischen Falle nicht zu einem monotonen Verhalten führt. Ebenfalls ist kein Vorzeichenwechsel zu erwarten.

Für die anisotrope harmonische Falle erhält man bei kleinen Korrelationslängen das asymptotische Verhalten# $# Ã Æ Ä$ (Ò5 � A1 {ö=?>~} [ � � �& �� { ��T® *8}FC (3.168)

während man bei großen Korrelationslängen das Verhalten#"$# Ã Æ Ä$ (Ò5 � =Râ\{ö= }1 {ö=?>~} [ � � º�âx{ö1 }À» � � [ �& �� { ��÷®Q=K} (3.169)

erhält. Setzt man die dimensionslosen Einheiten (3.167) wieder hier ein, so stellt man fest, dass für kleine Korrelati-

onslängen die Oszillatorlänge  ü� �¤ die dominierende Längenskala darstellt, während für große Korrelationslänge

der mittlere Teilchenabstand  ü� �¤ /£Z"V � [ wichtiger ist. Die beiden Längenskalen treffen sich für �� P 5 , wobei

dann  ü� �¤ / Z"V � y das geometrische Mittel der beiden Längenskalen darstellt. In Abbildung 3.5 ist an dieser Stelle

das Maximum der Verschiebung zu beobachten.

Möchte man die Abhängigkeit von der Teilchenzahl untersuchen, so definiert man die dimensionslosen Größen�¢(Y� 	 �9ñ ��C&�( 	 [ � �ú ñ �9äñ [ &ð� (3.170)
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Abbildung 3.6: Gauß-Korrelation: Normierte Verschiebung der kritischen Temperatur o°#ä$Tq�{Ë# Ã Æ Ä$ q &m} des Bose-

Gases in einer anisotropen harmonischen Falle gegen die Teilchenzahl / in Einheiten von 57* X Teilchen aufgetra-

gen. Angenommen ist die Verwendung von Rubidium-85 in einer Falle mit mittlerer Frequenz �9 P =PO?* Hz, und

die Überlagerung eines Zufallspotentials mit einer Korrelationslänge von ��(Ò57*�c m.

An dieser Stelle müssen erneut Werte gewählt werden, wobei erneut Inguscio et al. [22,8] herangezogen wird.

Demnach ist �K( 57*Uc m, man hat Rubidium-85 (
	 ( APO 3�5?CTdPd 3)57*�Z �[Z kg) in der Falle, welche die drei

Frequenzen 9¾:m(L=?>63�ADCFEHG Hz und zwei Mal 9�Ia(!=?>M3�APO Hz aufweist. Das ergibt � P d . Die Teilchenzahl

beträgt etwa / P 1t3�57* - , womit der Bereich der ¬ -Achse festgelegt wird, der betrachtet wird. Das Ergebnis

ist in Abbildung 3.6 festgehalten. Die Verschiebung der kritischen Temperatur beträgt bei der hier gewählten

Normierung bei üblichen Teilchenzahlen von einigen 57* - Teilchen nur einige Zehntel eines Promille.

Es ist nun interessant zu wissen, wie groß der numerische Faktor & ist, auf den die Verschiebung normiert ist.

Alle experimentellen Arbeiten, die betrachtet wurden, machen leider keine Aussagen zur Korrelationsfunktion.

Daher wird folgende Überlegung angestellt: Die Einheit von & ist Energie ��3 Länge [ . Die Korrelationsfunktion

eines Speckle-Potentials ist proportional zum Quadrat der Intensität [39, (Kapitel 2)]. Inguscio et al geben die

Stärke des Zufallsspotentials in Einheiten der Frequenz 9 an, und nennen eine typische Längenskala \ für das

Zufallspotential [8]. Damit folgt für & : & P ñ � 9 � \ [ � (3.171)

Hieraus und mit der Definition von & aus (3.170) kann man eine Abschätzung für & schlussfolgern:& P 9 ��9 � \�[� [] 2 � (3.172)

Hierbei ist � ] 2 (  ü� �¤ die Oszillatorlänge. Nimmt man ein schwaches Zufallspotential an, welches das Konden-

sat noch nicht stark stört, was in der Inguscio-Arbeit etwa 9 P =?>£3vO?* Hz entspricht, und nimmt man zusätzlich

die typische Längenskala von etwa \%(Ò57*�c m, so folgt daraus& P *��ú� =43@57* � � (3.173)

Dies führt zu Verschiebungen von einigen Prozent, bis hin zum Faktor *�C * O bei einer Teilchenzahl von 57*x- . Dies

sollte experimentell beobachtbar sein. Es ist aber zu beachten, dass bei kleinerer Korrelationslänge eine deutlich

stärkere Verschiebung auftritt, sodass es sinnvoll ist, bei so kleiner Unordnung wie möglich zu arbeiten.
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Auch hier kann man Analogien zum Fall der repulsiven Wechselwirkung ziehen. Betrachtet man die Unordnung

als eine Art attraktive Wechselwirkung, so ist zu erwarten, dass die Verschiebung der kritischen Temperatur durch

diese ein umgekehrtes Vorzeichen wie die Verschiebung durch eine repulsive Wechselwirkung hat. Diese ist für

das Bose-Gas in einer harmonischen Falle z.B. in dem Buch von Pitaevskii und Stringari diskutiert, und ist erwar-

tungsgemäß negativ [3, (Kapitel 13)]. Das Ergebnis für die kritische Temperatur ist also für die harmonische Falle

zu verstehen, wenn man sich die Verschiebung bei der repulsiven Wechselwirkung ansieht. Eine physikalische

Begründung der Richtung der Temperaturverschiebung ist ebenfalls möglich: In einer Falle sorgt eine repulsi-

ve Wechselwirkung dafür, dass das System in der Fallenmitte eine geringere Dichte aufweisen. Eine attraktive

Wechselwirkung sorgt für eine höhere Dichte. Im Falle des freien, idealen Bose-Gases ist die kritische Temperatur

proportional zur Dichte Q�� � [ . Da die Dichte bei attraktiver Wechselwirkung erhöht wird, ist zu erwarten, dass es

früher zur Kondensation kommt. Man bekommt also eine positive Temperaturverschiebung. Offensichtlich ist dies

für die Unordnung der Fall, die man als attraktive Wechselwirkung verstehen kann.

Im Fall des freien Bose-Gases gibt es nach der Diskussion auf Seite 43 wahrscheinlich nicht störungstheoretische

Terme, die das Ergebnis für die Verschiebung korrigieren. Dies ist für die Falle nicht zu erwarten, da die Ergebnisse

für die Falle zum einen dem physikalischen Verständnis entsprechen, und zum anderen im Fall des repulsiv wech-

selwirkenden Bose-Gases in einer Falle in erster Ordnung der Wechselwirkungsstärke nur störungstheoretische

Beiträge zur Temperaturverschiebung auftauchen [35].

Lorentz-Korrelation

Das großkanonische Potential für das Bose-Gas in einer anisotropen harmonischen Falle ergibt sich nach dem Er-

gebnis für das ungestörte großkanonische Potential (3.38) und dessen Korrektur in & bei Annahme einer Lorentz-

Korrelation (3.73) zuÌK(Ò� 5Î 5{öñ Î �9 } [ â X Ö × ØrÛ Ý � &{ö=?>~} [ � � ·�Ð Å V ×7Ø Ð ÛÓ - � � > ú 	 Î=Pñ²� � 5{öñ Î �9;} [ ¦�§D¨ ½ ñ � Î ÓA 	 � � ¿�� 5<� � � ñ � Î ÓA 	 � � � � � (3.174)

Wiederum erhält man die Teilchendichte durch partielle Ableitung nach dem chemischen Potential. Es wird hier

direkt mit der Teilchenzahl / (wQ�� gearbeitet./ ( 5{öñ Î �9 } [ â [ Ö × ØrÛ Ý � &{ö=?>~} [ � � ·�Ð Å V ×7Ø Ð ÛÓ [ � � > ú 	 Î [ � �=Pñ²� � 5{öñ Î �9;} [ ¦�§D¨ ½ ñ � Î ÓA 	 � � ¿ �s5�� � � ñ � Î ÓA 	 � ��� � � (3.175)

Man ersetzt wiederum mittels (3.123) das chemische Potential durch das renormierte chemische Potential. Erneut

gilt 'ð{��%��� â }�()* ./ ( 5{öñ Î �9 } [ â [ Ö × ØHÛ;' Ý � Î{öñ Î �9 } [ â � Ö × ØrÛ(' Ý 	=?>%ñ � & � 55ä�ò=r�  � �� ü ¬ c��� &{ö=?>~} [ � � ·�Ð Å V ×eØ Ð Û;'Ó [ � � > ú 	 Î [ � �=Pñ²� � 5{öñ Î �9;} [ ¦�§�¨ ½ ñ � Î ÓA 	 � � ¿ � 5�� � � ñ � Î ÓA 	 � ��� � � (3.176)

Nun betrachtet man die Stelle des Phasenübergangs mittels c��^��* . Da keine Divergenzen auftreten, erhält man

nach Umschreiben von âx{ö= } in die definierende Reihe sofort/ ( 5{öñ Î $ �9;} [ âx{ö1 }� & ú 	ú =?>%ñ²� Î ${öñ Î $ �9;} [ ·�Ð Å V � ú 	ú =?>~ñ 5Ó � � ú Î $GP� 5Ó [ � � ¦�§�¨ ½ ñ � Î $ ÓA 	 � � ¿ ê 5<� � � ñ � Î $ ÓA 	 � � � î � � (3.177)
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Abbildung 3.7: Lorentz-Korrelation: Normierte kritische Temperatur # $ q�# Ã Æ Ä$ des Bose-Gases in einer harmoni-

schen Falle für �&Ò(�*�Ce5 gegen die normierte Korrelationslänge �� aufgetragen. Gestrichelt eingezeichnet sind das

Verhalten für kleine und große �� . Es ist linear für kleine �� und proportional zu 5�q �� für große �� . Die Interpretation

ist die gleiche, die bei der Gauß-Korrelation gegeben wird, siehe Abbildung 3.5.

Analog wie im vorherigen Abschnitt entwickelt man nun nach der Verschiebung der kritischen Temperatur, be-

stimmt die ungestörte kritische Temperatur des Systems (3.164), und setzt diese dann in die Teilchenzahlgleichung

ein. So berechnet sich die Verschiebung der kritischen Temperatur zuo°# $# Ã Æ Ä$ ( & ú 	1 ú =?>�ñ � �9�� 5º�â\{ö1 }À» � � [ / V � [ ·�Ð Å V � ú 	ú =?>~ñ 5Ó �� º�â\{ö1 }À»öV � yG ú ñ �9��P/ V � y 5Ó [ � � ¦�§D¨ ê ñWº�â\{ö1 }À»öV � [HÓA 	 �9�/ V � [ � � î ¿À 5<� �DCE ñWº�â\{ö1 }À» V � [ ÓA 	 �9ä/ V � [ � � FG ÁÂ Ã ÄÅ � (3.178)

Diesen Ausdruck kann man ihn mit den dimensionslosen Einheiten aus Gleichung (3.167) umschreiben, und erhälto°#W$# Ã Æ Ä$ ( 5d?>�º�â\{ö1 }À» � � [ �& �� ·� Ð Å V � 5Ó � � º�âx{ö1 }À» V � y ú >ú A �� Ó [ � � ¦�§�¨ ê º�â\{ö1 }À» V � [ ÓA �� � î ê 5ï� � � º�â\{ö1 }À» V � [ ÓA �� � � î � � (3.179)

Für kleine Korrelationslänge erhält man mit Hilfe der Entwicklung (3.71) den Ausdrucko°# $# Ã Æ Ä$ ( =1?> �& ���� { ��÷® *8} (3.180)

Für große Korrelationslänge hingegen erhält mano°#W$# Ã Æ Ä$ ( â\{ö= }d?>�º�â\{ö1 }À» � � [ �& �� � { �� ®>=K} (3.181)

Die normierte kritische Temperatur ist in Abbildung 3.7 aufgetragen, wobei auch hier, wie bei Annahme einer

Lorentz-Korrelation des Zufallspotentials im freien Bose-Gas, die Berechnung mit Maple erfolgte [38].

Das Verhalten des Systems in der Falle bei Annahme von Lorentz-Korrelation ist also qualitativ genau wie im Fall

der Gauß-Korrelation, siehe (3.168) und (3.169): Für �v(�* hat man keine Verschiebung. Bei kleiner Korrelati-

onslänge wächst die Verschiebung dann zunächst linear der Korrelationslänge an, und fällt für große Korrelati-

onslänge wie 5�qH� auf * ab. Es ist also auch hier ein Maximum der Verschiebung zu vorhanden, an der Stelle, an
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Abbildung 3.8: Normierte kritische Temperatur #¾$Tq�# Ã Æ Ä$ des Bose-Gases in einer harmonischen Falle für �&�()*�Ce5
gegen die normierte Korrelationslänge �� aufgetragen. Die dicke durchgezogene Linie entspricht dabei der Gauß-

Korrelation und die dicke gestrichelte Linie entspricht der Lorentz-Korrelation. Etwas dünner sind die jeweiligen

Asymptoten eingezeichnet.

der die dominante Längenskala für kleine Korrelationslänge (Oszillatorlänge) in die dominante Längenskala für

große Korrelationslänge (mittlerer Teilchenabstand) übergeht.

Wie im nächsten Abschnitt gezeigt wird, liegt die Kurve sehr nahe an derjenigen für die Gauß-Korrelation, weshalb

zu erwarten ist, dass die Verschiebung der kritischen Temperatur experimentell beobachtbar sein sollte.

Vergleich der Korrelationen

In Abbildung 3.8 sind die Verschiebungen der kritischen Temperatur in einer harmonischen Falle für die Gauß-

Korrelation und für die Lorentz-Korrelation gleichzeitig aufgetragen. Die Gauß-Korrelation wird hierbei durch die

durchgezogene Linie dargestellt, und die Lorentz-Korrelation durch die gestrichelte Linie. Etwas dünner sind die

jeweiligen Asymptoten dargestellt. Wie im Falle des freien Bose-Gases liegen beide Kurven sehr nahe beieinander.
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Kapitel 4

Herleitung der

Hartree-Fock-Bogoliubov-Gleichungen

In diesem Kapitel soll die in Kapitel 2 formulierte Quantenfeldtheorie ungeordneter Bosonen durch eine Moleku-

larfeldtheorie approximiert werden. Dies geschieht für ein homogenes System ohne ein Fallenpotential 'ð{���} . Da-

zu werden die Replika-Felder ì � in eine Summe aus Mittelwert und Fluktuationen zerlegt. Erwartungswerte von

Produkten von Fluktuationen werden unter der Annahme Gaußscher Fluktuationen gemäß der Wickschen Regel

faktorisiert. Die hergeleiteten Gleichungen entsprechen im Falle ohne Unordnung den Hartree-Fock-Bogoliubov-

Gleichungen, wie sie von Andersen [5] bzw. Griffin [40] hergeleitet werden, erweitern diese Gleichungen aber um

die Unordnung.

4.1 Wirkung

Man geht von der unordnungsgemittelten Zustandssumme (2.53) aus,

Í Ü (�� Ü´� Å V / ¥°ì î� / ¥mì �K� × Z � ����� � � � � �3��� ü × Z � ��� ���!� � � � � �3��� ü × Z � ���]� � � � � ����� ü � (4.1)

Hier ist� Ã � â�� Ä º ì î C.ì�»%( 5= ¤ üFØÆ ª�í ¤ ª « ¬ ¤ ª « ¬ � Ü�� Å V ì î� {���C í\}þì î� {�� � C í\}T'¾� â�� {��t��� � }þì � {���C í\}þì � {�� � C í\} (4.2)

und � Ã�� Ä º ì î C.ì�»È( � 5=Pñ ¤ üFØÆ ª�í ¤ üTØÆ ª�í � ¤ ª « ¬ ¤ ª « ¬ � &k{��t��� � }3 Ü�� Å V Ü�� � Å V ì î� {���C í\}þì � {���C í\}þì î�e� {�� � C í � }þì � � {�� � C í � }FC (4.3)

während weiterhin� Ã Æ Ä º ì î C.ìä»"(2¤ üFØÆ ª\íï¤^ª�«�¬ Ü�� Å V ì î� {���C í\} ½ ñ �� í � ñD�= 	 oµ��c ¿ ì � {���C í\} (4.4)
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gilt. Hierbei wurde angenommen, dass man sich im homogenen Bose-Gas befindet, d.h. mit verschwindendem

Fallenpotential 'ð{���} . 'J� â�� {��k��� � } ist das verallgemeinerte Wechselwirkungspotential, welches in Kapitel 2 ange-

sprochen wurde. Man kann sich leicht davon überzeugen, dass für ein Wechselwirkungspotential'�� â�� {��B��� � }�(���¡D{��v�N� � } (4.5)

die bekannte Teilwirkung (2.50) herleitbar ist. Im Folgenden wird, da keine Falle vorhanden ist, der Index æÑÐ3�
unterdrückt. Außerdem gilt 'ð{��t��� � }�(�'4{�� � ����}F� (4.6)

Zunächst werden die Felder in Hintergrundfelder, das sind Molekularfelder, und deren Fluktuationen aufgespalten,

also ì � {���C í\}�( _ � {���C í\}��R¡eì � {���C í\}FCì î� {���C í\}�( _ î� {���C í\}��R¡eì î� {���C í\}F� (4.7)

Der Erwartungswert der Fluktuationen ¡eì � {���C í\} und ¡eì î� {���C í\} soll verschwinden, also` ¡�ì � {���C í\}
a�()*m( ` ¡eì î� {���C í\}
a"� (4.8)

Hierbei wird die Definition des Erwartungswertes in (4.15) nachgeliefert. Die Gesamtwirkung� º�¡eì î CT¡eìä»"( � Ã Æ Ä º�¡eì î CT¡�ì�» � � Ã � â�� Ä º�¡eì î CT¡�ì�» � � Ã¥� Ä º�¡eì î CT¡�ì�» (4.9)

ist dann gegeben durchbdc ^fe
g h I J j h I%i > X Z,\^ _R` X _ a b <dAtBED�j�kVJA g!ikj `3l m W oo ` S Weqrts u S | ~ k A g{ikj `3lw kVJA g{ikj `3l m Wpoo ` S Weqrts u S}| ~ h I A g!ikj `3l w h I JA g!ikj `3l m Wpoo ` S Weqrts u S | ~ k A g{ikj `3lw h I JA g{ikj `3l m W oo ` S Weqrts u S}| ~ h I A g!ikj `3lml (4.10)

sowie bdcon pfq e
g h I J j h I%i > Ur XzZ,\^ _R` X _ a b X _ a bsr <dACBED y g{i S i r�l�t kVJAhg!ikj `3l kVJAÙg!i r j `3l k A g!ikj `3l k A g!i r j `3lw r kVJA�g!ikj `3l kVJAEg!i r j `3l k A g{ikj `3l h I A g!i r j `3l w r kVJA6g{ikj `3l k A g!ikj `3l k A g!i r j `3l h I JAhg{i r j `3lw kVJA g{ikj `3l kVJA g{i r j `3l h I A g!ikj `3l h I A g!i r j `3l w k A g{ikj `3l k A g{i r j `3l h I JA g!ikj `3l h I JA g!i r j `3lw r kVJA�g!ikj `3l k A g!ikj `3l h I JAEg{i r j `3l h I A g!i r j `3l w r kVJA�g!ikj `3l k A g!i r j `3l h I JAhg{i r j `3l h I A g!ikj `3lw r kVJA g!ikj `3l h I JA g!i r j `3l h I A g!ikj `3l h I A g!i r j `3l w r k A g!ikj `3l h I JA g!ikj `3l h I JA g!i r j `3l h I A g!i r j `3lw h IfJA6g{ikj `3l h IKJAÙg{i r j `3l h I A g!ikj `3l h I A g{i r j `3l/u (4.11)

und bdcov e
g h I J j h I:i > S Ur W X Z]\^ _R` X Z,\^ _R`�r X _ a b X _ a bwr6x g!i S i rªl <dAtBED <dAzy¥BEDt kVJA g!ikj `3l kVJA g!i r j `3l k A g{ikj `3l k A g{i r j `�r¥lw r kVJA g{ikj `3l kVJA(y g!i r j `�r�l k A g!ikj `3l h I A y g!i r j `�rªl w r kVJA g!ikj `3l k A g!ikj `3l k A y g{i r j `�rªl h I JAzy g!i r j `�rªlw k JA�g!ikj `3l k JA y g{i r j ` r l h I A g{ikj `3l h I A(y g!i r j ` r l w k A g{ikj `3l k A(y g!i r j ` r l h IfJAEg!ikj `3l h IKJA y g!i r j ` r lw r kVJA g{ikj `3l k A g!ikj `3l h I JA yg{i r j `�r�l h I A y g!i r j `�rªl w r kVJA g!ikj `3l k A y g{i r j `�r¥l h I JA yg!i r j `�r�l h I A g!ikj `3lw r k JA g{ikj `3l h I JA y g{i r j ` r l h I A g!ikj `3l h I A y g!i r j ` r l w r k A g!ikj `3l h I JA g{ikj `3l h I JA y g!i r j ` r l h I A y g{i r j ` r lw h I JAhg!ikj `3l h I JA y g!i r j ` r l h I A g{ikj `3l h I A y g{i r j ` r l u � (4.12)
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Man nähert nun Produkte von Fluktuationen höherer als 2. Ordnung mit Hilfe Gaußscher Faktorisierung durch

Glieder linear und quadratisch in den Fluktuationsfeldern an. Dabei ist zu beachten, dass sich der Erwartungswert

der so genäherten Terme nicht ändert. Ebenfalls zu beachten ist, dass die Erwartungswerte normalgeordnet sind,

da sie aus einem normalgeordneten Hamilton-Operator abgeleitet werden. Dies führt zu Einführung von í 5 in den

Erwartungswerten, welche nichtkommutierende Operatoren enthalten, damit zeitgeordnete in normalgeordnete

Produkte überführt werden. Damit gilt für den kubischen Term

¡�ì î� {���C í\}�¡�ì � {���C í\}�¡eì � {�� � C í\}P { ¡�ì î� {���C í65�}�¡eì � {���C í\}}|%¡�ì � {�� � C í\}%� { ¡�ì î� {���C í65�}�¡eì � {�� � C í\}}|%¡eì � {���C í\}� { ¡�ì � {���C í\}�¡eì � {�� � C í\} | ¡�ì î� {���C í\}FC (4.13)

und entsprechend für den quartischen Term

¡�ì î� {���C í\}�¡�ì î� {�� � C í\}�¡�ì � {���C í\}�¡eì � {�� � C í\}P { ¡eì î� {���C í65�}�¡�ì � {���C í\}}|"¡�ì î� {�� � C í\}�¡eì � {�� � C í\}%� { ¡�ì î� {���C í65�}�¡eì � {�� � C í\}}|%¡eì î� {�� � C í\}�¡�ì � {���C í\}� { ¡eì î� {�� � C í65�}�¡eì � {���C í\}}|~¡�ì î� {���C í\}�¡eì � {�� � C í\}~� { ¡�ì î� {�� � C í65�}�¡eì � {�� � C í\}}|%¡eì î� {���C í\}�¡�ì � {���C í\}� { ¡eì î� {���C í\}�¡�ì î� {�� � C í\} | ¡eì � {���C í\}�¡�ì � {�� � C í\}%� { ¡eì � {���C í\}�¡�ì � {�� � C í\} | ¡�ì î� {���C í\}�¡eì î� {�� � C í\}� { ¡eì î� {�� � C í 5 }�¡eì � {�� � C í\} | { ¡eì î� {���C í 5 }�¡�ì � {���C í\} | � { ¡�ì î� {�� � C í 5 }�¡�ì � {���C í\} | { ¡eì î� {���C í 5 }�¡�ì � {�� � C í\} |� { ¡eì � {���C í\}�¡�ì � {�� � C í\}}| { ¡�ì î� {���C í\}�¡eì î� {�� � C í\}}|J� (4.14)

Analog werden die anderen Multiplikationen von drei oder vier Fluktuationen genähert. Die Korrelationen sind

hierbei gegeben durch die Definition des Erwartungswertes

` ¸ a�( ê Ü´� Å V / ¥4¡eì î� / ¥ð¡�ì � î
¸ × Z ��2� ~����å� ~%����� ü � ê Ü´� Å V / ¥4¡eì î� / ¥4¡�ì � î × Z ���� ~%�6�9� ~������ ü � Z"V C (4.15)

wobei �� º�¡�ì î CT¡�ì�» sämtliche Fluktuationsterme enthält. Auf die explizite Form der reduzierten Wirkung �� wird

später eingegangen (siehe Gleichung (4.28)). Gleichzeitig benutzt man, dass die Hintergrundfelder durch Extrema-

lisierung der Wirkung entstanden sind. Folglich verschwinden alle Terme linear in den Fluktuationen, und mit der

obigen Näherung die Terme mit drei Fluktuationen ebenfalls. Übrig bleiben nur Terme, die von nullter Ordnung

oder quadratisch in den Fluktuationen sind, d.h. die Wirkungen

� Ã Æ Ä º�¡eì î CT¡eìä» ( ¤ üTØÆ ª�í ¤ ª « ¬ Ü�� Å V © _ î� {���C í\} ½ ñ �� í � ñ �= 	�o!��c ¿ _ � {���C í\}�¢¡eì î� {���C í\} ½ ñ �� í � ñ �= 	�o!��c ¿ ¡�ì � {���C í\} ® (4.16)
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sowie� Ã � â�� Ä º�¡eì î CT¡eìä» ( 5= ¤ üFØÆ ª�íï¤^ª\«~¬¤^ª�«%¬ � Ü�� Å V 'ð{��B��� � } # _ î� {���C í\}
_ î� {�� � C í\}
_ � {���C í\}
_ � {�� � C í\}� É _ î� {���C í\}
_ î� {�� � C í\}%� { ¡�ì î� {���C í\}�¡eì î� {�� � C í\} | Ê~¡�ì � {���C í\}�¡eì � {�� � C í\}� É _ � {���C í\}
_ � {�� � C í\}%� { ¡�ì � {���C í\}�¡eì � {�� � C í\} | Ê ¡�ì î� {���C í\}�¡eì î� {�� � C í\}�= É _ î� {���C í\}
_ � {���C í\}%� { ¡eì î� {���C í65�}�¡�ì � {���C í\}}| Ê ¡�ì î� {�� � C í\}�¡�ì � {�� � C í\}�= É _ î� {���C í\}
_ � {�� � C í\}~� { ¡�ì î� {���C í 5 }�¡eì � {�� � C í\} | Ê ¡�ì î� {�� � C í\}�¡eì � {���C í\}� { ¡�ì î� {���C í 5 }�¡�ì � {���C í\} | { ¡�ì î� {�� � C í 5 }�¡�ì � {�� � C í\} |� { ¡�ì î� {�� � C í 5 }�¡eì � {���C í\} | { ¡eì î� {���C í 5 }�¡�ì � {�� � C í\} |� { ¡�ì î� {���C í\}�¡�ì î� {�� � C í\} | { ¡eì � {���C í\}�¡�ì � {�� � C í\} | $ (4.17)

und� Ã�� Ä º�¡�ì î CT¡�ì�» ( 5= ¤ üFØÆ ª�íï¤ üTØÆ ª�í � ¤^ª�«�¬s¤^ª\«%¬ � Ü�� Å V &k{��B�£� � } # _ î� {���C í\}
_ î� � {�� � C í � }
_ � {���C í\}
_ �e� {�� � C í � }� É _ î� {���C í\}
_ î�e� {�� � C í � }%� { ¡eì î� {���C í\}�¡�ì î�e� {�� � C í � } | Ê ¡�ì � {���C í\}�¡eì � � {�� � C í � }� É _ � {���C í\}
_ � � {�� � C í � }%� { ¡eì � {���C í\}�¡�ì � � {�� � C í � }}| Ê ¡�ì î� {���C í\}�¡eì î�e� {�� � C í � }�= É _ î� {���C í\}
_ � {���C í\}%� { ¡�ì î� {���C í 5 }�¡eì � {���C í\} | Ê ¡�ì î�e� {�� � C í � }�¡�ì � � {�� � C í � }�= É _ î� {���C í\}
_ �e� {�� � C í � }%� { ¡�ì î� {���C í 5 }�¡�ì �e� {�� � C í � } | Ê~¡�ì î�e� {�� � C í � }�¡eì � {���C í\}� { ¡�ì î� {���C í 5 }�¡�ì � {���C í\} | { ¡�ì î� � {�� � C í 5 � }�¡eì �e� {�� � C í � } |� { ¡�ì î� � {�� � C í65 � }�¡�ì � {���C í\}}| { ¡�ì î� {���C í65�}�¡eì �e� {�� � C í � }}|� { ¡�ì î� {���C í\}�¡�ì î� � {�� � C í � } | { ¡�ì � {���C í\}�¡�ì �e� {�� � C í � } | $ � (4.18)

Man führt nun die Abkürzungen� �R� � {���C íc�.� � C í � } ( { ¡eì î�e� {�� � C í � }�¡�ì � {���C í\} | C (4.19)u � {���C.� � C í\} ( � �R� {���C íc�.� � C í 5 }FC (4.20)� � {���C í\} ( u � {���C.��C í\}FC (4.21)� �R�e� {���C íc�.� � C í � } ( { ¡eì � {���C í\}�¡�ì �e� {�� � C í � }}|¾C (4.22)� î�R� � {���C íc�.� � C í � } ( { ¡eì î� {���C í\}�¡�ì î� � {�� � C í � } | C (4.23)� � {���C.� � C í\} ( � �R� {���C íc�.� � C í\}FC (4.24)� î� {���C.� � C í\} ( � î�R� {���C íc�.� � C í\} (4.25)

ein. Sie werden im Folgenden stets ”Felder” genannt werden, auch wenn es an dieser Stelle genau genommen

nur Abkürzungen sind. Durch Extremalisierung des noch herzuleitenden effektiven Potentials (4.30) werden diese

Gleichungen reproduziert, d.h. diese Nebenbedingungen sind später erfüllt. Damit kann man den Wechselwirkungs-
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und Unordnungsteil der Wirkung wie folgt hinschreiben:� Ã � â�� Ä º�¡eì î CT¡eìä» ( 5= ¤ üFØÆ ª�í ¤ ª « ¬ ¤ ª « ¬ � Ü�� Å V 'ð{��B��� � } # _ î� {���C í\}
_ î� {�� � C í\}
_ � {���C í\}
_ � {�� � C í\}� É _ î� {���C í\}
_ î� {�� � C í\}%�R� î� {���C.� � C í\}�Ê�¡eì � {���C í\}�¡�ì � {�� � C í\}� É _ � {���C í\}
_ � {�� � C í\}%�R� � {���C.� � C í\} Ê ¡eì î� {���C í\}�¡�ì î� {�� � C í\}�=�{�_ î� {���C í\}
_ � {���C í\}~� � � {���C í\}.}\¡eì î� {�� � C í\}�¡eì � {�� � C í\}�= É _ î� {���C í\}
_ � {�� � C í\}~�Ru � {�� � C.��C í\}�Ê�¡�ì î� {�� � C í\}�¡eì � {���C í\}� � � {���C í\} � � {�� � C í\}J�£u � {�� � C.��C í\}±u � {���C.� � C í\}J�N� � {���C.� � C í\}þ� î� {�� � C.��C í\} $ (4.26)

sowie � Ã¥� Ä º�¡eì î CT¡�ì�» ( � 5=Pñ ¤ üFØÆ ª�íï¤ üFØÆ ª\í � ¤^ª\«~¬¤^ª�«�¬ � Ü�� Å V Ü��e� Å V &k{��t�£� � }# _ î� {���C í\}
_ î� � {�� � C í � }
_ � {���C í\}
_ � � {�� � C í � }� É _ î� {���C í\}
_ î�e� {�� � C í � }~� � î�R�e� {���C íc�.� � C í � }�Ê~¡�ì � {���C í\}�¡�ì �e� {�� � C í � }� É _ � {���C í\}
_ � � {�� � C í � }~� � �R� � {���C íc�.� � C í � } Ê ¡�ì î� {���C í\}�¡�ì î� � {�� � C í � }�=�{�_ î� {���C í\}
_ � {���C í\}~� � � {���C í\}.}\¡eì î� � {�� � C í � }�¡�ì �e� {�� � C í � }�= É _ î�e� {�� � C í � }
_ � {���C í\}~�
� �R�e� {���C íc�.� � C í � }�Ê�¡eì î� {���C í\}�¡�ì �e� {�� � C í � }� � � {���C í\} � �e� {�� � C í � }J� � �R�e� {���C íc�.� � C í � } � �e�ª� {�� � C í � �.��C í\}� � �R�e� {���C íc�.� � C í � } � î�R�e� {���C íc�.� � C í � } $ � (4.27)

Nun kann man die in (4.15) angesprochene Wirkung �� º�¡eì¼î?CT¡eìä» ablesen:

�� º ¡�ì î CT¡�ì�» ( ¤ üFØÆ ª�í ¤ ª « ¬ Ü�� Å V © ¡�ì î� {���C í\} ½ ñ �� í � ñ �= 	 oµ�£c ¿ ¡�ì � {���C í\}� 5= ¤^ª « ¬ � 'ð{��v��� � } # É _ î� {���C í\}
_ î� {�� � C í\}%�M� î� {���C.� � C í\}�Ê�¡�ì � {���C í\}�¡eì � {�� � C í\}� É _ � {���C í\}
_ � {�� � C í\}~�M� � {���C.� � C í\}�Ê~¡�ì î� {���C í\}�¡eì î� {�� � C í\}�=�{�_ î� {���C í\}
_ � {���C í\}�� � � {���C í\}.}\¡eì î� {�� � C í\}�¡�ì � {�� � C í\}�= É _ î� {���C í\}
_ � {�� � C í\}%�Ru � {�� � C.��C í\}�Ê¾¡eì î� {�� � C í\}�¡eì � {���C í\} $ ®� 5=Pñ ¤ üFØÆ ª�íï¤ üTØÆ ª�í � ¤�ª « ¬¤^ª « ¬ � Ü�� Å V Ü�� � Å V &k{��t��� � }3 é =�{�_ î� {���C í\}
_ � {���C í\}~� � � {���C í\}.} ¡eì î�e� {�� � C í � }�¡�ì �e� {�� � C í � }�= É _ î� � {�� � C í � }
_ � {���C í\}%�
� �R�e� {���C íc�.� � C í � }�Ê~¡�ì î� {���C í\}�¡eì �e� {�� � C í � }� É _ î� {���C í\}
_ î�e� {�� � C í � }%� � î�R�e� {���C íc�.� � C í � }�Ê�¡eì � {���C í\}�¡�ì �e� {�� � C í � }� Ö _ � {���C í\}
_ �e� {�� � C í � }%� � �R�e� {���C íc�.� � C í � } Ý ¡�ì î� {���C í\}�¡eì î� � {�� � C í � }�ë~�

(4.28)
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4.2 Gross-Pitaevskii-Gleichung und Teilchendichte

Man definiert nun das von den mittleren Feldern abhängige effektive Potential� Ã Ü Ä�3 (Ò� 5ÎvÏÑÐ Í Ü (4.29)

mittels des Ausdrucks für die Zustandssumme (2.53) und mit Hilfe der hergeleiteten Teilwirkungen (4.16), (4.26)

und (4.27) unter Beachtung der Gesamtwirkung (4.9). Das großkanonische Potential Ì ist aus ���� durch Minima-

lisierung bezüglich der mittleren Felder zu bestimmen, Ìa(2���3 ÁÁÁ ��� â . Damit ist dann

� Ã Ü Ä�� ( 5ñ Î ��¤ üFØÆ ª�í ¤ ª « ¬ Ü�� Å V _ î� {���C í\} ½ ñ �� í � ñ �= 	 oµ��c ¿ _ � {���C í\}� 5= ¤ üFØÆ ª�íï¤^ª�«~¬s¤^ª�«�¬ � Ü�� Å V '4{��B��� � } # _ î� {���C í\}
_ î� {�� � C í\}
_ � {���C í\}
_ � {�� � C í\}� � � {���C í\} � � {�� � C í\}J�£u � {�� � C.��C í\}±u � {���C.� � C í\}J�N� � {���C.� � C í\}þ� î� {�� � C.��C í\} $� 5=Pñ ¤ üFØÆ ª\íï¤ üTØÆ ª�í � ¤^ª « ¬s¤^ª « ¬ � Ü�� Å V Ü��e� Å V &k{��t��� � } # _ î� {���C í\}
_ î�e� {�� � C í � }
_ � {���C í\}
_ �e� {�� � C í � }� � � {���C í\} � � � {�� � C í � }J� � �R� � {���C íc�.� � C í � } � � � � {�� � C í � �.��C í\}�� � �R� � {���C íc�.� � C í � } � î�R�e� {���C íc�.� � C í � } $ �
� 5Î Ï�Ð � ê Ü´� Å V / ¥4¡eì î� / ¥4¡�ì � î × Z �� � ~������ ~������ ü � � (4.30)

Leitet man das so definierte effektive Potential funktional nach den Molekularfeldern _ � {���C í\} bzw. _ î� {���C í\} ab,

so erhält man die Gross-Pitaevskii-Gleichung. Bei funktionaler Ableitung nach den Feldern reproduziert man nun

die Feldgleichungen (4.19)–(4.25), die diesen Namen jetzt zu Recht tragen. Anders ausgedrückt muss man die

implizite Abhängigkeit der Felder von den anderen Feldern beim Ableiten nicht mehr beachten, da die funktionale

Ableitung nach diesen diese theoretisch auftauchenden Terme verschwinden lässt. In das Ergebnis für die Gross-

Pitaevskii-Gleichung wird sofort eingesetzt, dass die Molekularfelder für das Kondensat, _ � und _¢î� , auf Grund

der fehlenden Falle nicht orts- und imaginärzeitabhängig sein sollten, d.h._ � {���C í\} ° _ � C_ î� {���C í\} ° _ î� � (4.31)

Das Ergebnis für die Gross-Pitaevskii-Gleichung ist dann½ ��c��ò¤^ª�«�¬ � u � {���C.� � C í\}T'ð{�� �N� � }%�ò¤^ª�«�¬ � � � {�� � C í\}T'ð{�� ��� � }%�R_ î� _ � ¤^ª�«�¬ � 'ð{��v��� � }À¿�_ �� ½ ¤^ª « ¬ � � � {���C.� � C í\}T'4{��v��� � } ¿ _ î�( 5ñ ¤ üFØÆ ª�í � ¤^ª�«~¬ � Ü��e� Å V &k{��t��� � } ½ _ î� � _ � _ �e� �
� �R�e� {���C íc�.� � C í � }
_ �e�� � �e� {�� � C í � }
_ � � � �R�e� {���C íc�.� � C í � }
_ î�e� ¿ � (4.32)
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Man sucht nun eine replikasymmetrische Lösung, die zudem auf Grund der Homogenität in Raum und Ima-

ginärzeit nur von der Differenz der Raum- und Zeitkoordinaten abhängig ist. Für die Felder ergibt sich dann_ � ° _ðC (4.33)_ î� ° _ î C (4.34)

� �R�e� {���C íc�.� � C í � } °
�
{��t��� � C í4�£í � }�¡ �R�e� ���~{�� �N� � }FC (4.35)u � {���C.� � C í\} ° u�{��v��� � }ä(

�
{��t��� � C * Z }~���~{��B�£� � }FC (4.36)� � {���C í\} ° � C (4.37)� �R� � {���C íc�.� � C í � } ° � {��t��� � C í4�£í � }�¡ �R� � �*+\{��t�£� � }FC (4.38)� î�R�e� {���C íc�.� � C í � } ° � î {�� � ����C í � �£í\}�¡ �R� � ��+ î {�� � �N��}FC (4.39)� � {���C.� � C í\} ° ��{��t��� � }�( � {��B��� � C *8}~��+\{������ � }FC (4.40)� î� {���C.� � C í\}FC ° � î {�� � ����}F� (4.41)

Die Bezeichnung * Z bedeutet hier wiederum einen Limes kleiner : von {|*ä�p:�} . Zusätzlich ist wegen 'ð{������ � }�('4{�� � ����} und &k{��k��� � }ä()&k{�� � �t��} zu schließen, dass die Raumkoordinaten nicht mit ihrem Vorzeichen in die

Wechselwirkung eingehen, d.h. auf der rechten Seite der obigen Identitäten darf man stets � und � � vertauschen.

Schließlich identifiziert man noch den Betrag der Molekularfelder _ und _ î mit der Dichte der kondensierten

Atome, d.h. _ ( ú Q Æ × û�� C_ î ( ú Q Æ × Z�û�� � (4.42)

Die Phase , ist wegen der Eichinvarianz beliebig und könnte im Folgenden als ,�(	* gewählt werden. Da die

Phasenabhängigkeit bei der späteren Herleitung der superfluiden Dichte zur Wiedererkennung der Gleichungen

wichtig ist, wird dies an dieser Stelle noch nicht gemacht. Die Molekularfelder

�
und

�
werden nun mit einer

Matsubara-Zerlegung behandelt:
�
{��B��� � C ík�£í � } ( 5ñ Î ·�£ Å Z · × Z�û¥¤§¦ Ã¥¨ Z ¨ � Ä

� £ {��B��� � }FC� {��B��� � C ík�£í � } ( 5ñ Î ·�£ Å Z · × Z�û¥¤§¦ Ã¥¨ Z ¨ � Ä � £ {��t��� � }FC� î {�� � �£��C í � �@í\} ( 5ñ Î ·�£ Å Z · × Z�û¥¤§¦ Ã¥¨ Z ¨ � Ä � î£ {�� � ����}FC (4.43)

mit 9 £ ( =?>ñ Î=« � (4.44)

Dies ist auf Grund der Periodizität der Felder in der Imaginärzeit, íÛ® í���ñ Î , möglich (2.23). Diese tranformierten

Felder können nun in die Gross-Pitaevskii-Gleichung eingesetzt werden. Im Replika-Limes / ® * fallen � , + und

der _ � -Term auf der rechten Seite der Gross-Pitaevskii-Gleichung (4.32) weg. Nach Integration über í fallen auch

alle Terme mit 9 £ à(+* weg. Man erhält dann½ ��c�� ¤ ª « ¬ � u�{��B�£� � }T'4{��B��� � }%� � ¤ ª « ¬ � 'ð{��B��� � }%�MQ Æ ¤ ª « ¬ � '4{��t��� � } ¿ ú Q Æ × û��� ½ ¤^ª « ¬ � ��{��t��� � }T'ð{��v��� � } ¿ ú Q Æ × Z�û��( 5ñ ¤ ª « ¬ � &k{��t��� � } ½
� Æ {��B�N� � }�× û�� � � Æ {��B��� � }�× Z�û�� ¿ ú Q Æ � (4.45)
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Schließlich ist es interessant, die Gleichung für die Teilchendichte zu bestimmen. Dies geschieht mittels Ableitung

des effektiven Potentials nach dem chemischen Potential, alsoQB(Ò� 5� � ����� c ÁÁÁÁÁ 8 � 9 Å 032 â 4 � (4.46)

Eigentlich müsste an dieser Stelle das großkanonische Potential Ì abgeleitet werden, d.h. in die rechte Seite der

obigen Gleichung ist die Lösung des Extremalproblems einzusetzen. Die partiellen Ableitungen des effektiven

Potentials nach den Feldern, ausgewertet am Minimum, verschwinden jedoch auf Grund der Extremalitätseigen-

schaft des großkanonischen Potentials, und man reproduziert lediglich die Feldgleichungen (4.19)–(4.25) sowie

die Gross-Pitaevskii-Gleichung (4.45). Daher ist eine partielle Ableitung des effektiven Potentials nach dem che-

mischen Potential äquivalent zur Ableitung des großkanonischen Potentials. Das Ergebnis für die Teilchendichte

lautet Qv(wQ Æ � { ¡eì î {���C í65�}�¡eìs{���C í\} | (wQ Æ � � � (4.47)

Man könnte das Feld � nun durch QB�@Q Æ eliminieren. Trotzdem soll die Bezeichung beibehalten werden, um die

Zugehörigkeit zum Feld u zu demonstrieren. Damit wird sofort deutlich, dass es einen Hartree- und einen Fock-

Beitrag der Wechselwirkung gibt.

Der für diese Arbeit wichtigste Spezialfall ist der einer lokalen Wechselwirkung und räumlich unkorrelierten Un-

ordnung, d.h. '4{��t��� � }�(��D¡D{�� �N� � }FC&k{��t��� � }�()&¢¡D{��v�£� � }F� (4.48)

Die dann resultierenden Gleichungen sind die Hartree-Fock-Bogoliubov-Gleichungen, erweitert durch Unordnung.

Sie werden in Abschnitt 4.4 hergeleitet. Da das Argument {��N�@� � } der Felder dann verschwindet, wird es in der

Notation unterdrückt, um genau zu sein gilt u�� ()u�{ÎÍx}FC��� ()��{ÎÍx}FC� Æ � ( � Æ {ÎÍx}FC� Æ � ( � Æ {ÎÍx}FC� îÆ � ( � îÆ {ÎÍx}FC+�� (�+\{ÎÍx}FC+ î � (�+ î {ÎÍx}FC��� (���{ÎÍx}FC� î � (L� î {ÎÍx}F� (4.49)

Bei Wahl von ,�()* erhält man für die verallgemeinerte Gross-Pitaevskii-Gleichungºú��c��.�Du��.� � �ý�8�f�.�²Q Æ » ú Q Æ ( & ñ ½
� Æ � � Æ ¿ ú Q Æ (4.50)

mit uB( � (wQt�£Q Æ � (4.51)
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4.3 Korrelationen

In den Gleichungen, welche die mittleren Felder definieren, stehen die normalen und anormalen Korrelationen.

Diese müssen zunächst berechnet werden, bevor die Gleichungen vollständig aufgeschrieben werden können. Dazu

betrachte man zunächst die reduzierte Wirkung (4.28). Sie enthält den Term �¼# mit#+(2¤ üFØÆ ª�íï¤ üTØÆ ª�í � ¤�ª « ¬¤^ª « ¬ � Ü�� Å V Ü��e� Å V &k{����<� � }W{�_ î� {���C í\}
_ � {���C í\}~� � � {���C í\}.}�¡�ì î�e� {�� � C í � }�¡eì � � {�� � C í � }FC(4.52)

welcher zunächst umgeschrieben werden soll. Bei Annahme von Replikasymmetrie (4.37) lässt sich dies schreiben

als #)( ¤ üTØÆ ª�í ¤ üFØÆ ª�í � ¤ ª « ¬ ¤ ª « ¬ � Ü�� Å V Ü��e� Å V &k{��t��� � }W{|Q Æ � � } ¡eì î�e� {�� � C í � }�¡�ì � � {�� � C í � }F� (4.53)

Integration über ¬ liefert nun die Fouriertransformierte von & an der Stelle zv(2* . Integration über í bringt einen

Faktor ñ Î � Die Summe über � liefert einen Faktor / . Damit ist (4.53)#)(2ñ Î / ¤ üFØÆ ª\í � ¤ ª « ¬ � Ü�� � Å V &k{|zv( Í�}W{|Q Æ � � }�¡�ì î�e� {�� � C í � }�¡�ì �e� {�� � C í � }F� (4.54)

Dies kann man schreiben als# ( ñ Î / ¤ üFØÆ ª�í ¤ üTØÆ ª�í � ¤ ª « ¬ ¤ ª « ¬ � Ü�� Å V Ü�� � Å V&k{|zB( Íx}�¡D{��v��� � }�¡D{|í��£í � }�¡ �R�e� {�Q Æ � � } ¡�ì î� � {�� � C í � }�¡eì � {���C í\}F� (4.55)

Zwecks Berechnung der Korrelationen schreibe man nun also die reduzierte Wirkung (4.28) unter Berücksichti-

gung der Umformung (4.55) als Integral über einen Integralkern:�� º�¡�ì î CT¡�ì�» ( ¤ üFØÆ ª�í ¤ üFØÆ ª�í � ¤ ª « ¬ ¤ ª « ¬ � Ü�� Å V Ü��e� Å V5= ��Ö ¡eì î� {���C í\}�¡�ì � {���C í\} Ý � Z"V�R�e��{���C íc�.� � C í � } � ¡�ì � � {�� � C í � }¡�ì î�e� {�� � C í � } � � � (4.56)

Dies führt auch auf die Matrix der Greenschen Funktion (4.79). Der Integralkern, also die Matrix der inversen

Greenschen Funktion � Z"V�R�e�.{���C íc�.� � C í � } , ist hierbei definiert durch� Z"V�R�e��{���C íc�.� � C í � }�(+¡ �R�e� ¡²{�� ��� � }�¡D{|í��@í � } � ñxÇÇ ¨ � � ü ¬� � o � �£c ** �ïñ4ÇÇ ¨ � � ü ¬� � o � ��c ��¢¡ �R�e� ¡D{��v��� � }�¡²{|í��£í � } � � Î /v&k{|z ( Íx}�{�Q Æ � � } ** � Î / &k{|zB( Íx}�{�Q Æ � � } ��¢¡ �R�e� ¡D{|í��£í � } � '4{�� � �£��}Wº =rQ Æ � � �Ru�{�� � ����}À» 'ð{�� � ����}�� Q Æ ×e� û�� �R� {��v��� � }��'ð{�� � ����} � Q Æ × Z � û�� �M� î {�� � ����} � '4{��B��� � }Wº =rQ Æ � � �òu�{��B��� � }À» ��f¡ �R� � 5ñ � &k{��B�£� � }
�
{��B��� � C ík�£í � } &k{��t��� � } � {��B�N� � C ík�£í � }&k{��B�N� � } � î?{��B��� � C ík�£í � }n&k{��t�£� � } � î?{��B��� � C ík�£í � } �� 5ñ � &k{��t��� � }�{�Q Æ ���~{��B�£� � }.} &k{��v��� � }�{�Q Æ × � û�����+\{��t�N� � }.}&k{��B��� � }�{�Q Æ ×?Z � û��s��+8îr{��B��� � }.} &k{��t��� � }�{�Q Æ ���\îP{��B��� � }.} � � (4.57)
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Man definiert die Fouriertransformierte einer Funktion durchM {��t��� � }�(2¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ × û�© Ã ¶ Z ¶ � Ä M {|z~}F� (4.58)

Falls gilt: M {��t��� � }�( M {�� � ����} (4.59)

dann folgt M {|z~}�( M {��ïz~}F� (4.60)

Dies gilt an dieser Stelle insbesondere für alle Felder.

Die Definition des Fourier-Matsubara-transformierten Integralkerns � Z"V�R� � {|zJC.9 £ } lautet wie bekannt� Z"V�R� �±{�� V C í V �.� � C í � }�( 5ñ Î ·�£ Å Z · × Z�û�¤ ¦ Ã�¨ Z ¨ � Ä ¤ ª « Ó{ö=?>~},¢ × ûª© Ã ¶ Z ¶ � Ä � Z"V�R� ��{|zJC.9 £ } (4.61)

Dessen Struktur liest sich also wie� Z"V�R�e��{|zJC.9 £ }�( � �W{|zJC.9 £ } lx{|zJC.9 £ }l î {|zJC.9 £ }n� î {|zJC.9 £ } � ¡ �R�e� � �>� {|zJC.9 £ } �P{|zJC.9 £ }� î {|zJC.9 £ } � î {|zJC.9 £ } � (4.62)

unter Beachtung der Transformation von

�
und

�
in (4.43) mit den Bezeichnungen��{|zJC.9 £ }�( ��ôþñ²9 £ � ñ � z �= 	 ��ct� Î /v&k{|z ( Íx}�{�Q Æ � � }"�K¤^ª « ¬�× Z�û�© ¶ '4{���}Wº =rQ Æ � � �Ru�{���}À»� 5ñ ¤ ª « ¬�× Z�û�© ¶ &k{���}

� £ {���}FC (4.63)� {|zJC.9 £ }�( � Î ¡ £ � Æ ¤ ª « ¬�× Z�ûª© ¶ &k{���}�{�Q Æ �R�~{���}.}FC (4.64)�P{|zJC.9 £ }�( � Î ¡ £ � Æ ¤ ª « ¬�× Z�ûª© ¶ &k{���}�{�Q Æ × � û�� ��+\{���}.}FC (4.65)lx{|zJC.9 £ }�( ¤ ª « ¬�× Z�û�© ¶ 'ð{���}�{�Q Æ × � û�� �M��{���}.}�� 5ñ ¤ ª « ¬�× Z�û�© ¶ &k{���} � £ {���}F� (4.66)

Man möchte die Greensche Funktion � �R�e� {�� V C í V �.� � C í � } bestimmen, deren Definition lautet:¤ üFØÆ ª\íï¤^ª�«%¬ Ü�� Å V � Z"V��±%� {�� V C í V �.��C í\}]� �R� ¬ {���C íc�.� � C í � }�(+ñ�¡²{�� V ��� � }�¡²{|í V �@í � }�¡ � ± � ¬ � (4.67)

Im Fourier-Matsubara-Raum liest sich das alsÜ�� Å V � Z"V��±�� {|zJC.9 £ }]� �R� ¬ {|zJC.9 £ }�(+ñ�¡ ��±�� ¬ � (4.68)

Die Fourier-Matsubara-Transformierte des Integralkerns schreibt man nun als� Z"V��±%� ¬ {|zJC.9 £ }ä(�� Z"VV {|zJC.9 £ }�¡ ��±%� ¬ �.� Z"V� {|zJC.9 £ }F� (4.69)

Man macht nun folgenden Ansatz für die Fourier-Matsubara-Transformierte der Greenschen Funktion:� ��±%� ¬ {|zJC.9 £ }�(�� V {|zJC.9 £ }�¡ ��±%� ¬ �4� � {|zJC.9 £ }F� (4.70)

Aus der Summe (4.68) ergeben sich dann im Replika-Limes / ® * die Gleichungen� Z"VV {|zJC.9 £ }%� V {|zJC.9 £ }ä(+ñ (4.71)
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und � Z"V� {|zJC.9 £ }%� V {|zJC.9 £ }%�.� Z"VV {|zJC.9 £ }%� � {|zJC.9 £ }�()*�� (4.72)

Der letzte aus der Summe (4.68) theoretisch herleitbare Summand verschwindet für / ®�* . Außerdem beachte

man, dass der Term proportional zu / in der Abkürzung (4.63) im Replika-Limes verschwindet. Also gilt ab jetzt

eine Neudefinition von � :��{|zJC.9 £ }�(Ò�<ôþñ²9 £ � ñ � z �= 	 �Bc°�£¤^ª\«~¬4× Z�û�© ¶ '4{���}Wº =rQ Æ � � �òu�{���}À»D� 5ñ ¤^ª\«~¬4× Z�û�© ¶ &k{���}
� £ {���}F� (4.73)

Die Matrizen � V {|zJC.9 £ } und � � {|zJC.9 £ } ergeben sich durch simple Matrixmanipulationen aus (4.71)� V {|zJC.9 £ }�(+ñ � � Z"VV {|zJC.9 £ } � Z"V (4.74)

und aus (4.72) � � {|zJC.9 £ }�(µ� 5ñ � V {|zJC.9 £ }%� Z"V� {|zJC.9 £ }%� V {|zJC.9 £ }F� (4.75)

Die Inverse der =ð3B= -Matrix � Z"VV {|zJC.9 £ } bestimmt sich zu� � Z"VV {|zJC.9 £ } � Z"V ( 5� �W{|zJC.9 £ }7� � �w� lx{|zJC.9 £ }7� � � �DîP{|zJC.9 £ } �<lx{|zJC.9 £ }�<l²îP{|zJC.9 £ } ��{|zJC.9 £ } � C (4.76)

und � � {|zJC.9 £ } lässt sich durch eine Matrixmultiplikation bestimmen:� � {|zJC.9 £ }ä(Ò� ñ{ � �"� � ��� l�� � } � � � î � î � ��� î ��l î �£� î � î l� � î l²l î �²� î �¼�£� î � lm�£� � î ls��� î l8l�²��îm�7î¼�£� � îÇlDî¼�£�Dî � lDî�����l²î�l²î �²� � î¼�£�s��î�lm�£�s�ÇlDîä� � l8lDî � � (4.77)

Der größeren Übersichtlichkeit wegen wurde hierbei auf die explizite Nennung der Abhängigkeit der Abkürzungen� , � , � und l von Wellenvektor z und Matsubara-Frequenz 9 £ verzichtet. Sie sind aber nicht unabhängig davon.

Die Transformierte der Greenschen Funktion im Replika-Limes ist also gegeben durch� ��±%� ¬ {|zJC.9 £ } ( 5� �"� � ��� l�� � � � î �<l�<l î � �� ñ{ � �"� � ��� lW� � } � � � î � î � �£� î ��l î �£� î � î l�� � î l8l î �D� î ���@� î � lm��� � î l���� î l²l�D�Dîm�7î¼�£� � îÇl²î¼�£��î � l²î�����l²î�lDî �D� � î �£�s�7î�lm���s��l²îä� � l²l²î � �
(4.78)

Die Greensche Funktion ist nun bekannt. Per Definitionem ist sie die Matrix der gesuchten Erwartungswerte:� ��±�� ¬ {�� V C í V �.� � C í � }�( � { ¡�ì ��± {�� V C í V }�¡�ì î� ¬ {�� � C í � }}| ` ¡eì ��± {�� V C í V }�¡�ì � ¬ {�� � C í � }
a{ ¡�ì î��± {�� V C í V }�¡�ì î� ¬ {�� � C í � }}| { ¡eì î��± {�� V C í V }�¡�ì � ¬ {�� � C í � }}| � � (4.79)

Damit sind die Korrelationen berechnet.
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4.3.1 Normale Korrelation

Die normale Korrelation { ¡�ì ��± {�� V C í V }�¡eì¼î� ¬ {�� � C í � } | ergibt sich aus den beiden Ausdrücken für die Greensche
Funktion (4.78) und (4.79) mit Hilfe der Abkürzungen (4.73) und (4.64) bis (4.66) zu

���(�3���B��� ±1� � ¬}�/� ±�� ��¬
�� �¡�¢¤£ �(�m��� ± ��� ± ��¢}£ ���� ��� ¬¤�3��¬f��¥� �¦ §;¨s©�«ª¤¬ �� ®¯¦�° µ ®^± µ ÷³²B´ �³µ � µ µ � � ± ÷ ì � ö � µ ö � �¶o·«¸B¹ ¦»º ø � ì �¬ ´ �@¼ º¾½ §$¨w¿ ± µ ÷ ì ö$À ��� ��Á ª¤Â � º¾Ã1º"Ä ��� �ÆÅ � ±ø ½ §$¨s¿ ± µ ÷ ì ö(Ç ��� � � �¦ ��� �«È�¢ �(�����É¾ÊfËËË � ·«¸m¹ ¦ º ø � ì �¬ ´ �^¼ º»½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö À ��� ��Á ª[Â � º»ÃÌºSÄ ��� �ÆÅ � ±ø ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö Ç ��� � � ¦ ��� � ËËË ¬ �»ÍfÍfÍ
ÍfÍfÍÍfÍ
Í Í
ÍfÍÍfÍfÍ}� ËË ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö À ��� � ��Â � ± ¬ ÷oÎ º�Ï ��� ��� � ±ø ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö Ç ��� ��Ð ¦ ��� � ËË ¬ Èº ¦ §$¨�©�«ª[¬ �� ± ÷ ì � ö � µ ö � �ÑÒÓ ÒÔ ½ § ¨ ¿�Õ ± µ ÷ ì ö Ç ��� � ��Â � º"Ö ��� ���/×�Ø ø

� ì �¬ ´ �^¼ º ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö À ��� �ÙÁ ª¤Â � º¾Ã-º"Ä ��� �ÆÅ � ±ø ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö Ç ��� � � �� ��� ��Ú ¬ �"Í
ÍfÍËËË ø � ì �¬ ´ �@¼ º ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö À ��� ��Á ª¤Â � º¾Ã1º"Ä ��� �ÆÅ � ±ø ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö Ç ��� � � � ��� � ËËË ¬ �»ÍfÍfÍ
ÍfÍfÍÍfÍ
Í ÍfÍfÍ}� ½ §$¨s¿�Õ ± µ ÷ ì ö;Ç ��� � ��Â � ± ¬ ÷oÎÛº"Ü ��� ���/×�Ø ø

� ì �¬ ´ �Ý¼ º ½ §;¨s¿ ± µ ÷ ì ö$À ��� �ÞÁ ª¤Â � º»ÃÌºSÄ ��� �ÆÅ � ±ø ± µ ÷ ì ö(Ç ��� � � �� ��� ��Ú^ß ÍfÍ
ÍÍfÍfÍm��ËË ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö À ��� � ��Â � ± ¬ ÷àÎ ºSÏ ��� ��� � ±ø ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö Ç ��� ��Ð � ��� � ËË ¬ ÍfÍfÍÍfÍ
Í ÍfÍfÍ ß Õ ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö À ��� � ��Â � ± µ ¬ ÷àÎ ºSÏ � ��� ��� � ±ø ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö Ç ��� ��Ð �� ��� �/×ÍfÍ
Íº � ½ §;¨w¿�Õ ± µ ÷ ì ö(Ç ��� � ��Â � ± µ ¬ ÷oÎ�º"Ü � ��� ���/× Ø ø
� ì �¬ ´ �^¼ º ½ §;¨w¿ ± µ ÷ ì ö$À ��� ��Á ª¤Â � º»ÃÌºSÄ ��� �ÆÅ �¾ÍáÍfÍËËË ø � ì �¬ ´ �Ý¼ º ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö À ��� �ÞÁ ª[Â � º»ÃÌºSÄ ��� �ÆÅ � ±ø ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö Ç ��� � � � ��� � ËËË ¬ �"Í
ÍfÍ

ÍáÍfÍÍfÍ
Í ÍfÍfÍ}� ±ø ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö Ç ��� � � �� ��� ��Ú Õ ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö À ��� � �«ª¤Â � ± ¬ ÷àÎ ºSÏ ��� ��� � ±ø ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö Ç ��� ��Ð � ��� �/× º ÍfÍ
ÍÍ
ÍfÍ}��ËË ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö À ��� � ��Â � ± ¬ ÷oÎ º�Ï ��� ��� � ±ø ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö Ç ��� ��Ð � ��� � ËË ¬ ÍfÍfÍÍfÍ
Í ÍfÍfÍ º ½ §$¨s¿�Õ ± µ ÷ ì ö;Ç ��� � ��Â � º"Ö � ��� ���/× ËË ½ §$¨s¿ ± µ ÷ ì ö$À ��� � ��Â � ± ¬ ÷àÎÛº�Ï ��� ��� � ±ø ½ §;¨w¿ ± µ ÷ ì ö(Ç ��� ��Ð � ��� � ËË ¬ÍáÍfÍ â^ã (4.80)
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4.3.2 Anormale Korrelationen

Für die anormale Korrelation
` ¡�ì ��± {�� V C í V }�¡�ì � ¬ {�� � C í � }
a erhält man auf die gleiche Weise wie bei der normalen

KorrelationÐ �(�3��� ��� ± � � ¬ �3� ± � � ¬ �� �¡�¢}£ �(� ��� ± ��� ± ��¢¤£ ��� ��� ¬ ��� ¬ ��¥1  ¦ § ¨ ©�«ª[¬ �  ®¯¦�° µ ®ä± µ ÷³² ´ �³µ � µ µ � � ± ÷ ì � ö � µ ö � �Õ � ½ §$¨s¿ ± µ ÷ ì ö$À ��� � ��Â � ± ¬ ÷oÎÛºäÏ ��� ��� º ±ø ½ §;¨w¿ ± µ ÷ ì ö(Ç ��� ��Ð ¦ ��� � × ¢ �(�/���É Ê ËËË � ·«¸B¹ ¦ º ø � ì �¬ ´ �@¼ º ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö À ��� �ÙÁ ª¤Â � º¾Ã-º"Ä ��� �ÆÅ � ±ø ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö Ç ��� � � ¦ ��� � ËËË ¬ �»ÍfÍfÍ
ÍfÍfÍÍfÍ
Í Í
ÍfÍÍáÍfÍå�æËË ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö À ��� � ��Â � ± ¬ ÷àÎ ºSÏ ��� ��� � ±ø ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö Ç ��� ��Ð ¦ ��� � ËË ¬ Èº ¦ § ¨ ©�«ª¤¬ �  ± ÷ ì � ö � µ ö � �ÑÒÓ ÒÔ ½ § ¨ ¿ Õ ± µ ÷ ì ö Ç ��� � ��Â � ± ¬ ÷oÎ º"Ü ��� ��� × ËËË ø

� ì �¬ ´ �Ý¼ º ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö À ��� ��Á ª¤Â � º»ÃÌºSÄ ��� �ÆÅ � ±ø ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö Ç ��� � � � ��� � ËËË ¬ �»ÍfÍfÍËËË ø � ì �¬ ´ �@¼ º ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö À ��� �ÞÁ ª¤Â � º»Ã1º"Ä ��� �ÆÅ � ±ø ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö Ç ��� � � � ��� � ËËË ¬ �»ÍfÍfÍ
ÍfÍáÍÍfÍ
Í ÍáÍfÍå� ½ §$¨s¿ Õ ± µ ÷ ì ö(Ç ��� � ��Â � ºSÖ ��� ��� × Ø ø

� ì �¬ ´ �@¼ º¾½ §;¨s¿ ± µ ÷ ì ö$À ��� �ÞÁ ª¤Â � º»Ã1º"Ä ��� �ÆÅ � ±ø ± µ ÷ ì ö(Ç ��� � � �� ��� ��ÚÝß ÍfÍfÍÍáÍ
Íå� ËË ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö À ��� � ��Â � ± ¬ ÷àÎ º�Ï ��� ��� � ±ø ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö Ç ��� ��Ð � ��� � ËË ¬ Í
ÍfÍÍfÍ
Í ÍáÍfÍ ß Õ ½ §$¨s¿ ± µ ÷ ì öÞÀ ��� � ��Â � ± ¬ ÷àÎ�ºSÏ ��� ��� � ±ø ½ §$¨w¿ ± µ ÷ ì ö(Ç ��� ��Ð � ��� �/×ÍfÍfÍº � ½ §$¨w¿ Õ ± µ ÷ ì ö(Ç ��� � ��Â � º"Ö � ��� ��� × Ø ø
� ì �¬ ´ �Ý¼ º ½ §$¨w¿ ± µ ÷ ì öÞÀ ��� �ÙÁ ª[Â � º»ÃÌºSÄ ��� �ÆÅ � ±ø ½ §$¨w¿ ± µ ÷ ì özÇ ��� � � � ��� � Ú ß ÍfÍáÍËËË ø � ì �¬ ´ �^¼ º ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö À ��� �ÞÁ ª[Â � º»ÃÌº�Ä ��� �ÆÅ � ±ø ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö Ç ��� � � � ��� � ËËË ¬ �¾ÍáÍfÍ

ÍfÍfÍÍfÍ
Í ÍáÍfÍ ß Õ ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö À ��� � ��Â � ± ¬ ÷àÎ ºSÏ ��� ��� � ±ø ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö Ç ��� ��Ð � ��� �/× º ÍfÍáÍÍfÍfÍå� ËË ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö À ��� � ��Â � ± ¬ ÷àÎ ºSÏ ��� ��� � ±ø ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö Ç ��� ��Ð � ��� � ËË ¬ ÍfÍ
ÍÍfÍ
Í ÍáÍfÍ º»½ § ¨ ¿ Õ ± µ ÷ ì ö Ç ��� � ��Â � ± µ ¬ ÷oÎ º»Ü � ��� ��� × Õ ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö À ��� � ��Â � ± ¬ ÷àÎ º�Ï ��� ��� � ±ø ½ § ¨ ¿ ± µ ÷ ì ö Ç ��� ��Ð � ��� � × ¬ÍfÍ
Í âÝã (4.81){ ¡�ì î� ± {�� V C í V }�¡�ì î� ¬ {�� � C í � }}| ist das komplex Konjugierte des Ausdrucks (4.81). Damit die herzuleitenden Mo-

lekularfeldgleichungen analytisch lösbar sind, müssen die Felder von � unabhängig sein, oder Wechselwirkung

bzw. Unordnungskorrelation müssen verschwinden. Das Ziel der Unabhängigkeit von � kann durch nachfolgende

Spezialisierung oder durch verschiedene Näherungen erreicht werden, die später behandelt werden.

4.4 Spezialisierung auf den Fall unkorrelierten ç und lokalen è
Der interessanteste Spezialfall ist die Annahme eines unkorrelierten Zufallspotentials und lokaler Wechselwirkung,

wie sie in (4.48) definiert wurden. Zur Herleitung der Molekularfeldgleichungen in diesem Spezialfall betrachte

man dann die Korrelationen (4.80) und (4.81). Man sieht, dass man die dortigen Fouriertransformationen, bis auf

die letzte, allesamt explizit durchführen kann. Die Gross-Pitaevskii-Gleichung lautet, in Erinnerung an (4.50),ºý��c��4�²u��ý� � �.�8�f�4�8Q Æ » ú Q Æ ( & ñ ½
� Æ � � Æ ¿ ú Q Æ C (4.82)

was man auch als ºý��c��ò=C�8Q��ý� ` ¡�ì ¡�ì�aä� �8Q Æ » ú Q Æ ( & ñ ½
� Æ � � Æ ¿ ú Q Æ (4.83)

schreiben kann. Die Molekularfeldgleichungen sind, bereits unter Berücksichtigung der Zusammenhänge zwi-

schen den Feldern, die folgenden:

Zunächst betrachte man die Teilchendichte (4.47). Die Definitionen der Molekularfelder (4.19)–(4.21) liefern unter
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Annahme von Replikasymmetrie (4.35)–(4.37) sowie der Transformation (4.43) und der Notationsvorschrift (4.49)

den Ausdruck für die Teilchendichte. Dabei ist zu beachten, dass wegen der Annahme von lokaler Wechselwirkung

und unkorreliertem Potentias (4.48) die schon erwähnte Identität (4.51) feststeht, also dass � (Òu@(ÒQv�6Q Æ gilt.

Die Gleichung lautet also Qt�NQ Æ ( u ( � (��ð� 5ñ Î ÏÑæÑç7å8 Æ ·�£ Å Z ·
� £ × û¥¤R¦ 7 � (4.84)

Die � -Gleichung erhält man unter Verwendung von der Definitionen der Molekularfelder (4.22), (4.24) sowie

Annahme von Replika-Symmetrie (4.38), (4.40), der Transformation (4.43) und unter Beachtung der Notations-

vorschrift (4.49). Sie lautet: � ( +f� 5ñ Î ·�£ Å Z · � £ � (4.85)

Die Gleichung für �8î erhält man durch komplexe Konjugation. Direkt hiernach folgt die Gleichung für + , durch
Verwendung von der Definitionen des Molekularfelder (4.22), Repliksymmetrie (4.38), Notationsvorschrift (4.49)
und der Korrelation (4.81):é > X _ a%êg r�ë l3ìíîï îð x gòñ ^åó qáô�õ w é l�ööö Z ��÷��qáø S | w r � ñ S�ù Z-ú ^ ööö q S x g«ñ ^ w�û l:ü Z �3÷��qfø S}| w r � ñ S*ù Z1ú J^Þýäþ � gòñ ^åó q�ô�õ w�ÿ l S�ù Z�� ^��t öö Z � ÷ �qáø S | w r � ñ S ù ZÌú ^ öö q S öö � gòñ ^åó qáô�õ w�ÿ l S ù Z�� ^ öö q u qw x g«ñ ^¤ó�� qáô6õ w é J l þ � gòñ ^¤ó qáô6õ w�ÿ S ù Z � ^�� q S x gòñ ^ w�û l:ü Z �3÷��qfø S}| w r � ñ S ù Z ú ^ ý�þ � gòñ ^åó qáô�õ w�ÿ l S ù Z � ^��t öö Z � ÷ �qfø·S}| w r � ñ S ù Z ú ^ öö q S öö � g«ñ ^¤ó q�ô�õ w ÿ l S ù Z � ^ öö q u q

� î�î	 �
(4.86)

Auch hier folgt die Gleichung für + î durch komplexe Konjugation. Die Gleichung für � lautet (mit Definition
(4.19), Replika-Symmetrie (4.35), Notationsvorschrift (4.49) und Korrelation (4.80))û > û J > X _ a:êg rBë l ìíîï îð x gòñ ^ w�û l ü Z �3÷��qfø S}| w r � ñ S*ù Z ú J^ ý q S x gòñ ^ ó qáô�õ w é l ü Z ��÷��qfø S}| w r � ñ S�ù Z ú J^ ýäþ � gòñ ^ ó
� q�ô�õ w ÿ J l S�ù Z � J^ �t öö Z � ÷ �qáø S | w r � ñ S�ù Z-ú ^ öö q S öö � gòñ ^ ó qáô�õ w�ÿ l S*ù Z�� ^ öö q u qw S x gòñ ^ ó�� q�ô�õ w é J l ü Z ��÷��qáø S}| w r � ñ S�ù Z-ú J^ ý þ � gòñ ^ ó qáô�õ w�ÿ l S�ù Z�� ^ � w x gòñ ^ w�û l öö � gòñ ^ ó qáô6õ w�ÿ l S*ù Z�� ^ öö qt öö Z � ÷ �qfø S}| w r � ñ S ù Z ú ^ öö q S öö � g«ñ ^ ó q�ô�õ w ÿ l S ù Z � ^ öö q u q

� î�î	 �
(4.87)

Schließlich fehlen noch die Gleichungen für die Felder

� £ und
� £ , welche sich durch dieselben Gleichungen

wie � und + herleiten lassen. Es folgt

� £ñ (
�
îZ £ñ ( ¤ ª « Ó{ö=?>~},¢ ôþñ²9 £ � ü ¬ © ¬� � �£c��R=C�8QB�� ü

�
î£ÁÁÁ ��ôþñ²9 £ � ü ¬ © ¬� � ��c��R=C�8QB�  ü

� £ ÁÁÁ � � ÁÁ �W{�Q Æ × � û�� �6�8}J�  ü � £ ÁÁ � C (4.88)� £ñ ( ¤ ª « Ó{ö=?>~},¢ �V��{�Q Æ × � û����M�8}%�  ü � £ÁÁÁ ��ôþñ²9 £ � ü ¬ © ¬� � ��c��R=C�8QB�  ü
� £ ÁÁÁ � � ÁÁ �W{�Q Æ × � û�� �6�8}J�  ü � £ ÁÁ � � (4.89)
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Erneut folgt die Gleichung für
� î£ durch komplexe Konjugation. Bekanntlich kann ,M(�* gewählt werden. Zur

Vereinfachung wählt man dies nun. Ab hier gilt also stets,�()*�� (4.90)

Dann folgt: � £ ( � î Z £ C+ ( + î � (4.91)

Mit Hilfe dieser zwei Gleichungen fällt auf, dass die Gleichungen (4.86) und (4.87) formgleich sind: Ersetzt man

in einer der Gleichungen alle + durch � und umgekehrt, so erhält man die jeweils andere Gleichung. Dies ist ein

Hinweis auf eine Lösung der Gleichungen mit +°(��"� (4.92)

Mit anderen Worten: Dieser direkte Unordnungsbeitrag der normalen und anormalen Korrelationen ist gleich groß!

Dies ist aber nur in Phasen gebrochener Symmetrie die korrekte Lösung. Falls die anormalen Korrelationen ver-

schwinden, wie es in der Gasphase der Fall ist, ist +�(+*tà(�� (4.93)

die korrekte Lösung. Für &µ(2* kann � jedoch ebenfalls, aber unabhängig von + , verschwinden. Falls +4(?� gilt,

so lassen sich die Gleichungen zusammenfassen, womit im Zähler wie im Nenner eine binomische Formel steht.

Man kann kürzen und erhält die einfache Gleichung�U(�+m(2¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ &k{�Q Æ ����}# ü ¬ © ¬� � ��c��K=C�8QB�  ü
� Æ �.�W{�Q Æ �M�8}J�  ü � Æ $ � � (4.94)

Falls +�(µ* gilt, was nur für Q Æ (!* der Fall sein kann, so folgt aber dieselbe Gleichung, wobei hier auch � und� Æ
verschwinden, die hier im Nenner stehen. Die Lösung +�( � vereinfacht die Gleichungen für Q in (4.84) und� in (4.85) ebenfalls. Die Teilchendichtegleichung lautet dann wie gehabtQt�NQ Æ ( u ( � (��ð� 5ñ Î ÏÑæÑç7å8 Æ ·�£ Å Z ·

� £ × û¥¤ ¦ 7 � (4.95)

Die � -Gleichung verändert sich allerdings zu��(��°� 5ñ Î ·�£ Å Z · � £ � (4.96)

4.5 Probleme der Hartree-Fock-Bogoliubov Näherung

Es sollen nun kurz die bekannten Probleme der Hartree-Fock-Bogoliubov Näherung diskutiert werden.

4.5.1 Fehlende Bandlückenfreiheit der Dispersion

Hugenholtz und Pines haben in ihrer Arbeit gezeigt, dass die Determinante der Matrix des Integralkerns ver-

schwindet [41], und dies ein bandlückenfreies Anregungsspektrum liefert. Zur Garantie eines bandlückenfreien
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Anregungsspektrums muss daher der Nenner von (4.88) für « (È* und zµ( * verschwinden, was äquivalent

zum Verschwinden der Determinante des Integralkerns ist. Setzt man die Gross-Pitaevskii-Gleichung jedoch in

diesen Nenner ein, so sieht man sofort, dass bei nichtverschwindendem Kondensat das Hugenholtz-Pines Theorem

verletzt ist [41]. Das Spektrum ist also nicht bandlückenfrei, wie im Falle ohne Unordnung bereits Girardeau und

Arnowitt zeigten [42]. Grund ist nach Shi und Griffin [43] bzw. Proukakis, Burnett und Stoof [44] eine nichtkon-

sistente Mitnahme bzw. Überzählung bestimmter Diagramme. Möchte man ein bandlückenfreies Spektrum haben,

so kann man �²�ï�  ü � Æ ()* fordern, was im Falle ohne Unordnung der so genannten Popov-Näherung entspricht.

Man sollte aber darauf hinweisen, dass sie im Allgemeinen nicht für #+()* anwendbar ist, sondern nur für # P #;$ .Mit Unordnung trifft dies demnach ebenfalls zu. Popov selbst hat eine Gültigkeit für #�(S* auch nie so vorge-

schlagen, wie ein kurzer Blick in seine Arbeiten bestätigt [45–48]. Falls man Größen berechnet, die die anormalen

Korrelationen nicht explizit enthalten, so sieht man in niedrigster Ordnung einer Entwicklung nach & oder � keine

Effekte dieser Näherung, da sie bei diesen Größen erst in höheren Ordnungen relevant wird. Das bedeutet, dass die

Popov-Näherung, bzw. eine Näherung, die derselben Philosophie der Vernachlässigung anormaler Korrelationen

folgt, in niedrigster Ordnung stets vertrauenswürdig ist.

Die T-Matrix-Renormierungsmethode nach Stoof und Bijlsma [30] benutzt allerdings eine andere Rechtfertigung

des Weglassens der anormalen Korrelationen: Sie sagt, dass die anormalen Terme bezüglich der Wechselwirkung

bereits bei der Berechnung der Kopplungskonstanten berücksichtigt wurden, die in 0. Ordnung der in der zitierten

Arbeit verwendeten Entwicklung gleich dem hier verwendeten � ist. Folgt man dieser Begründung, so ist es not-

wendig, die anormalen Terme immer zu vernachlässigen, und � durch die T-Matrix zu ersetzen. Es handelt sich

also nicht um eine Näherung.

Eine analoge ”T-Matrix”-Beschreibung für die Unordnungsstärke & existiert in der Literatur anscheinend nicht.

Es gibt aber einige Überlegungen von P. Navez zu diesem Thema [49], die im Grenzfall eines räumlich unkorre-

lierten Unordnungspotentials dasselbe Ergebnis liefern wie dimensionale Regularisierung, die in Anhang D erklärt

wird. Navez benutzt in seiner Arbeit einen Langevin-Ansatz, um aus der Gross-Pitaevskii-Gleichung mit Unord-

nung Gleichungen für die Felder herzuleiten. Dabei geht er von einem Lorentz-korrelierten Zufallspotential aus.

Für kleine Korrelationslängen ergeben sich in seiner Arbeit zunächst Probleme, die er durch eine Renormierung

der Unordnungsstärke behebt. Folgt man der Vorgehensweise bei der Renormierung, die für die Renormierung

der Wechselwirkung verwendet wird, so ist es plausibel anzunehmen, dass in der Gross-Pitaevskii-Gleichung die

anormalen Korrelationen weggelassen werden müssen, was Navez aber nicht macht. Das Kriterium, welche Kor-

relationen weggelassen werden müssen, ist hierbei durch die Forderung nach Bandlückenfreiheit der Dispersion

gegeben.

4.5.2 Lösungsvorschläge

Dieses Problem lässt eine Methode wünschenswert erscheinen, die diese beseitigt.

Eine mögliche Theorie wären die Ideen Yukalovs und Kleinerts [50], welche auf der Einführung eines zusätz-

lichen chemischen Potentials c Æ für das Kondensat beruhen. Die Gross-Pitaevskii-Gleichung wird durch Extre-

malisierung des effektiven Potentials nach der Kondensatwellenfunktion festgelegt und bestimmt so dieses neue

chemische Potential. Das physikalische chemische Potential selbst wird durch das Hugenholtz-Pines Theorem fest-

gelegt. Genaue Betrachtung der Theorie des wechselwirkenden Bose-Gases ohne Unordnung offenbart allerdings

diverse physikalische Probleme unterhalb der kritischen Temperatur. Insbesondere bei lokaler Wechselwirkung '
und zu starker Wechselwirkungsstärke � erlaubt die Theorie keinerlei konsistente Lösung mehr, hat aber diesen

Anspruch. Dies und die Einführung zweier verschiedener chemischer Potentiale für Kondensat und den Rest des

Systems weckt Zweifel an der generellen Richtigkeit der Theorie.
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Ein anderer Ansatz wäre der Versuch, eine Molekularfeldtheorie mittels Hubbard-Stratonovich-Transformation

herzuleiten. Dies wurde im Rahmen der Diplomarbeit versucht, führte aber ebenfalls nicht zu befriedigenden

Lösungen. Insbesondere trat eine Infrarot-Divergenz bei einem der Terme auf. Außerdem konnten Konstanten, die

vor den einzelnen Hubbard-Stratonovich-Feldern bei der Herleitung auftauchen, nicht durch die Theorie selbst

bestimmt werden, sondern es mussten Zusatzinformationen hineingesteckt werden. Die entstehenden Gleichungen

lassen sich, sofern man bestimmte Konstanten wählt, aus denen in diesem Kapitel ad hoc herleiten, wenn man stets{�Q Æ �6�8} durch ��{�Q Æ �6�8} ersetzt, sofern diese Terme in dieser Kombination explizit auftauchen (also nur auf den

rechten Seiten der Gleichungen, und in der Gross-Pitaevskii-Gleichung).

Es konnte keine konsistente Theorie gefunden werden, die dieses Problem löst. Daher muss bei der Lösung der

Gleichungen stets beachtet werden, dass bei exakter Behandlung unphysikalische Effekte auftauchen. Die Glei-

chungen müssen also ggf. mittels physikalischer Begründungen konsistent durch andere ersetzt werden, wie es die

so genannte Popov-Theorie macht.
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Kapitel 5

Näherungsweise Lösung der

Hartree-Fock-Bogoliubov-Gleichungen

In diesem Kapitel sollen nun die Vorhersagen der in Kapitel 4 hergeleiteten Hartree-Fock-Bogoliubov-Theorie

näher untersucht werden. Hierfür wird als erstes diskutiert, wie die Gleichungen bei allgemeinem Wechselwir-

kungspotential und allgemeiner Unordnungskorrelation behandelt werden können. Danach wird zuerst das großka-

nonische Potential berechnet. Darauf folgend wird untersucht, ob der unordnungsfreie Limes die bekannte Popov-

Theorie ergibt. Anschließend soll die Theorie für die Unordnung untersucht werden. Für schwache Unordnung

stellt sich heraus, dass das bekannte Ergebnis von Huang und Meng für die Kondensatdichte reproduziert werden

kann. Dieses Ergebnis kann für starke Unordnung erweitert werden, sofern man sehr schwache Wechselwirkung

annimmt. Auch kann eine Formel zur Berechnung der superfluiden Dichte hergeleitet werden. Auch hier wird für

schwache Unordnung das Huang-Meng-Ergebnis für die superfluide Dichte reproduziert. Eine Erweiterung auch

dieses Ergebnisses für starke Unordnung ist möglich. Es tauchen aber sowohl bei der Kondensatdichte als auch bei

der superfluiden Dichte Probleme auf. Insbesondere sagen die Gleichungen aus, dass die Dispersion der Quasiteil-

chen nicht bandlückenfrei ist, was sie aber nach allgemeinen Überlegungen sein müsste. Diese Probleme werden

ausführlich diskutiert, wobei zwei konkurrierende Ansätze zu deren Behandlung vorgestellt werden.

5.1 ç nichtlokal ortsabhängig

Man möchte bei lokalem Wechselwirkungspotential versuchen, möglichst für beliebige Unordnungskorrelation

Aussagen zu machen. Möchte man die exakten Abhängigkeiten der Korrelationen (4.80) und (4.81) von einer

allgemeinen (nichtlokalen) Unordnungskorrelation betrachten, so ist dies analytisch nur sehr schwer möglich, da

sie Integrale über die unbekannten Felder beinhalten. Einen Ausweg bietet eine Entwicklung der Gleichungen

nach kleiner Unordnungskorrelation und Wechselwirkung. Man bekommt heraus, dass dann effektiv alle Terme

vernachlässigt werden, welche explizit ortsabhängig sind, aber die nicht explizit ortsabhängigen Terme bleiben

erhalten. Die zu betrachtenden Felder sind die Molekularfelder (4.19)–(4.25) unter Beachtung der Korrelationen

(4.80) und (4.81), wenn man berücksichtigt, dass man die Teilchendichte berechnen möchte. Man macht nun eine

Vereinfachung für das Wechselwirkungspotential mittels der Pseudopotentialmethode [29, Kapitel 10]. Explizit

setzt man &k{���}�()&k{�����} (5.1)
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beliebig, aber 'ð{���}�(H�D¡²{���}F� (5.2)

Betrachtet man nun die einzelnen Teilwirkungen (4.16), (4.26) und (4.27) unter diesen Voraussetzungen und setzt' ein, so fällt auf, dass die Felder � , u und � grundsätzlich lokal in der Wirkung auftauchen. Das bedeutet insbeson-

dere, dass die Fouriertransformationen in den Korrelationen (4.80) und (4.81), die diese Felder enthalten, sofort

durchführbar sind. Es bleibt das Problem der Ortsabhängigkeit der

� £ ,
� £ sowie von � und + . Hier wird die

Näherung verwendet, dass & und � klein sind. Man kann nun einen künstlichen Kleinheitsparameter � einführen,

der die Ordnung der Entwicklung in den Korrelationen angibt. Damit sind die Korrelationen alle von der Größen-

ordnung � : �"C[+ ( õ {��%}� £ C � î£ C � £ C � î£ ( õ {��%}F� (5.3)

Die Gross-Pitaevskii-Gleichung wird ebenfalls bis zur ersten Ordnung in � entwickelt, aber beim Einsetzen der

Gleichung muss man den Term proportional � vernachlässigen, da er nur einen Beitrag in � � liefert. Damit folgt

die Gleichung für die Teilchendichte mit Hilfe der normalen Korrelation (4.80):� (+uB(wQt��Q Æ ( � ÏÑæ�ç798 Æ ¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ ·�£ Å Z · × û�¤ ¦ 7 Ö ôþñ²9 £ � ü ¬ © ¬� � ��c��ò=C�²Q Æ Ý ¡ ��±%� ¬Î ½ ñ � 9 �£ � Ö ü ¬ © ¬� � ��c��R=C�8Q Æ Ý � ��� �²Q Æ � � ¿��� ¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ &k{|z~}þQ Æ# ü9¬©e¬� � ��c��ò1C�8Q Æ $ � � õ {�� � }F� (5.4)

Die Gross-Pitaevskii-Gleichung ist dann nach (4.45) offenbarºý��c��.�8Q Æ � � �Ru��M�r» ú Q Æ (��¢¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ &k{|z~}þQ Æ# ü ¬ © ¬� � ��c��R1C�8Q Æ $ � õ {�� � }F� (5.5)

Dann folgt die Gleichung für � aus der anormalen Korrelation (4.81)��(w� î ( �¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ ·�£ Å Z · �V�8Q ÆÎ º�ñ � 9 �£ �+{ ü ¬ © ¬� � ��c��ò=C�²Q Æ } � ��� �8Q Æ � � »���¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ &k{|z~}þQ Æ# ü ¬ © ¬� � �Nc��K1C�8Q Æ $ � � õ {�� � }F� (5.6)

Diese Gleichungen geben dann eine Integralformel an, mit der man für jede beliebige Unordnungsverteilung die

Entleerung des Grundzustandes berechnen kann. Offensichtlich gibt die Formel die Entleerung nur in niedrigs-

ter Ordnung in den Fluktuationen, also für kleine Wechselwirkung und Unordnung, an. Wie in Abschnitt 5.5

hergeleitet wird, reproduziert man für ein unkorreliertes Zufallspotential, d.h. &k{|z~} ° & , auf diese Weise das

Huang-Meng-Ergebnis für die Entleerung des Grundzustandes [18].

5.2 Schnell abfallende R und U

Eine weitere Möglichkeit, die Molekularfeldtheorie für beinahe beliebige Wechselwirkung und Unordnung auch

analytisch berechnen zu können, liefert die Annahme räumlich schnell abfallender, aber nicht lokaler, Wechsel-

wirkung und Unordnung: Sie sollen räumlich viel schneller abfallen, als die Felder � , u , � £ ,

� £ , + und � . Ein
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Beispiel für diesen Fall liefert bereits Abschnitt 4.4, also der Fall lokaler & und ' . Die in den Korrelationen

(4.80)–(4.81) auftauchenden Fouriertransformationen können dann sehr gut durch eine Fouriertransformation der

Wechselwirkung bzw. der Unordnungskorrelation mal einer Konstante genähert werden. Diese Konstante ist das

jeweilige Feld in der Tranformation an der Stelle �N()* , wie es in Gleichung (4.49) definiert wurde. Beispielsweise

ist dann ¤�ª�«~¬k× Z�ûª© ¶ 'ð{���}Wº =rQ Æ � � �Ru�{���}À» P ¤^ª�«�¬�× Z�û�© ¶ 'ð{���}Wº =rQ Æ � � �Ru�{��N( Íx}À»( 'ð{|z~}Wº =rQ Æ � � �Ru�{�� (0Íx}À»8� (5.7)

Die Herleitung der dann entstehenden Gleichungen funktioniert völlig äquivalent zu Abschnitt 4.4, man muss nur� durch 'ð{|z~} und & durch &k{|z~} ersetzen. Die sich ergebenden Molekularfeldgleichungen sind die Gleichungen

(4.88), (4.89) und (4.94)–(4.96), die für lokale Wechselwirkung und unkorreliertes Zufallspotential hergeleitet

wurden, aber mit den Substitutionen � ® 'ð{|z~}FC& ® &k{|z~}F� (5.8)

Man beachte, dass dann auch für diesen Fall gilt, dass� ()uB(wQt�£Q Æ � (5.9)

Falls man sich in einer Phase gebrochener Symmetrie befindet, so gilt auch��(�+ � (5.10)

Ansonsten ist +�()* . Die Gross-Pitaevskii-Gleichung erhält man durch die Substitution� ® '4{|zv( Í�}FC& ® &k{|zB(0Íx} (5.11)

in der Gross-Pitaevskii-Gleichung für lokale Wechselwirkung und unkorreliertes Zufallspotential (4.82), wie man

durch Vergleich mit (4.45) sieht. Sie lautet demnach unter Verwendung des Zusammenhangs zwischen Teilendichte

und � bzw. u in (5.9):ºú��c��ò=²'4{|zv( Íx}þQ���'ð{|zB( Í�}þ�¢�R'ð{|z ( Íx}þQ Æ » ú Q Æ ( &k{|zB(0Íx}ñ º
� Æ � � Æ » ú Q Æ � (5.12)

Ein zunächst unauffälliges Problem ergibt sich aber bei dieser Substitution: Integrale, die im Falle eines räumlich

unkorrelierten Zufallspotentials UV-divergent sind (in der Gross-Pitaevskii-Gleichung), sind nun nicht mehr UV-

divergent. Integriert man das entstehende Integral auf der rechten Seite in der Gross-Pitaevskii-Gleichung (5.12)

naiv aus, so kann man erkennen, dass ein Limes, bei dem man von allgemeinem &k{|z~} mit endlicher Korrelati-

onslänge � zu einer räumlich unkorrelierten Unordnung mit �B(^* kommt, einen anderen Wert liefert, als wenn

man sofort unkorrelierte Unordnung genommen hätte, und die Divergenzen mittels dimensionaler Regularisie-

rung behandelt hätte. Der Grund ist eine nicht durchgeführte Renormierung der nackten Korrelation &k{|z~} , die

durchgeführt werden müsste, um ein korrektes Ergebnis zu liefern. Eine solche Renormierungsvorschrift ist aber

anscheinend in der Literatur nicht bekannt, auch wenn es dazu Überlegungen von P. Navez gibt [49]. Es müsste

dasselbe wie bei dimensionaler Regularisierung (siehe D.5) als Ergebnis herauskommen, wenn man die Erfahrun-

gen übertragen kann, die man für die Wechselwirkung gemacht hat. Dimensionale Regularisierung wird in der
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Arbeit von Andersen [5] durchgängig verwendet. Wenn renormiert werden muss, wird daher im Zweifelsfall Glei-

chung (D.5) verwendet.

Auf Grund der fehlenden Renormierungsvorschrift wird die Verwendung eines allgemeinen &k{|z~} und '4{|z~} re-

chentechnisch nicht weiter verfolgt, aber später dazu benutzt, um Schreibweisen zu vereinfachen und anzudeuten,

dass eine größere Allgemeinheit im Prinzip erzielt werden könnte.

5.3 Effektives Potential

In diesem Abschnitt soll das effektive Potemtial berechnet werden. Dies geschieht zunächst ohne jede Näherung

oder Spezialisierung, d.h. so allgemein wie möglich. Um Schreibweisen zu vereinfachen, werden später die Über-

legungen aus Abschnitt 5.2 verwendet.

Man geht von der Replika-Wirkung (4.9) mit den Teilen (4.16), (4.26) und (4.27) aus. Das großkanonische Poten-

tial Ìa(Ò� VØ Ï�Ð Í berechet sich daraus mittels�����(Ò� ÏÑæ�çÜ è Æ 5/ Î ÏÑÐ Í Ü C (5.13)

wobei Ì das effektive Potential, ausgewertet am Minimum ist, alsoÌa(2���� ÁÁÁÁÁ�� � â � (5.14)

Das effektive Potential ist hierbei bezüglich aller Felder und bezüglich
ú Q Æ zu extremalisieren. Die Freie Energie

ist das großkanonische Potential mit hinzuaddiertem cä{�Q�}þQ�� , also¡³(µ{Y����ð�Rc"Q��m} ÁÁÁÁÁ�� � â C (5.15)

welche für festes Q nun auch bezüglich c zu minimalisieren ist. Demnach ist es interessant, das großkanonische

Potential zu berechnen. Man erhält zunächst unter Beachtung von Replika-Symmetrie (4.33)–(4.41) sowie der Fou-

riertransformation (4.43) und Erinnerung an das effektive Potential (4.30) unter Berücksichtigung der Teilwirkung

(4.28) die Gleichung���3 ( ¤ ª « ¬ ¤ ª « ¬ � � ��c"Q Æ ¡D{��B��� � }"��'4{��B��� � } ½ 5= Q �Æ � 5= � � {��B�N� � }¾� 5= � � � 5= u � {��B�£� � } ¿�s&k{��t�£� � } ê 5ñ
� Æ {��t��� � }f��{��B��� � }"� 5= Î ñ � ·�£ Å Z ·

�
�£ {��v��� � }�× û¥¤R¦ 75ñ � Æ {��B��� � }á+\{��t��� � }"� 5= Î ñ � ·�£ Å Z · � �£ {��t��� � } î �� ÏÑæÑçÜ è Æ 5/ Î ÏÑÐ � Ü´� Å V / ¥4¡eì î� / ¥4¡�ì � � × Z �� � ~�� � ~������ ü � (5.16)

Das : berücksichtigt hierbei, dass im effektiven Potential die Feldoperatoren in Normalordnung auftreten müssen.

Hierbei wurde davon Gebrauch gemacht, dass für alle Felder
�� {��t��� � }�( � {�� � ����} (5.17)
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gilt. Das effektive Potential schreibt man nun als�����(2� Ã Æ Ä�� �K� Ã � Ä�� C (5.18)

wobei � Ã Æ Ä�� nur die Terme enthält, die nicht von den Fluktuationen herrühren, und � Ã � Ä�� nur die Fluktuationsbeiträge

enthält. Es ist also � Ã � Ä�� ( ÏÑæ�çÜ;è Æ 5/ � Ã Ü � � Ä�� C (5.19)

und für � Ã Ü � � Ä�� gilt � Ã Ü � � Ä�� (µ� 5Î ÏÑÐ � ê Ü´� Å V /�¥ð¡�ì î� /�¥4¡eì � î × Z ��2� ~��6�
~��3��� ü � � (5.20)

Schreibt man nun die Wirkung �� º�¡eì¼îe¡�ì�» als Matrixmultiplikation, wie in Gleichung (4.56), so kann man sofort

berechnen, dass gilt � Ã Ü � � Ä�3 ( 5= Î È�É Ï�Ð � Z"V � (5.21)

In der =?/�36=?/ Matrix �°Z"V steht dabei in jedem Eintrag {Î��C�� � } die =t3@= -Matrix � Z"V�R�e� , wobei 5'û ��C�� � û/ gilt. Außerdem ist zu beachten, dass hierbei die Normalordnung der Operatoren nicht berücksichtigt wurde,

weshalb erneut ein Term ×�û¥¤§¦ 7 eingeführt wird. Nach einer Fourier-Matsubara-Transformation des Integralkerns�°Z"V bekommt man so � Ã Ü � � Ä�� ( �= Î ¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ ·�£ Å Z · ÏÑÐ � ¯f¦ � � Z"V {|zJC.9 £ } � × û¥¤R¦ 7 � (5.22)

Die Matrix � Z"V�R�e��{|zJC.9 £ } hat die bekannte Struktur (4.62) mit den Abkürzungen (4.64)–(4.66) sowie (4.73). Die-

se Determinante zu berechnen ist hinreichend schwierig, sodass hier ein kleiner Einschub folgen müsste, der in

Anhang F ausgelagert ist. Das Ergebnis der Berechnung lautet¯�¦ � � Z"V ( {|�²� î �£l8l î } Ü Z"V ºú{|��R/ � }"{.{|� î }~�M/ � î }¾�a{öls�R/ �7}%{|l î �R/ � î }À»8� (5.23)

Damit folgt für kleine /� Ã Ü � � Ä�3 ( �= Î ¤ ª « Ó{ö=?>~},¢ ·�£ Å Z · × û¥¤R¦ 7 © / ÏÑÐ {|�D� î �£l²l î }%�ò/
� � î �M� � î � ��l î � � î l�D� î �£l²l î � õ {|/ � } ® � (5.24)

Im Replika-Limes / ® * folgt dann unter Beachtung der Definition (5.19):� Ã � Ä�� ( �= Î ¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ ·�£ Å Z · © ÏÑÐ {|�D� î �@l8l î }�× û¥¤R¦ 7 �
� � î �R� � î � ��l î � � î l�²� î �£l8l î ® � (5.25)

In den Termen, die proportional zu
� C � îHC[�rC[�7î sind, ist die Zeitordnung auf Grund von deren expliziter Form (4.64)

und (4.65) nicht notwendig. Man benutzt nun die Überlegungen in Abschnitt 5.2, um die Schreibweise deutlich

übersichtlicher zu gestalten. Die spätere Zurücknahme der verwendeten Abkürzungen ist zudem problemlos durch

passende Substitution möglich.

Damit gilt mit den Bezeichnungen aus (4.49) nach (5.16)� Ã Æ Ä�� ( � © ��c"Q Æ ��'4{|zv( Íx} ½ 5= Q �Æ � 5= � � � 5= � � � 5= u � ¿�w&k{|zv( Í�} ê 5ñ
� Æ �°� 5= Î ñ � ·�£ Å Z ·

�
�£ × û¥¤§¦ 7 � 5ñ � Æ +ï� 5= Î ñ � ·�£ Å Z · � �£ î � � (5.26)
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Setzt man nun die Abkürzungen (4.64)–(4.66) sowie (4.73) bei Verwendung des Zusammenhangs zwischen Q , �
und u in (5.9) wieder ein, so folgt aus (5.25)� Ã � Ä�� ( �M¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ � ·�£ Å Z · 5= Î ÏÑÐ ê ÁÁÁÁ ��ôþñ²9 £ � ñ � z �= 	 �£c��ò=²'ð{|z~}þQB� 5ñ &k{|z~}

� £ ÁÁÁÁ �� ÁÁÁÁ 'ð{|z~}�{�Q Æ �M�8}J� 5ñ &k{|z~} � £ ÁÁÁÁ � î × û�¤§¦ 7� &k{|z~}�{�Q Æ ���x} # ü ¬ © ¬� � ��c��ò=²'4{|z~}þQB� Vü &k{|z~}
� Æ $ �£&k{|z~}�{�Q Æ ��+²} � 'ð{|z~}�{�Q Æ �R� }�� Vü &k{|z~} � Æ �ÁÁÁ ü ¬ © ¬� � ��c��ò=²'4{|z~}þQB� Vü &k{|z~}
� Æ ÁÁÁ � � ÁÁ '4{|z~}�{�Q Æ �M�8}J� Vü &k{|z~} � Æ ÁÁ � Ã VÄVÅ �

(5.27)

Insgesamt erhält man also für das effektive Potential���� ( � Ã Æ Ä�3 �a� Ã � Ä��( � © ��c"Q Æ ��'4{|zv( Íx} ½ 5= Q �Æ � 5= � � � 5= � � � 5= u � ¿�)&k{|zB( Í�} ê 5ñ
� Æ �°� 5= Î ñ � ·�£ Å Z ·

�
�£ × û¥¤ ¦ 7 � 5ñ � Æ +ï� 5= Î ñ � ·�£ Å Z · � �£ î ��¢� ¤ ª « Ó{ö=?>~},¢ � ·�£ Å Z · 5= Î ÏÑÐ ê ÁÁÁÁ �<ôþñ²9 £ � ñ � z �= 	 ��c��ò=²'4{|z~}þQB� 5ñ &k{|z~}

� £ ÁÁÁÁ �� ÁÁÁÁ 'ð{|z~}�{�Q Æ �M�8}¾� 5ñ &k{|z~} � £ ÁÁÁÁ � î × û¥¤§¦ 7� &k{|z~}�{�Q Æ ����} # ü ¬ © ¬� � �£c��ò=²'ð{|z~}þQB� Vü &k{|z~}
� Æ $ �@&k{|z~}�{�Q Æ ��+²} � '4{|z~}�{�Q Æ �M�8}¾� Vü &k{|z~} � Æ �ÁÁÁ ü ¬ © ¬� � �£c��ò=²'ð{|z~}þQB� Vü &k{|z~}
� Æ ÁÁÁ � � ÁÁ 'ð{|z~}�{�Q Æ �R� }¾� Vü &k{|z~} � Æ ÁÁ � Ã VÄVÅ �

(5.28)

Nach Ausführung der Summen über die « kann es in diesem Term allerdings bei der z -Integration zu Divergenzen

im Ultravioletten kommen. Diese müssen jedoch nicht ernst genommen werden, da sie auf einem zu einfachen

Modell der Wechselwirkung und Unordnung beruhen. In physikalischen Systemen fällt die Wechselwirkung bzw.

Unordnung für große z stets auf 0 ab, was auf Grund der Annahme, dass man eine lokale Wechselwirkung und ein

unkorreliertes Zufallspotential hat, hier nicht der Fall ist. Statt dessen sind derlei divergente Terme zu renormieren

oder zu regularisieren. Die praktische Vorgehensweise der Regularisierung wird von Andersen angedeutet [5]. Eine

Fassung davon findet sich in Anhang D.

Ein prinzipielles Problem besteht zusätzlich: Um dieses Potential am Minimum berechnen zu können, müssen die

� £ und
� £ als Lösung der aus der Minimalisierungsbedingung folgenden Feldgleichungen explizit bekannt sein.

Somit wird die allgemeine Berechnung hier abgeschlossen, um einfachere Spezialfälle zu betrachten. Es stellte

sich allerdings heraus, dass eine analytische Berechnung des gesamten effektiven Potentials nicht möglich war, da

die

� £ und
� £ nicht analytisch bestimmt werden konnten.

5.4 Popov-Theorie ohne Unordnung

Es soll nun zunächst untersucht werden, ob die Popov-Theorie reproduzierbar ist. Die Popov-Theorie, wie sie

von Popov hergeleitet wurde, ist eine Theorie schwacher Wechselwirkung [45–48]. Eine andere Formulierung der



5.4. POPOV-THEORIE OHNE UNORDNUNG 79

Theorie findet sich z.B. in Andersen [5]. Hierbei werden anormale Korrelationen vernachlässigt, da sie von höherer

Ordnung in der Wechselwirkung sind als andere mitgenommene Terme. Eine andere Rechtfertigung der Theorie

besteht darin, dass sie ein bandlückenfreies Anregungsspektrum garantiert. Man geht in der Popov-Theorie von

lokaler Wechselwirkung aus. Die allgemeinen Gleichungen ohne Unordnung lassen sich aus den Gleichungen fürQ in (4.95) und � in (4.96) sowie der Gross-Pitaevskii-Gleichung (4.82) durch Setzen von &	(^* herleiten. Die

enstehenden Gleichungen sind die für die Teilchendichte,Qv(wQ Æ � ÏÑæÑç7å8 Æ ¤ ª « Ó{ö=?>~},¢ ·�£ Å Z · × û¥¤§¦ 7 ô±ñ89 £ � ü ¬ © ¬� � �£c��ò=C�8QÎ º�ñ � 9 �£ �+{ ü ¬ © ¬� � ��c��K=C�8Q�} � ��� ��{�Q Æ �6�8}7� � » C (5.29)

die für das � -Feld, �m( ¤ ª « Ó{ö=?>~},¢ ·�£ Å Z · �n��{�Q Æ �R� }Î º�ñ � 9 �£ �+{ ü ¬ © ¬� � ��c��ò=C�8Q�} � �a� ��{�Q Æ �M�8}7� � » C (5.30)

und die Gross-Pitaevskii-Gleichung, ºÑ��c��ò=C�8QU�.�²�¢� �8Q Æ » ú Q Æ ()*�� (5.31)

Dieselben Gleichungen lassen sich herleiten, wenn man das effektive Potential (5.28) für &0( * minimiert. In

der Popov-Theorie geht man von schwacher Wechselwirkung � im Temperaturbereich #���# $ oder im Bereich# _�# $ aus, wo sich die Popov-Theorie auf die Hartree-Fock-Theorie reduziert. Damit können die anormalen

Korrelationen vernachässigt werden. Der entscheidende Ansatz der Popov-Näherung lautet dann für das � -Feld�m()*�� (5.32)

Dies widerspricht im Fall �²Q Æ à(È* offensichtlich (5.30), führt aber dazu, dass das Spektrum keine Bandlücke

besitzt, wie in (5.46) gezeigt wird. Setzt man im effektiven Potential (5.28) sofort ��(!* und minimiert dann, so

bekommt man Gleichung (5.29) mit ��()* , aber auch die Gleichung

ê ��c��ò=C�²QB� �8Q Æ �6¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ ·�£ Å Z · �V�8Q ÆÎ º�ñ � 9 �£ �+{ ü ¬ © ¬� � ��c��R=C�²Q�} � ��� �8Q Æ � � » î ú Q Æ ()*�� (5.33)

Aus ��()* nach Extremalisierung des Potentials folgen direkt die Gleichungen für die Teilchendichte,Qv(wQ Æ � ÏÑæÑç798 Æ ¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ ·�£ Å Z · × û¥¤ ¦ 7 ô±ñ89 £ � ü ¬ © ¬� � �£c��ò=C�8QÎ º�ñ � 9 �£ �2{ ü ¬ © ¬� � ��c��ò=C�8Q�} � �'� � Q �Æ » C (5.34)

und die genäherte Gross-Pitaevskii-Gleichungºý��c��ò=C�8QB�'�8Q Æ » ú Q Æ ()*�� (5.35)

Letztere Gleichung entspricht nicht (5.33), sodass zu beachten ist, dass Extremalisierung des effektiven Potentials

und Vernachlässigen der anormalen Korrelationen nicht miteinander vertauschen. Im Limes schwacher Wechsel-

wirkung liefert die T-Matrix Theorie, dass �k( G >%ñD�7��
	 C (5.36)

wobei � 
 die s-Wellen-Streulänge ist [30]. Mittels Poisson-Formel (A.7) und Residuensatz erhält man für die

TeilchendichteQv(�Q Æ �K¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ ¿À ü ¬ © ¬� � �£c��ò=C�8Q { ü ¬ © ¬� � �£c��ò=C�8Q�} � � � � Q �Æ CE 5= � 5× Ø�� Ã ø ¬ ì ¬¬ ´ Z�Û 5 ��� é Ä ¬FZ � ¬ é ¬� �a5 FG � 5= ÁÂ � (5.37)
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Man kann nun die bekannte Substitution ð ( ñD��z"�= 	 (5.38)

für die Energie durchführen. In ��(+1 Dimensionen erhält man dannQv(wQ Æ � ó 	=?>%ñ � ô [ � � =ú > ¤ò·Æ ª ð ú ð ê ð ��c��K=C�8Qù { ð ��c��K=C�8Q�} � � � � Q �Æ � 5= � 5× Ø ú Ã¥ï Z�Û 5 ��� é Ä ¬FZ � ¬ é ¬� �a5 � � 5= î �(5.39)

Man kann nun die Fälle #�_)#~$ und #^`)#"$ unterscheiden. Im Falle #�_2#~$ erhält man für die Teilchendichte-

gleichung bei verschwindender KondensatdichteQv( ó 	=?>%ñ � ô [ � � =ú > ¤K·Æ ª ð ú ð× Ø Ã¥ï Z�Û 5 ��� é Ä �K5 � (5.40)

Den Nenner entwickelt man nun in eine unendliche Reihe nach × Z�Ø Ã¥ï Z�Û 5 ��� é Ä ,Qv( ó 	=?>%ñ � ô [ � � =ú > ¤ ·Æ ª ð ú ð ·�Ð Å V × Z�Ø Ð Ã¥ï Z�Û 5 ��� é Ä � (5.41)

Offenbar handelt es sich bei dem Integral um die um eine Konstante variierte Definition der
Ò

-Funktion
Ò {ö1 q?= } .

Damit folgt Qv( ó 	=?>%ñ � Î ô [ � � ·�Ð Å V ×7Ø Ð Ã Û8Z ��� é ÄQ [ � � � (5.42)

Im Falle #�_R#%$ erhält man also das bekannte Hartree-Fock-Ergebnis,Qv( 5] [ â [ � � Ö × Ø Ã Û Z ��� é Ä Ý C (5.43)

wobei ] die thermische de-Broglie Wellenlänge ist,]U( =?>%ñ �	 Ó²Ô¾# � (5.44)

Im Falle # ` #%$ erhält man nach Ersetzen des chemischen Potentials mittels der Gross-Pitaevskii-Gleichung

(5.35) das ErgebnisQv(wQ Æ � A1 ú > ú ��
.Q Æ [ � ó 	=?>%ñ � ô [ � � =ú > ¤ ·Æ ª ð ê ð �.�8Q Æú ð �ò=C�8Q Æ 5× Ø ú ï ¬ 5 ��� é � ï �K5 î � (5.45)

Die Dispersionsrelation lautet Ë�{|z~};( ñ � z �= 	 ó ñ � z �= 	 �ò=C�8Q Æ ô � (5.46)

Sie ist demnach bandlückenfrei und von der Form, die das Goldstone-Theorem verlangt [51]. Ein Vergleich mit

Andersen [5] zeigt, dass diese Gleichungen der bekannten Popov-Näherung entsprechen. Sie gelten für #��µ# $ ,
und, wenn man für kleine Wechselwirkung die Entleerung des Grundzustandes betrachtet, für #µ(L* . Man kann

also davon ausgehen, dass die Gleichungen für kleine Wechselwirkung eine gute Näherung an die wahren Verhält-

nisse darstellen. Das effektive Potential ohne Unordnung ergibt sich aus dem effektiven Potential mit Unordnung

(5.28) zu����¾{�Q�C.Q Æ } ( � © ��c"Q Æ �.� ½ 5= Q �Æ �a{�Qt��Q Æ } � ¿¾®�¢�6¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ � 5= Î ·�£ Å Z · ÏÑÐ ê ñ � 9 �£ � ó ñ � z �= 	 ��c��ò=C�8Q ô � � � � Q �Æ î × û¥¤§¦ 7 � � (5.47)



5.4. POPOV-THEORIE OHNE UNORDNUNG 81c ist durch die Extremalisierung der Freien Energie zu bestimmen. Es fällt auf, dass die Terme, die in der Nähe-

rung für die quartischen Fluktuationen (4.13) zur Beibehaltung des Erwartungswertes hinzugefügt wurden, in der

Literatur anscheinend oft ignoriert werden, siehe z.B. Andersen [5]. Setzt man allerdings im effektiven Potentialcv(H�8Q Æ , Q P Q Æ wie es in der Theorie oft gemacht wird, da Q4��Q Æ bei schwacher Wechselwirkung nur sehr klein

ist, so erhält man die bereits bekannten Ergebnisse. Hier soll die etwas exaktere Theorie, welche hier hergeleitet

wurde, verwendet werden. Nun ist die Summe über die « auszuwerten. Dazu schreibt man den Logarithmus in

eine Summe aus zwei Logarithmen um.� Ã � Ä�� ( � ¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ � 5= Î ·�£ Å Z · ÏÑÐ ê ñ � 9 �£ � ó ñ � z �= 	 �£c��ò=C�8Q ô � �'� � Q �Æ î × û�¤ ¦ 7 �( �6¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ »½�¾ 5= Î ·�£ Å Z · ¿À ÏÑÐ CE ôþñ²9 £ � ó ñ � z �= 	 ��c��R=C�8Q ô � � � � Q �Æ FG� ÏÑÐ CE ��ôþñ²9 £ � ó ñ � z �= 	 ��c��ò=C�²Q ô � � � � Q �Æ FG ÁÂ × û¥¤ ¦ 7 Ã ÄÅ � (5.48)

Die Berechnung dieser Ausdrücke geschieht völlig analog zur Berechnung in Abschnitt 3.4, wobei hier eine Neu-

definition von : erfolgt: : â � � ( :�� á � q?ñ . Das Ergebnis lautet� Ã � Ä�� ( �M¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ 5= Î � Æ�£ Å Z · ê � Î:ð� Î « × Ã Ø £ Z 7 Ä � ! ø ¬ ì ¬¬ ´ Z�Û 5 ��� é�" ¬ Z ��¬ é ¬� î
� ·�£ Å V ê � ÎÎ « �': × Ã 7 Z�Ø £ Ä � ! ø ¬ ì ¬¬ ´ Z�Û 5 ��� é�" ¬ Z � ¬ é ¬� î � � (5.49)

Der Grenzübergang :Û® * ist nun in allen Termen, außer dem « ()* -Term, problemlos möglich. Der « ()* -Term

wird in eine Reihe in : entwickelt, und alle Terme, die
õ {ò:�} oder höherer Ordnung sind, werden vernachlässigt,

da auch hier der Grenzübergang problemlos möglich ist. Man erhält somit� Ã � Ä�� ( �R¤ ª « Ó{ö=?>~},¢ 5= Î � ·�£ Å V ê � =« × Z�Ø £ � ! ø ¬ ì ¬¬ ´ Z�Û 5 ��� é " ¬ Z � ¬ é ¬� î
� Î : ¿À 5ï�': ó ñ � z �= 	 ��c��ò=C�8Q ô � � � � Q%�Æ ÁÂ Ã ÄÅ � (5.50)

Offenbar ist der Term, der proportional 5�qC: ist, von keiner physikalischen Größe abhängig. Eine Konstante im

effektiven Potential hat aber keine physikalische Relevanz. Diese im Grenzfall :þ® * auftauchende Divergenz

ist also unphysikalisch, und muss daher abgezogen werden. Im übrig gebliebenen Term kann der Grenzübergang:Û® * durchgeführt werden. Man erhält also für das gesamte effektive Potential���� ( �+©��<c"Q Æ �.� ½ 5= Q �Æ �K{�Qv��Q Æ } � ¿¾®
�¢� ¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ »VV½ VV¾ � Ö ü ¬ © ¬� � �£c��ò=C�8Q

Ý � � � � Q �Æ= � 5Î ÏÑÐ ê 5��6× Z�Ø � ! ø ¬ ì ¬¬ ´ Z�Û 5 ��� é�" ¬ Z � ¬ é ¬� î Ã VVÄVVÅ �(5.51)

Während der logarithmische Beitrag keinerlei Probleme bei der Berechnung bereitet, muss der nichtlogarithmische

Anteil unter dem Integral noch besonders behandelt werden, da er im Prinzip divergent ist. Das Integral wird daher
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nun, nach Substitution, mittels Regularisierung behandelt (D.5). Es ist für �ê( 1 Dimensionen in der Literatur

bekannt [5], daher wird hier das Ergebnis angegeben:����J{�Q�C.Q Æ } ( � � ��c"Q Æ �.� ½ 5= Q �Æ �a{�Qt�£Q Æ } � ¿ � ó 	=?>%ñ � ô [ � � =ú > =5eO {ö=C�8Q Æ } - � �� 5Î ¤ ª�[7Ó{ö=?>~} ¢ ÏÑÐ ¿À 5���¦�§�¨ CE � Î ó ñ � z �= 	 ��c��ò=C�8Q ô � � � � Q �Æ FG ÁÂ Ã ÄÅ � (5.52)

Dieses Ergebnis für das Integral entspricht zwar nicht dem von Fetter und Walecka [31, (22.15)], da hier ein

Faktor G anders ist, wohl aber dem von Andersen [5, (151)] sowie Lee und Yang [52]. Schließlich möchte man zu

Stabilitätsuntersuchungen die Freie Energie ¡ betrachten, die man mittels (5.15) erhält. Sie lautet¡�{�Q�C.Q Æ }�( � ����c"Q Æ �Mc"Q��.� ½ 5= Q �Æ �a{�Qt��Q Æ } � ¿¢� ó 	=?>%ñ � ô [ � � =ú > =5eO {ö=C�8Q Æ } - � �� 5Î ¤ ª\[�Ó{ö=?>~} ¢ ÏÑÐ ¿À 5<�£¦�§D¨ CE � Î ó ñ � z �= 	 �Nc��ò=C�8Q ô � � � � Q �Æ FG ÁÂ Ã ÄÅ C (5.53)

wobei Q Æ aus der Teilchendichtegleichung in der Kondensatphase (5.45) zu bestimmen ist. Das chemische Potential

muss ebenfalls durch Q und Q Æ ausgedrückt werden. Eine Extremalisierung der Freien Energie nach Q Æ müsste

danach die Teilchendichtegleichung in der Kondensatphase (5.45) reproduzieren, was jedoch nicht der Fall ist, wie

man bereits auf Grund der Nichtgleichheit der Gross-Pitaevskii-Gleichungen (5.33) und (5.35) erahnen konnte. Die

Popov-Theorie verletzt offenbar die Teilchenzahlerhaltung. Eine Stabilitätsuntersuchung kann also nicht durch die

Freie Energie erfolgen, da die in diesem Kapitel hergeleiteten Popov-Gleichungen sich nicht aus einem Potential

ergeben, dessen Extremum die Freie Energie ist.

Es ergeben sich aus der Teilchendichtegleichung in der Kondensatphase (5.45) im Prinzip zwei mögliche Lösungen

in der Kondensatphase, wobei eine durch eine Instabilitätsbedingung wegfallen muss. Die verbliebene Lösung ist

stabil. Wie gezeigt wird, ist das entscheidende Kriterium zur Bestimmung der Stabilität die Kompressibilität, die

beim instabilen Kondensatzweig negativ wird. Die Lösung Q Æ (ê* ist oberhalb einer bestimmten Temperatur

ebenfalls möglich und stabil. Der Ort des Phasenübergangs wird durch eine Maxwell-Konstruktion im QM��c -
Diagramm festgelegt. Um dies zeigen zu können, benutzt man �4( X ) ü ¬ +�#� , und es werden zunächst dimensionslose

Größen definiert. Es sind �Q Æ ( Q ÆQ C���
 ( ��
.Q V � [ C�c ( 	A?>%ñ � Q � � [ c�C�ó ( 	 Ó Ô #A?>%ñ � Q � � [ � (5.54)

Zusätzlich werden weitere dimensionslose Größen festgelegt, die für die Darstellung des chemischen Potentials

besser geeignet sind. Es sind

c ( Î c�CQ ( Q�] [ CQ Æ ( Q Æ ] [ C� ( Î ��] Z\[ � (5.55)
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Abbildung 5.1: Popov-Näherung: Mögliche normierte Kondensatdichten Q Æ qHQ von , Z Rb gegen die dimensionslose

Temperatur �ó aufgetragen. Der untere Ast, der nur für *�Ce5e1P1PA�_ �ó¼_K*�Ce5e1�5eA existiert, ist, wie gezeigt wird, instabil.

Damit lautet die Teilchendichte in der Kondensatphase (5.45)5f( �Q Æ � A1 ú > ù ���
 �Q Æ [ � 5edú > �ó [ � � ¤ ·Æ ª ð ð � �+ #� �ù �Q Æ ð � �+ #�ù �Q Æ 5¦�§D¨ #  ð � � �+ #�ù �Q Æ ð $ �K5 C (5.56)

und in anderen EinheitenQv( Q Æ � ú A1 ú > ù � Q Æ [ � =ú > ¤ ·Æ ª ð ð � � Q Æú ð �K= � Q Æ 5¦�§D¨ # ù ð � �ò= � Q Æ ð $ �K5 � (5.57)

Die Teilchendichte in der Gasphase (5.43) hingegen ist5f(+A �ó [ � � â [ � � ½ ¦�§�¨ ó 5 �ó { �cB� �� 
 } ô ¿ (5.58)

und in anderen Einheiten Qv( â [ � � º ¦�§�¨m{ ct�@= � Q�}À»8� (5.59)

Die Gross-Pitaevskii-Gleichung schließlich lautet in der Kondensatphasecv(+= � Q�� � Q Æ � (5.60)

5.4.1 Stabiler und instabiler Zweig in der Kondensatphase

Die Kondensatdichte ist durch Gleichung (5.56) bestimmt, wobei es hier für hohe Temperaturen zwei mögliche

Lösungen gibt. Damit die Abbildungen übersichtlicher werden, wurde ein Beispielgas gewählt, hier Rubidium-87.

Die s-Wellen-Streulänge beträgt � 
 (L57*P*�C.GPGm� Æ , wobei � Æ der Bohrsche Radius ist [53]. Eine typische Dichte in

einer Falle ist 5?CT=°3v57* VYX cm Z\[ [22]. Damit ist �� 
 ()*�C * =Pd . Beide möglichen Lösungen der Kondensatdichte sind

in Abbildung 5.1 über die dimensionslose Temperatur �ó aufgetragen.

Es ist noch zu zeigen, welcher der beiden bei hohen Temperaturen möglichen Äste instabil ist. Dies geschieht

nachfolgend durch die Bestimmung der Stelle des Phasenübergangs und dem Instabilitätskriterium, welches aus

dem Q���c -Diagramm in Abbildung 5.2 folgt.
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Abbildung 5.2: Popov-Näherung: Teilchendichte Q in Einheiten von ] Z\[ gegen das chemische Potential c in

Einheiten von ÓDÔ¾# bei einer Wechselwirkung �£(^*�CT1 aufgetragen. Die Linie, die auch für kleines chemisches

Potential noch existiert, entspricht dem Gaszweig. Die beiden anderen Kurven entsprechen dem instabilen Konden-

satzweig (unterer Zweig) und dem stabilen Kondensatzweig (oberer Zweig). Die eingezeichnete Maxwell-Gerade

legt die Stelle des Phasenübergangs fest.

5.4.2 Stelle des Phasenübergangs

Zu bestimmen ist nun das chemische Potential in der Gasphase. Man erhält es aus der Teilchendichtegleichung in

der Gasphase (5.59), welche man numerisch nach c auflöst. Analog verfährt man mit dem chemischen Potential

in der Kondensatphase, welches man aus der Gross-Pitaevskii-Gleichung (5.60) bekommt. Hierbei sind der stabile

und der instabile Zweig aus Abbildung 5.1 zu betrachten, da nur beide Zweige zusammen mit dem Gaszweig ein

vollständiges Diagramm der Teilchendichte gegen das chemische Potential liefern. Die Teilchendichte (in Einhei-

ten von ]"Z\[ ) ist in Abbildung 5.2 gegen das chemische Potential (in Einheiten von Ó\ÔJ# ) bei einer Wechselwirkung��(�*�CT1 aufgetragen. Der Gaszweig ist hierbei derjenige, welcher für beliebig kleines chemisches Potential exis-

tiert. Die Kondensatzweige enden für kleines chemisches Potential c an einem bestimmten chemischen Potentialc $ (µ5?CT=PdPA . Zusammen bilden sie in der Abbildung eine nach rechts geöffnete Kurve. Der untere Kondensatzweig

mündet für das chemische Potential c � �%$ (�5?CTO E in den Gaszweig ein, wonach diese beiden Zweige verschwin-

den, und nur der obere Kondensatzweig weiterhin existiert. Eine Maxwell-Konstruktion in Form einer Gerade, die

den Gaszweig mit dem oberen Kondensatzweig verbindet, legt den genauen Ort des Phasenübergangs fest. Dazu

muss die Fläche zwischen den Kondensatzweigen und der Geraden genau so groß sein wie die Fläche zwischen

Gaszweig, unterem Kondensatzweig und der Geraden. Dies führt auf das Ergebnis c 0'& � � ( 5?CT=PA E . Noch zu sehen

ist, dass der untere Kondensatzweig knapp rechts von der Maxwell-Geraden eine negative Steigung hat. Dies be-

deutet, dass dieser Zweig an dieser Stelle eine negative Kompressibilität hat, und demnach nicht stabil ist (siehe

Anhang C). Stabil ist also nach dem Phasenübergang der obere Zweig.

Die Popov-Theorie ist der Limes schwacher Wechselwirkung der in Kapitel 4 hergeleiteten Gleichungen, wenn

man die ”Popov-Näherung” macht.

5.4.3 Superfluide Dichte

Auch die superfluide Dichte für die Popov-Näherung ohne Unordnung kann bestimmt werden. Da die Gleichungen

für die superfluide Dichte jedoch erst später hergeleitet werden, wird die Berechnung am Ende von Abschnitt 5.8,
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auf Seite 99, nachgeholt.

5.5 Huang-Meng-Ergebnis für die Entleerung des Grundzustandes

Es soll nun untersucht werden, ob sich das Huang-Meng-Ergebnis für die Entleerung des Grundzustandes durch

Unordnung durch die hier präsentierte Theorie reproduzieren lässt. Dazu nehme man erneut lokale Wechselwir-

kung und räumlich unkorrelierte Unordnung an. Die zu betrachtenden Gleichungen sind die Molekularfeldglei-

chungen (4.88), (4.89) und (4.94)–(4.96) sowie die Gross-Pitaevskii-Gleichung (4.82). Es fällt auf, dass die Ent-

leerung des Grundzustandes durch die Unordnung im Prinzip von zwei Unordnungsbeiträgen her kommen könnte:

Zum einen stehen in der Teilchendichte die

� £ und
� £ mit der Unordnungsstärke & , zum anderen gibt es noch

den zusätzlichen Beitrag von � und + .
Um zu bestimmen, woher das Huang-Meng-Ergebnis kommen kann, berechne man zunächst die Integrale für

� £
in (4.88) und

� £ in (4.89). Das Integral für die

� £ ist im Prinzip divergent. Es muss daher mittels einer Regulari-

sierung und Renormierung behandelt werden. Dazu muss man die Konstante 5 von dem Integral abziehen, analog

zum Fall ohne Unordnung, wie es bei der Popov-Theorie in (5.39) geschah. Diese Konstante sollte durch die Sum-

mation über die

� £ (bei Beachtung der Operatorordnung durch einen Term ×?û¥¤§¦ 7 ) wieder hinzuaddiert werden.

Alternativ und äquivalent benutzt man dimensionale Regularisierung (D.5), um diese Divergenzen zu behandeln,

wie es z.B. von Andersen gemacht wird [5]. Die Gleichung für

� £ ist dann� £ñ ( ó 	=?>%ñ � ô [ � � ú > »½�¾ ôþñ²9 £ � � ü {
� £ � � î£ } É ôþñ²9 £ �(� ü {

� £ � � î£ }�Ê � � ÁÁ ��{�Q Æ �M�8}¾�� ü � £ ÁÁ �¿TÀ )**+ ��c��ò=C�8QB� &=Pñ {
�
î£ �

� £ }¾� ó ôþñ²9 £ � &=Pñ {
� £ � � î£ } ô � � ÁÁÁÁ ��{�Q Æ �6� }�� & ñ � £ ÁÁÁÁ �

� )**+ ��c��R=C�8QB� &=Pñ {
�
î£ �

� £ }"� ó ôþñ²9 £ � &=Pñ {
� £ � � î£ } ô � � ÁÁÁÁ ��{�Q Æ �6� }�� & ñ � £ ÁÁÁÁ � Á6UÂ

� ¿TÀ )**+ ��c��ò=C�8QB� &=Pñ {
�
î£ �

� £ }¾� ó ôþñ²9 £ � &=Pñ {
� £ � � î£ }ô � � ÁÁÁÁ �W{�Q Æ �M�8}J� & ñ � £ ÁÁÁÁ �

� )**+ ��c��R=C�8QB� &=Pñ {
�
î£ �

� £ }"� ó ôþñ²9 £ � &=Pñ {
� £ � � î£ }ô � �ÒÁÁÁÁ ��{�Q Æ �6� }�� & ñ � £ ÁÁÁÁ � Á6UÂ Ã VÄVÅ �

(5.61)
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Die Gleichung für die
� £ hingegen lautet� £ñ ( ó 	=?>%ñ � ô [ � � ú > ��{�Q Æ �M�8}J�  ü � £ É ôþñ²9 £ � � ü {

� £ � � î£ }�Ê � � ÁÁ ��{�Q Æ �R� }¾�  ü � £ ÁÁ �C,E )**+ ��c��ò=C�8Qv� &=Pñ {
�
î£ �

� £ }¾� ó ô±ñ89 £ � &=Pñ {
� £ � � î£ } ô � �µÁÁÁÁ ��{�Q Æ �M�8}J� & ñ � £ ÁÁÁÁ �

� )**+ ��c��R=C�²QB� &=Pñ {
�
î£ �

� £ }"� ó ôþñ²9 £ � &=Pñ {
� £ � � î£ } ô � � ÁÁÁÁ ��{�Q Æ �6�8}J� & ñ � £ ÁÁÁÁ � F.-G �

(5.62)

In 1. Ordnung in & und für kleine Wechselwirkung sieht man, dass die Wechselwirkung in den Gleichungen stets

nur in der Ordnung
õ { ú ��} auftaucht. Das bedeutet, dass

� £ C � £ ( õ { ú ��}F� (5.63)

Das Huang-Meng-Resultat bräuchte jedoch
õ { ù 5�qt�\} , die gegen (5.63) dominiert, sodass es nicht von diesen

Termen kommen kann. Man nimmt nun kleine Wechselwirkung und kleine Unordnung an, wobei die Unordnung

in einem bestimmten Verhältnis zur Wechselwirkung stehen muss. Die genauen Bedingungen lauten:{|��
.Q Æ } [ � �0/ Q�C& 	 �ú ��
.Q Æ APñ X > [ � � / 5?� (5.64)

Damit die führenden Wechselwirkungs- und Unordnungsterme, die aus den dann entstehenden Gleichungen fol-

gen, etwa von der gleichen Größenordnung sind, kann man zusätzlich fordern, dass& 	 �APñ X > [ � � � Q Æ��
 ( õ {|��
 Q Æ } [ � � � (5.65)

Forderte man dies nicht, wäre ein Term also deutlich größer als der andere, so wären die weiteren Ordnungen in

der unordnungsfreien Wechselwirkung oder in der Unordnung wichtiger als der jeweils andere Term, sodass man

diesen hätte vernachlässigen sollen. Damit lassen sich einige Näherungen durchführen. Auf Grund der soeben

erhobenen Forderungen sind die Korrelationen sehr klein, Man definiert also, dass alle Korrelationen von der

Größenordnung eines künstlichen Kleinheitsparameters � sind. Damit sind dann�"C � £ C.��C[+ C � £ ( õ {��%}F� (5.66)

Die dann enstehende Teilchendichtegleichung lautetQ ( Q Æ �1� ÏÑæ�ç7å8 Æ ¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ ·�£ Å Z · × û¥¤§¦ 7 ôþñ²9 £ � ü ¬ © ¬� � ��c��ò=C�8QÎ º�ñ � 9 �£ �+{ ü ¬ © ¬� � ��c��K=C�8Q�} � � � � Q �Æ »��� ¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ &sQ ÆÖ ü9¬,©e¬� � �Nc��ò=C�8QU�4�8Q Æ Ý � � õ {�� � }FC (5.67)

während die Gross-Pitaevskii-Gleichung sich zuºý��c��K=C�8QB� �8Q Æ » ú Q Æ ( õ {��"} (5.68)
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vereinfacht. Die Berechnung der Integrale ergibt nach Einsetzen der Gross-Pitaevskii-Gleichung und teilweiser

Benutzung von �4( X ) ü ¬ +2#� .Qv()Q Æ �3� A1 ú > ú ��
.Q Æ [ �3� ó 	=?>%ñ � ô [ � � =ú > ¤ ·Æ ª ð ê ð �.�8Q Æú ð �R=C�8Q Æ 5× Ø ú ï ¬ 5 ��� é � ï �a5 î �4� & 	 �APñ X > [ � � � Q Æ��
 � õ {�� � }F�
(5.69)

Ein Vergleich mit Huang und Meng [18] und Setzen von �K( 5 zeigt sofort, dass dieses Ergebnis mit dem dort

erhaltenen übereinstimmt.

5.6 Erweiterung des Huang-Meng-Resultats

Dem aufmerksamen Leser mag aufgefallen sein, dass eine der Annahmen in Abschnitt 5.5 unnötig war. Man kann

nämlich auf Annahme (5.65) verzichten. Ist man nun explizit an den Effekten großer Unordnung interessiert, so

kann man die Annahmen in (5.64) durch folgende ersetzen:{|��
 Q Æ } [ � �Q / & 	 �A?> [ � � ñ X ú ��
 Q Æ `25?� (5.70)

Die Unordnungsbeiträge sollen also auch für höhere Potenzen von & viel wichtiger sein als der reine Wechselwir-

kungsbeitrag. Eine Lösung ist auch dann möglich. Der Grund hierfür wird bald offensichtlich. Damit alle mitge-

nommenen Terme relevant sind, ist außerdem zu fordern, dass die mitgenommenen Unordnungsterme mindestens

von der selben Grössenordnung sind wie der reine Wechselwirkungsterm, und zusätzlich, dass der Unordnungs-

beitrag �+&�q ú ��
 der einzige wichtige ist. (Mit anderen Worten: Terme, die
õ {|&�} oder sogar

õ {|& ú ��
Ç} sind, sind

vernachlässigbar klein.) Dann kann man die � -Gleichung wie folgt nähern:��( ¤ ª « Ó{ö=?>~},¢ &k{�Q Æ ���x} ½ Ö ü ¬ © ¬� � ��c��ò=C�8Q Ý � �){ �8Q Æ }.} � ¿ �6=?&k{�Q Æ ��+²} # Ö ü ¬ © ¬� � �£c��ò=C�8Q Ý {õ�8Q Æ }%$½ Ö ü9¬,©e¬� � ��c��ò=C�8Q Ý � ��{õ�8Q Æ } � ¿ � � (5.71)

Für + gilt in der Kondensatphase +�(�� , ansonsten +�(+* . Die Teilchendichtegleichung ist dannQ ( Q Æ � ÏÑæÑç798 Æ ¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ ·�£ Å Z · × û¥¤R¦ 7 ôþñ²9 £ � ü ¬ © ¬� � ��c��K=C�8QÎ º�ñ � 9 �£ �+{ ü ¬ © ¬� � ��c��ò=C�8Q�} � �'� � Q �Æ »¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ &k{�Q Æ ���x} ½ Ö ü ¬ © ¬� � ��c��K=C�8Q Ý � �+{ò�8Q Æ }.} � ¿ �@=?&k{�Q Æ ��+²} # Ö ü ¬ © ¬� � ��c��R=C�8Q Ý {õ�²Q Æ } $½ Ö ü ¬ © ¬� � ��c��K=C�8Q Ý � �K{ò�8Q Æ } � ¿ � �
(5.72)

In Analogie zu Abschnitt 5.5 lässt sich dies für die Kondensatphase berechnen. Das Ergebnis lautetQ ( Q Æ � A1 ú > ú ��
.Q Æ [ � ó 	=?>%ñ � ô [ � � =ú > ¤ò·Æ ª ð ê ð �.�8Q Æú ð �ò=C�8Q Æ 5× Ø ú ï ¬ 5 ��� é � ï �K5 î� & 	 �APñ X > [ � � {��°�RQ Æ }ú � 
 Q Æ � (5.73)

Die � -Gleichung lässt sich im Rahmen dieser Näherung exakt lösen. Das Ergebnis lautet��( Q Æ5<�  � ¬,.ü�5 ) ¶ K%¬�6 +2# é � & 	 �APñ X > [ � � ú ��
.Q Æ � (5.74)
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Damit folgt für die TeilchendichteQ ( Q Æ � A1 ú > ú ��
.Q Æ [ � ó 	=?>%ñ � ô [ � � =ú > ¤ ·Æ ª ð ê ð �.�8Q Æú ð �ò=C�8Q Æ 5× Ø ú ï ¬ 5 ��� é � ï �K5 î� & 	 �APñ X > [ � � Q Æú ��
�Q Æ 55<�  � ¬,.ü�5 ) ¶ K�¬76 +�# é � � (5.75)

Mit Hilfe der Forderung (5.70), die nun einsichtig sein sollte, kann man dann die Entleerung des Grundzustandes

in eine Reihe entwickeln, um die Ordnung in & deutlich zu machen. Man erhältQ ( Q Æ � A1 ú > ú ��
.Q Æ [ � ó 	=?>%ñ � ô [ � � =ú > ¤ ·Æ ª ð ê ð �.�8Q Æú ð �ò=C�8Q Æ 5× Ø ú ï ¬ 5 ��� é � ï �K5 î� & 	 �APñ X > [ � � Q Æú ��
�Q Æ ê 5ä� & 	 �APñ X > [ � � ú � 
 Q Æ � ó & 	 �APñ X > [ � � ú � 
 Q Æ ô � �wå7å7å î � (5.76)

Wie bereits bei der Diskussion in Abschnitt 5.5 zu erkennen, sind alle Terme, die von den

� £ oder den
� £

kommen können, von höherer Ordnung in der Wechselwirkung. Selbst wenn die zusätzlichen Terme, um die das

Huang-Meng-Resultat hier erweitert wurde, klein sein sollten, beispielsweise kleiner als andere Wechselwirkungs-

beiträge, so geben sie doch in jeder Ordnung der Unordnung & die jeweils niedrigste Ordnung in der Wechsel-

wirkung ��
 an. Insbesondere in dem Fall, dass & groß wird, werden aber die bisher vernachlässigten Terme der

Wechselwirkung in den Unordnungsbeiträgen im Prinzip wichtig. Dies kann man umgehen, wenn man fordert,

dass die Wechselwirkung verschwindend klein ist. Eine Betrachtung der Auswirkungen dieser Forderung findet

sich in Abschnitt 5.10.

5.7 Notwendige Näherungen und Entwicklungen

Wie bereits in Abschnitt 4.5 erwähnt, hat die Hartree-Fock-Bogoliubov-Theorie das grundsätzliche Problem, dass

die Dispersion nicht bandlückenfrei ist. Neben dem theoretischen Widerspruch zum Hugenholtz-Pines-Theorem

[41] gibt es noch das Problem der Berechenbarkeit: Wenn das Spektrum nicht bandlückenfrei ist, ist eine Be-

rechnung der entstehenden Integrale sehr schwierig. Dieses Problem der Berechenbarkeit betrifft vor allem die

Kondensatphase. Es ist also notwendig und wünschenswert, die Gleichungen zu nähern.

Bevor man zu anderen Überlegungen übergeht, ist festzustellen, welche Näherungen notwendig sind, damit man

die Summe in der Teilchendichtegleichung (4.95) ausführen kann. Dazu betrachte man die Gleichungen für

� £
in (5.61) und

� £ in (5.62). Diese Gleichungen können analytisch anscheinend nicht so aufgelöst werden, dass

man die Ergebnisse analytisch verwenden kann. Jede Mitnahme von

� £ oder
� £ muss also störungstheoretisch

erfolgen. In einer ersten Näherung muss man diese also vernachlässigen, man kann aber auch die erste Ordnung

mitnehmen, und dann die zweite vernachlässigen, in der nur noch Terme von der Form &
� £ oder & � £ auf-

tauchen. Möchte man diese Terme ”zweiter Ordnung” mitnehmen, so beinhaltet die dann folgende Entwicklung

weitere Integrale, die ebenfalls nur schwer zu lösen sind. Es stellt sich heraus, dass Formel (D.5) hier zu Problemen

führt, weil die
Ò

-Funktion an Argumenten auszuwerten ist, an denen sie für �È(�1 Dimensionen nicht definiert

ist. Hier wäre also eine Betrachtung der Divergenzen in � Dimensionen durchzuführen. Zusätzlich treten Inte-

grale auf, die mit dieser Methode überhaupt nicht berechenbar sind, aber nach Regularisierung verlangen, da sie

formal unendlich groß sind. Die Mitnahme dieser Terme ist also mit dieser Methode nicht möglich, weder in der

Gleichung für die Teilchendichte in (4.95) noch in Gleichung für � in (4.96).
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Zusätzlich folgt jetzt das Problem der fehlenden Bandlückenfreiheit. Dies hängt eng zusammen mit dem grundsätz-

lichen Problem der Hartree-Fock-Bogoliubov-Näherung. Shi und Griffin begründeten dies damit, dass Diagramme

inkonsistent mitgenommen würden [43]. Sie beriefen sich dabei auf die Arbeit von Proukakis, Burnett und Stoof

[44]. Demnach werden die Diagramme bereits bei der T-Matrix-Methode berücksichtigt [30].

Mit diesen Überlegungen im Sinn folgen im Wesentlichen drei Möglichkeiten, die Gleichungen zu nähern:

5.7.1 T-Matrix

Die sinnvollste Möglichkeit, die bei beliebiger Temperatur gültig ist, und die einfach berechenbar ist, scheint zu

sein, dass man T-Matrix-Renormierung betreibt, und diese bis zur ersten Ordnung berücksichtigt. Wegen der nicht

bekannten Renormierungsvorschrift für die Unordnung muss man aber die Terme

� £ und
� £ in zweiter Ordnung

ebenfalls vernachlässigen, also dort, wo sie nur noch in der Form &
� £ und & � £ auftauchen. Danach muss man

die anormalen Korrelationen streichen, wie von Popov zuerst vorgeschlagen. Allerdings ist zu beachten, dass die

Terme in der Teilchendichte, die temperaturunabhängig sind, nicht genähert werden dürfen, auch wenn sie von den

anormalen Korrelationen kommen. Der Grund liegt hier darin, dass sie genau so groß sind wie die Terme, die von

den normalen Korrelationen kommen, und nicht einsichtig ist, dass sie bereits an anderer Stelle behandelt wurden,

wie es laut Shi und Griffin bei der Wechselwirkung der Fall ist. In der T-Matrix-Theorie werden die Terme, die von

den anormalen Korrelationen kommen, bereits in der Vielteilchenstreumatrix verarbeitet. In niedrigster Ordnung

sagt diese Theorie nach Stoof und Bijlsma [30], dass�k( G >%ñD�7��
	 � (5.77)

Im Prinzip wäre es möglich, weitere Terme dieser Wechselwirkungsstärke mitzunehmen, aber es ist deutlich

aufwändiger, weshalb dies hier unterbleibt. Die Näherung in den Feldern lautet mit diesen Überlegungen:& � £ ()*�C&
� £ ()*�C��()*�� (5.78)

Dies ist die in Abschnitt 5.6 verwendete Näherung. Der Vorfaktor & erinnert daran, dass

� £ und
� £ erst in

zweiter Ordnung vernachlässigt werden, wo diese Terme nur in der dort angegebenen Form auftauchen. Wenn

man zusätzlich nähert �U(�+�()*�C (5.79)

bekommt man das Huang-Meng-Resultat, sodass diese Näherung zumindest in niedrigster Ordnung Vertrauen

verdient. Dies ist äquivalent zu sehr schwacher Wechselwirkung.

5.7.2 Hochtemperaturlimes

Wie in Anhang A erläutert, ist die Reihe, welche in der Teilchendichtegleichung (4.95) aufzusummieren ist, eine

Hochtemperaturreihe. Wenn man sich bei hohen Temperaturen befindet, dann ist derjenige Term, welcher durch« (È* charakterisiert ist, der dominante Term. Nimmt man also nur den Term für « ( * mit, so dürfte das

Ergebnis für einen kleinen Bereich um eine ”hohe” Temperatur richtig sein. Diese ”hohe” Temperatur sollte die

kritische Temperatur sein, wenn man der üblichen Philosophie hinter der Hochtemperaturentwicklung in der Bose-

Einsein-Kondensation folgt.
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Es steht zu erwarten, dass die Näherung, dass man nur den « (�* -Term mitnimmt für sehr hohe Temperaturen# P #"$ bessere Ergebnisse liefert als die Näherung in Abschnitt 5.7.1, aber für niedrigere Temperaturen kann

diese Hoffnung nicht aufrecht erhalten werden. Da man das gesamte Problem aber umgehen kann, wenn man die

Hartree-Fock-Näherung macht, ist diese Hochtemperaturnäherung nicht besonders interessant, und es wird auf

die Arbeit von Graham und Pelster verwiesen [25]. Den Tieftemperaturbereich hingegen behandelt der folgende

Abschnitt.

5.7.3 Tieftemperaturlimes

Für niedrigere Temperaturen muss man in der Teilchendichtegleichung (4.95) die komplette Reihe mitnehmen.

Im Tieftemperaturlimes werden die Abstände zwischen den 9 £ sehr klein, da die Frequenzen proportional zur

Temperatur sind: 9 £ �L# . Die dominanten Beiträge der Reihe sind wiederum die für kleine « , denn die Reihe

fällt quadratisch in den 9 £ , siehe dazu die Teilchendichtegleichung (4.95). Für die 9 £ gilt bekanntermaßen9 £ ( =?>%Ó²Ô¾#ñ « � (5.80)

Auf Grund der Stetigkeit in den 9 £ , wie sie aus der Gleichung für die

� £ (5.61) ersichtlich ist, gilt für sehr tiefe

Temperaturen und kleinen « &
� £ P &

� Æ � (5.81)

Diese Näherung soll also nur in zweiter Ordnung durchgeführt werden, was durch den scheinbar sinnlosen Vor-

faktor & angedeutet wird. Man kann nun vermuten, dass die relevanten Beiträge allesamt von diesen Termen

kommen. Mit dieser Näherung kann man die Gleichungen ebenfalls behandeln, was auch das wichtigste Argument

für die Verwendung dieser Näherung ist. In Analogie zur Diskussion im ersten Abschnitt dieses Kapitels muss

man allerdings berücksichtigen, dass man Diagramme überzählt. Dies scheint nur für die anormalen Korrelationen

aufzutreten, also in den Feldern � und
� £ sowie evtl. + , siehe dazu deren Definitionen mittels (4.22), (4.24), (4.38)

und (4.43). Man umgeht das Problem daher mit der Näherung��()*�C� £ ()*�� (5.82)

Diese Näherung geschieht völlig analog zur Popov-Theorie, und widerspricht demnach erwartungsgemäß auch

den Gleichungen für � (4.85) und
� £ (4.89), da man diese Gleichungen zusätzlich fordert, und die ursprünglichen

Gleichungen demnach aufgegeben werden müssen. Es ist zwar richtig, dass die anormalen Korrelationen größer

werden als die normalen Korrelationen, aber bei dieser Begründung ist nicht berücksichtigt, dass man die anorma-

len Korrelationen überzählt. Um dies zu vermeiden, werden sie nicht berücksichtigt. + wird aus den schon zuvor

genannten Gründen nicht genähert: Diese Terme scheinen nicht überzählt zu werden. Wenn man sie ebenfalls ver-

nachlässigt, kann das Huang-Meng-Ergebnis nicht mehr reproduziert werden.

Die Näherung hat den Vorteil, dass nunmehr die Bandlückenfreiheit der Dispersion garantiert wird: Für « ()* undzò( * muss der Nenner in den Gleichungen für

� £ (4.88) und
� £ (4.89) nach Einsetzen der Gross-Pitaevskii-

Gleichung (4.82) verschwinden. Fordert man Bandlückenfreiheit, und für &�(+* den Übergang zur Popov-Theorie,

so ergibt sich die Forderung �8�� & ñ � Æ ()*�� (5.83)

Auch diese Gleichung widerspricht der Gleichung für � (4.85) bzw. der für
� £ (4.89), was ebenfalls wegen

dieser zusätzlich erhobenen Forderung zu erwarten war. Mit dem Argument, dass man Terme überzählt, ist die



5.7. NOTWENDIGE NÄHERUNGEN UND ENTWICKLUNGEN 91

Forderung nach Bandlückenfreiheit demnach erfüllt. Eine mathematische Beschreibung des Gültigkeitsbereiches

(sofern vorhanden) wird hier nicht angegeben. Ergebnisse, die auf der Näherung &
� £ P &

� Æ
beruhen, sind

jedoch mit Vorsicht zu behandeln und müssen bei Interpretationen von Experimenten stets kritisch betrachtet

werden. Es ist nicht klar, ob diese Näherung gerechtfertigt ist.

Chemisches Potential

Nimmt man diese Tieftemperaturnäherung ernst, so erweist sich, dass das chemische Potential bei gegebener Teil-

chendichte dann nicht konsistent bestimmt werden kann. Sowohl die Forderung der Bandlückenfreiheit (5.83)

als auch die Vernachlässigung der anormalen Korrelationen mittels (5.82) führen dazu, dass die Isothermen im

Diagramm der Teilchendichte Q gegen das chemische Potential c nicht mehr stetig ineinander übergehen. Dies

geschieht trotz der physikalischen Motivation der Näherung. Es ist anscheinend nicht gestattet, die anormalen

Korrelationen für die Berechnung des chemischen Potentials zu vernachlässigen, was in Gleichung (5.82) gesch-

ah, bzw. Bandlückenfreiheit zu fordern (5.83). Dies ist möglicherweise dadurch zu erklären, dass man die Teil-

chenzahlerhaltung verletzt, wenn man Bandlückenfreiheit fordert. Eine Möglichkeit, die nicht zu Unstetigkeiten

im chemischen Potential führt, ist die möglichst exakte Mitnahme der anormalen Korrelationen. Das chemische

Potential bestimmt sich damit aus der Gross-Pitaevskii-Gleichung, wenn man in der Kondensatphase ist, also aus½ ��c��K=²'ð{|zv( Í�}þQ���'ð{|z ( Íx}þ�¢�R'4{|zB( Íx}þQ Æ � &k{|zv( Íx}ñ {
� Æ � � Æ }À¿ ú Q Æ ()*�C (5.84)

und aus der Teilchendichtegleichung, sofern man sich nicht im Kondensat befindet, also aus Gleichung (4.95).

5.7.4 Theorie für T=0 und sehr schwache Wechselwirkung

Für # ( * kann man auf den Spezialfall sehr schwacher Wechselwirkung bei gleichzeitig starker Unordnung

spezialisieren. Dies geschieht durch Vernachlässigung der Bogoliubov-Terme in der Teilchendichtegleichung, al-

so der « -Summe in den Gleichungen für Q in (4.95) und � in (4.85) und unter Beachtung der Substitution für

schnell fallende Unordnungskorrelation und Wechselwirkung (5.8). Folglich müssen auch

� Æ
und

� Æ
in der Gross-

Pitaevskii-Gleichung vernachlässigt werden. Damit lautet die Teilchendichtegleichung für diesen Spezialfall

Q ( Q Æ � ¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ »VVV½ VVV¾ &k{|z~}�{�Q
Æ ����} ½ Ö ü ¬ © ¬� � �£c��ò=²'ð{|z~}þQ Ý � �+{±'4{|z~}�{�Q Æ �M�8}.} � ¿½ Ö ü ¬ © ¬� � ��c��R=²'ð{|z~}þQ Ý � �a{�'ð{|z~}�{�Q Æ �M�8}.} � ¿ �

� =?&k{|z~}�{�Q Æ ��+²} # Ö ü ¬ © ¬� � ��c��ò=²'ð{|z~}þQ Ý {þ'ð{|z~}�{�Q Æ �M�8}.} $½ Ö ü ¬ © ¬� � ��c��R=²'ð{|z~}þQ Ý � �a{�'ð{|z~}�{�Q Æ �M�8}.} � ¿ � Ã VVVÄVVVÅ � (5.85)

Vergleicht man dies mit Gleichung für � in (4.94), so erkennt man, dass in dieser Beschreibung giltQt��Q Æ (��%� (5.86)

Im Falle gebrochener Symmetrie gilt außerdem +m(��%C (5.87)
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sonst +m(w* . Für das Feld � gilt nach (4.85) ��(�+�C (5.88)

im Falle gebrochener Symmetrie also �m(�Qt��Q Æ C (5.89)

und �m()* sonst. Dies ist jedoch im Widerspruch zur Forderung nach der Bandlückenfreiheit (5.83), wonach auch

im Falle gebrochener Symmetrie ��()* gilt. Man muss also entscheiden, ob die Forderung nach Bandlückenfreiheit

oder die hergeleitete Gleichung für � in (4.85) wichtiger ist, um das Verhalten des Systems richtig zu beschreiben.

Für die Kondensatdichte macht dies offenbar keinen Unterschied, aber jeweils auftretende Probleme bei der super-

fluiden Dichte und beim chemischen Potential führen zu Forderungen in zwei gegensätzliche Richtungen, wie in

Abschnitt 5.10 gezeigt wird. Die Teilchendichtegleichung lautet demnach

Q ( Q Æ �K¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ »VVV½ VVV¾ &k{|z~}þQ ½ Ö ü ¬ © ¬� � ��c��ò=²'4{|z~}þQ
Ý � �+{þ'ð{|z~}�{�Q Æ �R� }.} � ¿½ Ö üå¬,©e¬� � ��c��R=²'ð{|z~}þQ Ý � �a{�'ð{|z~}�{�Q Æ �M�8}.} � ¿ �

� =?&k{|z~}�{�Q Æ ��+D} # Ö ü ¬ © ¬� � ��c��ò=²'4{|z~}þQ Ý {±'ð{|z~}�{�Q Æ �R� }.} $½ Ö ü ¬ © ¬� � �Nc��ò=²'4{|z~}þQ Ý � �a{þ'ð{|z~}�{�Q Æ �R� }.} � ¿ � Ã VVVÄVVVÅ � (5.90)

Die Gross-Pitaevskii-Gleichung ist dann nach Vergleich mit (5.12) :ºú��c��ò=²'4{|zv( Í�}þQU��'ð{|zB(0Íx}þ�¢�R'4{|zv( Íx}þQ Æ » ú Q Æ (+*�� (5.91)

5.8 Superfluide Dichte

Es soll der Anteil der superfluiden Dichte an der Teilchendichte für beliebige Temperatur berechnet werden. Die

Teilchendichte bei #�(�* ist nicht notwendig gleich der superfluiden Dichte, wie Huang und Meng für schwache

Unordnung zeigen [18]. Es gibt also keinen Grund dafür, zu vermuten, dass dies bei endlicher Temperatur anders

wäre. Die Idee hinter der hier verwendeten Methode der Berechnung der superfluiden Dichte ist wie folgt: Man

untersucht den Einfluss der Ankopplung eines äußeren Geschwindigkeitsfeldes mit Geschwindigkeit 8 an das

System. Nur die normalfluiden Teilchen reagieren darauf. Mathematisch betrachtet man die Wirkung (4.9) mit

den Teilen (4.16), (4.26) und (4.27). Die Wirkung wird dann durch die Ankopplung des Systemimpulses Ü an die

Geschwindigkeit 8 modifiziert, und zwar mittels � ® � �98�Ü;� (5.92)

Der Systemimpuls Ü ist hierbei definiert durch den Erwartungswert des Impulsoperators,ÜN(2¤ üTØÆ ª�í<¤^ª « ¬4ì î {���C í\} ñ ô;: ìs{���C í\}F� (5.93)

Die Änderung des großkanonischen Potentials wird dann durch das DifferentiallDÌa(Ò��<Jl #�� ß l��2�@/vl8cU�4Ü�l=8 (5.94)
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beschrieben. Der letzte Term beschreibt hier die Ankopplung des äußeren Geschwindigkeitsfeldes. Für diesen gilt

offenbar Ü�( 	 �Q é 8U�wå7å7å (5.95)

Hierbei stellt Q é die normalfluide Dichte dar. Da die Summe von superfluider Dichte Q 
 und normalfluider DichteQ é die Gesamtdichte Q ergibt, lässt sich daraus die superfluide Dichte berechnen [54, Kapitel 8]:

Q�
;(wQt��Q é � (5.96)

Mit Hilfe der Modifikation (5.92) und anschließend einem Vorgehen völlig analog zu dem in Kapitel 4 kann man

dann die neue Wirkung berechnen. Das Ergebnis im neuen Bezugssystem lautet (vgl. die Teilwirkungen (4.16),

(4.26) und (4.27))� º ¡�ì î CT¡�ì�» ( ¤ üFØÆ ª�íï¤�ª�«~¬ Ü�� Å V ©&_ î� {���C í\} ½ ñ �� í � ñ �= 	 o�� ñ ô 8 : ��cW¿�_ � {���C í\}�¡�ì î� {���C í\} ½ ñ �� í � ñD�= 	 o�� ñ ô 8 : ��c ¿ ¡eì � {���C í\}5= ¤^ª « ¬ � 'ð{��v��� � } # _ î� {���C í\}
_ î� {�� � C í\}
_ � {���C í\}
_ � {�� � C í\}� É _ î� {���C í\}
_ î� {�� � C í\}%�M� î� {���C.� � C í\} Ê ¡�ì � {���C í\}�¡eì � {�� � C í\}� É _ � {���C í\}
_ � {�� � C í\}%�M� � {���C.� � C í\}�Ê~¡�ì î� {���C í\}�¡eì î� {�� � C í\}�ò{3_ î� {���C í\}
_ � {���C í\}%� � � {���C í\}.}\¡eì î� {�� � C í\}�¡�ì � {�� � C í\}� É _ î� {�� � C í\}
_ � {�� � C í\}%� � î� {�� � C í\} Ê ¡�ì î� {���C í\}�¡eì � {���C í\}� É _ î� {���C í\}
_ � {�� � C í\}%�Ru � {�� � C.��C í\}�Ê¾¡eì î� {�� � C í\}�¡�ì � {���C í\}� É _ î� {�� � C í\}
_ � {���C í\}��Ru î� {�� � C.��C í\} Ê ¡eì î� {���C í\}�¡�ì � {�� � C í\}� � � {���C í\} � î� {�� � C í\}J�£u � {�� � C.��C í\}±u î� {�� � C.��C í\}J��� � {���C.� � C í\}þ� î� {�� � C.��C í\} $ ®� 5=Pñ ¤ üFØÆ ª\íï¤ üTØÆ ª�í � ¤^ª « ¬s¤^ª « ¬ � Ü�� Å V Ü��e� Å V &k{��B��� � }# _ î� {���C í\}
_ î�e� {�� � C í � }
_ � {���C í\}
_ �e� {�� � C í � }� É _ î� {���C í\}
_ î�e� {�� � C í � }%� � î�R�e� {���C íc�.� � C í � }�Ê�¡eì � {���C í\}�¡�ì �e� {�� � C í � }� É _ � {���C í\}
_ �e� {�� � C í � }%� � �R�e� {���C íc�.� � C í � } Ê ¡eì î� {���C í\}�¡�ì î�e� {�� � C í � }�ò{3_ î� {���C í\}
_ � {���C í\}%� � � {���C í\}.}\¡eì î�e� {�� � C í � }�¡�ì �e� {�� � C í � }� É _ î�e� {�� � C í � }
_ � � {�� � C í � }%� � î�e� {�� � C í � } Ê ¡eì î� {���C í\}�¡�ì � {���C í\}� É _ î�e� {�� � C í � }
_ � {���C í\}~�
� �R�e� {���C íc�.� � C í � }�Ê~¡�ì î� {���C í\}�¡eì �e� {�� � C í � }� É _ î� {���C í\}
_ �e� {�� � C í � }%�
�
î�R�e� {���C íc�.� � C í � }�Ê~¡�ì î�e� {�� � C í � }�¡eì � {���C í\}� � � {���C í\} � î�e� {�� � C í � }J� � �R� � {���C íc�.� � C í � } � î�R�e� {���C íc�.� � C í � }� � �R� � {���C íc�.� � C í � } � î�R�e� {���C íc�.� � C í � } $ (5.97)
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mit �� º�¡eì î CT¡�ì�» ( ¤ üTØÆ ª�í ¤ ª « ¬ Ü�� Å V © ¡�ì î� {���C í\} ½ ñ �� í � ñ �= 	 o�� ñ ô 8 : ��c ¿ ¡eì � {���C í\}5= ¤ ª « ¬ � 'ð{��t��� � }# É _ î� {���C í\}
_ î� {�� � C í\}%�M� î� {���C.� � C í\} Ê ¡�ì � {���C í\}�¡eì � {�� � C í\}� É _ � {���C í\}
_ � {�� � C í\}%�R� � {���C.� � C í\}�Ê¾¡�ì î� {���C í\}�¡�ì î� {�� � C í\}�ò{�_ î� {���C í\}
_ � {���C í\}�� � � {���C í\}.}\¡eì î� {�� � C í\}�¡eì � {�� � C í\}� É _ î� {�� � C í\}
_ � {�� � C í\}%� � î� {�� � C í\}�Ê~¡�ì î� {���C í\}�¡eì � {���C í\}� É _ î� {���C í\}
_ � {�� � C í\}%�òu � {�� � C.��C í\}�Ê�¡�ì î� {�� � C í\}�¡eì � {���C í\}� É _ î� {�� � C í\}
_ � {���C í\}%�òu î� {�� � C.��C í\}�Ê�¡�ì î� {���C í\}�¡eì � {�� � C í\} $ ®� 5=Pñ ¤ üFØÆ ª�íï¤ üFØÆ ª\í � ¤^ª « ¬¤^ª « ¬ � Ü�� Å V Ü�� � Å V &k{��t�£� � }# É _ î� {���C í\}
_ î�e� {�� � C í � }"� � î�R�e� {���C íc�.� � C í � } Ê ¡�ì � {���C í\}�¡�ì �e� {�� � C í � }� Ö _ � {���C í\}
_ �e� {�� � C í � }%� � �R�e� {���C íc�.� � C í � } Ý ¡�ì î� {���C í\}�¡eì î�e� {�� � C í � }�ò{�_ î� {���C í\}
_ � {���C í\}�� � � {���C í\}.}\¡eì î�e� {�� � C í � }�¡�ì � � {�� � C í � }� É _ î� � {�� � C í � }
_ � � {�� � C í � }%� � î� � {�� � C í � } Ê ¡�ì î� {���C í\}�¡�ì � {���C í\}� É _ î�e� {�� � C í � }
_ � {���C í\}~�
� �R�e� {���C íc�.� � C í � } Ê ¡eì î� {���C í\}�¡�ì �e� {�� � C í � }� É _ î� {���C í\}
_ � � {�� � C í � }"�
�
î�R� � {���C íc�.� � C í � } Ê ¡eì î� � {�� � C í � }�¡�ì � {���C í\} $ � (5.98)

Diese Wirkung �� lässt sich nun analog zu Gleichung (4.56) in eine Matrixmultiplikation umschreiben. Das Ergeb-

nis für den dort auftauchenden Integralkern � Z"V�R� � lautet� Z"V�R�e��{���C íc�.� � C í � } ( ¡ �R�e� ¡²{�� ��� � }�¡²{|í��£í � } � ñxÇÇ ¨ � � ü ¬� � o � � ü û 8 : � ��c ** �ïñxÇÇ ¨ � � ü ¬� � o � � ü û 8 : � �£c ��¢¡ �R�e� ¡D{|ík�£í � } � 'ð{�� � ����}Wº =rQ Æ � � �Ru�{�� � ����}À» 'ð{�� � ����}Wº Q Æ �M��{��B��� � }À»'ð{�� � ����}Wº Q Æ �M� î {�� � �N��}À» 'ð{��t��� � }Wº =rQ Æ � � î �Ru î {��B��� � }À» ��f¡ �R�e� 5ñ � &k{��t��� � }
�
{��B�N� � C ík��í � } &k{��t��� � } � {��B��� � C í4�£í � }&k{��t��� � } � î {��B��� � C ík�£í � }ê&k{��B�£� � } � î {��t��� � C í4�£í � } �� 5ñ � &k{��B�£� � }�º Q Æ ����{��B��� � }À» &k{��v��� � }�º Q Æ ��+\{��t��� � }À»&k{��B��� � }�º Q Æ ��+8îr{��B��� � }À» &k{��B�N� � }�º Q Æ ���\î?{��B�£� � }À» � C (5.99)

wobei der Term proportional / hier bereits vernachlässigt wurde, da er im Replika-Limes ohnehin wegfällt.

Führt man nun eine Fourier-Matsubara-Transformation wie in (4.61) durch, so erhält man die Fourier-Matsubara-

Transformierte des Integralkerns, eine =?/ 3v=?/ -Matrix, deren Form allerdings etwas anders ist als in (4.62). Sie

lautet � Z"V�R� � {|zJC.9 £ }�( � �W{|zJC.9 £ }nl�{|zJC.9 £ }lW{|zJC.9 £ } �W{|zJC.9 £ } � ¡ �R� � � � � {|zJC.9 £ }>�P{|zJC.9 £ }�P{|zJC.9 £ } � {|zJC.9 £ } � � (5.100)
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Die Einträge sind also nicht mehr die komplex konjugierten voneinander. Statt dessen sind die Einträge lediglich

recht ähnlich. Sie lauten�W{|zJC.9 £ } ( ��ôþñ²9 £ � ñD��z"�= 	 �òñDz>8B�£c�� ¤ ª « ¬�× Z�û�© ¶ 'ð{���}Wº =rQ Æ � � �Ru�{���}À»� 5ñ ¤^ª�«�¬k× Z�û�© ¶ &k{���}
� £ {���}FC (5.101)� {|zJC.9 £ } ( � Î ¡ £ � Æ ¤^ª�«�¬k× Z�û�© ¶ &k{���}�º Q Æ ����{���}À»YC (5.102)�P{|zJC.9 £ } ( � Î ¡ £ � Æ ¤^ª�«�¬k× Z�û�© ¶ &k{���}�º Q Æ ��+\{���}À»YC (5.103)l�{|zJC.9 £ } ( ¤ ª « ¬�× Z�û�© ¶ '4{���}�º Q Æ �M��{���}À»x� 5ñ ¤ ª « ¬�× Z�û�© ¶ &k{���} � £ {���}FC (5.104)�W{|zJC.9 £ } ( ��ôþñ²9 £ � ñD��z"�= 	 �@ñDz>8B�£c��K¤^ª�«�¬�× Z�û�© ¶ 'ð{���}Wº =rQ Æ � � î �Ru î {���}À»� 5ñ ¤ ª « ¬k× Z�û�© ¶ &k{���}
�
î£ {���}FC (5.105)� {|zJC.9 £ } ( � Î ¡ £ � Æ ¤ ª « ¬k× Z�û�© ¶ &k{���}�º Q Æ ��� î {���}À»YC (5.106)�P{|zJC.9 £ } ( � Î ¡ £ � Æ ¤^ª�«�¬k× Z�û�© ¶ &k{���}�º Q Æ ��+ î {���}À»YC (5.107)l�{|zJC.9 £ } ( ¤^ª�«�¬�× Z�û�© ¶ '4{���}�º Q Æ �M� î {���}À»W� 5ñ ¤^ª�«~¬�× Z�û�© ¶ &k{���} � î£ {���}F� (5.108)

Der Oberstrich soll daran erinnern, dass die das äußere Geschwindigkeitsfeld 8 nun für jedes der Molekularfelder

wichtig ist, da es in deren Bestimmungsgleichung zumindest implizit auftaucht. Die Sterne stehen folgerichtig

auch nicht mehr für reine komplexe Konjugation. Statt dessen ist die Abhängigkeit von dem äußeren Geschwin-

digkeitsfeld auch hier wichtig. Da eine penible Trennung aber nur zusätzliche Notation einführte, und dies später

ohnehin unwichtig wird, sei diese Ungenauigkeit hier gestattet. Da das effektive Potential berechnet werden muss,

geht man nun analog zu Abschnit 5.3 vor. Zur Vereinfachung der Notation wird ab jetzt wiederum angenommen,

dass das Wechselwirkungspotential und die Unordnungskorrelation sehr schnell abfallen. Das Ergebnis für das

effektive Potential im Replika-Limes / ® * lautet dann�����(2� Ã Æ Ä�3 �a� Ã � Ä�� (5.109)

mit den Bezeichnungen� Ã Æ Ä�� ( � © ��c"Q Æ � 5= 'ð{|zv(0Íx} � Q �Æ ���?� î � �;� î �@u"u î �� 5= &k{|zB( Íx} ê 5ñ
� Æ � î � 5ñ

�
îÆ �°� 5Î ñ � ·�£ Å Z ·

� £ � îZ £ � 5ñ � Æ + î � 5ñ � îÆ +ï� 5Î ñ � ·�£ Å Z · � £ � î Z £ î �(5.110)

und � Ã � Ä�3 ( ÏÑæÑçÜ;è Æ 5= Î / È É ÏÑÐ � Z"V ( ÏÑæÑçÜ;è Æ �= Î / ¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ ·�£ Å Z · Ï�Ð � ¯�¦ � � Z"V {|zJC.9 £ } �( �= Î ¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ ·�£ Å Z · © ÏÑÐ {|� �m�£l l�}"�
� ��R� � � � l�� �7l� �°�£l l ®U� (5.111)
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Da hier keine Berechnung des effektiven Potentials erfolgen soll, wird die Normalordnung der Operatoren nicht
durch Mitnahme eines Zeitordnungsterms berücksichtigt. Nach Wiedereinsetzen der Abkürzungen erhält man� c q e?A@ > �r.B X _ a:êg rBë l�ì ? CdDKB � CFEHG mJI SLK W�M D w WeqON6qrts w WPNRQ S}| wzy g N l g r ñ ^ wTS wVU l S UW x g N l ú DXW� I K W�M D w Weq2N6qrCs S WPNRQ S}| w y g N l g r ñ ^ wVS J wYU J l S UW x g N l ú JD WS I y g N l g ñ ^ w�ÿ i S UW x g N l � DZW I y g N l g ñ ^ w�ÿ J i S UW x g N l � JD W ~w S B x g N l g ñ ^ w�û i ü Z �3÷��qfø S WPNRQ S | wzy g N l g r ñ ^ wTS J wVU J l S DZ x g N l ú J^Þý�[2[�[þ Z � ÷ �qfø w WPNRQ S}| w y g N l g r ñ ^ wVSKwVU l S DZ x g N l ú ^�� þ Z � ÷ �qáø S WPNRQ S | w y g N l g r ñ ^ wVS J wYU J l S DZ x g N l ú J^ � [2[�[[2[2[ S B x g N l g ñ ^ w�û J i ü Z ��÷��qfø w WPNRQ S}| w y g N l g r ñ ^ wVSKwVU l S DZ x g N l ú ^ ý[2[�[ S þ y g N l g ñ ^ w�ÿ i S DZ x g N l � ^\� þ y g N l g ñ ^ w�ÿ J i S DZ x g N l � J^ �w B x g N l g ñ ^ w é i þ y g N l g ñ ^ w ÿ J i S DZ x g N l � J^ � [2[�[þ Z � ÷ �qfø w WPNRQ S}| w y g N l g r ñ ^ wVSKwVU l S DZ x g N l ú ^�� þ Z � ÷ �qáø S WPNRQ S | w y g N l g r ñ ^ wVS J wYU J l S DZ x g N l ú J^ � [2[�[[2[�[ w B x g N l g ñ ^ w é J i þ y g N l g ñ ^ w ÿ i S DZ x g N l � ^ �[2[2[ S þ y g N l g ñ ^ w ÿ i S DZ x g N l � ^\� þ y g N l g ñ ^ w ÿ J i S DZ x g N l � J^ � M � (5.112)

Da man nun durch Extremalisierung nach den Feldern die Feldgleichungen erhält (vgl. Herleitung der Wirkung

in Abschnitt 4.1), ist nur die explizite Abhängigkeit der �xC � C[�rC l�C �"C � C �?C l von 8 für die Berechnung der normal-

fluiden Dichte von Interesse. Man macht nun eine Taylorentwicklung dieser Abhängigkeit nach 8 bis zur zwei-

ten Ordnung. Dabei hat lediglich � Ã � Ä�� eine explizite Abhängigkeit von 8 . Da man entwickelt, verschwinden die

Abhängigkeiten der Felder von 8 in den einzelnen Ordnungen. Damit (und mit passender Phasenwahl) gelten die

bereits aus Kapitel 4 bekannten Zusammenhänge �U(L� î C+m(�+ î C� £ ( � îZ £ C� £ ( � î Z £ C��(w� î C� ( � î (wQt��Q Æ CuB()u î (wQt��Q Æ � (5.113)

Die Verwendung der nachlässigen Schreibweise für die Felder bei Berücksichtigung des äußeren Geschwindig-

keitsfeldes 8 wird an dieser Stelle also nachträglich gerechtfertigt. Im Falle gebrochener Symmetrie gilt zusätzlich��(�+ � (5.114)

Die Fälle ��(Y+ und +U(L* lassen sich allerdings zusammenfassen, denn wenn + verschwindet, so verschwindet

auch � , und beide können nur für Q Æ (�* verschwinden. Die Fälle unterscheiden sich dann lediglich im Nenner

der Summanden in (5.112). Die Entwicklung lautet dann formal gesehen�����(�� Ã Æ Ä�� ÁÁÁÁÁ�] Å�^ �ò� Ã � Ä�� ÁÁÁÁÁ�] Å�^ � : ] � Ã � Ä�� ÁÁÁÁÁ�] Å�^ 8�� 5= o����3ð�wå7å7å%� (5.115)

Dabei dient o����� als Abürzung: � û � Â � �� N û � N Â � Ã � Ä�� ÁÁÁÁÁ_] Å�^ N û N Â � (5.116)
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Die erste Ordnung der Entwicklung liefert aus Symmetriegründen keinen Beitrag:

: ] � Ã � Ä�� ÁÁÁÁÁ�] Å�^ ( Í"� (5.117)

Die zweite Ordnung der Entwicklung liefert aber unter Ausnutzung der Symmetrie bezüglich der Ó û , also unter

Benutzung von ¤^ª�«JÓ Ó û Ó Â M { � zä��}�(+¡ û Â 5� ¤^ª�«JÓmz � M { � zä��}FC (5.118)

das Ergebniso����� ( = 	 �Î � 8 � ¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ ñ � z �= 	»V½ V¾ ·�£ Å Z · ¿TÀ � 5ÁÁÁ ôþñ²9 £ � ü ¬ © ¬� � ��c��ò=²'4{|z~}þQB�  Ã © Äü
�
î£ ÁÁÁ � � ÁÁÁ '4{|z~}�º Q Æ �M�r»x�  Ã © Äü � £ ÁÁÁ �� =Pñ � 9 �£ó ÁÁÁ ôþñ²9 £ � ü ¬ © ¬� � ��c��K=²'ð{|z~}þQB�  Ã © Äü

�
î£ ÁÁÁ � � ÁÁÁ 'ð{|z~}�º Q Æ �M�r»\�  Ã © Äü � £ ÁÁÁ � ô � Á6UUUÂ� =?&k{|z~} Î º Q Æ ��� »Ö ü9¬,©e¬� � ��c��ò=²'4{|z~}þQB�  Ã © Äü

� Æ �R'ð{|z~}�º Q Æ �M�r»D�  Ã © Äü � Æ Ý
3 5Ö ü ¬ © ¬� � ��c��ò=²'4{|z~}þQB�  Ã © Äü

� Æ ��'ð{|z~}�º Q Æ �M�r»\�  Ã © Äü � Æ Ý � Ã VÄVÅ � (5.119)

Mit Hilfe der Zusammenhänge zwischen Ì , Systemimpuls Ü und 8 , gegeben durch (5.94) und (5.95), bekommt

man so die normalfluide Dichte:Q é ( =Î � ¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ ñ � z �= 	 � ·�£ Å Z · × û�¤ ¦ 7¿TÀ 5ÁÁÁ ô±ñ89 £ � ü ¬ © ¬� � �Nc��ò=²'ð{|z~}þQB�  Ã © Äü
�
î£ ÁÁÁ � � ÁÁÁ 'ð{|z~}�º Q Æ �R�H»\�  Ã © Äü � £ ÁÁÁ �� =Pñ � 9 �£ó ÁÁÁ ôþñ²9 £ � ü ¬ © ¬� � �Nc��ò=²'4{|z~}þQB�  Ã © Äü
�
î£ ÁÁÁ � � ÁÁÁ '4{|z~}�º Q Æ �M�r»\�  Ã © Äü � £ ÁÁÁ � ô � Á6UUUÂ� =?&k{|z~} Î º Q Æ ����»Ö ü ¬ © ¬� � �£c��ò=²'ð{|z~}þQB�  Ã © Äü

� Æ �R'4{|z~}�º Q Æ �M�r»D�  Ã © Äü � Æ Ý
3 5Ö ü ¬ © ¬� � �£c��ò=²'ð{|z~}þQB�  Ã © Äü

� Æ ��'4{|z~}�º Q Æ �M�r»x�  Ã © Äü � Æ Ý � Ã VÄVÅ � (5.120)

Hier nun wurde die Normalordnung der Operatoren wieder explizit berücksichtigt, da die normalfluide Dichte nun

berechnet werden soll.
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5.8.1 Näherung in Analogie zur T-Matrix

An dieser Stelle müssen nun Näherungen eingeführt werden, da die

� £ nicht explizit zu einem verwendbaren

Ausdruck berechenbar sind. Es wird hier die noch recht etablierte Näherung in Analogie zur T-Matrix (Abschnitt

5.7.1) gemacht, die in niedrigster Ordnung das Huang-Meng-Resultat reproduziert. Zur Vereinfachung nimmt man

gleichzeitig an, dass man lokale Wechselwirkung und ein unkorreliertes Zufallspotential hat. Man erhält dann

Q é ( =Î � ¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ ñD�7z"�= 	 »V½ V¾ ·�£ Å Z · × û¥¤R¦ 7 ¿TÀ 5ñ � 9 �£ � ÁÁÁ ü ¬ © ¬� � �£c��ò=C�8Q ÁÁÁ � ��� �²Q Æ � �� =Pñ � 9 �£ó ñ � 9 �£ � ÁÁÁ ü ¬ © ¬� � ��c��K=C�8Q ÁÁÁ � ��� �8Q Æ � � ô �
Á6UUUÂ

� =?& Î º Q Æ ����»Ö üå¬,©è¬� � ��c��ò=C�²QB� �8Q Æ Ý Ö ü9¬,©e¬� � ��c��ò=C�²Q��.�8Q Æ Ý � Ã VÄVÅ � (5.121)

Mittels (A.7) behandelt man die « -Summe. Zusätzlich folgt die Substitution (5.38).Q é ( =Î � ó 	=?>%ñ � ô ¢ � � 5Ò { ��q?= } ¤ ·Æ ª ðfð ¢ � � � ñ Î=?> ·�é Å Z · ¤ ·Z · ª�9N× û�¤ Ã 7 Z é üFØ Ä¿TÀ 5ñ � 9 � �2� ð �£ck�K=C�8Q;� � ��� �8Q Æ � � � =PñD��9��Ö ñ � 9 � �2� ð ��c��ò=C�8Q;� � ��� �8Q Æ � � Ý � Á6UÂ� =?& Î º Q Æ �R��»{ ð ��c��ò=C�8Qt� �²Q Æ }"{ ð ��c��K=C�8QU�.�8Q Æ } � ®�� (5.122)

Der Residuensatz erlaubt die Berechnung des 9 -Integrals. Man erhält

Q é ( =� ó 	=?>%ñ � ô ¢ � � 5Ò { ��q?= } ¤R·Æ ª ðfð ¢ � � »V½ V¾ Î ×7Ø ú Ãªï Z�Û 5 ��� é Ä ¬ Z ��¬ é ¬�Ö × Ø ú Ã¥ï Z�Û 5 ��� é Ä ¬ Z ��¬ é ¬� �K5 Ý �� =?&kº Q Æ ��� »{ ð ��c��ò=C�²QB� �8Q Æ }"{ ð ��c��ò=C�8QU�4�8Q Æ } � ® � (5.123)

Möchte man statt dieser Näherung die in Abschnitt 5.7.3 genannte Näherung für tiefe Temperaturen machen, so

führt die Substitution cz® c�� & ñ
� Æ

(5.124)

zum richtigen Ergebnis für diese Tieftemperaturnäherung. In beiden Fällen besteht die normalfluide Dichte dann

in der Kondensatphase aus einem unordnungsunabhängigen Term und einem unordnungsabhängigen Term. Be-

nutzung der Gross-Pitaevskii-Gleichung (4.82), sowohl in der Näherung in Analogie zur T-Matrix aus Abschnitt

5.7.1 als auch in der Tieftemperaturnäherung aus Abschnitt 5.7.3, liefert das Ergebnis

Q é ( =� ó 	=?>%ñ � ô ¢ � � 5Ò { ��q?= } ¤ ·Æ ª ðKð ¢ � � »V½ V¾ Î ×7Ø ú ï ¬ 5 ��� é � ïÖ × Ø ú ï ¬ 5 ��� é � ï �ò5 Ý � � =?&kº Q Æ ����»ð { ð �K=C�8Q Æ } � Ã VÄVÅ � (5.125)
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Ein wenig kann diese Gleichung noch vereinfacht werden, indem man das Integral ausführt, so weit es möglich

ist. In �^(21 Dimensionen folgt:Q é ( =1 ó 	=?>%ñ � ô [ � � 5Ò {ö1 q?= } ¤ò·Æ ª ðKð [ � � Î ×7Ø ú ï ¬ 5 ��� é � ïÖ × Ø ú ï ¬ 5 ��� é � ï �a5 Ý � � G 1 & 	 �APñ X > [ � � º Q Æ �R��»ú ��
.Q Æ � (5.126)

Eine weitere analytische Behandlung dieses Integrals kann nur in einem Grenzfall erfolgen. Der Fall #�(�* bei

sehr kleiner Wechselwirkung soll in Abschnitt 5.10 behandelt werden. Trotzdem kann man erkennen, dass der

unordnungsabhängige Term den bekannten Faktor G²q?1 mal der Entleerung des Grundzustandes liefert [18], alsoQ�
 (wQt�@oðQ�
 ÁÁÁÁÁ�` ÅWÆ � G 1 oðQ Æ ÁÁÁÁÁ�a â 27&�b â � â\c C (5.127)

mit der Entleerung des GrundzustandesoðQ Æ ÁÁÁÁÁ_a â 27&db â � â�c ( & 	 �APñ X > [ � � º Q Æ �R��»ú � 
 Q Æ � (5.128)

Für �U(+* erhält man das Huang-Meng-Ergebnis (5.69), für ein nicht genähertes � sogar ein erweitertes Ergebnis,

dessen Analogon für die Entleerung der Kondensatdichte in Abschnitt 5.6 als Erweiterung des Huang-Meng-

Resultats vorgestellt wurde. In beiden Fällen hat man bei der Entleerung der superfluiden Dichte also einen zusätz-

lichen Faktor vor der Entleerung des Grundzustandes, welcher gleich ist. Es ist also in Analogie zum Resultat von

Huang und Meng auch hier möglich, dass die superfluide Dichte verschwindet, während die Kondensatdichte noch

von Null verschieden ist. Die Interpretation bleibt dieselbe: Es entstehen lokale Kondensate, die aber durch die

Unordnung nicht zur superfluiden Dichte beitragen. Man kann von Lokalisierung sprechen.

5.8.2 Superfluide Dichte in Popov-Näherung ohne Unordnung

Da die Gleichungen für die superfluide Dichte nun hergeleitet wurden, kann man die Popov-Näherung ohne Un-

ordnung auf sie anwenden, welche in Abschnitt 5.4 behandelt wurde. Dazu startet man mit der allgemeinen Glei-

chung für die normalfluide Dichte (5.120), setzt aber &�()* und wendet die Popov-Näherung �m(+* an. Außerdem

wird erneut von lokaler Wechselwirkung ausgegangen, sodass '4{|z~} ° � angenommen wird. Die Berechnung

der « -Summe geschieht dann völlig analog zu der Berechnung in Abschnitt 5.8.1, was zu erwarten war, da diese

Näherung eine Erweiterung der Popov-Theorie für Unordnung darstellt. Das Ergebnis für die superfluide Dichte

lautet daher in �^(+1 DimensionenQ�
 (wQt� =1 ó 	=?>%ñ � ô [ � � 5Ò {ö1 q?= } ¤ ·Æ ª ðKð [ � � Î ×7Ø ú ï ¬ 5 ��� é � ïÖ × Ø ú ï ¬ 5 ��� é � ï �K5 Ý � � (5.129)

Die Substitution �ð ( Î ð bei anschließender Verwendung der dimensionslosen Einheiten, die in der Popov-Nähe-

rung verwendet wurden (5.54), führt auf die GleichungQ 
Q (Ò5<� 1P=1 ú > �ó [ � � ¤ò·Æ ª ðKð [ � � × � ï ¬ 5fe" # eg �eh ïó × � ï ¬ 5ie" # eg �eh ï �K5 ô � � (5.130)

Berücksichtigt man die Stabilitätsdiskussion aus Abschnitt 5.4.2, so ist eindeutig, welcher Wert für die dimensi-

onslose Kondensatdichte �Q Æ einzusetzen ist. Nimmt man nun als Beispielgas Rubidium-87, wie in Abschnitt 5.4.1,

so folgt wiederum ���
�(!*�C * =Pd . Die superfluide Dichte ist, zusammen mit der zu ihr gehörigen Kondensatdichte,

in Abbildung 5.3 über der dimensionslosen Temperatur �ó aufgetragen. Man sieht, dass die superfluide Dichte in

dieser Näherung für jede beliebige Temperatur größer ist als die zugehörige Kondensatdichte.
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Abbildung 5.3: Popov-Näherung: Normierte superfluide Dichte Q 
FqHQ (durchgezogene Linie) und normierte Kon-

densatdichte Q Æ qHQ (gestrichelte Linie) von , Z Rb über der dimensionslosen Temperatur �ó aufgetragen. Die super-

fluide Dichte ist stets größer als die Kondensatdichte.

5.9 Gasphase und Unordnungsphase

Nach Behandlung von Kondensatphase und superfluider Dichte ist es interessant zu wissen, welche Eigenschaften

die Gasphase und eine durch die Unordnung geprägte Phase haben. Beide Phasen sind durch Q Æ (�* festgelegt.

Die Gasphase hat im Fall ohne Unordnung die Eigenschaft, dass die anormalen Korrelationen verschwinden, da

sie keine gebrochene Symmetrie aufweist. Bei der Unordnungsphase ist bisher nicht eindeutig, ob die anormalen

Korrelationen verschwinden. Ein Argument gegen das Verschwinden liefern Nozieres und Saint James mit der

Paarkondensation bei genügend attraktiver Wechselwirkung [24]. Wie ein Vergleich der Wirkungen (4.26) und

(4.27) zeigt, kann man die Unordnung im Prinzip als effektive attraktive Wechselwirkung auffassen. Bei genügend

starker Unordnung kann es also zu Paarkondensation kommen, womit die anormalen Korrelationen nicht ver-

schwinden. Eine Behandlung des Falles, wo man auf alle anormalen Korrelationen von vorneherein verzichtet,

findet sich in [25]. Man beachte, dass dort in der Kondensatphase für #�(+* Probleme auftauchen, da die Annah-

me des Verschwindens der anormalen Korrelationen dort nicht haltbar ist.

Hier soll nun angenommen werden, dass die anormalen Korrelationen verschwinden, man sich also nicht in einer

Phase gebrochener Symmetrie befindet. Es folgt damit� ( *�C� £ ( *�� (5.131)

Damit bleiben als Gleichungen für die Nicht-Kondensatphasen bei Annahme des Verschwindens anormaler Kor-

relationen die Teilchenzahlgleichung, die sich aus (4.95) ableiten lässt,Q ( ÏÑæÑç7å8 Æ ¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ ·�£ Å Z · × û¥¤ ¦ 7 5Î ºý��ôÀ9 £ � ü ¬ © ¬� � ��c��ò=²'ð{|z~}þQv�  Ã © Äü
� £ »�£¤ ª « Ó{ö=?>~},¢ &k{|z~}f�Ö ü ¬ © ¬� � ��c��ò=²'ð{|z~}þQv�  Ã © Äü

� Æ Ý � (5.132)

die Gleichung für die

� £ , die man aus (4.88) ableitet

� £ñ (2¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ 5��ôY9 £ � ü ¬ © ¬� � ��c��ò=²'4{|z~}þQB�  Ã © Äü
� £ C (5.133)
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sowie die Gleichung für � , die man aus (4.94) erhält,�U(2¤ ª « Ó{ö=?>~} ¢ &k{|z~}f�Ö ü ¬ © ¬� � ��c��ò=²'ð{|z~}þQv�  Ã © Äü
� Æ Ý � � (5.134)

Im Falle lokaler Wechselwirkung und räumlich unkorrelierter Unordnung kann man die Integrale ausführen Man

erhält in ��(+1 Dimensionen für die

� £ nach (D.5)

� £ñ (Ò�ï= ú >ýó 	=?>%ñ � ô [ � � � ��ôþñ²9 £ ��c��ò=C�²QB� & ñ
� £ � (5.135)

Die Lösung dieser quadratischen Gleichung lautet
� £ (Ò�f=?>%ñ²& ó 	=?>%ñ � ô [ �£= ú >%ñ ó 	=?>%ñ � ô [ � � ��ôþñ²9 £ ��c��ò=C�8Q��R& � > ó 	=?>%ñ � ô [ � (5.136)

Sie ist eindeutig. Für � folgt ��( ó 	=?>%ñ � ô [ � � &Ý� ú > 5 =C�8Qt��ct�� ü
� Æ � (5.137)

Es ergeben sich also dieselben Gleichungen wie in der Arbeit von Robert Graham und Axel Pelster [25]. Die wei-

tere Diskussion ist dieser Arbeit zu entnehmen. Es soll eine kurze Zusammenfassung der wichtigsten Ergebnisse

geliefert werden: Es existieren eine Gasphase, und es existiert eine neue Phase, die Glasphase. Die Gasphase ist

definiert durch ��(+* , in der Glasphase verschwindet dieser Parameter, der nach Addition von Q Æ neu eingeführte

Ordnungsparameter für das Bose-Glas, nicht. Betrachtet man die Abhängigkeit der Teilchendichte vom chemi-

schen Potential, so befindet man sich für feste Temperatur unterhalb eines kritischen chemischen Potentials stets

in der Gasphase. Oberhalb dieses Potentials befindet man sich entweder in der Kondensatphase, oder in der Glas-

phase. In welche Phase das System übergeht, hängt hierbei von der Stärke der Unordnung ab.

Hierbei ist zu beachten, dass nicht klar ist, ob die Annahme, dass die anormalen Korrelationen verschwinden, in

der Glasphase berechtigt ist.

5.10 Theorie für T=0 bei sehr schwacher Wechselwirkung

Zuletzt soll der Spezialfall #+()* bei sehr schwacher Wechselwirkung betrachtet werden. Hirzu geht man von den

in Abschnitt 5.7.4 hergeleiteten Gleichungen aus. Mit derselben Philosophie in der Näherung kann man nun auch

die superfluide Dichte berechnen. Hierzu beachte man insbesondere die Gleichung für die normalfluide Dichte

(5.120), erinnere sich aber daran, das der Term, in dem die Temperatur explizit auftaucht, vernachlässigt werden

muss, um konsistent zu den Gleichungen in Abschnitt 5.7.4 zu sein. Das Ergebnis lautet in �^(21 DimensionenQ�
 ( Qt� G 1 ó 	=?>%ñ � ô [ � � 5Ò {ö1 q?= } ¤ ·Æ ª ðKð [ � �3 &k{|z~}þQ{ ð ��c��ò=²'4{|z~}þQB�R'4{|z~}�º Q Æ �M�r»�}"{ ð ��c��K=²'ð{|z~}þQU��'4{|z~}�º Q Æ �6�r»�} � C (5.138)

wobei insbesondere benutzt wurde, dass hier �N(³QB�6Q Æ gilt. Man nimmt an, dass Wechselwirkung und Unord-

nungskorrelation lokal sind. Damit gilt wie gehabt'4{|z~} ° �k( G >%ñ � � 
	 C&k{|z~} ° &ð� (5.139)
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Es fällt auf, dass die entstehenden Gleichungen nicht mit denen der Langevin-Theorie, welche von Patrick Na-

vez entwickelt wurde, übereinstimmen [49]. Vom Standpunkt der in dieser Arbeit entwickelten Theorie aus sind

seine Gleichungen inkonsistent, da er in der Gross-Pitaevskii-Gleichung Terme proportional & mitnimmt, aber in

den Nennern der Teilchendichtegleichung nicht. Auch das Problem des Überzählens wird in seiner Arbeit nicht

berücksichtigt.

Mittels Substitution (5.38) und dimensionaler Regularisierung (D.5) wird das aus der Teilchendichtegleichung

(5.90) entstehende Integral dann gelöst, wobei man die Fälle +�( � und +�(³* sofort zusammenfassen kann. Für

die Teilchendichte ergibt sichQB(wQ Æ � ó 	=?>%ñ � ô [ � ��ú > &sQù =C�8QB��c��4��º Q Æ �M�r» � (5.140)

Wenn diese Gleichung zur Bestimmung der Kondensatdichte dient, wird sofort die Gross-Pitaevskii-Gleichung

(5.91) verwendet. Damit folgt Qv(wQ Æ � ó 	=?>%ñ � ô [ � � ú > &sQú =C�8Q Æ � (5.141)

Dies ist unabhängig davon, ob die anormalen Korrelationen mitgenommen werden, wie es Gleichung (4.96) ver-

muten ließe, oder ob das physikalische Argument eines bandlückenfreien Spektrums verwendet wird (5.83), und

damit � vernachlässigt. Um zu bestimmen, welche der entstehenden Lösungen dieser Gleichung stabil und welche

instabil sind, ist noch die Freie Energie zu betrachten. Sie ergibt sich aus dem effektiven Potential mit (5.15) und

(5.28) bei Berücksichtigung der Tatsache, dass auf Grund der hier gemachten Näherungen die « -Summe wegfällt.

Man erhält damit ¡�{�Q�} ( � © cä{�Qt�NQ Æ }%�.� ½ 5= Q �Æ � 5= � � �a{�Qt��Q Æ } � ¿�v¤ ª « Ó{ö=?>~},¢ &sQ # ü ¬ © ¬� � ��c��ò=C�8Q $ ��&k{�Q Æ ��+²}%�W{�Q Æ �R� }ÁÁÁ ü ¬ © ¬� � ��c��ò=C�8Q ÁÁÁ � �w� ��{�Q Æ �M�8}7� � Ã VÄVÅ C (5.142)

wobei zu berücksichtigen ist, dass alle Felder sowie das chemische Potential durch die Teilchendichte Q ausge-

drückt werden müssen, da dies die natürliche Variable der Freien Energie ist. Daher sind die jeweiligen Gleichun-

gen für � , Q Æ , + und c zu lösen, und diese Lösung muss in den obigen Ausdruck eingesetzt werden, damit man die

Freie Energie erhält. In einer Phase gebrochener Symmetrie, insbesondere also in der Kondensatphase, ist +ð( � ,

sonst ist +�(L* , und die anormalen Korrelationen verschwinden. Diese beiden Fälle kann man zusammenfassen,

und erhält nach Substitution (5.38) in ��(+1 Dimensionen somit die Gleichung¡�{�Q�}�( � © cä{�Qt��Q Æ }"�.� ½ 5= Q �Æ � 5= � � �K{�Qv�NQ Æ } � ¿� ó 	=?>%ñ � ô [ � � =ú > ¤ ·Æ ª ð ú ð &sQ{ ð �£c��ò=C�8QU�.�W{�Q Æ �M�8}.} � � (5.143)

Dieses Integral ist eigentlich divergent. Unter dem Integral ist allerdings ein konstanter Term 5�q ú ð abzuziehen, der

die Divergenz weghebt, und, da er konstant ist, nicht in physikalischen Größen wie zum Beispiel der Teilchendichte

auftaucht. Dies entspricht einer Verschiebung des Energienullpunktes. Macht man dies, so kann man das Integral

berechnen, und das Ergebnis lautet¡�{�Q�}�(2� � cä{�Qt�NQ Æ }"�4� ½ 5= Q �Æ � 5= � � ��{�Qt��Q Æ } � ¿ � ó 	=?>%ñ � ô [ � � = ú >"&sQ ù =C�²Qt��c��.��{�Q Æ �M�8} � �
(5.144)
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Im Folgenden muss man aber die Fallunterscheidung treffen, welche der Forderungen (Bandlückenfreiheit oder

hergeleitete Gleichungen) als die physikalische angenommen wird. Vorher werden für beide Fälle aber gemeinsa-

me Einheiten gewählt: �& ( 	 �A?> [ � � ñ X Q V � [ &ðC�c ( 	A?>%ñ � Q � � [ c�C���
 ( ��
 Q V � [ C�¡ ( 	A?>%ñ � �¢Q - � [�Q Æ ( Q ÆQ C�Q�
 ( Q 
Q � (5.145)

sowie & ( 	 �A?> [ � � ñ X &ðCc ( 	A?>%ñ � c�� (5.146)

Die Einheiten in (5.145) sind dimensionslos, die in (5.146) sind es nicht, lassen aber zu, dass man explizite

Abhängigkeiten von der Teilchendichte erkennen kann. Mit Hilfe dieser Einheiten kann man nun die normierte

Kondensatdichte und die normierte superfluide Dichte (jeweils mit (5.145)) und die Teilchendichte in Abhängig-

keit vom chemischen Potential (mittels (5.146)) berechnen.

5.10.1 Bandlückenfreies Spektrum

In diesem Abschnitt wird angenommen, dass die hergeleitete Gleichung für � in (4.96) auf Grund des Widerspruchs

zur Forderung nach einem bandlückenfreien Spektrum (5.83) ignoriert werden muss. Statt dessen gilt in diesem

Abschnitt �m()*�� (5.147)

Damit tauchen keine anormalen Korrelationen auf, wenn die Kondensatdichte verschwindet. Die superfluide Dich-

te (5.138) braucht nur in der Kondensatphase berechnet werden. Das Ergebnis lautet unter Benutzung von der

Gross-Pitaevskii-Gleichung (5.91) Q�
ä()Qt� G1 & 	 �A?> [ � � ñ X Qú ��
 Q Æ (5.148)

Zur Bestimmung des chemischen Potentials benutzt man zum einen die Gross-Pitaevskii-Gleichung, die in der

Kondensatphase mit den hier verwendeten Annahmen lautetºý��c��K=C�8Qt� �8Q Æ » ú Q Æ ()*�� (5.149)

Diese legt das chemische Potential in der Kondensatphase fest. Die Unordnung taucht hier nur implizit in der

Kondensatdichte auf. Man benötigt man noch eine weitere Gleichung zur Bestimmung des chemischen Potentials

in der Nichtkondensatphase, die man durch Integration der Teilchendichtegleichung (5.85) bei Beachtung der

verwendeten Näherungen erhält. Insbesondere verschwinden die anormalen Korrelationen in dieser Phase, d.h.�m(+* , +�()* . Die Gleichung lautet Qv( ó 	=?>%ñ � ô [ � � ú > &sQú =C�8Qt��c � (5.150)
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Kondensatphase

Die normierte Kondensatdichte ist nach (5.141) �Q Æ (Ò5�� �&ú ���
 �Q Æ � (5.151)

Wie man sieht, gibt es für die Kondensatdichte im Prinzip 3 Lösungen. Um zu entscheiden, welcher der stabile

Zweig ist, überlegt man sich zunächst, dass die normierte Kondensatdichte nicht größer als 5 werden kann. Damit

entfällt bereits eine der Lösungen. Um die Stabilität für die beiden anderen Fälle unterscheiden zu können, be-

trachtet man die Freie Energie (5.144). In normierten Einheiten, und mit den hier verwendeten Annahmen, lautet

sie in der Kondensatphase�¡ ���
 ( ó 5�� 5= �Q Æ ô¯ó 5�� �Q Æ ô � 5= ½ 5= �Q Æ � �a{�5ï� �Q Æ } � ¿ �ò= �&ú ���
 ù �Q Æ � (5.152)

Hier ist zu berücksichtigen, dass Q Æ durch die Extremalisierung der Freien Energie bestimmt werden muss, was

äquivalent zur Gleichung für die Kondensatdichte (5.151) sein sollte. Extremalisierung der Freien Energie bezüglich

der Kondensatdichte führt aber auf die Gleichung�Q Æ (Ò5<�6= �&ú ���
 �Q Æ � (5.153)

Dass diese Gleichung für die Kondensatdichte nicht Gleichung (5.151) entspricht, ist allerdings keine Überra-

schung, da man die hergeleitete Gleichung für � in (4.96) vernachlässigt hat, und die Erhaltung der Teilchendichte

damit nicht mehr gewährleistet ist. Es ist daher nicht klar, wie die korrekte Freie Energie aussieht. Insbesondere

führt dies dazu, dass keine belastbaren Stabilitätsaussagen gemacht werden können.

Man kann aber die plausible Annahme machen, dass der physikalische Zweig derjenige ist, welcher für & ® * den

Grenzwert Q Æ ® Q ergibt, und gleichzeitig die normierte Kondensatdichte nicht größer als 1 werden lässt. Damit

ist die Lösung eindeutig. Das Ergebnis für die Kondensatdichte ist in Grafik 5.4 aufgetragen, und ist nicht davon

abhängig, ob man die Annahme der Bandlückenfreiheit macht oder nicht, wohl aber die Stelle des Phasenüber-

gangs. Der Huang-Meng-Fall ist gestrichelt eingetragen. Die anderen Kondensatzweige sind unphysikalisch oder

instabil, und nicht eingezeichnet. Die Kondensatdichte geht bei einem Wert von �&¢q ú ���
 ()*�CT1PAPO in eine Senkrech-

te über, die gestrichelt angedeutet ist. Offenbar wird das Ergebnis von Huang und Meng für kleine & reproduziert.

Für die normierte superfluide Dichte erhält man nach (5.148)�Q 
 (Ò5�� G1 �&ú ���
 �Q Æ � (5.154)

Sie ist in Grafik 5.5 aufgetragen. Die superfluide Dichte verschwindet spätestens bei einem Wert von �&�q ú ���
�(*�CT1Pd , welcher gestrichelt eingezeichnet ist, und möglicherweise vorher, falls es vorher zum Phasenübergangs

kommt. Gestrichelt eingezeichnet ist das Ergebnis von Huang und Meng, welches für kleine & offenbar repro-

duziert wird.

Trägt man beide Dichten zusammen auf, so ergibt sich Grafik 5.6. Die superfluide Dichte liegt in der Zeichnung

stets unterhalb der Kondensatdichte.

Dass die superfluide Dichte stets kleiner ist als die Kondensatdichte, kann als ein Merkmal der Unordnung auf-

gefasst werden, wonach das Unordnungspotential dafür sorgt, dass lokale Kondensate entstehen, die nichts mehr
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Abbildung 5.4: Normierte Kondensatdichte Q Æ qHQ gegen die dimensionslose Unordnung �&�q ú ���
 aufgetragen. Die

Kondensatdichte geht bei einem Wert von �&¢q ú ���
¼()*�CT1PAPO in eine Senkrechte über, die gestrichelt angedeutet ist.

Es kommt zu einem Phasenübergang 1. Ordnung. Die genaue Stelle des Phasenübergangs ist bei Annahme von

Bandlückenfreiheit auf Grund der fehlenden Freien Energie nicht bestimmbar. Ebenfalls gestrichelt und oberhalb

der Kondensatkurve ist das Ergebnis von Huang und Meng eingetragen. Die Kurve für die Kondensatdichte ist

unabhängig von den Annahmen über die anormalen Korrelationen, nicht aber die Stelle des Phasenübergangs.

zur superfluiden Dichte beitragen. Dies ist ein Lokalisierungsphänomen. Für das chemische Potential folgt aus der

Gross-Pitaevskii-Gleichung (5.149) c��
 (wQt� 5= Q Æ � (5.155)

Letztere Gleichung gilt nur in der Kondensatphase.

Glasphase

Die Nichtkondensatphase, die auf Grund der Unordnung entsteht, wird Glasphase genannt, analog zur Theorie der

Spingläser [55,56]. Sie ist gekennzeichnet durch Q Æ (^* . Die superfluide Dichte verschwindet in der Glasphase

ebenfalls, wie aus Abbildung 5.5 zu sehen ist. Die Teilchendichtegleichung legt dann den Zusammenhang zwischen

der Teilchendichte und dem chemischen Potential fest. Sie lautet nach (5.150)5ï( &ú ��
  Q�� Û+2# � (5.156)

Die Lösung dieser Gleichung ist eindeutig. Sie lautetc��
 (wQt� & ���
 � (5.157)

Die Teilchendichte ist in Grafik 5.7 für den Wert 6 +�# (³*�Ce5e1 m Z\[ � � gegen das chemische Potential aufgetragen.

Offenbar haben unterer Kondensat- und Glasast nicht für großes chemisches Potential denselben Grenzwert. Dies

kann man bestätigen, wenn man die Gleichung für die Kondensatdichte (5.151) nach Q Æ auflöst und dann den

Grenzfall großer Teilchendichten Q betrachtet. Es folgt, dass für den unteren Kondensatast giltQ Æ ( & ���
v¿À 5ä�K= & ���
TQ �KE � & ���
.Q � � �wå7å7å,ÁÂv� (5.158)

Damit haben die Gleichungen für das chemische Potential, (5.155) und (5.157), nicht denselben Grenzwert für

große Q .
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Abbildung 5.5: Normierte superfluide Dichte Q 
 qHQ gegen die dimensionslose Unordnung �&¢q ú �� 
 bei Annah-

me von Bandlückenfreiheit aufgetragen. Die superfluide Dichte verschwindet spätestens bei einem Wert von�&�q ú ���
�( *�CT1Pd , der gestrichelt markiert ist. Gestrichelt und oberhalb der hier berechneten superfluiden Dichte

ist das Ergebnis von Huang und Meng eingetragen.
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Abbildung 5.6: Normierte Kondensatdichte Q Æ qHQ und normierte superfluide Dichte QK
TqHQ gegen die dimensionslose

Unordnung �&q ú ���
 bei Annahme von Bandlückenfreiheit aufgetragen. Die superfluide Dichte liegt stets unterhalb

der Kondensatdichte.

Eine physikalische Interpretation für das Auftreten einer Glasphase kann gegeben werden: Ein Zufallspotential

führt zu einer ungeordneten Potentiallandschaft mit lokalen Minima. In diese fallen die Gasatome, was auch der

Grund für die effektive attraktive Wechselwirkung ist. Bei großer Unordnung werden die Potentialbarrieren zwi-

schen den lokalen Potentialminima sehr groß. Damit wird Tunneln zwischen benachbarten Minima unterdrückt.

Auf einer globalen Skala können die Atome damit nicht mehr kohärent sein. Unklar ist aber zunächst, ob es in den

lokalen Minima zu lokalen Kondensaten kommt, die aus vielen Atomen bestehen, und die lediglich inkohärent zu

benachbarten Kondensaten sind, oder ob die Glasphase durch eine Anzahl einzelner Atome bestimmt ist, die sich

nicht in lokalen Kondensaten aufhalten.

5.10.2 Konservierender Fall: Erhaltung von Teilchenzahl, Impuls und Energie

In diesem Abschnitt wird davon ausgegangen, dass die hergeleitete Gleichung für � in (4.96) für die anormale

Korrelation den Vorrang vor der Annahme von Bandlückenfreiheit (5.83) hat. Damit folgt automatisch Erhaltung

von Teilchenzahl, Impuls und Energie, d.h. man hat eine konservierende Theorie. Außerdem folgt für Kondensat-
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Abbildung 5.7: Teilchendichte Q in m Z\[ gegen chemisches Potential c%qr� 
 in m Z\[ für eine Unordnung von&�q ú ��
 ()*�Ce5e1 m Z\[ � � bei Annahme von Bandlückenfreiheit. Zu sehen sind zwei Kondensatäste, welche in einem

Punkt beginnen und sich dann zusammen genommen nach rechts öffnen, und der Glasast, der eine durchgezo-

gene Linie bildet. Für große c~qr�6
 liegt der untere Kondensatast unterhalb des Glasastes. Dieser Kondensatast ist

instabil.

und Nichtkondensatphasen ��(�+m()Q��£Q Æ � (5.159)

Man hat also stets nichtverschwindende anormale Korrelationen. Falls Q Æ verschwindet, wird daher unter Beru-

fung auf Nozieres und Saint James von Paarkondensation gesprochen [24]. Fordert man also eine konservierende

Theorie, so folgt bei Verschwinden der globalen Kondensatdichte automatisch Paarkondensation. Das bemerkens-

werteste Phänomen dieser paarkondensierten Phase ist, dass es keinerlei Phasenkohärenz gibt, wie sie zeigen.

Global gesehen zeigt sich dies durch das Verschwinden der globalen Kondensatdichte Q Æ .
Gleichung (5.159) führt zunächst auf die Gross-Pitaevskii-Gleichungºý��c��ò1C�8QB�6=C�8Q Æ » ú Q Æ ()*�� (5.160)

Die superfluide Dichte ist dann nach (5.138) bestimmt durchQ�
 ( Q�� G 1 ó 	=?>%ñ � ô [ � � 5Ò {ö1 q?= } ¤ ·Æ ª ðfð [ � � &sQ{ ð ��c��.�8Q�}W{ ð ��c��ò1C�8Q�} � � (5.161)

Kondensatphase

Das Ergebnis für die Teilchendichte hängt nicht davon ab, welche Annahmen man über die zu beachtenden Glei-

chungen macht, und ist daher gegeben durch �Q Æ (Ò5�� �&ú �� 
 �Q Æ � (5.162)
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Abbildung 5.8: Konservierende Theorie: Dimensionsloses Potential über der dimensionslosen Wechselwirkung�¡ðq ���
 gegen die normierte Kondensatdichte �Q Æ , aufgetragen für drei verschiedene Werte der dimensionslosen Un-

ordnung �&�q ú ���
 . Die Extrema entsprechen hierbei der Freien Energie der Lösungen von (5.162). Die untere Kurve

ist für �&�q ú ���
;()*�C * O , die mittlere für �&�q ú ���
 ()*�CT= E?= und die obere für �&�q ú ���
;()*�CT1PArG gezeichnet.

Hier soll eine Stabilitätsdiskussion durchgeführt werden. Man erhält zunächst für die Freie Energie (5.144) unter

Benutzung der Gross-Pitaevskii-Gleichung (5.160) die dimensionslose Freie Energie unter den hier gemachten

Annahmen: �¡ ���
 ( ó 1= � �Q Æ ô ó 5<� �Q Æ ô � 5= ½ 5= �Q Æ � � 1= {�5ï� �Q Æ } � ¿ �ò= �&ú ���
 ù �Q Æ � (5.163)

Dabei ist Q Æ aus Extremalisierung der Freien Energie zu bestimmen, was äquivalent zur Gleichung für die Konden-

satdichte (5.162) ist. Extremalisiert man den Ausdruck (5.163) nicht, kann man ihn auch als Potential auffassen,

welches von der normierten Kondensatdichte abhängig ist. Dies soll hier geschehen, wobei dieses Potential der

Einfachheit halber denselben Namen �¡ bekommt. Dieses dimensionslose Potential über der Wechselwirkung,�¡ðq ���
 , ist in Abbildung 5.8 für drei verschiedene Werte der dimensionslosen Unordnung �&�q ú ���
 dargestellt. Die

Extrema entsprechen hierbei Lösungen der Gleichung für die Kondensatdichte (5.162), und sind die tatsächliche

Freie Energie dieser Lösungen. Die oberste Kurve in Abbildung 5.8 ist hierbei für �&�q ú �� 
 (0*�CT1PArG aufgetra-

gen, die mittlere für �&�q ú ���
�(!*�CT= E?= , und die untere für �&�q ú ���
�(!*�C * O . Offenbar ist nur der Kondensatzweig,

der dem rechten Minimum entspricht, und der in Abbildung 5.4 dargestellt wurde, stabil, und nicht der andere

Kondensatzweig, der dem lokalen Maximum entspricht. Der Phasenübergang findet, wie noch gezeigt wird, bei�&�q ú ���
¢(L*�CT1POrG statt (siehe (5.169)), da an dieser Stelle die Freie Energie des stabilen Kondensatzweigs gleich

der des Nichtkondensatzweigs ist.

Das chemische Potential ist in der Kondensatphase bekanntlich durch die Gross-Pitaevskii-Gleichung (5.160) fest-

gelegt. Setzt man dies in die Gleichung für die superfluide Dichte (5.161) ein, so erhält manQ�
 ( Qt� G 1 ó 	=?>%ñ � ô [ � � 5Ò {ö1 q?= } ¤ ·Æ ª ðKð [ � � &sQ{ ð �@=C�8QU�R=C�8Q Æ }W{ ð �ò=C�8Q Æ } � � (5.164)

Offenbar integriert man hier über einen Pol. Obschon dies auf den ersten Blick unphysikalisch erscheint, so ergibt

eine Renormierung der Unordnungsstärke, die P. Navez vorschlug [49], dennoch einen endlichen Beitrag. Für den

Fall räumlich unkorrelierter Unordnung gibt seine Methode dieselben Ergebnisse wie eine modifizierte Version



5.10. THEORIE FÜR T=0 BEI SEHR SCHWACHER WECHSELWIRKUNG 109

0.1 0.2 0.3 0.4

R�
�������������!!!!!!!as

�

0.2

0.4

0.6

0.8

1

ns�������
n

Abbildung 5.9: Konservierender Fall: Normierte superfluide Dichte Q 
FqHQ gegen die dimensionslose Unordnung�&�q ú ���
 aufgetragen. Gleichzeitig existiert eine nichtverschwindende Kondensatdichte. Das chemische Potential

wird daher durch die Gross-Pitaevskii-Gleichung festgelegt. Gestrichelt eingezeichnet ist die Stelle, bei der es zum

Phasenübergang kommt. Diese liegt bei �&q ú �� 
 ()*�CT1POrG . Oberhalb der hier berechneten Kurve ist gestrichelt das

Ergebnis von Huang und Meng eingetragen.

der dimensionalen Regularisierung, deren Berechnung in Anhang E zu finden ist. Das Ergebnis für die superfluide

Dichte lautet demnach �Q�
 ( 5�� A1 �&ú �� 
 ½ 1 = ù �Q Æ � �Q Æ [ � � ¿ � (5.165)

Dieses Ergebnis ist nur in der Kondensatphase gültig. Superfluidität kann jedoch auch ohne Kondensation auf-

treten, was im nächsten Abschnitt besprochen wird. Die superfluide Dichte im Kondensat ist in Abbildung 5.9

dargestellt. Sie macht kurz vor Erreichen der Linie, an der die Gleichung keine Lösung mehr liefert, eine Abbie-

gung nach oben. Dieser letzte Schlenker ist nicht ernst zu nehmen, da es vorher zum Phasenübergang kommt, der

durch die gestrichelte Linie bei �&�q ú �� 
 ()*�CT1POrG angedeutet ist. Das Ergebnis von Huang und Meng, das ebenfalls

gestrichelt eingezeichnet ist, wird für kleine & reproduziert.

Kondensatdichte und superfluide Dichte zusammen sind in Abbildung 5.10 dargestellt. Sie laufen zuerst bis zu

einem Wert �&�q ú ���
�(�*�CT1P=PO auseinander, um danach allmählich wieder zusammen zu laufen. Quantifiziert ist

dies �Q Æ � �&ú �� 
 ()*�CT1P=PO � � �Q�
 � �&ú �� 
 ()*�CT1P=PO � ()*�Ce5�E?ADC�Q Æ � �&ú ���
 ()*�CT1POrG � � �Q�
 � �&ú ���
 ()*�CT1POrG � ()*�Ce5edPdD� (5.166)

Ein solches Verhalten erscheint unphysikalisch, ist aber angesichts der nur marginalen Unterschiede und dem nahe

liegenden Phasenübergang nicht signifikant genug, um die Bewertung des Ergebnisses so stark zu stören, dass es

automatisch als unphysikalisch gelten muss.

Für das chemische Potential folgt aus der Gross-Pitaevskii-Gleichung (5.160) die Gleichungc� 
 ( 1= Q��£Q Æ C (5.167)

was wiederum nur in der Kondensatphase Gültigkeit besitzt.
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Abbildung 5.10: Konservierender Fall: Normierte Kondensatdichte Q Æ qHQ und normierte superfluide Dichte Q 
 qHQ
gegen die dimensionslose Unordnung �&¢q ú ���
 aufgetragen. Die superfluide Dichte ist stets kleiner als die Konden-

satdichte. Gestrichelt eingezeichnet ist �&�q ú ���
<(�*�CT1POrG , wo es zum Phasenübergang in die Nichtkondensatphase

kommt.

Paarkondensatphase

Die Definition der paarkondensierten Phase geschieht durch Annahme des Verschwindens der Kondensatdichte,

also Q Æ ( * . Die Bezeichnung ”paarkondensiert” ist hierbei im Sinne von Nozieres und Saint James [24] zu

verstehen. Bei Annahme des Verschwindens der Kondensatdichte kann man aus (5.140) das chemische Potential

bestimmen. Das Ergebnis lautet c� 
 ( 1= Qt� & �� 
 � (5.168)

Ein Vergleich mit (5.167) unter Beachtung der Entwicklung der Kondensatdichte (5.158) liefert dann, dass der

Grenzwert für große Q in beiden Fällen gleich ist. Die Freie Energie dieser Phase ist dann�¡ ���
 ( 1G � �&����
 � (5.169)

Man kann leicht nachrechnen, dass sie für �&�q ú ���
 ()*�CT= E?= gleich derjenigen des instabilen Kondensatzweigs ist.

Ein weiteres Ergebnis ist, dass sie für �&�q ú ���
ð(�*�CT1POrG gleich derjenigen des stabilen Kondensatzweigs ist. An

dieser Stelle geschieht also der Phasenübergang. Die Teilchendichte ist in Abbildung 5.11 gegen das chemische

Potential für 6 + # (�*�CT1 m Z\[ � � aufgetragen. Man sieht zwei Kondensatäste, die in einem Punkt beginnen, und

einen Ast der paarkondensierten Phase, der eine durchgezogene Linie bildet. Es handelt sich um ein typisches Bild

für einen Phasenübergang 1. Ordnung. Der untere Kondensatast ist instabil. Die Kondensatäste haben in ihrem

Ursprung einen Knick, der durch die senkrechte Tangente in der Kondensatdichte in Abbildung 5.4 zu erklären ist.

Sie bilden also eine Spitze.

Nimmt man nun an, dass man sich in der paarkondensierten Phase befindet, so ist durch (5.168) das chemische

Potential bestimmt. Daraus folgt allerdings ebenfalls eine superfluide Dichte. Setzt man das chemische Potential

(5.168) in die Gleichung für die superfluide Dichte (5.138) unter Beachtung der hier gemachten Näherungen ein,
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Abbildung 5.11: Konservierender Fall: Teilchendichte Q gegen chemisches Potential c�qr�k
 für eine Unordnung

von &�q ú ��
�( *�CT1 m Z\[ � � . Zu sehen sind zwei Kondensatäste, welche in einem Punkt beginnen und sich dann

nach rechts öffnen, und der Ast für die paarkondensierte Phase, der eine durchgezogene Linie bildet. Der untere

Kondensatast trifft im Unendlichen auf den Ast der paarkondensierten Phase.

so folgt Q�
 ( Qt� G 1 ó 	=?>%ñ � ô [ � � 5Ò {ö1 q?= } ¤ò·Æ ª ðfð [ � � &sQÖ ð �@=C�8Q��R=C�  ¬+2# Ý Ö ð �ò=C�  ¬+�# Ý � � (5.170)

Diese Gleichung muss erneut wie in Anhang E erläutert berechnet werden. Das Ergebnis lautet�Q�
 ( 5<� A1 �& ����
 ê 1= � �& ����
 î � (5.171)

Es ist in Abbildung 5.12 gleichzeitig mit der superfluiden Dichte aufgetragen, die sich ergibt, wenn man das

chemische Potential durch die Gross-Pitaevskii-Gleichung festlegt, wie es in (5.165) geschah. Zumindest für kleine�&�q ú �� 
 ist die untere Kurve richtig, da noch ein Kondensat existiert, vgl. Huang und Meng [18], und nach den

Ergebnissen in dieser Arbeit bleibt das Kondensat bis �&�q ú ���
°(^*�CT1POrG erhalten. Nimmt man die Kurven ernst,

so müsste die superfluide Dichte daher an der Stelle des Phasenübergangs einen Sprung machen. Die superfluide

Dichte würde also an der Stelle des Phasenübergang zunehmen. Eine physikalische Erklärung kann hierfür nicht

gegeben werden. Folglich verschwindet die superfluide Dichte in der paarkondensierten Phase: Q 
£( * , fallsQ Æ (�* . Nicht eingezeichnet ist das Ergebnis von Huang und Meng, dessen Verlauf man aber in Abbildung

5.9 erkennt. Die theoretische superfluide Dichte der paarkondensierten Phase weicht offenbar davon ab, was ein

weiterer Hinweis darauf ist, dass sie unphysikalisch ist.

Auch die paarkondensierte Phase kann verstanden werden. Dazu bedient man sich des schon verwendeten Bildes

der lokalen Potentiallandschaft des Zufallspotentials, in der die Atome in lokalen Minima fallen. Die Minima sind

bei großer Unordnung so tief, und damit die Barrieren zwischen den einzelnen Minima so hoch, dass es nicht mehr

zu Tunneleffekten kommt. Damit verlieren die benachbarten Minima die globale Phasenkohärenz. Im Fall der

konservierenden Theorie verschwinden nun die anormalen Korrelationen nicht. Dies wird im Sinne von Nozieres

und Saint James interpretiert [24]. Demnach bekommt man lokale Kondensate. Damit sind in den lokalen Minima

nicht einzelne Atome zu finden, sondern jeweils ein größerer Verbund von Atomen, die lokalen Kondensate.
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Abbildung 5.12: Konservierender Fall. Obere Kurve: Theoretisch zu erwartende normierte superfluide Dichte Q 
 qHQ
der paarkondensierten Phase gegen die Unordnung �&�q ú ���
 aufgetragen. Das chemische Potential ist bei der obe-

ren Kurve durch (5.168) festgelegt, da angenommen wird, dass ein Kondensat nicht gleichzeitig existiert. Untere

Kurve: Superfluide Dichte der Kondensatphase. Das chemische Potential ist durch die Gross-Pitaevskii-Gleichung

festgelegt, da hier angenommen wird, dass gleichzeitig ein Kondensat vorhanden ist. An der gestrichelten Linie

kommt es zum Phasenübergang. Vorher ist die untere Kurve physikalisch realisiert.

5.10.3 Interpretation

Die hergeleitete Molekularfeldtheorie sagt, analog zur Hartree-Fock-Theorie in der Arbeit von Robert Graham und

Axel Pelster [25], einen Phasenübergang 1. Ordnung zwischen Nichtkondensat- und Kondensatphase voraus. Die

Voraussage ist, dass die Kondensatdichte für einen bestimmten Unordnungswert, der von den Annahmen über die

anormalen Korrelationen abhängt, springt, was ein typisches Merkmal für einen Phasenübergang 1. Ordnung ist.

Zusätzlich enthält diese Theorie den korrekten Wert für die Entleerung des Grundzustandes und der superfluiden

Dichte nach Huang und Meng [18] für kleine Unordnung.

Wenn man das Problem ernst nimmt, dass sich superfluide Dichte und Kondensatdichte bei Annahme der konser-

vierenden Theorie wieder annähern, so legen die Ergebnisse für die superfluide Dichte und das chemische Potential

zwei unterschiedliche Forderungen nahe. Für die Berechnung der superfluiden Dichte scheint es dann sinnvoll zu

sein, von einem bandlückenfreien Spektrum auszugehen, wie es in Abschnitt 5.10.1 geschah. Dort gibt es ein

Verhalten, welches physikalisch glaubwürdig erscheint. Berechnet man jedoch das chemische Potential mit An-

nahme von Bandlückenfreiheit, so führt dies zu einem Fehlverhalten desselben. Dies ist vermutlich darauf zurück-

zuführen, dass man die Teilchenzahlerhaltung verletzt, wenn man die Forderung nach einem bandlückenfreien

Anregungsspektrum erhebt. Fordert man das bandlückenfreie Spektrum nicht, wie in Abschnitt 5.10.2 geschehen,

so erhält man ein glaubwürdiges Diagramm für das chemische Potential. Jedoch verhält sich die superfluide Dichte

unphysikalisch, und die fehlende Bandlückenfreiheit in der Kondensatphase widerspricht dem Hugenholtz-Pines-

Theorem [41].

Beide Annahmen führen also im Prinzip zu unphysikalischem Verhalten in manchen Bereichen, aber zu vernünf-

tigem Verhalten in anderen. Eine Analogie findet sich bereits im grundsätzlichen Problem der Hartree-Fock-

Bogoliubov-Näherung ohne Unordnung. Auch dort ist die Forderung nach Bandlückenfreiheit verletzt. Die Nähe-

rung, die dies repariert, ist im Falle ohne Unordnung die Popov-Näherung. Deren Analogon für die Unordnung

ist hier in Abschnitt 5.10.1, wo die Annahme eines bandlückenfreien Spektrums gemacht wurde, durchgeführt

worden. Zufällig gibt es bei der Berechnung des chemischen Potentials bei der Popov-Näherung keine Probleme.
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Trotzdem verliert man die Freie Energie als thermodynamisches Potential, aus dem man die Gleichungen dieser

Näherung herleiten kann. Mit Unordnung hat man zusätzliche Probleme mit dem chemischen Potential.

Ein Vorschlag wäre es nun, Bandlückenfreiheit dort zu fordern, wo es im Falle des Nichtforderns zu Problemen

kommt, und demnach eine problembezogene Näherung zu machen. Dies ist nicht konsistent. Frühere Näherungen

widersprechen jedoch ebenfalls physikalischen Prinzipien. Falls man die Probleme dieser früheren Näherungen als

gravierender betrachtet als die Nichtkonsistenz, so kann man diese Nichtkonsistenz rechtfertigen. Verwendet man

die Forderung nach Bandlückenfreiheit nur dort, wo es auf die Berechnung von Teilchendichten und Anregungs-

spektren ankommt, aber lässt sie weg, wenn es um die Berechnung von Energien geht, so lässt sich eine Theorie

formulieren, die glaubwürdige physikalische Ergebnisse liefert. Es wäre allerdings wünschenswert, konkurrierende

theoretische Ansätze zu vergleichen, um zu sehen, welche Probleme spezifisch von der Hartree-Fock-Bogoliubov-

Näherung her kommen, und welche allgemeinerer Natur sind. Experimentelle Daten für große Unordnung in einer

harmonischen Falle, die man mit den Ergebnissen einer solchen Hybridtheorie vergleichen kann, wären ebenfalls

wünschenswert. Sollten diese Daten die Ergebnisse einer solchen Theorie bestätigen, wäre es u.U. sinnvoll, diese

weiter zu entwickeln.

Möglich wäre auch, dass beide Abschnitte die Realität in unterschiedlichen Regimes jeweils besser beschrei-

ben. Hierbei sind unterschiedliche Teilchendichten, Wechselwirkungen und Unordnungsstärken vorstellbar, die

das Verhalten des Systems beeinflussen können. Auch die Korrelationslänge des Zufallspotentials, die hier als *
angenommen wurde, könnte das Verhalten des Systems signifikant beeinflussen. Dies ist aber nicht mehr als Spe-

kulation.

Der abnehmende Unterschied zwischen Kondensatdichte und superfluider Dichte in Abschnitt 5.10.2, also im kon-

servierenden Fall, ist sehr klein. Hier muss man berücksichtigen, dass man bereits bei der Herleitung der Moleku-

larfeldgleichungen genähert hat: Man hat Fluktuationen höherer als zweiter Ordnung durch Fluktuationen zweiter

Ordnung ausgedrückt. Da eine nur minimal verbesserte Näherung dieses Verhalten wieder korrigieren könnte,

kann dieses problematische Verhalten nicht dazu herangezogen werden, das Ergebnis für die superfluide Dichte in

Abschnitt 5.10.2 als gravierendes Kennzeichen für die Falschheit der in diesem Abschnitt vorgestellten Theorie zu

nehmen.

Unphysikalisch bleibt das nicht bandlückenfreie Spektrum in der Kondensatphase, weshalb auch Abschnitt 5.10.1

seine Existenzberechtigung hat. Allerdings ist das Ergebnis für das chemische Potential in diesem Abschnitt sehr

problematisch, sodass dieser Abschnitt vermutlich mit größerer Vorsicht zu behandeln ist als Abschnitt 5.10.2.

Eine abschließende Bewertung soll daher nicht gegeben werden, und bleibt künftigen Arbeiten überlassen.

Bei Forderung eines bandlückenfreien Spektrums ergeben sich bei schwacher Wechselwirkung und #)()* folgen-

de Aussagen:¸
Es gibt für starke Unordnung eine Glasphase, bei der die Kondensatdichte verschwindet.
¸

Diese Phase ist nicht superfluid und demnach eine lokalisierte Phase.
¸

Der Phasenübergang ist von erster Ordnung. Dies kann jedoch angezweifelt werden, wobei die Gründe

dieselben sind, die z.B. auch bei der Hartree-Fock-Theorie an der theoretisch vorhergesagten Ordnung des

Phasenübergangs zweifeln lassen.
¸

Möglicherweise existiert eine nicht superfluide Phase, in der ein globales Kondensat existiert.
¸

Falls diese Phase existiert, so ist deren Spektrum bandlückenfrei.
¸

Die Stelle des Phasenübergangs kann nicht bestimmt werden.
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Belastbare Stabilitätsuntersuchungen sind mit dieser Annahme nicht durchführbar, und müssen durch Ver-

gleiche mit Ergebnissen anderer Ansätze ersetzt werden.
¸

Die Atome sind in den Glasphasen in lokalen Potentialminima zu finden. Atome in unterschiedlichen Mi-

nima sind nicht kohärent. Es ist nicht klar, ob sich in den Minima einzelne Atome oder lokale Kondensate

befinden.

Bei Annahme, dass die hergeleiteten Gleichungen, und damit die Konservierung, den Vorrang vor der Forderung

nach einem bandlückenfreien Spektrum haben, gilt hingegen:¸
Es gibt für starke Unordnung eine paarkorrelierte Phase, in der die anormalen Korrelationen nicht verschwin-

den.
¸

Diese Phase ist ebenfalls nicht superfluid und demnach eine lokalisierte Phase.
¸

Das Spektrum dieser Phase besitzt eine Bandlücke.
¸

Der Phasenübergang ist wiederum von erster Ordnung. Dies kann jedoch aus genannten Gründen ebenfalls

angezweifelt werden.
¸

Der Phasenübergang geschieht für �&�q ú ���
;()*�CT1POrG .¸
Für �&�q ú ���
k_³*�CT1P=PO nähern sich superfluide und Kondensatdichte wieder aneinander an, die hier präsen-

tierte Theorie bricht allmählich zusammen.
¸

Die Atome sind in der paarkondensierten Phase in lokalen Potentialminima zu finden. Da die anormalen

Korrelationen in dieser Phase nicht verschwinden, müssen in diesen Minima lokale Kondensate zu finden

sein.



115

Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

6.1 Zusammenfassung der Ergebnisse

Bei Verwendung des Replika-Tricks in Kapitel 2 kann gezeigt werden, dass sich die Unordnung durch eine effekti-

ve attraktive Wechselwirkung beschreiben lässt (2.52). Dies kann verstanden werden, da sich die Atome in lokalen

Potentialen mit lokalen Minima befinden. Da die Atome in diese Minima hineinfallen, sieht es von außerhalb des

Systems so aus, als wenn sie attraktiv miteinander wechselwirkten.

Die Verschiebung der kritischen Temperatur konnte berechnet werden. Es konnten Gleichungen hergeleitet wer-

den, die es im Prinzip erlauben, bei Annahme eines beliebigen Zufallspotentials mit isotroper 2-Punkt Korrelati-

onsfunktion die Verschiebung der kritischen Temperatur numerisch zu berechnen (3.52), (3.109).

In einzelnen Fällen funktioniert dies auch analytisch. Es wurden hier zwei Formen der 2-Punkt Korrelations-

funktion des Zufallspotentials betrachtet, zum einen eine Gauß-Korrelation (3.56) und zum anderen eine Lorentz-

Korrelation (3.63).

Die Einbeziehung der Falle wurde im Rahmen dieser Diplomarbeit durch eine semiklassische Verallgemeinerung

der Berechnung der Verschiebung der kritischen Temperatur des freien Bose-Gases erreicht, die als lokale-Dichte

Näherung bekannt ist [32].

Für beide Formen der Korrelationsfunktion lassen sich analytische Ausdrücke herleiten, die allerdings durch kon-

vergente unendliche Summen gegeben sind (3.136), (3.148), (3.166), (3.178).

Das Ergebnis von Lopatin und Vinokur fúr das freie Bose-Gas [20] ließ sich im Grenzfall, dass die Korrelati-

onslänge verschwindet, in beiden Fällen reproduzieren. Eine numerische Auswertung der hergeleiteten Ausdrücke

für die Verschiebung der kritischen Temperatur war sowohl für das freie Bose-Gas als auch für das Bose-Gas in

einem harmonischen Fallenpotential möglich. Eine Abschätzung des Kurvenverlaufs ist mit analytischen Mitteln

jeweils möglich. Im Fall des freien Bose-Gases bei Annahme einer Lorentz-Korrelation mussten aber Regularisie-

rungsmethoden verwendet werden. Bei beiden Korrelationen verhält sich die Verschiebung der kritischen Tempe-

ratur, sowohl im freien Bose-Gas als auch bei Betrachtung einer harmonischen Falle, demnach qualitativ gleich.

Im Falle des freien Bose-Gases fängt die Verschiebung der kritischen Temperatur negativ an, steigt dann linear,

ändert ihr Vorzeichen, und geht dann für große Korrelationslängen gegen einen konstanten positiven Wert, der bei

Gauß- und Lorentz-Korrelation gleich ist, und betragsmäßig dem Anfangswert der Verschiebung für verschwin-

dende Korrelationslänge entspricht. Es ließ sich zeigen, dass sich die Verschiebung bei großer Korrelationslänge

reziprok zu dieser an den Wert für unendliche Korrelationslänge annähert. Die kritische Temperatur des freien

Bose-Gases in einem Zufallspotential ist in den Abbildungen 3.1 (Gauß) und 3.3 (Lorentz) aufgetragen.

Die negative Verschiebung bei kleiner Korrelationslänge entspricht dem umgekehrten Verhalten wie bei der Ver-
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schiebung der kritischen Temperatur des freien Bose-Gases mit repulsiver Wechselwirkung. Da die Unordnung als

effektive attraktive Wechselwirkung zu beschreiben ist, ist dieses Verhalten verständlich. Der Vorzeichenwechsel

bei der Verschiebung muss angezweifelt werden, weil nicht klar ist, ob es, wie im Fall der repulsiven Wechsel-

wirkung, auch nicht störungstheoretische Beiträge zur Verschiebung gibt, die dieses Ergebnis ändern können. Die

physikalische Vorstellung eines effektiv attraktiv wechselwirkenden Gases widerspricht dem Vorzeichenwechsel.

Bei der Falle gibt es bei verschwindender Korrelationslänge keine Verschiebung, danach steigt sie linear, und es ist

ein Maximum der Verschiebung zu beobachten. Für große Korrelationslängen verschwindet diese Verschiebung

wieder, proportional zur inversen Korrelationslänge. Die kritische Temperatur des Bose-Gases in einer harmoni-

schen Falle ist in den Abbildungen 3.5 (Gauß) und 3.7 (Lorentz) aufgetragen.

Auch hier gibt es die Analogie zum Fall der repulsiven Wechselwirkung, bei dem die Verschiebung der kritischen

Temperatur in der Falle negativ ist. Das Maximum der Verschiebung entsteht an der Stelle, an der die dominante

Längenskala für kleine Korrelationslänge, die Oszillatorlänge, in die für große Korrelationslänge, gegeben durch

den mittleren Teilchenabstand, übergeht. Setzt man typische Werte experimentell realisierter Parameter ein, so

kann man zeigen, dass die Verschiebung bei genügend großer Unordnung beobachtbar sein sollte.

Bei der Behandlung der Molekularfeldtheorie kam es zunächst zu Problemen dadurch, dass im Prinzip Gleichun-

gen analytisch aufgelöst werden müssten, die nur sehr schwer zu behandeln sind. Eine Auflösung ist zwar im

Prinzip möglich, aber die dann entstehenden Ausdrücke sind so kompliziert, dass an eine weitere analytische Be-

handlung praktisch nicht zu denken ist. Dies kann umgangen werden, indem man sich auf den interessantesten

Spezialfall beschränkt, den großer Unordung bei verschwindend kleiner Wechselwirkung.

Die Behandlung der Molekularfeldtheorie führte außerdem zu Problemen bei der Bandlückenfreiheit. Nimmt man

die Gleichungen so, wie sie hergeleitet werden, so bekommt man eine Bandlücke in der Kondensatphase. Dies

ist bereits im Fall ohne Unordnung ein Problem [42], denn es widerspricht dem Hugenholtz-Pines Theorem [41].

Im folgenden wird dann versucht, eine Theorie zu entwickeln, die analog zur Popov-Theorie Bandlückenfreiheit

fordert [45–48]. Zur Begründung wird dabei das Argument verwendet, dass bestimmte Diagramme überzählt sind,

wie Shi und Griffin [43] sowie Proukakis, Burnett und Stoof [44] argumentieren.

Die Kurven für die superfluide Dichte und die Kondensatdichte, die dann entstehen, ergeben für kleine Unordnung

das Resultat von Huang und Meng [18] (Abbildungen 5.4, 5.5 und 5.6). Für große Unordnung taucht möglicher-

weise zunächst eine Phase mit globalem Kondensat, aber ohne superfluide Dichte auf, was aber unsicher ist, da

nicht bestimmt werden konnte, wo der Phasenübergang stattfindet. Falls diese Phase existiert, so hat man eine

lokalisierte Phase mit einem bandlückenfreien Spektrum und mit globalem Kondensat. Diese Phase könnte man

als Glasphase bezeichnen.

Auf jeden Fall verschwindet bei einer bestimmten Unordnung, die möglicherweise größer ist, als die zum Ver-

schwinden der superfluiden Dichte benötigte, das globale Kondensat. Diese Phase ist ebenfalls lokalisiert, ist also

(ebenfalls) eine Glasphase ”zweiter Art”, aber das Spektrum hat hier eine Bandlücke. Dies stellt hier jedoch kein

Problem dar, da Kondensatdichte und Paarkorrelation dann verschwinden. Das Problem bei der Näherung, dass

man Bandlückenfreiheit fordert, ist, dass dann die Isothermen von Kondensat und Glas im Diagramm der Teil-

chendichte gegen das chemische Potential nicht mehr ineinander übergehen (Abbildung 5.7).

Möchte man dies erreichen, so darf die anormale Korrelation in der Glasphase nicht verschwinden, was insbe-

sondere der Forderung nach Bandlückenfreiheit in der Kondensatphase widerspricht. Auf die Kondensatdichte hat

das Nichtverschwinden der anormalen Korrelationen keinen Einfluss, und die Isothermen im Q4��c -Diagramm ge-

hen ineinander über (Abbildung 5.11). Die superfluide Dichte bekommt dann aber kurz vor dem Phasenübergang,

dessen Stelle in diesem Fall bestimmt werden kann, ein Verhalten, das nur schwer interpretiert werden kann, und

vermutlich unphysikalisch ist, da sich Kondensatdichte und superfluide Dichte wieder aneinander annähern (Ab-

bildung 5.10). Falls die Ergebnisse aber die physikalische Wirklichkeit widerspiegeln, so erhält man jenseits einer
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kritischen Unordnung eine paarkondensierte lokalisierte Phase ohne globale Phasenkohärenz, genau wie sie von

Nozieres und Saint James vorhergesagt wird [24]. Diese Phase müsste aber eine Bandlücke im Anregungsspektrum

der 1-Teilchen-Anregungen beinhalten. Dies ist nicht Besorgnis erregend, da diese Bandlücke die Bindungsenergie

der 2-Teilchen-Anregungen ist.

6.2 Ausblick

In Kapitel 3 wurde die Verschiebung der kritischen Temperatur in 1. Ordnung der Unordnungsstärke & hergelei-

tet. Für zwei spezielle Formen der 2-Punkt Korrelationsfunktion wurden analytische und numerische Ergebnisse

präsentiert. Dabei fiel auf, dass die Form der Kurve nicht stark von der Korrelationsfunktion abhängt. Hier wäre es

interessant, universelle Eigenschaften zu untersuchen.

Direkt aber könnten auch andere Formen der 2-Punkt Korrelationsfunktion für das Zufallspotential auf ihre Aus-

wirkung auf die kritische Temperatur untersucht werden. Rechenformeln hierfür existieren. Es ist aber nicht zu

erwarten, dass sich entscheidende qualitative Unterschiede ergeben.

Zur kritischen Temperatur könnten auch Experimente durchgeführt werden, oder ggf. zunächst experimentelle

Techniken entwickelt werden. Es wäre interessant zu beobachten, ob die theoretischen Kurven reproduziert wer-

den können, insbesondere falls es möglich ist, dass man mit unterschiedlichen Korrelationslängen des Zufalls-

potentials arbeitet. Hierbei wäre es auch wünschenswert, wenn experimentelle Arbeiten die Korrelationsfunktion

des verwendeten Zufallspotentials in Zukunft angeben, damit ein schneller Vergleich zu theoretischen Resultaten

möglich ist.

Ein noch zu untersuchender theoretischer Aspekt existiert für das freie Bose-Gas. So ist nicht klar, ob der be-

rechnete str̈ungstheoretische Beitrag für die Temperaturverschiebung der einzige Beitrag ist. Da es im Falle des

repulsiv wechselwirkenden freien Bose-Gases auch nicht störungstheoretische Beiträge zur Temperaturverschie-

bung gibt, ist dies im Prinzip auch für den Fall der replika-induzierten attraktiven Wechselwirkung zu erwarten.

Diese Beiträge sind zu berechnen, oder sich anderweitig zu beschaffen, z.B. durch Monte-Carlo Simulationen.

Die Molekularfeldtheorie, die in Kapitel 4 hergeleitet und in Kapitel 5 besprochen wurde, besitzt noch viele Punk-

te, an denen sie weiter untersucht und ausgebaut werden kann. Ein erster Schritt wäre es, eine Renormierungs-

vorschrift für die Unordnung zu entwickeln, die analog zur T-Matrix-Methode funktioniert [30]. Statt Wechsel-

wirkungskonstante � und Unordnungsstärke & wäre eine Behandlung mittels T-Matrix und dem Äquivalent dazu

für die Unordnung wünschenswert. Dies kann evtl. auch klären, welche der beiden in Abschnitt 5.10 vorgestellten

theoretischen Möglichkeiten die bessere Beschreibung der Wirklichkeit liefert. Die fehlende Stabilitätsdiskussion

in Abschnitt 5.10.1 muss hierbei nachgeholt werden, sobald klar ist, wie diese durchgeführt werden muss. Zufall-

spotentiale mit endlichen Korrelationslängen sollten untersucht werden.

Alle diese Untersuchungen können auch durch weitere theoretische Arbeiten geschehen, die auf anderen Methoden

basieren. Falls eine Molekularfeldtheorie entwickelt werden kann, die ohne Näherung bandlückenfrei und konser-

vierend ist, so wäre sie ein guter Kandidat dafür, dieses Problem abschließend zu behandeln.

Dabei kann untersucht werden, ob sich die paarkondensierte Phase und die vorgeschlagene Glasphase unterschei-

den. Diese Arbeit scheint darauf hinzudeuten, dass das Spektrum der paarkondensierten Phase eine Bandlücke

aufweist, während die echte Glasphase keine Bandlücke hat. Möglicherweise kann dies auch experimentell be-

obachtet werden. Experimentelle Realisierung und Messung der hier theoretisch behandelten Größen wäre ein

wünschenswerter nächster Schritt.

Eine weitere theoretische Herausforderung besteht darin, auch die bisher quasi vernachlässigten &
� £ und & � £

zu berücksichtigen. Dies erscheint insbesondere interessant für große & . Unter Umständen könnte das Problem
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des seltsamen Verhaltens der superfluiden Dichte in Abschnitt 5.10.2 durch die Berücksichtigung dieser Terme

korrigiert werden. Falls das möglich ist, ist zu vermuten, dass dieser Abschnitt, und nicht die Forderung nach ei-

nem bandlückenfreien Spektrum, die physikalische Wirklichkeit besser widerspiegelt.

Insbesondere experimentelle Arbeiten auf dem Gebiet der Zufallspotentiale ohne Gitter wären also in Zukunft sehr

willkommen.
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Anhang A

Poisson-Formel

In diesem Teil des Anhangs wird die Poisson-Formel hergeleitet, welche zur Auswertung von Matsubara-Reihen

in der Vielteilchentheorie angewandt wird. Ausgangspunkt hierzu ist die sogenannte Kammdistribution
�
{�¬W}�( ·�£ Å Z · ¡D{�¬U� « }F� (A.1)

Da sie periodisch ist, d.h.

�
{�¬ð�ò�²}�(

�
{�¬W}�� �kjYlsC (A.2)

lässt sie sich im Distributionensinn in eine Fourierreihe zerlegen
�
{�¬W}�( ·�é Å Z ·

� é × Z � ) û é Ñ � (A.3)

Die Fourier-Koeffizienten

� é ergeben sich dabei durch Integration über eine Periode:
� é (2¤ V � �Z"V � � ª ¬

�
{�¬"}�× � ) û é Ñ � (A.4)

Setzt man (A.1) in (A.4) ein, so erhält man

� é (µ5 . Daraus folgt die Distributionenidentität·�£ Å Z · ¡D{�¬���Q�}�( ·�é Å Z · × Z � ) û é Ñ � (A.5)

Multipliziert man (A.5) mit einer Funktion

M {�¬"} und integriert dann über die gesamte reelle Achse, so folgt hieraus

die Poisson-Formel ·�£ Å Z · M { « }�( ·�é Å Z · ¤K·Z · ª ¬ M {�¬"}�× Z � ) û é Ñ � (A.6)

Spezialisiert man auf eine Funktion

M { « }ï( ¡�{�9 £ } , wobei 9 £ ( � )üFØ « die Matsubara-Frequenzen bezeichnen,

so geht (A.6) über in ·�£ Å Z · ¡�{�9 £ }�( ñ Î=?> ·�é Å Z · ¤ò·Z · ª 9 £ ¡�{�9 £ }�× Z�û é üTØC¤§¦ � (A.7)

Diese Formel hat eine grundlegende physikalische Bedeutung: Während auf der linken Seite der Formel (A.7) der

Fall « (³* bzw. 9 £ (³* dem Hochtemperaturlimes #¯® = entspricht, entspricht auf der rechten Seite der FallQ@(�* dem Tieftemperaturlimes #¯® * . Die Formel dient also dazu, Hoch- und Tieftemperaturreihen ineinander

umzuwandeln.
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Anhang B

Robinson-Formel

Beim Phasenübergang zwischen Gas und BEC-Phase tauchen in der Regel polylogarithmische Funktionen auf,

welche als Argument eine Exponentialfunktion aufweisen. Daher wird in diesem Abschnitt das Verhalten der

polylogarithmischen Funktion mit der Fugazität �m(+×?ØrÛ untersucht, also das Verhalten vonâåã¼{|�²}�( ·�£ Å V � £« ã (B.1)

für negatives chemisches Potential c im Grenzfall c�� * .
Hierzu wird die Distributionenidentität (A.5) mit einer Funktion

M {�¬W} multipliziert und über das Intervall { ð C}=K}
im Limes ð × * integriert. Daraus folgt eine gegenüber (A.6) modifizierte Poisson-Formel:·�£ Å V M { « }�(�¤ò·Æ ª ¬ M {�¬W}%�R= ·�é Å V ¤ò·Æ ª�¬ M {�¬"}=mm� . {ö=?>WQ"¬"}F� (B.2)

(B.2) wird nun für

M {�¬W}�(w¬�Z ã ×7ØrÛ Ñ ausgewertet. Es treten die beiden folgenden zwei Integrale auf:¤R·Æ ¬ Z ã × ØrÛ Ñ ( Ò {�5<�onx}�{�� Î c�} ã Z"V C (B.3)¤ò·Æ ¬ Z ã × ØrÛ Ñ mm� . {ö=?>WQ"¬W}�( Ô<¦Zp Ò {�5<�onx}�{�� Î ct�@=?>WôYQ�} ã Z"VPq � (B.4)

Demnach geht (B.2) über in·�£ Å V × ØrÛ £« ã ( Ò {�5ï�on\}�{�� Î c�} ã Z"V �ò= Ò {�5<�on\} ·�é Å V Ôï¦ � {��ï=?>WôÀQ�} ã Z"V ó 5ä� Î c=?>WôYQ ô ã Z"V � � (B.5)

Im Grenzübergang c�� * erhält man aus (B.5) zunächst·�£ Å V 5« ã ( Ò {�5<�onx}�= ã > ã Z"V . æÑÐ Ö >>n= Ý ·�é Å V 5Q V.Z ã � (B.6)

Benutzt man die Identität [34, (8.334.3)] der Gamma-Funktion [57]Ò {�¬"} Ò {�5<��¬"}�( >. æÑÐ {|>W¬"} C (B.7)

so vereinfacht sich (B.6) zu ·�£ Å V 5« ã ( = ã Z"V > ãÒ {rn\}=mm� . {|>>n\q?= } ·�é Å V 5Q V.Z ã � (B.8)
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(B.8) stellt eine Identität der Riemannschen Zeta-Funktion,âx{rn\}�( ·�£ Å V 5« ã C (B.9)

dar [58], nämlich â\{�5��onx}�( Ò {rn\}=mm� . {|>>n\q?= }= ã Z"V > ã âx{rn\}F� (B.10)

Sie dient zur analytischen Fortsetzung der Riemannschen Zeta-Funktion.

Nach Klärung dieses Sachverhalts betrachte man erneut (B.5). Die linke Seite ist nach Definition die polyloga-

rithmische Funktion âäã É ×7ØrÛDÊ . Auf der rechten Seite kann man eine Taylor-Entwicklung nach Potenzen von
Î c

durchführen. Mit Beachtung der Definition der Riemannschen Zeta-Funktion (B.9) führt dies aufâåã Ö × ØrÛ Ý ( Ò {�5<�on\}�{�� Î c�} ã Z"V�= Ò {�5<�on\} ·� Ð ÅWÆ Ò {rn\}�{ö=?>~} ã Z"V.Z ÐÓ�s Ò {rnk�@Ó�} mm� . # > = {rn4�K5ï�@Ó�} $ { Î c�} Ð âx{�5��on��òÓ�}F� (B.11)

Unter Verwendung der Identitäten (B.7) und (B.10) führt dies aufâåã Ö × ØHÛ Ý ( Ò {�5ï�on\}�{�� Î c�} ã Z"V � ·�Ð ÅWÆ = { Î c�} ÐÓ�s . æÑÐ {|>>n\} mm� . # > = {rnk�K5��@Ó�} $ mm� . # > = {rn4�@Ó�} $ â\{rn4�6Ó�}F� (B.12)

Schließlich benutzt man das trigonometrische Additionstheorem=tmm� . # > = {rn4�a5<�@Ó�} $ mm� . # > = {rn4�@Ó�} $ (umm� . # > = {ö=vn4�K5�} $ �wmm� . # > = {ö=PÓk�K5�} $ � (B.13)

Sezt man diese Summe in (B.12) ein, so fällt der zweite Summand auf Grund der Nullstellen des Cosinus weg,

während der Cosinus im ersten Summanden ein verschobener Sinus ist, der sich mit dem verbliebenen Sinus im

Nenner kürzt.

Als Ergebnis erhält man die Robinson-Formel [59]:âåã Ö × ØrÛ Ý ( Ò {�5<�on\}�{�� Î c�} ã Z"V � ·�Ð ÅWÆ { Î c�} ÐÓ�s â\{rn4�@Ó�}F� (B.14)

Der erste Summand
Ò {�5m�un\}�{�� Î c�} ã Z"V wird als singulärer Anteil bezeichnet, der andere als regulärer Anteil.

Physikalisch wichtig wird diese Betrachtung an der Phasengrenze zwischen Gas und BEC. Diese entspricht einer

grenzwertigen Betrachtung c � * . Offensichtlich ist bei dieser Formel, dass im Falle n ûµ5 der singuläre Anteil

eine bedeutende Rolle spielt, wobei im Falle geradzahliger n û�5 auf Grund der Singularitäten der Gamma-

Funktion gesonderte Betrachtungen anzustellen sind, die an dieser Stelle aber nicht durchgeführt werden sollen.
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Anhang C

Isotherme Kompressibilität

In der Thermodynamik ist die isotherme Kompressibilität definiert durch die negative Ableitung des Volumens

eines physikalischen Systems nach dem Druck [26, (4.235)]:� 8 (Ò� 5� ó � �� ß ô 8 � Ü � (C.1)� bezeichnet hierbei das Volumen, ß den Druck, # die Temperatur und / die Teilchenzahl. Das totale Differential

der großkanonischen freien Energie l�¡ lautet [27, Tabelle 3.1]:l�¡³(Ò��<BlP#)� ß lD�)�Mc�l²/B� (C.2)

< ist hierbei die Entropie und c das chemische Potential. Aus (C.2) folgen unmittelbar die Zusammenhängeó � ¡� � ô 8 � Ü ( � ß (C.3)

und ó � ¡� / ô 8 � 9 ( c�� (C.4)

Da l3¡ das totale Differential einer mindestens zweifach stetig differenzierbaren Funktion ist, folgt daraus direkt

eine Maxwell-Identität, nämlich � ó � ß� / ô 8 � 9 ( ó � c� � ô 8 � Ü � (C.5)

Man benötigt außerdem noch die Gibbs-Duhem Relation [27, (3.1.24’)]

<BlP#��M�)l ß �R/�l c (+*�� (C.6)

Daraus folgen die beiden Identitäten /¼ó � c� / ô 8 � 9 ( � ó � ß� / ô 8 � 9 (C.7)

und �üó � ß� � ô 8 � Ü ( / ó � c� � ô 8 � Ü � (C.8)
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Mttels (C.7) und (C.5) bekommt man / ó � c� / ô 8 � 9 ( �f� ó � c� � ô 8 � Ü � (C.9)

Mit (C.8) folgt dann /¼ó � c� / ô 8 � 9 ( � � �/ ó � ß� � ô 8 � Ü � (C.10)

Dies ist nach Definition (C.1) gleichbedeutend mit/¸ó � c� / ô 8 � 9 ( �/ 5� 8 � (C.11)

Dies kann man unter Verwendung der Definition der Teilchendichte Qv(+/�qP� umstellen und bekommt folgenden

Ausdruck für die isotherme Kompressibilität:� 8 ( 5Q � ó � Q� c ô 8 � 9 � (C.12)

Die isotherme Kompressibilität ist nun in einem stabilen System stets positiv, da eine Volumenverkleinerung an-

sonsten energetisch stets vorteilhaft ist: Das System würde kollabieren. Für das Bose-Kondensat ist diese Überle-

gung demnach wichtig, um einfach Stabilitätsaussagen machen zu können: Man betrachtet ein Diagramm, das alle

möglichen Lösungen für Teilchendichte gegen das chemische Potential enthält. Falls man negative Steigung hat,

so ist das System in diesem Bereich instabil.
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Anhang D

Dimensionale Regularisierung

Bei der theoretischen Behandlung des Kondensats tauchen an vielen Stellen Integrale des Typsg ã � Û {|��}�( ¤ò·Æ ª ð ð ã{ ð �R� } Û (D.1)

auf. In den Parametern n und c ist hierbei i.d.R. die Anzahl der Dimensionen ¯ versteckt, während das Inte-

gral einem Integral über die Energie ð (0ñ � z � q?= 	 entspricht. Man stellt fest, dass sie oftmals in ¯È( 1 Di-

mensionen nicht konvergent sind. Theoretisch muss man nun eine Renormierung geeigneter Messgrößen wie der

Wechselwirkungskonstante oder der Unordnungsstärke durchführen. Dies ist mit großem mathematischen Auf-

wand verbunden, und in der Literatur für die Wechselwirkung bereits geschehen. Für die Unordnung fehlt eine

solche Renormierungsvorschrift noch. Die Herleitung einer solchen geht allerdings über den Rahmen dieser Di-

plomarbeit hinaus. Praktischer und einfacher ist es, die Integrale dimensional zu regularisieren, da das Integral für¯nà(S1 Dimensionen durchaus konvergent sein kann. Die Ergebnisse der korrekten Renormierungsmethode und

dieser Regularisierungsmethode stimmen allerdings in allen betrachteten Fällen stets überein, und diese Methode

wird weithin verwendet [5]. Diese Arten von Integralen müssen daher allgemein berechnet werden. Dazu schreibt

man den Nenner unter Verwendung des Schwinger-Tricks5� Ñ ( 5Ò {�¬W} ¤ò·Æ ª�ímí Ñ Z"V × Z + ¨ (D.2)

in ein Integral um, und erhält: g ã � Û {|� }�( ¤ò·Æ ª ð ð ã 5Ò {�c�} ¤ò·Æ ª�í í Û8Z"V × Z ¨rÃ¥ï 5 + Ä � (D.3)

Das Integral über ð lässt sich ausführen, und man erhältg ã � Û {|��}�( Ò {rnm�w5�}Ò {�c�} ¤K·Æ ª�í í Û Z ã Z � × Z ¨ + � (D.4)

Somit lässt sich auch das verbliebene Integral ausführen, sodass man schließlich auf die allgemeine Formelg ã � Û {|� }�( Ò {rnm�)5�} Ò {�cB�ink�K5�}Ò {�c�}±� Û8Z ã Z"V � (D.5)

kommt. Dieses letzte Ergebnis kann man für alle n und c , an denen die Gamma-Funktion sinnvoll definiert ist, als

dimensional regularisiertes Ergebnis definieren, d.h. man setzt das Integral, welches für die betrachteten Parametern und c möglicherweise nicht konvergent ist, analytisch auf die soeben angegebene Weise fort, hat also ein ”Re-

zept” für die analytische Fortsetzung gefunden. Hierbei muss man jedoch Vorsicht walten lassen: Ist das Integral
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deshalb nicht konvergent, weil der Integrand bei 0 nicht schnell genug abfällt, dann spricht man von Infrarot- (IR-)

Divergenz. Diese beschreibt reale physikalische Effekte auf langen Skalen, was man daran sieht, dass die Energieð proportional zum Quadrat der inversen Wellenlänge ist. In diesem Falle darf man nicht ohne weiteres regulari-

sieren, sondern muss die IR-Divergenzen einer gesonderten Betrachtung unterziehen. Im Falle von Ultraviolett-

(UV-) Divergenzen sieht dies anders aus, da diese im Rahmen dieser Diplomarbeit durch ein zu einfaches Modell

auf kurzen Längenskalen hervorgerufen werden, wobei insbesondere stark lokalisierte Wechselwirkung (d.h. pro-

portional zur Delta-Distribution) oder räumlich unkorrelierte Zufallspotentiale zu nennen sind.

Falls das Integral nicht divergiert, so ist (D.5) das das exakte Ergebnis der Berechnung des Integrals, also nicht die

analytische Fortsetzung desselben.



Anhang E

Modifizierte Version der dimensionalen

Regularisierung

In Abschnitt 5.10.2 tauchen bei der Berechnung der superfluiden Dichte Integrale des Typsg ã {|�\C � }�( ¤K·Æ ª ¬ ¬ ã{�¬U�£��}�{�¬k� � } � (E.1)

auf, wobei gilt �xC � _a*�� (E.2)

Die Integration führt also über den Pol ¬v(�� . Dieses Integral macht nur dann Sinn, wenn man es als Hauptwert-

integral auffasst. In einer etwas umformulierten Weise ist dieses Integralg ã {|�xC � }�(Ò� �� � ¤ò·Æ ª ¬ ¬ ã{�¬U�£� }�{�¬4� � } � (E.3)

Das Integral kann noch in zwei Integrale aufgespalten werden:g ã {|�\C � }�(Ò� �� � ¤ò·Æ ª ¬ ½ ¬ ã{�¬U�£� } � ¬ ã{�¬ð� � } ¿ 5�� � � (E.4)

Der zweite Summand kann mittels dimensionaler Regularisierung (D.5) behandelt werden. Der erste ändert jedoch

sein Vorzeichen. Daher kann Formel (D.5) nicht auf ihn angewendet werden. Der Grund liegt darin, dass man den

Schwinger-Trick (D.2) nicht anwenden darf, da der Nenner kein einheitliches Vorzeichen besitzt. In der Feldtheorie

verwendet man daher den folgenden modifizierten Schwinger-Trick [35]:ñ 5� ( Ï�æÑçï 8 Æ Im ¤ ·Æ ª�í�× Z Ã¥ï Z�û + Ä ¨ � (E.5)

Die Herleitung findet sich auf Seite 30. Verwendet man diese Vorschrift für den ersten Summanden, so folgt¤K·Æ ª ¬ ¬ ã{�¬U�£��} ( Ï�æÑçï 8 Æ Im ¤ò·Æ ª ¬ ¤R·Æ ª�í�¬ ã × Z Ã¥ï Z�û Ã Ñ Z + Ä�Ä ¨ � (E.6)

Das Integral über ¬ lässt sich nun ausführen.¤ ·Æ ª ¬ ¬ ã{�¬U�£� } ( ÏÑæÑçï 8 Æ Im ¤ ·Æ ª�í Ò {rn��+5�}{���ô�} Ã ã 5 V Ä í Z Ã ã 5 V Ä × Z Ãªï 5 û + Ä ¨ � (E.7)

Auch dieses Integral lässt sich nun berechnen. Man erhält erneut eine
Ò

-Funktion.¤ò·Æ ª ¬ ¬ ã{�¬��£� } ( ÏÑæÑçï 8 Æ Im Ò {rnm�)5�}{��<ô±} Ã ã 5 V Ä Ò {��xn\}{ ð �MôÀ� } Z ã � (E.8)
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Der Grenzübergang ð × * lässt sich nun durchführen, und man erhält¤ò·Æ ª ¬ ¬ ã{�¬U�£� } ( Im
Ò {rn��+5�}{���ô±} Ã ã 5 V Ä Ò {��xn\}{�ôÀ� } Z ã � (E.9)

Der Imaginärteil ist nun ¤ò·Æ ª ¬ ¬ ã{�¬��£� } ( Ò {rnm�)5�} Ò {��xnx}±� ã . æÑÐ Ö > = {ö=vn°�)5�} Ý � (E.10)

Damit folgt g ã {|�xC � }ä(Ò� �� � # Ò {rnm�)5�} Ò {��xnx}±� ã . æÑÐ Ö > = {ö=vn°�)5�} Ý � Ò {rnm�)5�} Ò {��xnx} � ã $ 5�s� � � (E.11)

Die Berechnung der Ableitung ist nun trivial:g ã�{|�\C � }ä( Ò {rn��)5�} Ò {��xn\} ½ n � ã Z"V�� � � � ã{|�s� � } � . æÑÐ Ö > = {ö=vnm�)5�} Ý � � ã{|�¢� � } � ¿ � (E.12)

Der Ausdruck ist als Hauptwertintegral zu verstehen. Für den Spezialfall n�(�1 q?= , der konkret auftritt, bedeutet

dies insbesondere g [ � � {|�\C � }�( Ò ó O= ô Ò ó � 1= ô ê 1 � V � �= {|�¢� � } � � [ � �{|�¢� � } � î � (E.13)



131

Anhang F

Berechnung der Determinanten einer großen

Matrix

Es soll die Determinante einer =?/ 3t=?/ -Matrix berechnet werden, die folgende Struktur hat:

C,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,E

�¢� � l���� � � å7å7å å7å7å�å7å7å å7å7å å7å7å�å7å7å � �l� � �s� � � � å7å7å å7å7å�å7å7å å7å7å å7å7å�å7å7å � �� � �s� � l���� . . .
...

...� � l�� � �� � . . .
...

...
...

...
. . . . . . . . .

...
...

...
...

. . . . . . . . .
...

...
...

...
. . . . . . . . .

...
...

...
...

. . . . . . . . .
...

...
...

...
. . . . . .

� �
...

...
. . . . . . � �� � å7å7å å7å7å å7å7å å7å7å�å7å7å å7å7å � � �� � l����� � å7å7å å7å7å å7å7å å7å7å�å7å7å å7å7å � � ls� � �s� �

F.----------------------------G
� (F.1)

Dabei sind die genauen Einträge �xC � C[�rC l\C �WC � �HC l irrelevant, und sollen beliebig sein. Man kann erkennen, dass die

Matrix eine / 3U/ -Matrix mit Einträgen aus =�3�= -Matrizen ist. Sukzessive wird nun die {�ô"�65�} -te Doppelspalte
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von der ô -ten abgezogen. Dabei läuft ô von / bis 5 , also rückwärts. Die sich dann ergebende Matrix lautetC,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,E

�� � l��� �<� �<l * * å7å7å å7å7å å7å7å�å7å7å * *l� � �¢� � � l � � * * å7å7å å7å7å å7å7å�å7å7å * *� � � l �<� �<l . . .
...

...� � l � � l � � . . .
...

...
...

... * * � l �<� �<l . . .
...

...
...

... * * l � � l � � . . .
...

...
...

...
...

...
. . . . . . . . . * *

...
...

...
...

. . . . . . . . . * *
...

...
...

...
. . . . . . �ï� �<l

...
...

...
...

. . . . . . � l � �� � * * å7å7å å7å7å�å7å7å å7å7å * * � l� � * * å7å7å å7å7å�å7å7å å7å7å * * l �

F.----------------------------G
� (F.2)

Nun wird sukzessive die ô -te Doppelzeile zu der {�ô"�)5�} -ten hinzuaddiert. Man erhält die MatrixC,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,E

�� � l��� �<� �ïl * * å7å7å�å7å7å å7å7å å7å7å * *l� � �¢� � � l � � * * å7å7å�å7å7å å7å7å å7å7å * *��ò= � l�ò=$� * * �<� �<l . . .
...

...l�ò= � �¢�ò= � * * � l � � . . .
...

...
...

... * * . . . . . . . . .
...

...
...

... * * . . . . . . . . .
...

...
...

...
...

...
. . . . . . . . . * *

...
...

...
...

. . . . . . . . . * *
...

...
...

...
. . . . . . �<� �<l

...
...

...
...

. . .
. . . � l � ���R/ � l�R/ ��* * å7å7å å7å7å�å7å7å�å7å7å * * * *l�R/ � �¢�R/ � * * å7å7å å7å7å�å7å7å�å7å7å * * * *

F.----------------------------G
� (F.3)

Die Matrix ist nun nur noch dünn besetzt. Diese Matrixoperationen haben aber die Determinante der Matrix un-

verändert gelassen. Diese lässt sich nun einfach berechnen. Man erhält¯�¦ � � Z"V ( É � �m�@l l²Ê Ü Z"V � {|��R/ � } É �s�R/ � Ê<�a{|l�R/ �e} É l�R/ �7Ê � � (F.4)
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