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Aufgabe 17: Bilanzgleichungen (10 Punkte)

Ein System von Bosonen bzw. Fermionen mit Zwei-Teilchen-Wechselwirkung werde in der zweiten Quantisierung im
Schrodinger-Bild durch den Hamilton-Operator

H= ZEkakak—i— ZZZV”’” akurqa;r( q Ok Qi 5 (1)
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beschrieben.

a) Transformieren Sie die zeitabhéngige Schrédinger-Gleichung im Schrodinger-Bild

i us(0) = H s (1) )
durch die unitére Transformation
Us(0) = exp {—ﬁ > miil akt} (1) ®)
in das Wechselwirkungsbild
i un(0) = B0 (0) (1) (4)

(int) (t)

Wie lautet der Wechselwirkungsoperator ﬁl im Wechselwirkungsbild?

Hinweis: Berechnen Sie zunéchst

. . { At o4
(ak); (t) = exp { Z Ey a ak, ax’ } y exp {_ﬁ ; Ey aL, ax’ t} (5)

unter Berticksichtigung der Relationen
[dkadk’]—ﬁ = {dLadL'} ¢ =0, [dkvdl/} ¢ = 5k-,k’ ) (6)
wobei £ = +1 fiir Bosonen und £ = —1 fiir Fermionen gilt. (3 Punkte)

b) Berechnen Sie |¢1(t)) durch Losung von (4) in Stérungstheorie erster Ordnung mit der Anfangsbedingung
[1(0)) = [ D). Wie lautet dann die Amplitude (1) |41(#)) fiir einen Ubergang von [ nach |1®) zur Zeit ¢?
(1 Punkt)

¢) Durch die Wechselwirkung zwischen Teilchen des Bose- bzw. Fermi-Gases kommt es zu einer zeitlichen Anderung
der Anzahl N (k) der Teilchen im Zustand k. Die Prozesse k — q,k’ + q — k,k’ erzeugen Teilchen im Zustand k,
wahrend die ProzeBe k, k' — k — q,k’ + q Teilchen im Zustand k vernichten. Die Bilanzgleichung fiir N (k) lautet
demnach:

9 Nk = Y wkkik—qk +q) - Y wk +qk—qkK). (7)
q,k’ q,k’



Berechnen Sie die in (7) auftretenden Ubergangsraten w in Storungstheorie erster Ordnung mit Hilfe der Aufgabenteile

a) und b) geméif

(@O ()] (8)
unter Verwendung der folgenden Darstellung der Deltafunktion:

. 2
5(a) = lim 20T )

t—oo Tt

Hinweis: Die Wirkung der Bose- bzw. Fermi-Operatoren day, dL auf einen Zustand in der Besetzungszahldarstellung

lautet:
ag|...,N(k),...) = /N(&k)|...,£{N(k)—1},...), (10)
al ..., N&),...) = VI+EN(K)|...,1+EN(K),...), (11)
wobei wieder £ = 41 fiir Bosonen und £ = —1 fiir Fermionen gilt. (4 Punkte)

d) Zeigen Sie, daB eine stationdre Losung von (7) die Form

1

Nk) = &omm —¢

(12)

hat. Wie konnen Sie (12) physikalisch interpretieren? (2 Punkte)



