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Aufgabe 18: Das Hartree-Fock-Verfahren (13 Punkte)

Nach Aufgabe 3 148t sich das Mehrelektronenproblem im Festkorper im Rahmen der nichtrelativistischen Quanten-
feldtheorie durch den Hamiltonoperator

H = ﬁl + ﬁQ (1)
beschreiben. Im Schrodingerbild bezeichnet
Hy =" Hyp afan (2)
koK

den 1-Teilchen-Hamiltonoperator und

i, = %ZZZZU’WN alalavay (3)
k

kU l

den 2-Teilchen-Hamiltonoperator. Ferner stellen
h2
Hyp = /d?’i? b (%) {—%A + V(X)} bw (%), (4)
Ukprirg = /d3$/d3$/ O (x) b (XU (x,x ") (x ) 1 (x) (5)

Matrixelemente beziiglich einer Basis von 1-Teilchen-Wellenfunktionen ¢y (x) dar und &L bzw. aj sind Erzeugungs-
bzw. Vernichtungsoperatoren mit den Antikommutatoren

lahab], = lavar), =0, |anal] = o (6)

Nach Aufgabe 4 besitzt der Hamiltonoperator (1)—(3) nichtwechselwirkender Fermionen mit Hy p = Ejdg s und
Uk,k',l',l =0 die Eigenfuntionen

171, Ry ey Ty el ) = (ai)n (ag)nz...(az)nk...m) (7)

zum Eigenwert £ = ), Fj. Im allgemeinen Fall kann man aber nicht hoffen, dal der Hamiltonoperator (1)-(3)
beziiglich (7) diagonal ist. Sie werden im folgenden das Hartree-Fock-Verfahren ableiten, mit dem sich die Eigenwerte
des Hamiltonoperators (1)—(3) n&dherungsweise bestimmen lassen.

a) Berechnen Sie den Erwartungswert des Hamiltonoperators (1)—(3) beziiglich der Zusténde (7) als Funktional der
1-Teilchen-Wellenfunktionen:

E[¢e(x), op(x)] = (n1,ma, ..., me, ... [Hlng, na, oo, .. (8)
(4 Punkte)
b) Die 1-Teilchen-Wellenfunktionen ¢y (x) werden nun so bestimmt, daf} sie den Energieerwartungswert (8) extremal-

isieren. Dabei haben Sie zu beriicksichtigen, dafl die 1-Teilchen-Wellenfunktionen ¢ (x) normiert sein sollen. Die
Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren fiihrt deshalb auf die Bedingungen

i x Ik (! ' -
W {E[(bk(x)a ¢k(X)] - ; Akt /d3:ZZ (bk/(x )(bk/(x )} =0. (9)



Zeigen Sie, daf} sich daraus die Hartree-Fock-Gleichungen

(o8 +ve e )+ S { [ ot 100 0 x)6000

- [ @ <x>U<x,x'>¢k<x'>} — M) (10)

ergeben. Wie lassen sich die einzelnen Terme der Hartree-Fock-Gleichungen physikalisch interpretieren? Geben Sie
ein selbstkonsistentes Verfahren an, mit dem sich die Hartree-Fock-Gleichungen 16sen lassen. (4 Punkte)

c¢) Zeigen Sie fiir die Losungen der Hartree-Fock-Gleichungen (10), da der Erwartungswert (8) die folgende Form

annimmt:
E[¢r(x an)\k__zznknk’ Uk it ik — Uk k) - (11)
koK
Dies ist die Hartree-Fock-Naherung fiir die Energieeigenwerte des Hamiltonoperators (1)—(3). (2 Punkte)

d) Betrachten Sie als Beispiel ein translationsinvariantes Mehrelektronenproblem. Es handelt sich dabei um ein
geniigend grofies System mit Volumen V| dessen 1-Teilchen-Potential konstant ist V' (x) = v und dessen 2-Teilchen-
Potential U(x,x’) nur vom Relativabstand |x — x’| abhéngt. Aufgrund der vorausgesetzten Translationsinvarianz
konnen Sie dann das 2-Teilchen-Potential in eine Fourier-Reihe zerlegen:

1 iq(x—x’
(x7 x/) = V Z Uqge al ) . (12)
q
Zeigen Sie, dafl die Hartree-Fock-Gleichungen (10) dieses Mehrelektronenproblems durch ebene Wellen
1 ikx
ox(x) = —=e (13)

gelost werden. Beweisen Sie, dal dann die Hartree-Fock-Energie (11) gegeben ist durch

2k2
E[¢i(x an + Nv + WUO v zk: ;nknk’uk K (14)

wobei N = ", nk die Anzahl aller Elektronen bezeichnet. (3 Punkte)



