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Aufgabe 19: Das homogene Elektronengas in Hartree-Fock-Naherung (16 Punkte)

Manche Metalle lassen sich durch das translationsinvariante System eines homogenen Elektronengases modellieren.
Dabei nimmt man an, daf} die Ladungsdichte des Ionenhintergrunds gleichméfig verschmiert ist, so dafl sich die
Elektronen praktisch frei durch das Material bewegen kénnen. Diese drastische Annahme kann natiirlich nur dann
als einigermaflen verniinftig gelten, wenn die Elektronen der Ionenriimpfe abgeschlossene Edelgasschalen bilden, so
dafl die Valenzelektronen nur schwach gebunden und daher im Gitter des Festkorpers nur schwach lokalisiert sind.
Demnach sollte das Modell des homogenen Elektronengases insbesondere bei den Alkalimetallen halbwegs verniiftige
Ergebnisse liefern.

a) Im Modell des homogenen Elektronengases fiithrt der Tonenhintergrund zur konstanten Ladungsdichte p(x) = eN/V
und daher zu einem abstoflenden Beitrag zum 1-Teilchen-Potential
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Entsprechend ergibt die Coulomb-Wechselwirkung zwischen Ionenhintergrund und Elektronen einen anziehenden
Beitrag
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Berechnen Sie die Integrale in (1) und (2), indem Sie ndherungsweise die Integrationen iiber das endliche Volumen V'
auf den gesamten dreidimensionalen Raum ausdehnen. Fiithren Sie ferner in den Integranden konvergenzerzeugende
Faktoren e #*=*'I bzw. e~#/x=xil mit einem Kleinheitsparameter p > 0 ein und zeigen Sie
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(2 Punkte)
b) Das 2-Teilchen-Potential wird im homogenen Elektronengas durch die Coulomb-Wechselwirkung zwischen den
Elektronen bestimmt:
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Berechnen Sie mit denselben Methoden wie im Aufgabenteil a) die Fourier-Koeffizienten
Uq = /d% U(x,x') e akx—x) (5)

Betrachten Sie nun die Hartree-Fock-Energie des homogenen Elektronengases (siehe Aufgabe 18). Zeigen Sie, dafi das
1-Teilchen-Potential (3) gerade durch den Term uo kompensiert wird. Beweisen Sie, dafi die Hartree-Fock-Energie des
homogenen Elektronengases im Limes p | 0 die folgende Gestalt annimmt:
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(4 Punkte)



c) Werten Sie die verbleibenden Summationen iiber die Wellenvektoren k wie folgt aus. Im thermodynamischen
Limes geht das Volumen V gegen den gesamten dreidimensionalen Raum, so dafl die diskreten in kontinuierliche
Wellenvektoren tibergehen. Sie konnen dann die Summen durch Integrale ersetzen geméaf
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Betrachten Sie ferner die Situation am absoluten Nullpunkt, bei dem ny gerade der Fermiverteilung entspricht:
nk = O(kp — |k|). Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Gesamtteilchenzahl N = 7, nx und dem
Fermiimpuls kr? Wie hiangt die Hartree-Fock-Energie (6) vom Fermiimpuls kr ab? Fithrt das abstoflende 2-Teilchen-
Potential zu einer Erh6hung oder zu einer Erniedrigung der Gesamtenergie des homogenen gegeniiber dem freien
Elektronengas? (6 Punkte)

d) Geben Sie die Hartree-Fock-Energie pro Elektron in Abhiingigkeit des Bohrradius ag = h%/(me?) und des Wigner-
Seitz-Radius ro mit 47r3/3 = V/N an. Tragen Sie die Hartree-Fock-Energie pro Elektron iiber der dimensionslosen
Lénge rs = 7o/ap auf. Berechnen Sie das Minimum der Hartree-Fock-Energie pro Elektron und vergleichen Sie
Thr theoretisches Resultat mit der experimentell bestimmten Grundzustandsenergie pro Elektron von Natrium, die
Ec = —1.13 eV betragt. (4 Punkte)



