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Aufgabe 31: Lorentz-Gruppe I (8 Punkte)

Eine Koordinatentransformation z’/# = A", z" ist genau dann eine Lorentz-Transformation, wenn

die Minkowski-Metrik ¢ invariant ist:

Juv = AopApugap . (1)

a) Untersuchen Sie die Lorentz-Transformationen in der Umgebung des Einselementes. Machen

Sie hierzu den Ansatz A", = ¢/, + w", und zeigen Sie, dass er (1) fiir kleine Abweichungen w",

H, einer Zusatzbedingung geniigt. Wie lautet diese ? (1 Punkt)

16st, wenn w
b) Fiihren Sie die Zerlegung w", = —%(Lo‘ﬁ ) ywap in die Entwicklungskoeffizienten w,g und die
Basis-Generatoren (L*)*, durch. Zeigen Sie, dass die Basisgeneratoren L™ der Lorentz-Gruppe

im Minkowski-Raum durch folgende Darstellungsmatrizen geben sind:

(Laﬁ)uy =i (g%~ 9™¢%) (2)
gegeben. (2 Punkte)
c) Beweisen Sie die Symmetrieeigenschaften

(2], + (1), = 0. ®
(2), + (), = 0. @
und berechnen Sie den Kommutator der Basisgeneratoren:
[La67 Lvé} — <ga6 LAY 4 PV L8 _ g B _ B Lcw) , (5)
(3 Punkte)

d) Die Basisgeneratoren L lassen sich in zwei Klassen einteilen:

M, = L% (6)
1
L, = 3 Ekim rm, (7)

wobei die lateinischen Indizes die Werte 1,2,3 annehmen und die obigen griechischen Indizes die

Werte 0,1,2,3 durchlaufen. Berechnen Sie durch Spezialisierung von (5) die Kommutatoren

My, Mi]_ =7, (8)
[Li, Li]_ = 7, 9)
Ly, My]_ = 7. (10)

(2 Punkte)



Aufgabe 32: Lorentz-Gruppe II (12 Punkte)

a) Bestimmen Sie die Lorentz-Transformation R({Z), die zwischen zwei gegeneinander verdrehten
Inertialsystemen S und S’ vermittelt. Wenden Sie hierzu das Lie-Theorem an und werten Sie die

Matrizenexponentialfunktion
R(@) = exp (~i L §) (11)

explizit aus. Beachten Sie dabei, dafl die Matrizenexponentialfunktion durch ihre Taylor-Reihe

definiert ist.

(3 Punkte)
b) Beweisen Sie die beiden folgenden Eigenschaften von R({):
Sp R(F) = 2+ 2cos|g], (12)
[0 0
wa(0) - (2) o
¥ ¥
(1 Punkt)

—

¢) Bestimmen Sie die Boost-Transformation B(§), die zwischen zwei gleichformig gegeneinander
bewegten Inertialsystemen S und S’ vermittelt. Wenden Sie hierzu das Lie-Theorem an und werten

Sie Matrizenexponentialfunktion

—

B(E) = exp (i 1¢) (14)
explizit aus. (3 Punkte)

d) Bestimmen Sie dann die Beziehung
£ = £@) (15)
zwischen der Rapiditat 5 und der Geschwindigkeit ¥, mit der sich das eine Koordinatensystem

S’ beziiglich dem anderen Koordinatensystem S bewegt. Diese Beziehung erhalten Sie aus der

Forderung, dass der Koordinatenursprung von S’ beziiglich S beziehungsweise beziiglich S’ die

uy [ ct ey ct
) e

= (BE)" (17)

v

Koordinaten

besitzt und diese geméaf

durch die Boost-Transformation (14) ineinander iiberfithrt werden. Wie lautet der resultierende
Zusammenhang zwischen ¢ und ¢'? Geben Sie mit Hilfe von (14) und (15) die Boost-Transformation

B in Abhangigkeit der Geschwindigkeit ¢ an:
B(@) = B (g’(a)) . (18)
(3 Punkte)



e) Die Boost-Transformationen (18) bilden fiir ¥ = v€ mit einem beliebigen Einheitsvektor € eine

Untergruppe der eigentlichen Lorentz-Gruppe. Bestimmen Sie aus der Abgeschlossenheitsforderung
B (V) = B(t2) B () (19)

das Additionstheorem fiir die Geschwindigkeiten
v = (01, V) . (20)

Ist das Ergebnis symmetrisch in den Geschwindigkeiten #; und ©57 Welches Resultat erhalten Sie
im Falle v; < ¢, v9 < ¢ beziehungsweise vy = ¢?

(2 Punkte)
Aufgabe 33: Lorentz-Gruppe III (4 Punkte)

Die infinitesimale Lorentz-Transformation eines Vierervektors z = (x*) ist gegeben durch

ot = AP 2 (21)
AHI/ = guz/ + w“yv (22)
W — _% (mﬂ)“u Was - (23)

a) Betrachten Sie ein Skalarfeld ¢ (x), das geméfl
V' (z) = ¢ (A ) (24)

unter beliebigen Lorentz-Transformationen invariant ist. Spezialisieren Sie (24) mit Hilfe von (21)—

(23) auf infinitesimale Lorentz-Transformationen. Zeigen Sie, daf sich dabei

W) = {1 = Juas £} vl (25)
ergibt, wobei die Differentialoperatoren
LY = % {azo‘ﬁﬁ - :Eﬁﬁa} (26)
die Impulsoperatoren
p* = ih 9 (27)
beinhalten. (1 Punkt)

b) Berechnen Sie die Kommutatoren der Differentialoperatoren (26) mit Orts- und Impulsoperator:

[ﬁ“ﬁ : gﬂ} =7, (28)

[ﬁaﬁ , M =1 (29)



Zeigen Sie unter Verwendung von (28) und (29), daB die Differentialoperatoren L*? den Kommu-
tator

[[:aﬁ, pé} = (gaé P97 4 gPEed _ g (85 _ 00 ﬁaw) (30)

besitzen. Welche Schluf)folgerung kénnen Sie aus dem Vergleich von (5) und (30) ziehen?
(3 Punkte)



