Universitat Bielefeld Dozent: Priv.-Doz. Dr. Axel Pelster

Theoretische Festkorperphysik Tutor: Dr. Mykhaylo Evstigneev
Sommersemester 2011 Blatt2

Aufgabe 3: Das Mehrelektronenproblem im Festkorper

Fiir die Behandlung des Mehrelektronenproblems im Festkorper im Rahmen der nichtrelativistischen Quantenfeldthe-
orie konnen Sie das folgende Modell zugrunde legen. Die Valenzelektronen bewegen sich in einem effektiven 1-Teilchen-
Potential V(x), das von den Elektronen der inneren atomaren Schalen zusammen mit den als ruhend angenommenen
Atomkernen erzeugt wird. Ferner haben Sie zu beriicksichtigen, dafl die Coulombsche Wechselwirkung zwischen
den Valenzelektronen durch die inneren Elektronen und die Atomkerne abgeschirmt wird, so dafi ein effektives sym-
metrisches Wechselwirkungspotential U(x,x") = U(x’,x) entsteht. In der nichtrelativistischen Quantenfeldtheorie

setzt sich der Hamiltonoperator der Valenzelektronen H = H, + H, aus dem 1-Teilchen-Hamiltonoperator
H = /d3wf(x,t){—%A+V(x)}¢(x,t) (1)
und dem 2-Teilchen-Hamiltonoperator
= 5 [ [ @ i) 3 Ul B 1) ) (2)

zusammen. Da die Elektronen Fermionen sind, miissen Sie fiir die Feldoperatoren 1/3()(, t) und 1/3T(x, t) im Heisenberg-

Bild die folgenden gleichzeitigen Antikommutatorrelationen fordern:
[P t), 06 0] = [0 (x,0),97(x,0)] =0, (D6, 6), 01 (¢, 1)) =b(x—x). (3)
+ + +

a) Die Feldoperatoren t(x,t) und ¥(x,t) lassen sich immer in eine willkiirlich wihlbare Basis von 1-Teilchen-

Wellenfunktionen ¢ (x) entwickeln:

D) = > ar(t) pr(x), Ik, t) = D ak(t) di(x). (4)
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Hierbei steht die Abkiirzung k stellvertretend fiir alle Quantenzahlen, die den Zustand eines einzelnen Valenzelektrons
charakterisieren. Die Orthonormalitétsrelation der 1-Teilchen-Wellenfunktionen ¢ (x) lautet dann:

[ #6160 000) = G (5)

Berechnen Sie die gleichzeitigen Antikommutatorrelationen, die sich hieraus fiir die Operatoren a(t) und dz(t)

ergeben:
[ak(t),ak,(t)} —7, [a;(t),a,i,(t)] 7. [ak(t),a,i,(t)] —7. (6)

(2 Punkte)
b) Driicken Sie sowohl den 1-Teilchen-Hamiltonoperator H; als auch den 2-Teilchen-Hamiltonoperator H, durch die
Operatoren a(t) und d,t(t) aus. Sie erhalten dabei das Ergebnis:

H = ZZ Hi g al(t) aw (t) (7)
Hy, = _ZZZZU’”@'“% (t) af, (t) a (t) an(t) . (8)

Bestimmen Sie die explizite Form der Matrixelemente Hy, j» und Uy i 1/ ;.
(1 Punkt)



Aufgabe 4: Die Besetzungszahldarstellung
Der Hamiltonoperator nichtwechselwirkender Fermionen lautet in der Fourierdarstellung

H = Bpal(t)ax(t), (9)
k

wobei die Operatoren ay(t) und d}; (t) gleichzeitigen Antikommutatorrelationen (6) gentigen.

a) Berechnen Sie die Heisenberggleichungen

L0, . . 0 . .
ihs-ant) = |an(t), B] . ihal(t) = al(), H] (10)
und geben Sie deren Losungen fiir die Anfangsbedingungen ag(0) = ax und ELL (0) = ELL an. Fithren Sie den Teilchen-
zahloperator 7y (t) = dL (t) ar(t) ein und zeigen Sie, dal zwei Teilchenzahloperatoren it (¢) und 7y () miteinander
vertauschen:
[Ak(t), A (t)]- = 0. (11)

Vertauscht der Teilchenzahloperator fix(t) auch mit dem Hamiltonoperator H? Zeigen Sie, dafl der Teilchenzahlop-
erator 7y (t) nicht explizit von der Zeit abhéngt. Dies bedeutet, dafl Sie im folgenden 7y, = 7y (t) setzen kénnen.
(3 Punkte)

b) Aufgrund der Identitdt (11) gibt es einen gemeinsamen Satz von Eigenzustéinden fiir alle Teilchenzahloperatoren

ng. Diese Eigenzustidnde lassen sich durch die Eigenwerte ny der Teilchenzahloperatoren ny charakterisieren:
Ak |ni, Mo, oo , Mg, .. ) = NN, no, oo N, ool ). (12)

Zeigen Sie, daf} die Zustédnde |n1, no, ..., ng, ...) auch Eigenzustinde des Hamiltonoperators H sind und geben

Sie deren Energieeigenwerte in Abhéngigkeit der Eigenwerte nj an. Beweisen Sie aulerdem die Identitét
n: = M. (13)

Welche Auswirkung hat dies auf die Eigenwerte nj der Teilchenzahloperatoren 7?7 Welches physikalische Prinzip
entspricht diesem Ergebnis?
(3 Punkte)

c¢) Berechnen Sie die Kommutatoren der Teilchenzahloperatoren 7y, mit den Operatoren d; = a(0) und ELL = dL(O):

[k, ak]- =7, (A, al]- =7. (14)

Zeigen Sie mit Hilfe von (14), dafi die fermionischen Operatoren a; und dL analog zum bosonischen Fall als
Vernichtungs- und als Erzeugungsoperatoren interpretiert werden kénnen. Wie ist dann der Vakuumzustand |0)

definiert? Wie konnen Sie die Zustéande |ny, na, ..., ng, ...) aus dem Vakuumzustand |0) gewinnen? (3 Punkte)



