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Aufgabe 13: Das schwach gekoppelte Bose-Gas (20 Punkte)

Ein System von Bosonen mit Zwei-Teilchen-Wechselwirkung werde in der zweiten Quantisierung im Schrodinger-Bild
durch folgenden Hamilton-Operator beschrieben:

1 .
H= /d%aﬁ {——A} i/d%/d%’dl al, VI (x — x') Gy i - (1)

Hierbei geniigen die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren den Kommutatorrelationen
[ax, Gx]_ = [al,ai}_ =0, [dx,dl/}_ =§(x—x). (2)
a) Entwickeln Sie die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir ein endliches Volumen V nach ebenen Wellen
ax_%zk: e % Gy a;_%zk:eikxafc. (3)
Wie lauten dann die Kommutatorrelationen
[, di]_ =7, {aL,aL,L —7, [ak,aL,L —7. (4)

Zeigen Sie, dafi der Hamilton-Operator (1) dadurch iibergeht in

H= ZEk ay ax + = ZZZV mt) akurq aL qak ax’ , (5)
k k' q
und geben Sie Ej sowie V(") (q) an. Welche Eigenschaft besitzt V%) (q), falls V) (x — x') = v (|x — x'|)?
Interpretieren Sie die durch (5) beschriebene Wechselwirkung,. (3 Punkte)
b) Nehmen Sie an, dafl die Bosonen kondensiert sind, d.h. dafl die Anzahl Ng der Teilchen im Grundzustand k = 0
sehr grof ist. In diesem Fall konnen Sie die Operatoren ao und ELZ) naherungsweise als c-Zahlen betrachten, wobei
Go ~ dg ~ /Ny gilt. Zeigen Sie, dafl sich dann der Hamilton-Operator (5) nédhern la8t durch

i=c+Y ) (aaly +axan) + B (afax+al )} (6)
k#0
und geben Sie Hl((l), Hl(f) sowie C' an. (4 Punkte)

c¢) Bei einem wechselwirkenden Bose-Gas stimmt die Zahl N aller Bosonen nicht mit der Zahl Ny der kondensierten
Bosonen tiberein. Ersetzen Sie daher in (6) die Zahl Ng der kondensierten Bosonen durch die Zahl N aller Bosonen
gemaf

N=No+= Z (af o +al ) (7)

k;éO

und berticksichtigen Sie dabei nur die in den Operatoren dI{ , ax bilinearen Terme. Zeigen Sie, daf} sich dann wieder
ein Hamilton-Operator der Form

=0+ 3 {ad (alal +axa) + A (alax+al o)} (8)

ergibt. (1 Punkt)
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FIG. 1: Spektrum der elementaren Anregungen in superfliisssigem Helium bei 1.12 K normalem Dampfdruck, gemessen durch
inelastische Streuung mit Neutronen der Wellenldnge A = 4.04.

d) Fiihren Sie nun eine lineare Transformation

b = A + Beal, bl =Afal +Brax, (9)
durch, bei der die Ay und By den Einschriankungen

Ac=Ay, Ac=A_y, Byx=By, Byx=B_ (10)

gentigen. Wenn Sie fordern, dafl die Bose-Operatoren ay, ELL mit (4) wieder in Bose-Operatoren Ek, EL mit
ebie] = [plobl] =0, [hobl] = b (11)

iiberfithrt werden, erhalten Sie eine weitere Einschrankung fiir Ax und By . Wie lautet diese und was ergibt sich fiir
die zu (9) inverse Transformation? (4 Punkte)
e) Zeigen Sie, daf} sich der Hamilton-Operator (8) durch eine lineare Transformation (9) diagonalisieren 148t:
ﬁ:C/+ZEkBLBk- (12)
k#£0
Wie lautet die Dispersionsrelation €, der Quasiteilchen?  Welche Vereinfachung ergibt sich durch die Wahl
Vit (x — x') = gd(x — x')? Zeigen Sie in diesem Fall, da8 die Dispersionsrelation ey fiir k — 0 einem Phonon mit
einer Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ entspricht, und geben Sie ¢ an. Wie verhélt sich die Dispersionsrelation ey fiir
grofe k? (4 Punkte)
f) Das schwach gekoppelte Bose-Gas kann als Modell fiir die Superfluiditiat verwendet werden. Vergleichen Sie
die Dispersionsrelation €, aus Aufgabenteil €) mit dem experimentellen Spektrum der elementaren Anregungen in
superfliissigem Helium in Abbildung 1. Welche Gemeinsamkeiten und welche Unterschiede treten auf? Lesen Sie aus
Abbildung 1 den Wert fiir die Schallgeschwindigkeit ¢ ab. (2 Punkte)
g) Betrachten Sie einen Korper der Masse m und der Geschwindigkeit v, der sich in superfliisssigem Helium bewegt.
Stellen Sie Energie- und Impulserhaltungssatz fiir den Fall auf, dal der Korper eine elementare Anregung erzeugt.
Leiten Sie daraus ab, dafl der Korper eine minimale Geschwindigkeit haben muf}, um kinetische Energie an das
superfliissige Helium abgeben zu kénnen. Diskutieren Sie im Grenziibergang m — oo den Zusammenhang mit dem in
Abbildung 1 gezeigten experimentellen Spektrum der elementaren Anregungen. Wann liegt demnach Superfluiditét
vor? (2 Punkte)



