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Aufgabe 14: Dispersionsrelation einer Bose-Fliissigkeit: Bijl-Feynman Formel (11 Punkte)

Wir betrachten eine Fliissigkeit zunécht einmal klassisch. Unser Anfangspunkt ist die Kontinuitatsgleichung

w + Vp(r,t)v(r,t)] =0, (1)

wobei p(r, t) und v(r, t) die lokale Dichte und Geschwindigkeit bezeichnen. Wir nehmen an, dass die Geschwindigkeiten
und die Abweichungen der Dichte vom Mittelwert

1
o= [ ot (2)
klein sind, wobei V' das Volumen des Systems darstellt, so dass sich die Kontinuitatsgleichung vereinfacht:

W +AVV(r,t) =0 . (3)

a) Fiihren Sie nun die Fourier-Transformation

o) = 3T pa(t) . virt) = 3 e vg(t) . (4)

q

durch. Wie lassen sich die Fourier-Komponenten po(t) und vo(¢) physikalisch interpretieren? Wie lautet die
Kontinuitétsgleichung (3) im Fourier-Raum? Mit der zusétzlichen Annahme, dass die Schwingungen geméfi vq = aqq
longitudinal sind, 148t sich die skalare Proportionalitidtskonstante aq bestimmen. Driicken Sie die Geschwindigkeit
vq(t) durch pqg(t), pq(t) und q aus. (3 Punkte)

b) Die gesamte Energie der Fliissigkeit kann als die Summe der kinetischen und der potentiellen Energie dargestellt

werden. Fir kleine Abweichungen vom Gleichgewicht kann man die Dichtefluktuationen dp(r,t) = p(r,t) — p in der
kinetischen Energie vernachléssigen und man erhalt

Ex = %/drp(r,t)vQ(r,t) = %ﬁ/drvz(r,t) + O(dp) . (5)

Driicken Sie diese durch vq(t) aus. Setzen Sie dann das am Ende von Teil a) erhaltene Ergebnis ein. (2 Punkte)

c¢) Die potentielle Energie kann man als funktionale Taylor-Entwicklung in dp(r,t) = p(r,t) — p darstellen:

Ep = Ep(p) + /dr (r) dp(r,t) + % //drdr' o(r, ") dp(r,t) dp(r' t) +... . (6)

Begriinden Sie die folgenden Aussagen: ¢(r) = const; ¢(r,r’') = o(r',r); o(r,r') = p(Jr — r’|). Welche Wert nimmt
das Integral [ dr(r)dp(r,t) an? Verwenden Sie nun auch die Fourier-Entwicklung

p(r) =) pqe’™ . (7)
a
und driicken Sie Ep mittels der Fourier-Komponenten pq und ¢q aus. (3 Punkte)

d) Die gesamte Energie von b) und c¢) kann jetzt als Summe von harmonischen Oszillatoren dargestellt werden:

B =Ep(p) + 5 5 Ma (15a(0)F + lpa(0)?) ®)



Was finden Sie fiir die “Masse” Mg und die Frequenz wq? Eine Quantisierung dieser Oszillatoren ergibt die Grundzu-
standsenergie Ey(q) = fiwg/2 der Mode q. Auf der anderen Seite ist

Eo(q) = % ({16al*) + wallpal®)) = Mqwi(lpal®) | 9)

wobei wir die Tatsache benutzt haben, dass die Mittelwerte von kinetischer und potentieller Energien gleich sind.
Benutzen Sie diese zwei Ausdriicke fiir Eo(q), um ¢4 durch den Grundzustandsmittelwert (|pq|?) auszudriicken.
Leiten Sie damit die Bijl-Feynman-Formel her:

h2q2
= 10
Wq 2mS(q) ’ ( )
wobei m die Masse eines Teilchens ist. Welchen Ausdruck finden Sie fiir den Strukturfaktor S(q)? Driicken Sie
diesen durch die Dichte-Korrelationsfunktion (dp(r,t)dp(0,t)) aus. (3 Punkte)
Aufgabe 15: Kronig-Penney-Potential (12 Punkte)

In dieser Aufgabe untersuchen Sie ein einfaches Modell fiir ein eindimensionales Kristallgitter, das von Kronig und
Penney 1931 eingefithrt wurde. Dabei werden die Atompotentiale durch Rechteckpotentiale modelliert, bei denen
die Minima den Atomkernen entsprechen. Besonders einfach 148t sich das Modell in dem Limes untersuchen, wenn
die Potentialbarrieren durch Diracsche Delta-Funktionen ersetzt werden. Betrachten Sie daher im folgendes das
sogenannte Kronig-Penney-Potential

Viz)=W Z 0(x — an), (11)

n=—oo

wobei a die Gitterkonstante des Kristallgitters bezeichnet.

a) Zeigen Sie, dass die Energien im Kronig-Penney-Potential durch die transzendente Gleichung

coska = %sinﬁa—i—cesﬁa (12)
a

zu bestimmen sind, wobei 3 = \/2mE/h? und v = mVya/h%. (4 Punkte)
Hinweis: Verwenden Sie das Bloch-Theorem. Finden Sie erst die Losung der Schrodinger-Gleichung in einer
Elementarzelle und arbeiten Sie dann die Bedingungen fiir die Stetigkeit der Wellenfunktion am Zellenrand ein.

b) Die Gleichung (12) 148t sich im allgemeinen nur graphisch oder numerisch losen. Zeigen Sie, dass die entstehende
Bandstruktur Energieliicken hat, d.h. Energieintervalle wo es keine Losungen von (12) gibt. Diskutieren Sie
insbesondere die beiden Félle v — 0 und v — oo. (3 Punkte)

c¢) Berechnen Sie die Zustandsdichte p(F), also die Zahl der Zusténde mit Energien zwischen E und E + dFE, die dem
Kronig-Penney-Potential fiir N Elektronen entspricht.

Hinweis: Beachten Sie, dass sich die Zustdnde durch & nummerieren lassen. Die Zustandsdichte als Funktion von
k ist dann die Konstante L/27 mit L = Na. Eine kurze Uberlegung ergibt dann Ldk/2m = p(E(k))dE, so dass sich
p(E) mit Hilfe der Ableitung dk/dE und (12) berechnen 1a8t. (3 Punkte)

d) Wie verhélt sich die Zustandsdichte p(E) an den Réndern eines Energiebandes? (2 Punkte)



