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Aufgabe 25: Streuphasen beim Yukawa-Potential (8 Punkte)

Wir betrachten die Streuung eines Teilchens an einem schwachen Yukawa-Potential
Ry

V(r)="W e . (1)

a) Zeigen Sie, dass die Streuamplitude in erster Bornscher Niherung mit |k — k/|? = 2k?(1 — cos )
wie folgt lautet:
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(2 Punkte)
b) Fiir ein rotationsinvariantes Potential wie (1) kann f(#) im Rahmen einer Partialwellenent-

wicklung tiber Streuphasen ¢§; ausgedriickt werden:
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f(6) = 2(21 +1) €™ sind; P(cos ). (3)
1=0
Nehmen Sie an, dass (1) schwach ist, so dass ¢; ~ 0 ist und somit ndherungsweise e gin §; &~ &
gilt. Driicken Sie die Streuphasen d; des schwachen Yukawa-Potentials (1) mittels (2) und (3) sowie
der Orthogonalitatsbeziehung der Legendre-Polynome

2

= 5 1 O9nm 4
2n+15’ (4)

1
/ P, (x) Py (z) dz
-1
in den Legendre-Polynomen zweiter Art

Ql(w) _ %/ Pl(:L'/)/ d’ (5)

aus. (2 Punkte)
c) Zeigen Sie, dass die Streuphasen fiir ein attraktiven (repulsives) Potential V' positiv (negativ)
sind und bestimmen Sie desweiteren §; im Limes niedriger Energien, d.h. Sie kénnen ka < 1
annchmen. Erklaren Sie anschaulich, warum die ¢; in diesem Limes schnell mit [ abfallen (“s-
Wellenstreuung”). Hinweis: Die Legendre-Polynome zweiter Art besitzen fir |z| > 1 die asymp-
totische Entwicklung
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(2 Punkte)



|2 iiber die Streu-

d) Wie kann man ganz allgemein den totalen Wirkungsquerschnitt o = [ dQ|f()
phasen ¢; aus (3) ausdriicken? Zeigen Sie explizit, dass das optische Theorem o = 47Im f(0 = 0)/k

dasselbe Resultat liefert. Bestimmen Sie mit dem Resultat aus c¢) die iiber ag = — limg_.o dp/k
definierte Streulange ag des Yukawa-Potentials. (2 Punkte)
Aufgabe 26: Eikonal-Ndherung (11 Punkte)

Die Bornsche Naherung der Streuamplitude setzte voraus, dass das Streupotential V' (x) als Storung
behandelt werden kann. Bezeichnet a die Reichweite und |V| die GroBenordnung des Potentials
innerhalb der Reichweite, so muss also [p(D] < [0 gelten, d.h. es muss |V| < h2/ma? fiir
ka < 1und |V| < h?ka/ma? fiir ka > 1 gelten. In dieser Aufgabe betrachten wir nun die Streuung
im sogenannten semiklassischen Limes der WKB-Néaherung, d.h. V(x) soll auf der Lingenskala
der de Broglie-Wellenlinge nur langsam variieren: |VV|/(E — V) < p/h = \/2m(E —V)/h. In
diesem Falle ist die Wellenfunktion von der Form t(x) = e/®®) mit ®(x) = 3, (h/S0)" @™ (x)
und //Sp < 1.

a) Zeigen Sie durch Einsetzen der angegebenen Wellenfunktion in die Eigenwertgleichung des
Hamilton-Operators H = p2/2m + V(x), dass die klassische Wirkung S = So®(© der Hamilton-
Jakobi-Differentialgleichung (VS)? = p? = 2m(E — V) geniigt. (2 Punkte)
b) Um diese Hamilton-Jakobi-Differentialgleichung zu 16sen, nehmen wir im Falle hoher Energie
R%*k?/2m = E > |V| an, dass die klassische Trajektorie eine gerade Linie ist mit x = b + ze,.

Hierbei ist k = ke,, b bezeichnet den Stoflparameter und b steht senkrecht auf e, geméfl der
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Losen Sie damit die Hamilton-Jakobi-Differentialgleichung und begriinden Sie, warum Sie hierzu als
Integrationskonstante limy _,o S/h = kz wéhlen kénnen. Zeigen Sie unter Beachtung von E > V
weiter, dass die Wellenfunktion die Form der Eikonal-Naherung hat:
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(2 Punkte)
c) Zeigen Sie, dass man mit dieser Wellenfunktion eine Néherung fiir die Streuamplitude bestimmen
kann, die fiir rotationssymmetrische Potentiale wie folgt lautet:
f(6) = —ik/ db b Jo(kbo) [em@ - 1] , A(b) = —%/ dzV(V2+22).  (8)
0 —00
(3 Punkte)



d) Zeigen Sie mit (3), dass die zugehorigen Streuphasen gerade durch ; = A(b = [/k) gegeben
sind. Verwenden Sie hierzu, dass im klassischen Limes die Summe iiber die Drehimpulsquantenzahl
I durch ein Integral ersetzt werden kann: Y ;%) ~ k [;* db. Hinweis: Fiir die Bessel-Funktion gilt
Jo(10) =~ P(cos @) fir Il > 1 und 0 < . (2 Punkte)
e) Wie lauten die Streuphasen §; fir das Gauf-Potential V(r) = Voe /%” und das Yukawa-
Potential (1) in der Eikonal-Naherung? Vergleichen Sie fiir den Hochenergie-Limes beim schwachen
Yukawa-Potential graphisch mit dem Resultat von Aufgabe 25b). (2 Punkte)

Aufgabe 27: Streuung mit ﬂ'bergang zwischen inneren Zustanden (4 Punkte)

Streuendes Teilchen und Streuzentrum, wie z.B. ein Elektron und ein Atom, sollen nun eine innere
Struktur haben. Dann ist die zeitunabhangige Schrodinger-Gleichung fiir die Wellenfunktionen

¥ (x) mit den inneren Zustédnden n von folgender allgemeiner Form:

h2
a) Verallgemeinern Sie fiir diesen Fall die Streuamplituden f, (60, ¢) im Fernfeld:
" eiknr
Un(X) = Onm €7 + , CAIR (10)
Welches Resultat erhalten Sie fiir f,,(6,¢)? (2 Punkte)

b) Betrachten Sie einen ProzeB, bei dem ein Teilchen von k,, nach k,, gestreut wird. Wie lautet in
diesem Fall der Zusammenhang zwischen dem differentiellen Wirkungsquerschnitt (j—g)n . (0,0)
und der Streuamplitude f, (0, ¢)? (2 Punkte)



