Hydrostatik: ruhende Fliissigkeiten

In einer Fliissigkeit sind die Teilchen (Atome, Molekiile) fest aneinander gebunden durch sogenannte
Kohésionskrifte, die Teilchen lassen sich jedoch beliebig aneinander vorbeischieben. Dies fiithrt dazu, dafs
sich das Volumen der Fliissigkeit nur schwer andern laft (Flissigkeiten sind kaum komprimierbar!), die
Form der Fliissigkeit aber beliebig ist (Volumenelastizitit, aber keine Formelastizitét).

Wirkt eine Kraft auf eine bewegliche Gefifiwand (»Stempel«), so wird sie innerhalb der Fliissigkeit
als Druck iibertragen. Der Druck wirkt allseitig und iiberall in der Fliissigkeit; er ist daher nicht eine
Vektorgrofe. Der Druck ist definiert als » Kraft pro Flache«:

wirkende Kraft F

Druck = P=—
e Angriffsflache A

Druckeinheit = N/m? = Pa (Pascal), wobei die auf der Fliche A senkrecht stehende Kraftkomponente
gemeint ist. (Zum Vergleich: der Atmosphéarendruck, der auf der Erdoberfliche aufgrund des Gewichts
der Lufthiille wirkt, betragt etwa 100000 Pa. Man definiert daher eine weitere Druckeinheit, das bar:

1 bar = 10° Pa .

Wir sprechen von einer idealen Fliissigkeit, wenn das Volumen exakt konstant bleibt (keine Kompri-
mierbarkeit) und die Forménderung (z. B. Flieken) ohne Widerstand geschieht (keine Formelastizitit).
Wirkliche Fliissigkeiten (reale Fliissigkeiten) haben diese idealen Eigenschaften nur annéhernd; insbeson-
dere zeigen sie einen Widerstand (Zahigkeit) gegeniiber Forménderungen.

120



Der hydrostatische Druck: Schweredruck
Schweredruck

Der Schweredruck entsteht durch das Gewicht der Fliissigkeit, welche iiber dem Meflpunkt liegt. Er ist
gegeben durch die Gewichtskraft, geteilt durch die Flache des Behélters:

mg  pVg  pgAh
AP(h) = —= = —= == = pgh

wo p die Massendichte der Fliissigkeit bezeichnet. Der Schweredruck steigt also linear mit wachsender
Tiefe in der Fliissigkeit an, bei der Tiefe A hat er den Wert:

P(h) = pgh

Der Stempeldruck

Der Gesamtdruck in einer ruhenden Fliissigkeit, der sogenannte hydrostatische Druck, ist die Summe vom
Stempeldruck Py und Schweredruck P(h):

P =P+ P(h)

Dieser Druck wirkt bei gegebener Tiefe iiberall gleich, er ist nicht richtungsabhingig und hangt auch
nicht von der Form des Behélters ab (»hydrostatisches Paradoxon«).
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Abbildung 0.23. Schweredruck in einer Fliissigkeit der Dichte p
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Taucht ein Objekt in die Fliissigkeit ein, wirkt an seiner unteren Fliche aufgrund des Schweredrucks
ein hoherer Druck, als an der oberen Flache. Dies fiithrt zu einer Nettokraft, die das Objekt anzuheben
versucht: sein Gewicht ist geringer in der Fliissigkeit. Diese Kraft nennt man Auftrieb Fy, sie ist gleich dem
Gewicht der verdrangten Fliissigkeit m,, (Prinzip von ARCHIMEDES, siehe Abb. 0.24 auf der folgenden
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P links P rechts

\P unten ———"

Abbildung 0.24. Druckverhiltnisse um ein Objekt in einer Fliissigkeit; der Druck von unten ist um den Schweredruck der verdréangten
Fliissigkeit grofer als der Druck von oben

—

Fy=my-G=py-G-V

Fres = mK'g_mv'gz(pK_pv>g'V
Der Auftrieb F eines Korpers K ist gleich der Gewichtskraft der von ihm verdrangten Fliissigkeit m,, -
g und von der Gestalt und vom Material des Korpers unabhéngig. Die resultierende Kraft Fj.s, die

entscheidet, ob ein Korper in der Fliissigkeit schwimmt, schwebt oder sinkt, ist die Differenz aus der
Masse des verdriangten Volumens p, - g - V und der Masse des verdrangenden Volumens pg - g - V.
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n.b. In einer nicht-idealen (komprimierbaren) Fliissigkeit bzw. in einem Gas nimmt der Schweredruck
nicht mehr linear mit wachsender Tiefe zu, da sich das Medium zunehmend komprimiert aufgrund des
wachsenden Drucks; die Dichte nimmt damit auch zu. Dies fiihrt bei einer komprimierbaren Fluide (Gas
oder Fliissigkeit) zur barometrischen Héhenformel: Druck und Dichte nehmen exponentiell mit wachsen-
der Tiefe zu. Diese Formel kann als wichtiges Beispiel des thermischen Gleichgewichtes (BOLTZMANN-
Gleichgewicht) angesehen werden (s. Wérmelehre).

Grenz- und Oberflachen

Ein Fliissigkeitsteilchen innerhalb des Volumens der Fliissigkeit erfahrt von allen Richtungen gleiche
Kohasionskrafte, es herrscht ein Kréftegleichgewicht. Bringt man das Teilchen an die Oberfliache, fehlen die
Krifte auf der einen Seite (Tafelbild!), das Gleichgewicht ist gestort. Es kostet also eine Kraftanstrengung,
(bzw. Arbeit W muf geleistet werden), um ein Teilchen an die Oberfliche zu fithren, seine (potentielle)
Energie ist dort grofer. Diese zuséatzliche Energie, geteilt durch die entsprechende Fliache, nennt man die

W J
A m2 )’

Diese spezifische Oberflichenenergie ist eine Eigenschaft der Fliissigkeit (und ggf. auch der gegentiberlie-
genden Materie an der Grenzfliche). Sie kann z. B. durch Aufheben eines Films aus der Fliissigkeit durch
einen Drahtbiigel gemessen werden. Dabei miftt man die notige Arbeit W, um die Fliache des Films um

spezifische Oberflichenenergie ¢:

den Betrag A zu erhohen, bzw. (wahlweise) die dazu nétige Kraft, die man durch die Breite des Biigels
geteilt als Oberflaichenspannung o bezeichnet:



Da die Oberflichenenergie es allgemein energetisch ungiinstig macht, eine freie Flache zu vergrofern,
bildet eine Fliissigkeit sog. » Minimalflichen« (vgl. Seifenblasen).

Abbildung 0.25. Seifenblasen und Oberflichenspannung
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direkte Verbindung ~ 9,05 cm, bei s(AB)=3,2 cm
optimierte Losung (rechts) ~ 8,7 cm
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Falls die Fliissigkeit an der Grenzfliche in Kontakt mit einer anderen Materie tritt, kommt es auf die
relative Starke der Kohésionskrafte zwischen den eigenen Fliissigkeitsteilchen und den Adhéasionskraften
zwischen Fliissigkeit und angrenzender Materie an. Falls letztere starker sind, spricht man von einer
»benetzenden Fliissigkeit« 0 < ¢ < 90; ein Tropfen breitet sich moglichst aus. Anderenfalls bleibt der
Tropfen moglichst geschlossen (nicht-benetzende Fliissigkeit 90 > ¢ > 180).

Tropfen auf einer Glasoberflache

Quecksilber

\Glaa)

0°< ¢ < 90° 90° < ¢ < 180°

benetzende Flussigkeit nicht benetzende Flussigkeit
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Dies erklart auch die Kapillarwirkung bei einer Fliissigkeit in einem engen Rohr:

2r

0

Abbildung 0.27. Die Steigh6he einer Fliissigkeit in einem Kapillarrohr (relativ zur Hohe der Fliissigkeit auferhalb des Rohrs) kann durch
eine einfache Uberlegung aus der spezifischen Grenzflichenenergie berechnet werden.

Fliissigkeit um die Hohe h im Rohr ist gegeben durch AE, . = mgh = pVgh = pgnr?h? .

Die Energieerhéhung AFE,, durch das Anheben der
Der Energiegewinn durch die Oberflichenenergie ist

AEqs = €Akontakt = €2nrh. Aus der Energiebilanz AE, = AFEys erhalten wir: pgrh = 2¢ oder h = 2¢/pgr oder h = 20 /pgr. Vgl. Skizze,

oben.

128



benetzende Flissigkeit

Q '
\% r'cose =r
P

Adhasion

/ h

5

o

p,: Luftdruck
p,: Kohasionsdruck p, =(2ccoso) / r

p: Schweredruck p;=p g h .
. Am Punkt B wirkt der Druck p(B)=p, =p,-p, +p
. Oberflachenspannung L PPk Ps

Aus der Druckberechnung am Ort B ergibt sich fiir die kapillare Steighche h:

I 20 cos @
27“09
=22 furep =20
rpg
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Hydrodynamik: bewegte Fliissigkeiten
Volumenstrom, Kontinuitit

Wir betrachten eine stationire Stromung, d.h. die Geschwindigkeit der Stromung an einem gegebenen
Punkt bleibt konstant im Laufe der Zeit. Aufserdem betrachten wir zunachst die Stromung einer idealen
Fliissigkeit, die nicht komprimierbar ist und ohne Widerstand flieft.

Eine wichtige Grofke, um die Stromung zu charakterisieren, ist die Volumenstromstarke Iy:

AV m*
VAL s /-

Bei der idealen Stromung ist das Geschwindigkeitsprofil in einem Rohr gleichméfig, es bildet eine Ebene
senkrecht zur Stromungsrichtung. Bei einem Rohr vom Querschnitt A ist das Volumen, welches in der
Zeit At durch die Querschnittsfliche mit Geschwindigkeit v fliekt, gegeben durch

AV = AvAt,

d. h. die Stromstarke ist
]\/ = Av .

Da die Fliissigkeit inkompressibel ist und auch im Laufe der Stromung nicht erzeugt oder vernichtet
wird, gilt eine Kontinuitdtsbedingung: Das Volumen AV, das in einer gegeben Zeit durch eine gegebene
Querschnittsflache im Rohr fliekst, muf iiberall gleich sein — es kann z. B. nicht mehr Fliissigkeit in das Rohr
hineinflieflen, als am anderen Ende in der gleichen Zeit herausflieft. M. a. W. ist die Volumenstromstérke

iiberall gleich. Andert sich die Querschnittsfliche cllg% Rohrs, so muf sich die Stromungsgeschwindigkeit



v entsprechend dndern, um [y konstant zu halten:

U1 A2
Aivy = As g oder — = —
U2 Ay

Wo der Querschnitt enger wird, muf die Flissigkeit schneller flieken (sieche Abb. 0.28).

Geschwindigkeit v, Geschwindigkeit v,
Fldache A4 / Fldache A,

.1

Abbildung 0.28.

. /
—

-
_— e — ——
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Druck in der Stromung

In der stromenden Fliissigkeit herrscht an jeder Stelle ein Druck, nun aber heikt er hydrodynamischer
Druck. Er besteht nicht nur aus Stempeldruck und Schweredruck, wie in der ruhenden Fliissigkeit, sondern
enthilt auch einen weiteren Betrag, der durch die Strémung (kinetische Energie!) zustandekommt. Wir
betrachten die Energie eines Probevolumens AV an zwei verschiedenen Stellen (1 und 2) innerhalb einer
stromenden Fliissigkeit in einem Rohr. Das Rohr soll eine Querschnittsfliche A; an Stelle 1 und A, an
Stelle 2 haben. Die Arbeit, die zur Bewegung des Volumens um eine Strecke As; bzw. Asy an den Stellen

Geschwindigkeit v, -
Volumen AV Geschwindigkeit v,
/ Fléiche A; /

Fldche A
IS :
—> >

Volumen AV

Abbildung 0.29.

1 bzw. 2 geleistet werden muf, ist:

AW = F1A81 - FQASQ
P1A1A81 — PQAQASQ
= PIAV = PAV = (P — P)AV



Die Energiedifferenz, die durch diese Verschiebung entsteht, ist;
1
AE =mg(hy — hy) + 5 (U% — v%)
Setzen wir die geleistete Arbeit gleich die resultierende Energiedifferenz (Energieerhaltung!), so erhalten

WIT':
m

(P1 — P)AV =m|g (hy — hy)] + B} [(vg - U%)}

oder, mit m = pAV (p = Massendichte), nach Umordnung:
[Pl + pghy + gvﬂ AV = |:P2 + pgho + gvg} AV .

Dies heift, die Gréke [P + pgh + 8v?] ist iiberall konstant (wir knnen die willkiirlich gewéhlten Stellen
1 und 2 weglassen):

[P + pgh + gvﬂ = konst.

Diese Gleichung nennt man den Satz von BERNOULLI. Er driickt die Energieerhaltung bei der Stromung
aus, und gilt streng nur fiir die stationéare, ideale Stromung. Er besagt:

Der Druck einer stromenden Fliissigkeit nimmt ab, wenn sie schneller
und/oder aufwérts stromt und umgekehrt.

Die drei Terme in der BERNOULLI-Gleichung sind Stempeldruck, Schweredruck sowie der Druck, der
durch die Stromung selbst zustandekommt (p/2v?); dieser wird Staudruck genannt. Eine andere Formu-
lierung des BERNOULLI-Satzes ware daher:

idealen, stationar stromenden Fliissigkeit ist konstant.
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Die reale Stromung

Reale Fliissigkeiten haben eine Zahigkeit oder Viskositit; sie lassen sich nicht beliebig leicht verformen
und leisten deshalb einen Widerstand gegen die Stromung. Dies nennt man auch »innere Reibung«. Der
einfachste Fall ist die Bewegung einer Platte der Flache A parallel zu einer Gefédfwand in einer Fliissigkeit,
mit Abstand d zur Wand und konstanter Geschwindigkeit v.

E
Fldche A —_—>
LY T T T T T 7] gy \[

Platte A

El

|

d
Wand __ ,—— l

Abbildung 0.30.

&1}1 I

Das Geschwindigkeitsprofil ist linear (siehe Abb. 0.30, dort geneigte, gestrichelte Linie), die Fliissigkeit
bewegt sich am schnellsten neben der bewegten Platte und am langsamsten neben der Wand. Um die
Bewegung aufrecht zu erhalten, muk eine Kraft F' auf die Platte in Richtung seiner Geschwindigkeit v

1

w
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stdndig wirken, welche die innere Reibung iiberwindet:

v
d )
wobei 7 eine Materialkonstante der (realen) Fliissigkeit, ihre Viskositdt, angibt. Die innere Reibung setzt
Bewegungsenergie in Warme um. Die Viskositat von Fliissigkeiten nimmt i. a. mit steigender Temperatur
ab (bei Gasen umgekehrt!).

In einem runden Rohr (Radius r, Lénge [) ist das Geschwindigkeitsprofil parabelférmig (héchste Ge-
schwindigkeit in der Mitte). Fiir die Volumenstromstérke gilt das Hagen-Poiseuille’sche Gesetz:

=) () 25

wobei die Material- und geometrischen Groken zum Stromungswiderstand Rg zusammengefalst werden

konnen: AP . l
Ly = — it Rq=1[— — .
=m om m=(2) (5)

Die erste Gleichung definiert den allgemeinen Stromungswiderstand Rg (“Ohm’sches Gesetz” fiir die
Stromng). Eine weitere Anwendung der Viskositédt ist das Stokes’sche Gesetz fiir die Bewegung eines
kugelférmigen Korpers (Radius r) innerhalb einer ruhenden Fliissigkeit:

F=nA

Fg=—-6mnrv.
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Zusammenfassung, Stromung

Wichtig fiir die Stromungslehre sind einige Grundbegriffe:
AV dV

Volumenstromstarke Iy = — bzw.—, wobei Iy =Av.

At dt
(A = Querschnittsfliche der Stromung, v = Stromungsgeschwindigkeit).

Kontinuitatsgleichung: bei der stationidren Stromung ist Iy iiberall gleich, d.h. Av = konst. Vergro-
kerung der Querschnittsflache erniedrigt die Geschwindigkeit und umgekehrt.
Bernoulli-Gleichung (Energieerhaltung)

P + pgh + gUQ = konst.

Das gilt fiir eine ideale Stromung; bei realer Stromung ist die Summe von Stempel-, Schwere-und Stau-
druck zeitabhéngig und gegeben durch einen »Reibungsdruck« Pg(t).
Reale Stromung einer Fliissigkeit der Viskositdt n in einem runden Rohr (Hagen-Poiseuille’sches Ge-

=) (5) 2

oder allgemein: Iy = AP/Rg mit Ry = Stromungswiderstand.

setz):

Der Blutkreislauf

136



Einige Zahlenwerte zum Blutkreislauf
e Bigenschaften des Bluts: p ~ 1,06 g/cm?®, n~2,1-1073Pa s
e Driicke

— systolischer Druck = 16,0 kPa (Aorta, Herzklappe offen)
— diastolischer Druck = 10,7 kPa (Aorta, Herzklappe zu)

— rechter Kammerdruck = 2,7 kPa (Lungenarterie)

e Umsatz A V ~ 70 cm?®/Herzschlag, Iy &~ 70 cm?/s (Pulsrate ~ 1 Hz), d.h. Iy &~ 7-107° m?/s oder
ca. 4,2 1/min.

(Volumen)arbeit des Herzens AV P = 1,3 J/Schlag, Leistung Py ~ 1,3 W

e Tagesarbeit &~ 130 kJ, entspricht etwa 1,5% des metabolischen Grundumsatzes (ca. 8000 kJ pro
Tag).

Stromungswiderstand und -geschwindigkeit fiir den gesamten Kreislauf: aus AP =~ 13,0 kPa,
Iy ~7-107° m3/s sowie Rg = AP/Iy ergibt sich:
Pa - s

Rs~19-10° —
m
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In der Aorta: Rg = 81n/nr* (HAGEN-POISEUILLE) ~ 3,7 - 10*Pa - s/m?; damit ist
APprgta = Iv - Rs =~ 2,6 Pa (sehr klein!)

und

AV m
—~ 0,13 —
A g

v =

(Aorta, mit r = 1,3 cm, [ = 0,2 m).

Blutdruckmessung

Aufgrund des geringen Druckabfalls in der Aorta und anderen groken Arterien ist es zuldssig, den Blut-
druck in der Armarterie zu messen. Der Manschettendruck (gemessen z.B. mit einem Fliissigkeitsmano-
meter) wird erhoht, bis keine Stromungsgerdusche in der Armbeuge zu horen sind (Manschettendruck
gleich systolischer Druck, Arterie zusammengeprefst). Langsames Senken des Manschettendrucks fithrt zu
horbaren Stofgerduschen (Herzschlidge), die beim Erreichen des diastolischen Drucks in kontinuierliche
Gerdusche iibergehen. Typische Werte: 16,0/10,7 kPa (entspricht 120/80 mm Hg — alte Einheit!)

Schweredruck im Blutkreislauf: aus der Dichte p sowie den Hohendifferenzen (typ. Herz-Fufs ~ 1,3 m,
Herz-Kopf ~ 0,4 m) erhalten wir fiir den Schweredruck pgh beim stehenden Menschen:

AP Herz — Fuss =~ 13,5 kPa
AP Herz — Kopf ~ 4,2 kPa

d. h. der Gesamtdruck ist etwa

13,0+ 13,5 = 26,5 kPa in den Fiilen, und
13,0 —4,2 = 88 kP{%g im Gehirn .



