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Statistische Schwankungen

Physikalische Vorgédnge verlaufen aufgrund der ge-
quantelten Natur der Systeme stochastisch. Determinis-
tisch werden Vorgange in Strenge fir den Grenzfall
unendlich vieler oder praktisch bei einer groRen Anzahl
elementarer Beitrdge; so dass die zu erwartenden
Schwankungen gegen Null gehen. Dies ist die Situation
der makroskopischen Physik, deren Aussagen sich z.B.
auf "unendlich" viele Teilchen eines Gasvolumens oder
auf "unendlich" viele schwingenden Ladungen einer
strahlenden Antenne beziehen.

Fir die Wertauspragungen von Systemen, die durch
endlich viele oder eine vergleichsweise kleine Anzahl
atomarer Systeme bestimmt wird, gib es keine streng
deterministische Vorhersage; und die Ergebnisse zei-
gen (statistische) Schwankungen mit einer Verteilung
der Werte.

Ist analog nicht die Zahl der mitwirkenden mikroskopi-
schen Systeme, sondern die Zahl der Beobachtungen
unendlich, so gibt es wieder eine strenge Vorhersage,
jedoch nur fir die Parameter der Verteilung, wie z.B.
den Mittelwert oder die Standardabweichung (Schwan-
kungsbreite).

Zuséatzlich treten die Schwankungen experimentell nur
in Erscheinung, wenn sie aus der Empfindlichkeit der
MeRapparatur herausragen. Eine reale Mefreihe liefert
dann eine Naherung der erwarteten Verteilungsfunktion.

Klassische Beispiele auch aus dem Bereich des Grund-
praktikums sind die Zerfalle angeregter atomarer oder
Kernzustande, der radioaktive Zerfall oder die sto-
chastische Wechselwirkung eines Teilchen- oder Strah-
lungsstroms mit Materie.

Typisch ist dabei die Betrachtung einer begrenzten
Beobachtung, d.h. einer begrenzten Beobachtungszeit
oder einer begrenzten Wechselwirkungsstrecke, fiir den
dann der stochastische Prozess durch zeit- oder lan-
genbezogene Wahrscheinlichkeiten beschrieben wer-
den kann (Ubergangswahrscheinlichkeit, StoRwahr-
scheinlichkeit).

Mathematisch-statistisch  stellt dies ein Bernoulli-
Experiment mit zweiwertigem Ausgang dar: Zerfall/Stof3
oder nicht, JA oder NEIN, 0 oder 1, SCHWARZ oder
WEISS, ADLER oder ZAHL. In diesem Skript sollen
Verteilungsfunktionen entwickelt werden, die sich im
Zusammenhang mit derartigen Bernoulli-Experimenten
ergeben.

Dabei gibt es zwei Fragestellungen. Einmal die Frage
nach der Verteilung der Ergebnisse innerhalb einer
solchen Beobachtung. Zum anderen die Entwicklung
eines endlichen Ensembles aufgrund solcher Prozesse.

Entwicklung

Beobachtungen

Verteilung

Exponentialentwicklung

Zunachst soll eine zeitliche Entwicklung am Beispiel
des radioaktiven Zerfalls betrachtet werden (Versuch
RADIOAKTIVER ZERFALL). Wenn die zeitbezogene
Zerfallswahrscheinlichkeit  (Ubergangswahrscheinlich-
keit) eines Kerns 2 ist, so ergibt sich als mittlere Zahl
der Zerfalle eines Ensembles von n radioaktiven Kernen
in einem Beobachtungszeitraum At:

@) Nn=pn=AAtn

Hinsichtlich einer endlichen Menge von Kernen stellt N
eine Abnahme dar. Naherungsweise soll die Menge als
grof3 betrachtet, und n als kontinuierliche Variable auf-
gefasst werden. Dann ergibt sich aus (1) eine Differen-
tialgleichung fiir die zeitliche Entwicklung des En-
sembles:

(2) dn=-Andt
mit der Lésung
(3) n=ny,e*

Dies ist das Zeitgesetz des radioaktiven Zerfalls, wobei
man ein genau entsprechendes Ergebnis fir den Fall
eines Absorptionsgesetzes von Strahlung durch Materie
erhalt, wenn man modellmaRig stochastisch verteilte

Strahlungsquanten und StoRpartner und "singulare"
StoRprozesse annimmt, bei denen ein Strahlungsquant
endglltig aus dem Strahlungsstrom entfernt wird.

Binomialverteilung

Wahrend im vorgehenden Fall die Anzahl der Ereignis-
se bei einer Beobachtung "integral" durch den Mittel-
wert beschrieben wurde, soll jetzt "differentiell" nach der
Verteilung dieser Anzahl gefragt werden. Zur Verallge-
meinerung wird die Zerfallswahrscheinlichkeit fir einen
Beobachtungszeitraum A At als p geschrieben, so dass
die Wahrscheinlichkeit des Komplementarereignisses
(1-p) ist. Bei N "Durchfihrungen" des Einzelexperi-
ments (bei N Kernen) folgt aus dem Multiplikationsge-
setz fir statistisch unabhangige Ereignisse als Wahr-
scheinlichkeit, daf® in n bestimmten Fallen das Ereignis
(der Zerfall) eintritt, und in den Ubrigen (N-n) Fallen
nicht:

4) p" (1-p)N "

Jedoch interessiert im allgemeinen nicht, in welchen
bestimmten Fallen das Ergebnis eintritt, sondern nur
deren Gesamtzahl. Der Wert (4) ist dann mit der Zahl
der Moglichkeiten zu multiplizieren, aus den N Experi-
menten n auszuwahlen, in denen das Ereignis eintritt.
Diese Zahl ist durch einen Binomialkoeffizient gegeben:

o [

Als gesuchte Verteilung erhalt man die Binomialvertei-
lung:

®) B‘”’:ﬁ!_n) p" (1-p)*"

Die diskrete Zufallsvariable n beschreibt die tatsachlich
moglichen Ergebnisse, und die Verteilung (6) direkt
deren Wahrscheinlichkeitswerte (z.B. fur die Anzahlen
von Kernzerféllen in einem Beobachtungsintervall).

Die Binomialverteilung entspricht dem Normierungsaxi-
om fir Wahrscheinlichkeiten. Die Summation Uber alle
moglichen Ereignisse, d.h. Gber alle n, stellt gerade die
binomische Potenz mit p und (1-p) als Nomen dar:
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N

iB(“):%(':jp"( —p)" " =[p+(1-p)] =1 =1

Verteilungsparameter

Die Werte eines Verteilungsmodells, oder die Daten
einer beobachteten oder erhobenen Verteilung, stellen
die umfassende, aber umfangreiche und damit unbe-
queme Information einer Verteilung dar. Es sind daher
statistische MafRzahlen fur Verteilungen definiert, mit
denen die wichtigen Eigenschaften quantitativ reprasen-
tiert werden kdnnen.

(8) Diskrete Verteilung Verteilungsfunktion
F(xi) p(X)
Lage- Mittelwert Erwartungswert
maf -
X =% F(x) u = [xp(x)dx
Mittlere quadratische Vari
Streu Abweichung arlanz
maf , Y o? = [(x—u)? p(x)dx
S :Z(Xi —X) F(x)

Die Bildung der quadratischen Abweichungen als
Streumal’ bericksichtigt die unterschiedlichen Vorzei-
chen der Abweichungen (die mittlere Abweichung selbst
wiirde bei einer symmetrischen Verteilung verschwin-
den). Die Standardabweichung ist die Wurzel aus der
mittleren quadratischen Abweichung bzw. der Varianz,
die damit in die Ursprungsdimension der Verteilungsva-
riablen zurtickkehrt.

Die Berechnung von Mittelwert und Varianz der Binomi-
alverteilung ist auf direktem Weg algebraisch aufwen-
dig, aber einfach unter Anwendung der (plausiblen)
Summenregeln fir die MalRzahlen:

©)

(X +yi):X_i+; und Sz(xi +yi):52(xi)+52(yi)

Die zweiwertige Bernoulli-Verteilung als Grenzfall der
Binomialverteilung mit n = 1 hat die Werte n = 0 mit der
Wahrscheinlichkeit (1-p) und n = 1 mit der Wahrschein-

lichkeit p. Als Mittelwert und Varianz folgen damit nach
den Definitionen (8):

n=0(1-p)+1p=p und
s?=(0-p)* (1-p)+(1-p)* p=(1-p) p

Und daraus mit (9) sofort fir die Binomialverteilung mit
N Ereignissen:

(10) n=pN und s?2=(1-p)pN=(1-p)n

Poisson-Verteilung

Die Bernoulli-Verteilung ist praktisch unhandlich wegen
der Binomialkoeffizienten, die schnell sehr grolRe Werte
annehmen. Fur "seltene" Ereignisse mit kleinen Mittel-
werten und kleiner Wahrscheinlichkeit, die haufig vor-
liegen, und fur Werte in der Umgebung des Mittelwerts
laRt sich eine bequemere Naherungsverteilung entwi-
ckeln. Die Annahmen bedeuten:

(11) n,n<<N und p<<1

Aus dem Binomialkoeffizienten wird (N-n)! herausge-
kirzt und die verbleibenden Faktoren im Zahler von (N-
n+1) bis N ndherungsweise gleich N gesetzt:

N! _
(12) ~N" und N"p"=n"

(N-n)

Die Potenz (1-p)N'n wird als Exponentialterm geschrie-
ben, und der bendétigte Logarithmus in der Umgebung
von 1 linear genahert:

(13) (1-pM™"= en(-pN" _ o (N-n)in(1-p) o -PN _ o-70
wegen
(14) In(1-p)=-p.

Die Bernoulli-Verteilung geht damit in die Poisson-
Verteilung Uber, die nur noch durch den einen Paramer
n bestimmt wird:

n" 5
(15) P(n) = We

Auch die Poisson-Verteilung ist normiert:

© o An _
(16) SP()=1 wegen Y —e”
n=0 n=0 n!

Dabei wird der Gliltigkeitsbereich von (15) abweichend
von der Ausgangseinschrankung fiir n — o angenom-
men, was wegen des starken Abfalls der Funktion P(n)
zu groRen Werten hin berechtigt ist. Fur den Mittelwert
berechnet sich analog zu ():

(17) SnP(n)=h
n=0

Die folgende Abbildung zeigt eine Poisson-Verteilung
fur n =38.
P(n)
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Die Poisson-Verteilung ist unsymmetrisch. Mit wach-
sendem n geht sie aber in eine Verteilung Uber, die in

der Umgebung von n symmetrisch zu diesem Wert
wird.

Gaul3-Verteilung

Die Bernoulli- und die Poisson-Verteilung sind diskrete
Verteilungen, wobei es in vielen Fallen praktisch vorteil-
haft ist, mit einer kontinuierlichen Verteilungsfunktion
arbeiten zu kdnnen.

Zur Entwicklung einer Funktion aus der Poisson-
Verteilung soll die Forderung (11) dadurch erganzt
werden, dass der Mittelwert zwar klein gegen N, aber
dennoch grof gegen 1 sein soll:

(18) n>>1
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nd die Uberlegungen auf eine Umgebung von n be-
schrankt werden, so dass:

(19) In-n|<<n

Der Ubergang zu einer kontinuierlichen Verteilungsfunk-
tion geschieht durch Aufstellung eines Differenzenguo-
tienten fir die diskrete Poisson-Verteilung, die mit den
Naherungsannahmen als Differentialgleichung aufge-
fasst werden kann:

(20) %=P(n)—P(ﬂ—1)=—n%ﬁP(n)

Der rechte Ausdruck in (20) stellt wegen der Vorausset-
zung (18) eine mit n nur langsam variierende Groflie
dar, so dass n dann als kontinuierliche Variable aufge-
fasst (und deshalb jetzt mit x bezeichnet wird), und (20)
als Differentialgleichung einer Verteilungsfunktion G(n)
interpretiert werden kann:

dG(x)  x-X
dx X

1) G(x)

Sie hat die Losung:

)2

x|

(x-

(22) G(x)=C e 2

x|

Das ist die Gaul3- oder Normalverteilung. Die Integrati-
onskonstante wird so bestimmt, dal® die Funktion wie-
der normiert ist. Mit dem Integral:

(23) [e Cdt=+r folgt C= 1
w0 2n X

(24) G(n)= ! e%[%]

Durch den Ubergang von einer diskreten zu einer konti-
nuierlichen Zufallsvariablen werden die einzelnen (x-)
Werte infinitesimal, und deren Wahrscheinlichkeiten
gehen gegen Null. Tatsachliche Ereignisse werden jetzt
durch Intervalle der Zufallsvariablen gebildet (mit einem
durch die Breite bestimmten "Volumen"), deren Wahr-
scheinlichkeit dann durch die Flache der Verteilung
Uber dem Intervall beschrieben wird. Die Funktion (24)

stellt die Wahrscheinlichkeitsdichte der Zufallsvariablen
dar.

Allgemeine Normalverteilung

Die Form (24) ist eine spezielle Normalverteilung mit
nur einem Parameter, wobei X Erwartungswert (in
trivialer Weise wegen der Symmetrie der Verteilung)
und Varianz gleichzeitig ist. Die allgemeine Form der
Normalverteilung mit unabhangigen Werten von Erwar-
tungswert p und Varianz o’ lautet:

(25) N(x) = — e%[%]

c2n

In der folgenden Abbildung sind zwei Normalverteilun-
gen zum gleichen Erwartungswert (n = 5,0), aber unter-
schiedlichen Varianzen bzw. Standardabweichungen
dargestellt (6 =0,5und S = 1,5).
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