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Übungsblatt 5
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1. Phasenräume [a1 + b2 + c1 + d1 + e1 + f2 + g1 + h2 + i1 + j2 + k1 = 15 Punkte]

Der Phasenraum bietet die Möglichkeit, komplexe Dynamiken auf eine einfache Art
und Weise zu visualisieren, ohne dass dafür die vollständige Bewegungsgleichung gelöst
werden muss. Zudem wird die Idee das Phasenraumes zentral sein für den Hamilton-
formalismus, den wir später in der Vorlesung kennen lernen werden.

In dieser Aufgabe wollen wir uns näher mit dem Phasenraum vertraut machen, ver-
schiedene Bewegungen visualisieren und einige wichtige Eigenschaften des Phasenrau-
mes herleiten. Zur Erinnerung: Der Phasenraum eines n-Teilchensystems im dreidi-
mensionalen Raum ist gegeben durch den Vektorraum R6n und ein Element in diesem
Phasenraum ist ein Vektor (xT
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T
n ,p

T
1 , . . . ,p

T
n )T , wobei xi,pi ∈ R3 für i = 1, . . . , n

die Orts- und Impulsvektoren der n Teilchen sind.

Begnügen wir uns zunächst einmal mit einem einzigen Teilchen in einer Dimension.
Dieses Teilchen habe eine Masse m und mit einer Feder mit Federkonstante k mit
einer festen Wand verbunden. Die Bewegung sei reibungsfrei. Die Auslenkung aus der
Gleichgewichtsposition bezeichnen wir mit x und den Impuls des Teilchens mit p.

a) Was ist die Gesamtenergie des Teilchens als Funktion von x und p? Ist dies eine
Erhaltungsgröße?

Verschiedene Gesamtenergien E definieren nun Orbiten im Phasenraum, auf denen das
Teilchen sich bewegen kann.

b) Skizzieren sie diese Orbiten im Phasenraum für verschiedene Werte von E = 0, 1, 4
unter der Annahme, dass k = 1 und m = 2 gilt.

Nun wollen wir die Bewegungsrichtung und -geschwindigkeit auf diesen Orbiten be-
rechnen. Diese können wir als Tangentialvektoren an den Orbiten visualisieren.

c) Stellen Sie dazu die Bewegungsgleichung des Phasenraumvektors (x, p)T auf und
geben Sie das resultierende Geschwindigkeitsfeld f(x, p) ∈ R2 an.

d) Zeichnen Sie die Geschwindigkeitsvektoren an den Punkten der Orbiten, für die
entweder x = 0 oder p = 0 gilt, in die Skizze aus Aufgabe 1b ein.

Wir bezeichnen Punkte im Phasenraum, für die f(x, p) = (0, 0)T gilt, als Fixpunkte
der Bewegung.

e) Welche Fixpunkte hat die Bewegung des Pendels?

Die Annahme, dass das Teilchen sich reibungsfrei bewegt, ist natürlich eine starke
Idealisierung. In der Realität wirkt zusätzlich zur Rückstellkraft der Feder noch eine
Reibungskraft die Proportional zur Geschwindikgeit des Teilchens mit Proportiona-
litätskonstante µ wirkt. Allgemein können wir die Bewegungsgleichung eines Teilchens
also schreiben als

mẍ = F (x, p).

und in diesem Fall ist F (x, p) = −kx − ηẋ. Die Bewegungsgleichung ist nun deut-
lich komplizierter geworden. Mithilfe des Phasenraums können wir trotzdem auf ei-
ne einfache Art und Weise die Bewegungsform visualisieren. Dazu eliminieren wir die
Abhängigkeit von der Zeit.
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f) Zeigen Sie, dass die ‘Steigung’ der Orbiten für p 6= 0 durch die folgende Relation
gegeben ist

dp

dx
=
mF (x, p)

p
,

Allgemein können wir diese Relation nun dazu verwenden, sogenannte Isoklinen zu
bestimmen. Isoklinen sind Punkteschare im Phasenraum mit konstanter Steigung, also
alle Punkte (x′, p′) an denen die dp/dx = α für eine Konstante α.

g) Berechnen Sie die Isoklinen des gedämpften harmonischen Oszillators, den wir hier
betrachten?

h) Skizzieren Sie die Isoklinen für α = −2,−1, 0, 1,∞ und verwenden Sie diese, um
die Orbiten der Bewegung zu skizzieren. Wir setzen k = m = η = 1.

Hinweis: Dazu ist es hilfreich, die Steigung auf den Isoklinen zu visualisieren.

i) Ist die Energie des Teilchens nun noch erhalten? Warum?

In der Vorlesung haben Sie das effektive Potential des Zweikörperproblems im Zentral-
potential V kennen gelernt als

Ueff(r) =
l2

2µr2
+ V (r).

j) Skizzieren Sie die Orbiten eines Teilchens im Zentralpotential V (r) = −ξre−r für
Energien −10,−2,−1, 0, 1 und zeichnen Sie die Isoklinen ein. Wir setzen m = 1
und ξ = 10.

k) Welche Formen der Bewegung treten auf?

2. Koordinatentransformationen [1+1+3+1+1+1=8 Punkte]

Abbildung 1: Volumen in 2D.

In dieser Aufgabe wollen wir integration in nicht-euklidischen Koordunaten betrachten.
Betrachen wir dazu erst die Fläche in Abb. 1 links. Das Volumen der Fläche ∆A ist
gegeben durch

∆A = ∆x∆y.

Wollen wir nun ähnliche Volumina in Polarkoordinaten mit

x = r cos(ϕ), y = r sin(ϕ)
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berechnen, siehe Abb. 1 rechts, hängt das Volumen der indizierten Fläche jedoch vom
parameter r ab (je größer r ist, desto größer das ∆A für fixe ∆φ,∆r). Also haben wir
explizit

∆x∆y 6= ∆φ∆r,

beziehungsweise für das differentielle Volumen

dV = dxdy 6= dφdr.

Für eine allgemeine (differenzierbare) Funktion zweier Variablen f(p, q) und kleine
∆p,∆q gilt per Taylorentwickling (in 2D)

∆f(p, q) =
∂f(p, q)

∂p
∆p+

∂f(p, q)

∂q
∆q,

wobei die notation ∂f(x,y)
∂x

indiziert, dass die partielle Ableitung der Funktion f nach x
im Punkt (x, y) ausgewertet wird.

a) Betrachten Sie in Polarkoordinaten x = x(r, ϕ), y = y(r, ϕ) und leiten sie ∆x,∆y
als Ausdrücke über ∆r,∆ϕ her.

b) Wie lautet das Volumendifferential ∆A in Polarkoordinaten? Da die Variation in
den einzelnen Koordinaten später infinitesimal sein soll, vernachlässigen Sie dabei
Terme der Form (∆xi)

2. Im Grenzwertprozess ∆f → 0 schreiben wir stattdessen
df . Wie lautet das Volumendifferential dA in Polarkoordinaten?

c) Berechnen Sie das Integral

I =

∫ ∞
−∞

e−x
2

dx.

Berechnen Sie dazu zuerst I2.

Allgemein kann das Volumen eines (Hyper-)Spates, welches in einem k−dimensionalen
Vektorraum über die Vektoren v1, ..,vk aufgespannt wird über die Determinante aus-
gedrückt werden

V = |det(v1, ...,vk)| = |det(M)|,

wo M eine Matrix mit elementen (M)ij = (vj)i ist. Für das Volumenelement, welches
über die Vektoren {∆xi = êi∆xi} ( in dieser Aufgabe arbeiten wir ohne Einsteinsche
Summenkonvention) aufgespannt wird , gilt also

∆V = |det(∆x1, ...,∆xk)| = det(M
x
) =

k∏
i=1

∆xi,

wo wir den euklidischen Hyperspat über die Matrix M
x

: (M
x
)ij = δij∆xj definie-

ren. Im Grenzwert erhalten wir damit das Differential dV = dx1dx2...dxk. Führen wir
nun eine Koordinatentransformation durch, sodass xi = xi(y) und betrachten wir den
Hyperspat, der durch {∆yi} ausgehend von y aufgespannt wird. Hier haben wir

Mij =
∂xi(y)

∂yj
∆yj

=
∑
k

∂xi(y)

∂yk
δkj∆yk

=
∑
k

JikM
y

jk = (JM
y
)ij.
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Somit können wir das Volumenelement ausdrücken als

∆V = |det(M)| = |det(JMy
)| = |det(J)||det(My

)| = |det(J)|
k∏

i=1

∆yi.

Im Grenzwert gilt dann analog zu oben

dV = dx1...dxk = |det(J)|dy1...dyk,

mit der Jacobi Matrix J : Jij = ∂xi(y)
∂yj

. Der Term |det(J)| wird Funktionaldeterminante
genannt.

d) Berechnen Sie Jacobimatrix und Funktionaldeterminante für die Koordinaten-
transformation in Polarkoordinaten x = x(r, ϕ), y = y(r, ϕ).

e) Berechnen Sie Jacobimatrix und Funktionaldeterminante für die Koordinaten-
transformation in Kugelkoordinaten.

f) Berechnen Sie das Volumen einer Kugel mit Radius R.
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