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1. Perle auf Stab [2 + 6 + 1 + 2 + 4 = 15 Punkte]

Wir betrachten eine Perle, idealisiert als Massenpunkt der Masse m, die reibungsfrei
auf einem Draht gleitet, der mit konstanter Winkelgeschwindigkeit ω und konstantem
Neigungswinkel θ um eine Achse rotiert. Die Perle ist außerdem der Gravitationskraft
F = −mgez ausgesetzt, die entlang der Rotationsachse wirkt.

In dieser Aufgabe wollen wir die Bewegung der Perle unter den gegebenen Zwangsbe-
dingungen analysieren. Dazu eigenen sich natürlich Kugelkoordinaten.

a) Geben Sie die Zwangsbedingungen Sj(r, t) für die Bewegung der Perle an.

In der Vorlesung haben Sie gelernt, dass sogenannte Zwangskräfte λj∇Sj mit Lagrange
Multiplikatoren λj ∈ R die Bedingungen Sj in der Bewegung erzwingen.

b) Stellen Sie die Lagrangegleichungen 1. Art auf und bestimmen Sie die wirkenden
Zwangskräfte in Abhängigkeit von ϑ, ω, r, ṙ.

Hinweis: Die Beschleunigung in Kugelkoordinaten (r, ϕ, ϑ) ist gegeben als

r̈ = (r̈ − rϑ̇2 − r sin2(ϑ)ϕ̇2)er + (2ṙϑ̇+ rϑ̈− r sin(ϑ) cos(ϑ)ϕ̇2)eϑ

+ ((rϕ̈ + 2ṙϕ̇) sin(ϑ) + 2rϕ̇ϑ̇ cos(ϑ))eϕ

c) Wie interpretieren Sie die Zwangskräfte.

d) Bei welchem Abstand r wirkt entlang des Drahtes keine Kraft auf die Perle?

e) Lösen Sie die Bewegungsgleichung für die Anfangswerte r(t = 0) = r0, ṙ(t = 0) =
0. Hinweis: Machen Sie sich dabei zunutze, dass Sie in der Aufgabe d) schon eine
spezielle Lösung gefunden haben.
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2. Verbundene Massen mit planarer Zwangsbedingung [4 + 2 + 3 + 2 + 4 = 15
Punkte]

Zwei Massen m1 und m2 sind durch einen Faden der Länge L verbunden, der durch ein
Loch in einer horizontalen Fläche (der (x − y)-Ebene) verläuft. Die Masse m1 gleitet
reibungslos auf der horizontalen Fläche, während m2 senkrecht nach unten hängt und
sich nur in Richtung der Gravitationskraft bewegt.

Aufgabe 1.3 [12 Punkte]

Zwei Massen m1 und m2 seien durch einen
Faden der Länge l verbunden, der durch
ein Loch in einer waagrechten Tischplatte
geführt ist. Die Masse m1 gleitet reibungsfrei
auf der Tischoberfläche, während m2 senk-
recht nach unten hängt und sich nur entlang
der wirkenden Gravitationskraft bewegt.

m1

m2

r ϕ

F⃗g

a) Stellen Sie die Lagrangegleichungen 1. Art in geeigneten Koordinaten auf. Bestimmen
Sie die auf die Massen m1 und m2 wirkenden Zwangskräfte als Funktion von r(t), ϕ(t)
und deren Zeitableitungen. Leiten Sie die Bewegungsgleichungen für r und ϕ ab.

b) Zeigen Sie, dass die Gesamtenergie und der Drehimpuls erhalten sind.

c) Bei geeigneten Anfangsbedingungen bewegt sich m1 auf einer Kreisbahn. Berechnen Sie
für diesen Fall den Bahnradius als Funktion der Winkelgeschwindigkeit. Bestimmen Sie
die Zwangskräfte und geben Sie eine anschauliche Deutung der Resultate.
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a) Unter der Annahme, dass das Faden straff bleibt, bestimmen Sie die Zwangsbe-
dingung für dieses Problem und stellen die Lagrange-Gleichungen der 1. Art in
Zylinderkoordinaten auf. Leiten Sie die Bewegungsgleichungen für Radial- und
Winkelkoordinaten der ersten Masse, r1 und ϕ1, ab,

(m1 +m2)r̈1 −m1r1ϕ̇
2 +m2g = 0 (0.1)

m1r
2
1ϕ̈1 + 2m1r1ṙ1ϕ̇1 = 0 (0.2)

Hinweis: in Zylinderkoordinaten gilt es

r̈k =
(
r̈k − rkϕ̇2

k

)
êrk + (2ṙkϕ̇k + rkϕ̈k)êϕk

+ z̈kêzk

b) Zeigen Sie, dass der Drehimpuls von m1, l1 = mrr
2
1ϕ̇, gleich einer Konstanten ist,

die wir im Folgenden l nennen. (Hinweis: beginnen mit Gleichung (0.17))

c) Schreiben Sie ϕ̇1 in Form von l und ersetzen Sie dann diesen Ausdruck in der
Bewegungsgleichung für r1. Diskutieren Sie das Verhalten von r1 für verschiedene
Werte des Drehimpulses. Zeigen Sie, dass es für einen festen Drehimpuls l einen
kritischen Radius r∗1 gibt, in dem r̈1 verschwindet.

d) Zeigen Sie, dass eine Trajektorie für die der Radius r1(t) = r∗1 = const. ist, die Be-
wegungsgleichung erfüllt. Erklären Sie, welche Kräfte ausgeglichen werden müssen,
um zu dieser Gleichgewichtssituation zu führen.

e) Nun bewegt sich die Masse auf dieser Gleichgewichtsbahn mit konstantem Radius
r∗1 und wird durch eine kleine Störung ε(t) in radialer Richtung abgelenkt. Schrei-
ben Sie r(t) = r∗1 + ε(t), und schreiben Sie die Bewegungsgleichung für r1 in Bezug
auf ε(t) neu. Lassen Sie alle Terme zweiter oder höherer Ordnung in ε fallen und
zeigen Sie, dass die resultierende Trajektorie stabil ist und dass r1(t) sinusförmig
um r∗1 oszillieren wird. Was ist die Frequenz dieser Oszillationen?
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