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1. Perle auf Stab [2+4 6+ 1+ 2 + 4 = 15 Punkte]

Wir betrachten eine Perle, idealisiert als Massenpunkt der Masse m, die reibungsfrei
auf einem Draht gleitet, der mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w und konstantem
Neigungswinkel # um eine Achse rotiert. Die Perle ist auflerdem der Gravitationskraft
F = —mge, ausgesetzt, die entlang der Rotationsachse wirkt.
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In dieser Aufgabe wollen wir die Bewegung der Perle unter den gegebenen Zwangsbe-
dingungen analysieren. Dazu eigenen sich natiirlich Kugelkoordinaten.

a) Geben Sie die Zwangsbedingungen S;(r,t) fiir die Bewegung der Perle an.

Lésung: Der rotierende Stab stellt zwei Zwangsbedingungen, die die Bewegungsfrei-
heit der Perle in drei Dimensionen auf eine Dimension einschranken.

Zum einen ist der Winkel ¥, in dem der rotierende Stab zur Rotationsachse in z-
Richtung steht, gegeben durch 6. Das gibt uns

Si(r,p,0,t) =19 —0=0.

Zum anderen ist der Azimuthwinkel ¢ stets durch die Rotation des Stabes um die Achse
gegeben und verandert sich mit Winkelgeschwindigkeit w. Wir wahlen die Ausrichtung
unseres Koordinatensystems nun so, dass ¢ = 0 bei ¢t = 0 gilt, sodass

Sa(r, 0, 0,t) = o —wt = 0.

In der Vorlesung haben Sie gelernt, dass sogenannte Zwangskrdfte A\;V.S; mit Lagrange
Multiplikatoren A; € R die Bedingungen S; in der Bewegung erzwingen.



b) Stellen Sie die Lagrangegleichungen 1. Art auf und bestimmen Sie die wirkenden
Zwangskriifte in Abhéngigkeit von 9, w, r, 7.

Hinweis: Die Beschleunigung in Kugelkoordinaten (r,¢,v) ist gegeben als

7 = (i — rd? — rsin®(9)¢?)e, + (279 + 1) — rsin(¥9) cos(9)?)ey
+ ((rg + 27¢) sin(9) 4 2r¢d cos(9))e,

Lésung: Die Lagrangegleichungen erster Art sind durch die 3 + 2 Gleichungen
2
mi = F(r,7,t) + Z(r,#,t) = VU(r,t) + V Y _ X;8;(r,t)
j=1
Sj (T', t) = 07
gegeben. Hierbei ist Z = Z, + Z5 die Zwangskraft, die durch die Zwangsbedingungen
S1 und Sy auf die Perle wirkt. Wir finden also
mi = —mge, + M V(9 — 0) + AV (p — wt).
Nun verwenden wir den Gradienten in Kugelkoordinaten
0 n 10 n 1 0
e,—t+ey——+e,————,
or Yy 09 Yrsind Op

um die Zwangskrafte zu bestimmen:

v:

1 1
Z1(7“> 90719) = )\1V(?9 - 9) = )\1;619&9(19 - 9) = )\1;619 (0-1)
1

Zo(r,0,9) = MV (p —wt) = Ay rsin

8@((,0 — wt) = )\2

m@, ew (02)

da alle anderen Ableitungen verschwinden.

Um nun die Lagrangegleichungen aufzustellen miissen wir nur noch den Einheitsvektor
in z-Richtung durch e, ey, e, darstellen. Das konnen wir entweder tun, indem wir die
Rotationsmatrix

sindcosy cosvcosy —sinp
S = |sindsinp cosdsing cosy (0.3)
cos ¥ —sind 0

von rechts auf den Vektor (e,, e, ey) anwenden :
(€r,€y,e.) = (e, e5,e,)S", (0.4)

oder indem wir es uns geometrisch tiberlegen. Wir erinnern uns, dass die Einheitsvekto-
ren in ¥ und ¢ Richtung tangential zur Kugeloberflaeche liegen: e, zeigt nach Osten,
ey nach Siiden. Der Vektor e, kann also nur eine r und eine ¥y Komponente haben.
Es ergibt sich

e. = cos Ve, — siney. (0.5)

Insgesamt finden wir dann in den drei Komponenten

m(i — r9? — rsin?(9)¢?)e, = —mg cos Ve,

m(27'“19 +rd —r sin(0) cos(9)¢?) ey = (mg sinv + %) =

m((rg + 2¢¢) sin(d) + 2rgd cos(v) e, = (rs/':flﬁ) “



Zusatzlich missen nun die Zwansbedingungen S; = S, = 0 erfiillt sein. Diese Bedin-
gungen ¥ = 0 und ¢ = wt kdnnen wir direkt in die Bewegungsgleichungen einsetzen.

m(i* — rsin®(0)w?)e, = —mg cos fe,
A
m(—rsin(f) cos(8)w?)ey = (mg sin 6 + —1) ey
r

2mrwsin(f)e, = ( As )ew

rsinfd

und die Zwangskrafte bestimmen, indem wir nach A;, Ay auflésen:

A = —mrw?sinf cos @ — rmgsin 0 (0.6)

Ao = 2mrrwsin’ @

sodass
Z(r,7) = —m(rw?sinf cos§ + gsinf)ey (0.8)
Zy(r,T) = 2miwsinfe,, (0.9)

Wie interpretieren Sie die Zwangskrafte.

Lésung: Beide Zwangskrafte greifen per Konstruktion senkrecht zur Mannigfaltigkeit
an, auf der die Perle sich bewegen kann. Die Zwangskraft Z; wirkt in Richtung Norden
auf der Kugeloberflache und gleicht einerseits die Gravitationskraft aus und andererseits
aber auch die Fliehkrafte wegen der Rotation des Stabes. Die Zwangskraft Z5 wirkt in
Rotationsrichtung und zwingt die Perle so auf ihre Kreisbahn. Diese Kraft hangt neben
der Winkelgeschwindigkeit auch von der Anderung des Abstandes vom Ursprung ab und
bezieht so die Corioliskraft mit ein.

Bei welchem Abstand r wirkt entlang des Drahtes keine Kraft auf die Perle?

Lésung: Wenn keine Kraft auf die Perle wirkt ist ¥ = 0, sodass wir aus der Radial-

komponente der Bewegungsgleichung unter Beriicksichtigung der Zwangsbedingungen
haben:

g cos(0)

—rw?sin®(f) = —gcos(f) = 1= m

(0.10)

Losen Sie die Bewegungsgleichung fiir die Anfangswerte r(t = 0) = ro,7(t = 0) =
0.

Hinweis: Machen Sie sich dabei zunutze, dass Sie in der Aufgabe d) schon eine
spezielle Losung gefunden haben.
Lésung: Wir wollen nun die folgende Gleichung |6sen

it — rw?sin?(0) = —g cos(f). (0.11)
Die homogene Gleichung lautet

i = rw?sin?(0),

welche wir einfach durch einen exponentiellen Ansatz rhom(t) = Ae* + Be ™ mit
Konstanten A, B und o = wsin(f) l6sen konnen.
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Eine spezielle Losung der Differentialgleichung ist genau gegeben durch r4(t) =
gcos(8)/(w?sin’ )

Damit ist die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung gegeben durch

7(t) = Thom(t) + 7sp(%) (0.12)
0
= Ae™ + Be ™ + &S(z). (0.13)
w?sin” 0
Mit den Anfangsbedingungen 7(0) = 0,7(0) = r¢ finden wir dann
1 gcos(0)
2 (TO w? sin29) ’ (0.14)
und damit
r(t)={ro— &8(29) cosh(wsin(0)t) + &S(S) (0.15)
w? sin” 0 w?sin” 0

2. Verbundene Massen mit planarer Zwangsbedingung [4 + 2 +3 + 2 + 4 =15
Punkte]

Zwei Massen m; und ms sind durch einen Faden der Lange L verbunden, der durch ein
Loch in einer horizontalen Fléche (der (z — y)-Ebene) verlauft. Die Masse m; gleitet
reibungslos auf der horizontalen Fliache, wihrend ms senkrecht nach unten héngt und
sich nur in Richtung der Gravitationskraft bewegt.

e

a) Unter der Annahme, dass das Faden straff bleibt, bestimmen Sie die Zwangsbe-
dingung fiir dieses Problem und stellen die Lagrange-Gleichungen der 1. Art in
Zylinderkoordinaten auf. Leiten Sie die Bewegungsgleichungen fiir Radial- und
Winkelkoordinaten der ersten Masse, r; und @1, ab,

(m1 + mg)h — mﬂ”l@Z + meog = 0 (016)
mlr%gbl + 2m1r1f1¢1 =0 (017)

Hinweis: In Zylinderkoordinaten gilt

i, = (Fr — Trpy) €, + (2F1fk + TeBr) €y, + Zils,

Losung: Mit den Basisvektoren &, . in Zylinderkoordinaten konnen wir sowohl die
Beschleunigung

= (e — 60%) €, + (27601 + TPr) €4, + 2162,

als auch den Gradienten schreiben

v=e2 e l? 149
S "or T Prop Tz
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Unter der Annahme, dass der Faden straff bleibt, erhalten wir die Zwangsbedingung
S1(r1,29) =11+ |z2| — L = 0. Zudem stellen wir fest, dass in unserem Problem stets
29 < 0 gilt, sodass S1(ry, 22) =1 — 20 — L = 0 . Die potentielle Energie ist einfach
durch das Gravitationspotential U = mgz, gegeben, sodass wir aus den Lagrange
Gleichungen erster Art

miy(t) = ViU (r1(t), ... ra(t),8) + Y A ViS; (r1(t), ... 1a(t), 1)

=1

mit £ = {1,2} und j = 1 lediglich drei nichttriviale Gleichungen erhalten (da 21,
und 75 konstant bleiben).

0

myiy —mar gt = —a—ﬁU—i‘)\la—ﬁ(Tl —2— L)
= mii —mrg’ = A (0.18)
. o 1 0 1 0
mirie1 + 2m17“1<p1 = —— + )\1——(7’1 — 29 — L)
r1 091 1 0p1
= myri¢r + 2miriiigr = 0 (0.19)
0 0
fy = —— U+ M——(r—2—L
(S Y%) 822 + 1 822 (Tl 22 )
= MeoZy = —Mmog — /\1 (020)

Unter der Zwangsbedingung S7 = 0 gilt nun, dass r; = 25+ L und damit 7*; = Z;. Wir
konnen also (0.16) und (0.18) kombinieren, um die folgende Gleichung zu erhalten.

(my + my)it — mar1$? +mag = 0 (0.21)

Zeigen Sie, dass der Drehimpuls von my, I} = m,rip, gleich einer Konstanten ist,
die wir im Folgenden [ nennen. (Hinweis: beginnen mit Gleichung (?77))

Lésung: Wir kénnen Gleichung (0.17) als zeitliche danderung des Drehimpulses auf-
fassen. Mit der Ketten- und der Produktregel erhalten wir.

d , .0 . . - .

—m17€801 = mﬂj—r%gpl + mﬂ’fcpl = 2m 111 + mlrfcpl (0.22)
dt 87"1

Der Vergleich mit (0.17) zeigt, dass die zeitliche Anderung des Drehimpulses verschwin-

det und fiir eine Konstante [ die folgende Gleichung gelten muss.
mﬂ’%@l =1 (023)

Schreiben Sie ¢, in Form von [ und ersetzen Sie dann diesen Ausdruck in der
Bewegungsgleichung fiir 1. Diskutieren Sie das Verhalten von ry fiir verschiedene
Werte des Drehimpulses. Zeigen Sie, dass es fiir einen festen Drehimpuls [ einen
kritischen Radius 7] gibt, in dem 7 verschwindet.



Losung: Wir stellen (0.21) um, um ¢, = zu erhalten.

mlr%
Wenn wir diesen Ausdruck in Gleichung (0.19) einsetzen, erhalten wir
l2
m me)Ty = -m 0.24
(mq + mg)iy - 29 ( )
Halten wir [ auf einer Konstante fest, so gibt es einen kritischen Radius

l2

)
mimag

(0.25)

TIZ

bei dem die radiale Beschleunigung verschwindet. Fiir groBere Radien ist die radiale
Beschleunigung psoitiv und die Masse wird sich in immer gréBer werdenden Orbits
bewegen und umgekehrt fiir kleinere Radien. In diesem Fall wiirde die Masse schlieBlich
das Loch in der Oberflache erreichen.

Zeigen Sie, dass eine Trajektorie fiir die der Radius 71 (t) = 7§ = const. ist, die Be-
wegungsgleichung erfiillt. Erklaren Sie, welche Kréfte ausgeglichen werden miissen,
um zu dieser Gleichgewichtssituation zu fiithren.

Lésung: Wenn 7y = r}, dann verschwinden alle Ableitungen un die Gleichung (0.19)
ist erfiillt. Das entspricht der Situtation, in der die Masse m; sich auf einer Kreisbahn
mit konstantem Radius um das Loch herum bewegt. Diese Gleichgewichtssituation ist
dann erreicht, wenn die Gravitationskraft und die Zentripetalkraft ausbalanciert sind.

Nun bewegt sich die Masse auf dieser Gleichgewichtsbahn mit konstantem Radius
rF und wird durch eine kleine Stérung €(t) in radialer Richtung abgelenkt. Schrei-
ben Sie r(t) = r} +€(t), und schreiben Sie die Bewegungsgleichung fiir 7 in Bezug
auf €(t) neu. Lassen Sie alle Terme zweiter oder hoherer Ordnung in € fallen und
zeigen Sie, dass die resultierende Trajektorie stabil ist und dass r(¢) sinusformig
um 7} oszillieren wird. Was ist die Frequenz dieser Oszillationen?

Losung: Schreiben wir Gleichung (0.22) um, so erhalten wir
l2
(m1 +mg)é = mi(r; + €)3 — Mayg
2
= —-m
myri3 (1 + i)3 29

2 €
*

= 1-3—+..)— 0.26

indem wir in e um 0 herum entwickelt haben. Behalten wir nur die linearen Terme in
. . 2 .
e und erinnern wir uns aus (0.23), dass # = Moy, so erhalten wir
1

312
— €. (0.27)

_mlrl (mq + moy)

€ =

Dies ist wieder einmal die Bewegungsgleichung eines einfachen harmonischen Oszillator,
dessen Losung eine Linearkombination aus Sinus- und Kosinustermin mit Frequenz

—*4312— ist. Damit ist das Orbit stabil unter kleinen Perturbationen, da die
mir*(m1+ma)

Trajektorie lediglich um den urspriinglichen Wert von 1] oszillieren wiirde.



