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1. Verbundene Massen mit planarer Zwangsbedingung [4 + 2 + 3 + 2 + 4 = 15
Punkte]

Zwei Massen m1 und m2 sind durch einen Faden der Länge L verbunden, der durch ein
Loch in einer horizontalen Fläche (der (x − y)-Ebene) verläuft. Die Masse m1 gleitet
reibungslos auf der horizontalen Fläche, während m2 senkrecht nach unten hängt und
sich nur in Richtung der Gravitationskraft bewegt.

Aufgabe 1.3 [12 Punkte]

Zwei Massen m1 und m2 seien durch einen
Faden der Länge l verbunden, der durch
ein Loch in einer waagrechten Tischplatte
geführt ist. Die Masse m1 gleitet reibungsfrei
auf der Tischoberfläche, während m2 senk-
recht nach unten hängt und sich nur entlang
der wirkenden Gravitationskraft bewegt.
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a) Stellen Sie die Lagrangegleichungen 1. Art in geeigneten Koordinaten auf. Bestimmen
Sie die auf die Massen m1 und m2 wirkenden Zwangskräfte als Funktion von r(t), ϕ(t)
und deren Zeitableitungen. Leiten Sie die Bewegungsgleichungen für r und ϕ ab.

b) Zeigen Sie, dass die Gesamtenergie und der Drehimpuls erhalten sind.

c) Bei geeigneten Anfangsbedingungen bewegt sich m1 auf einer Kreisbahn. Berechnen Sie
für diesen Fall den Bahnradius als Funktion der Winkelgeschwindigkeit. Bestimmen Sie
die Zwangskräfte und geben Sie eine anschauliche Deutung der Resultate.
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a) Unter der Annahme, dass das Faden straff bleibt, bestimmen Sie die Zwangsbe-
dingung für dieses Problem und stellen die Lagrange-Gleichungen der 1. Art in
Zylinderkoordinaten auf. Leiten Sie die Bewegungsgleichungen für Radial- und
Winkelkoordinaten der ersten Masse, r1 und ϕ1, ab,

(m1 +m2)r̈1 −m1r1ϕ̇
2 +m2g = 0 (1)

m1r
2
1ϕ̈1 + 2m1r1ṙ1ϕ̇1 = 0 (2)

Hinweis: In Zylinderkoordinaten gilt

r̈k =
(
r̈k − rkϕ̇

2
k

)
êrk + (2ṙkϕ̇k + rkϕ̈k)êϕk

+ z̈kêzk

b) Zeigen Sie, dass der Drehimpuls von m1, l1 = mrr
2
1ϕ̇, gleich einer Konstanten ist,

die wir im Folgenden l nennen. (Hinweis: beginnen Sie mit Gleichung (2))

c) Schreiben Sie ϕ̇1 in Form von l und ersetzen Sie dann diesen Ausdruck in der
Bewegungsgleichung für r1. Diskutieren Sie das Verhalten von r1 für verschiedene
Werte des Drehimpulses. Zeigen Sie, dass es für einen festen Drehimpuls l einen
kritischen Radius r∗1 gibt, in dem r̈1 verschwindet.

d) Zeigen Sie, dass eine Trajektorie für die der Radius r1(t) = r∗1 = const. ist, die Be-
wegungsgleichung erfüllt. Erklären Sie, welche Kräfte ausgeglichen werden müssen,
um zu dieser Gleichgewichtssituation zu führen.

e) Nun bewegt sich die Masse auf dieser Gleichgewichtsbahn mit konstantem Radius
r∗1 und wird durch eine kleine Störung ε(t) in radialer Richtung abgelenkt. Wir
schreiben r(t) = r∗1 + ε(t). Leiten Sie die Bewegungsgleichung für r1 in Bezug auf
ε(t) neu her. Vernachlässigen Sie alle Terme zweiter oder höherer Ordnung in ε und
zeigen Sie, dass die resultierende Trajektorie stabil ist und dass r1(t) sinusförmig
um r∗1 oszilliert. Was ist die Frequenz dieser Oszillation?

1



2. Perle auf Stab [2 + 2 + 2 = 6 Punkte]

Noch einmal wollen wir die Perle, mit Masse m auf dem Draht lösen. Zur Erinne-
rung: Der Draht dreht sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit ω und konstan-
tem Neigungswinkel θ um die z-Achse. Die Perle ist außerdem der Gravitationskraft
F = −mgez ausgesetzt, die entlang der Rotationsachse wirkt.

Dieses mal wollen wir die Lagrangegleichungen der zweiten Art verwenden, sodass wir
uns gar nicht erst um die Zwangskräfte kümmern müssen.

a) Bestimmen Sie die Freiheitsgrade des Problems und wählen Sie geeignete genera-
lisierte Koordinaten.

b) Stellen Sie die Lagrangefunktion auf.

c) Leiten Sie die Bewegungsgleichung mit Hilfe der Euler-Lagrange Gleichung her.

3. Reifen und Rolle [2 + 4 + 1 + 2 = 9 Punkte]

Eine Punktmasse M ist an einem masselosen Reifen mit Radius R angebracht. Der
Reifen kann frei um sein fixiertes Zentrum rotieren. An M ist ein masseloses Seil be-
festigt, das zunächst entlang des Reifens verläuft und dann senkrecht nach oben über
eine masselose Rolle führt. Reifen und Rolle liegen in derselben Ebene. Am anderen
Ende des Seils hängt eine Punktemasse m.

Nehmen Sie an, dass m sich nur in Richtung der Gravitationskraft bewegen kann, dass
M > m und, dass das Seil lang genug ist, damit m niemals über die Rolle gezogen
wird.
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a) Ein System mit zwei freien Punktmassen im dreidimensionalen Raum besitzt 6
Freiheitsgrade. Erläutern Sie welche Teile der Angabe die Freiheitgsrade des oben
beschriebenen Systems einschränken und erklären Sie warum das System nur einen
Freiheitsgrad hat.

b) Stellen Sie die Lagrange-Funktion für dieses System auf. Nutzen Sie hierbei, dass
nur eine generalisierte Koordinate benötigt wird, um das System zu beschreiben.

Hinweis: Eine geeignete generalisierte Koordinate ist der Rotationswinkel des Rei-
fens.

c) Warum muss man die Länge des Seils nicht kennen, um Aufgabe b) zu lösen?

d) Stellen Sie die Lagrange-Gleichung 2. Art für dieses System auf. (Die Bewegungs-
gleichung muss nicht gelöst werden.)

3


