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Kapitel 7

Symmetrien und das
Noether-Theorem

7.1 Vorbemerkungen

Symmetrien, Invarianzen und Erhaltungssitze sind von enormer Wichtigkeit in der
Physik. In der Tat haben die meisten Systeme bestimmte Symmetrien aufzuweisen, was
in aller Regel damit einhergeht, dass die Beschreibung dieser Systeme invariant unter
bestimmten Transformationen sind. Diese Transformationen weisen oft eine Gruppen-
struktur auf. Die Wichtigkeit von Symmetrien ist keinesfalls auf die analytische Me-
chanik beschrinkt: In der Quantenmechanik sind Symmetrien etwa ubiquitér, wichtige
Konzepte wie die der topologischen Ordnung bauen auf Symmetrien auf. Auch in der
Elektrodynamik und der Relativititstheorie sind Symmetrien von erheblicher Wichtig-
keit. Wir werden in diesem Kapitel eine ersten systematischen Kontakt mit der Theorie
von Symmetrien aufnehmen. Die Schliisseleinsicht ist die, dass Symmetrien mit einer
Vereinfachung der Beschreibung einhergehen, und mit Erhaltungssitzen. Dieses Kapi-
tel ist ein kurzes, aber wichtiges Kapitel.

7.2 Symmetrien

7.2.1 Beispiel des sphirischen Pendels

Wir wollen uns kurz das Beispiel des spirischen Pendels des letzten Kapitels ins Be-
wusstsein rufen. Hier war eine verallgemeinerte Koordinate g; zyklisch, und wir haben
gesehen, dass diese Eigenschaft sofort zu einem Erhaltungssatz fiihrt. Ist die Lagran-
gefunktion unabhiingig von g; fiir ein j, so lautet in der Tat
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So ist in der Tat

oL
D= 7 (1.2)
J 6Qj
eine erhaltene GroBe. Die Tatsache, dass die Lagrangefunktion
. . 1 . .
L(0,6,¢,¢) = 5mzZ(@? + $?sin?0) — mGI(1 — cosh). (7.3)

unabhingig ist von der Variablen ¢ heiflit auch, dass die Lagrangefunktion invariant
ist unter Drehungen um die 3-Achse: Denn diese sind ja gerade, was dieser Winkel
parametrisiert. Es handelt sich hier also um eine Symmetrie.

7.2.2 Invarianzen in Lagrangefunktionen

Gegeben seien bei f = 3n — J Freiheitsgraden die verallgemeinerten Koordinaten

q(tva) = (Q1(tva)7"'7qf(ta a)) (7.4)

als eine Sammlung einer Schar von Funktionen g; : Rg‘ x R — R gegeben, die

q(t,O) = (Q1(t70)’ sy Qf(t70)) = (Q1(t)7 s 7Qf(t)) (7.5)

erfiillen mit der Eigenschaft, dass

Lla(t, @), 4(t, ), 1) = L(a(t), a(t), t). (7.6)

Der Parameter o parametrisiert also eine Invarianz der Lagrangefunktion die einer
Symmetrie entspricht. In welcher Weise entsprechen solche Symmetrien nun allgemei-
nen Erhaltungssitzen? Da die linke Seite unabhingig von « ist, folgt sicher

d

%L(Q(ﬂa)#'l(ta@)vmazo = 0. (7.7)

Ausgeschrieben bedeutet dies, nach der Kettenregel, dass

oL O OL 0q;

Z (a Ly QJ> Jaco (1.8)
q; O 8qj Oa

gilt. Dies ist, nochmal, nichts anderes als das, was wir gerade Symmetrie nannten.
Dagegen gilt nach Produktregel grundsétzlich fiir das totale Differential, ungeachtet
aller Symmetrien, die Gleichung

OL dq; oL 04 d 0L\ Og;
dtzaqj Oa om0 = Z@q Oa oo jZ: dt 8q] (")a|a:0' (7.9)
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Diese beiden Gleichungen kdnnen wir zusammenfassen als

< (onoy |, on o,
0 = Z(aqj 90 9, 90 ) =0

Jj=1
_ f(aL_daLW Z‘m‘” |
= \dq;  di 0 =0T dt < 0g; 0o | °7"
0L 0q;
= dtzaq S la=o. (7.10)

wenn ¢ — () eine Losung der Lagrangeschen Bewegungsgleichungen ist. Denn die-
se erfiillen nach Konstruktion die Lagrangegleichungen zweiter Art, als welche wir
den Term in der ersten Klammer identifizieren. Der Trick bestand also darin, eine to-
tale Ableitung in der Zeit zu formulieren, dadurch einen Fehler zu machen, den man
aber durch Abzug eines Terms wieder kompensiert. Letzterer Term vervollstidndigt aber
gerade die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen zweiter Art.

7.3 Das Noethersche Theorem

7.3.1 Formulierung der Aussage

So haben wir eine allgemeine Aussage gewonnen. Diese Aussage nennt man das Noe-
thersche Theorem, das tatsichlich weitreichende Konsequenzen hat: Kurz gesagt kommt
jede Symmetrie einher mit einer Erhaltungsgroie.

Noether-Theorem: Weist die Lagrangefunktion eine Symmetrie auf und ist die
Lagrangefunktion also invariant unter Transformationen

q;(t) = ¢;(t, o) (7.11)

firj=1,..., f,alsoistfiiralle o € R

L(a(t, a),q(t, o), t) = L(q(t), 4(t), 1), (7.12)
so ist die GroBe
ij (%m (7.13)
=1 99
mit o0,
nj = 87‘0(:0 (7.14)

eine zeitlich erhaltene Konstante und also eine Erhaltungsgrofe, wenn ¢ — q(t)
die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen 10st.
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7.3.2 Translationen

Das Noethersche Theorem ist praktisch gut anwendbar. Eine erste Anwendung reflek-
tiert die Situation, dass L invariant unter Translationen im Raum ist,

rj(t) = r;(t,a) =1,(t) + ce, (7.15)

wobei e € R? ein Einheitsvektor ist. Diese Situation haben wir schon oft kennenge-
lernt. Sie liegt insbesondere dann vor, wenn das Potential U(ry,...,r,) nur von den
Differenzvektoren r; — rj, abhéngt. Konkret gilt dann

1 .
L:§ijr§—U(...7I‘j—rk7...,t). (7.16)

Soist auch f = 3n und

(ql,...,qf):(rl,...,rn), (717)

wobei wir in einem offensichtlichen Isomorphismus Vektoren identifiziert haben. Wir
finden so

or;(t,«
n; = 7]8(04 )|a:0 =e, (7.18)
und dementsprechend als erhaltene Grofle aus dem Noether-Theorem
n n
oL .
Za—i‘j-e:Z(mjrj)e:P-e, (7.19)
j=1 Jj=1

wobei wie oben definiert ., N
P=> p;, =) mi (7.20)
j=1 j=1

der Gesamtimpuls ist. Da der Einheitsvektor e beliebig gewéhlt wurde, sieht man, dass
in Systemen, die invariant unter Translationen im Raum sind, der Gesamtimpuls er-
halten ist. Gilt diese Invariant nur fiir eine oder mehrere Komponenten, so sind auch
nur die entsprechenden Komponenten des Gesamtimpulses erhalten. Wir finden auch
eine Impulserhaltung unter kuriosen Zwangsbedingungen. Dies ist zwar keine neue
physikalische Aussage, aber dennoch ein frischer Blick auf eine bekannte Situation. In
einer Situation, bei der Zwangsbedingungen vorliegen, ist das Noethersche Theorem
nichttrivial.

7.3.3 Drehungen

Eine weitere, immer noch bekannte, Situation ist die, bei der wir Drehungen um eine
Achse betrachten, um einen Winkel «. Sei diese Achse durch e = (0,0, 1) gegeben.
Dann sind die Drehungen gegeben durch

cosaa —sina 0
D(a)=| sina cosa 0 | € SO(3) (7.21)
0 0 1
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wobei SO(3) die spezielle orthogonale Gruppe bezeichnet, die wir bereits kennenlern-
ten. So gilt fiir die verdrehten Koordinaten

r(t,a) := D(a)r(t,0)T (7.22)
die Gleichung
T 0 -1 0
t
3r(8’0‘) laco=| 1 0 0 |r0)7T =(0,0,1) xr(t,0)7.  (7.23)
@ 0 0 0

Die Transposition ist nur notig, weil wir nach obiger Konvention Vektoren als Zeilen-
vektoren geschrieben haben. Einen analogen Ausdruck wiirden wir natiirlich bei einer
Drehung um eine beliebige Achse n € R? erhalten, und so finden wir auch

8r(ato’éa) laco = 1 x (£, 0). (7.24)
So gilt
n 6L n )
Z e (nxr;) = ijrj -(nxr;) (7.25)
j=1 "7 j=1

= Zn~(rj><pj):n-L.

j=1

Die n-Komponente des Drehmimpulses ist also eine erhaltene Grofe. Allgemeiner ist
es so, dass wenn man Invarianz unter einer Gruppe hat, die Generatoren der Gruppe
erhalten sind.

Uberhaupt, ist die potentielle Energie U nur abhingig von den Differenzen der
Koordinaten als |r; — r|, was oft der Fall ist, dann ist die Lagrange-Funktion auch
invariant unter Drehungen, weil die Skalarprodukte in der kinetischen Energie ja auch
invariant unter Drehungen sind. Also ist auch dann der Drehimpulsvektor L eine erhal-
tene GroBe. Es sollte klar sein, dass man sehr allgemeine Invarianzen so erfassen kann
und die entsprechenden Erhaltungsgroflen identifizieren, auch unter Zwangsbedingun-
gen.

7.4 Mathematisches Intermezzo

7.4.1 Gruppen

Da Gruppen hier eine zentrale Rolle spielen, wollen wir dies als unsere Ausrede wer-
ten, uns deren Eigenschaften nochmals vor Augen zu halten. Eine Gruppe ist ein Paar
(G, *) aus einer Menge G und einer Verkniipfung * : G X G — G, mit den folgenden
Eigenschaften:

* Fiir alle Gruppenelemente a, b, ¢ gilt die Assoziativitdit

(axb)xc=ax(bxc). (7.26)
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» Es gibt ein (einziges) neutrales Element e € G, mit dem fiir alle Gruppenele-
mente a € G

axe=exa=a (7.27)
gilt.

* Zujedem Gruppenelement a € G existiert ein (einziges) inverses Element a~! €
G mit

axa '=alxa=c. (7.28)

Eine Gruppe heiflt abelsch, wenn fiir alle a,b € G
axb="bxa (7.29)

gilt. Die oben betrachteten Drehungen bilden eine Gruppe — keine abelsche, wie man
sich leicht vergewissert kann — wie auch die Translationen. SO(3) ist etwa die bekannte
Drehgruppe in drei Dimensionen, mit Einheitsdeterminante. Die meisten in der Physik
realisierten Symmetrien konnen durch Gruppen gefasst werden.

7.5 Verallgemeinertes Noether-Theorem

7.5.1 Allgemeine Invarianzen

Tatsdchlich kann die obige Beweisidee auf eine allgemeinere Klasse von Invarianzen
angewendet werden. In der Tat kann man die gleichen Schritte verfolgen.

Verallgemeinertes Noether-Theorem: Ist die Lagrange-Funktion nicht invariant,
aber gilt fiir alle o« € R

7] d

3_OZL(q(t7 Ol), Q(t, Ol), t) |0¢=0 = ag(q(t)v (i(t)7 t) (7.30)

fiir eine Funktion g : R x R x R, dann ist
f
oL .
> 5e i~ 9(a,at) (731)
j=1 94

eine erhaltene Grofe.

Wichtig ist hier, dass man diese Funktion g erst finden muss und dann im Nach-
gang die Bedingungen nachpriifen. Es ist auch leicht zu sehen, dass diese Aussage
strikt méchtiger ist als das obige Noethertheorem selbst, das der Situation von g = 0
entspricht.
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7.5.2 Translationen in der Zeit

Eine spannende Invarianz ist nicht eine im Ort, sondern in der Zeit. Dies meint, dass
wir Transformationen ¢t — t + « betrachten, so dass also

qt,a) = q(t+a) (7.32)

gilt fiir die Vektoren der verallgemeinerten Koordinaten. Dann haben wir fiir die Ab-
leitung nach «

!
d , (oL, oL,
lat+a)alt+a)lao =3 ( og, 0t aqjqj> .03

j=1
Fiir die unveridnderte Lagrangefunktion finden wir allerdings

f
d . oL . oL . oL
—L(a(t),a(t),t) = ( + _qj> + = (7.34)

ity
dt = dq; 7 0q; ot

Wenn nun die Lagrangefunktion L nicht explizit von der Zeit abhéngt, was meint, dass

OL
Frie 0 (7.35)
ist, finden wir also
d , d .

Dies meint, dass die Bedingungen der verallgemeinerten Noether-Theorems vorliegen,
wobei die Rolle von g die Lagrangefunktion L selber einnimmt. Wir haben diese Funk-
tion g also gefunden. Es ist auch wichtig zu bemerken, dass das eigentliche Noether-
Theorem selbst nicht stark genug ist, um diese Situation zu erfassen. So ist

f
oL .
3oL - Lad) 2.3)

j=1 "%

eine Erhaltungsgrofie nach dem verallgemeinerten Noether-Theorem. In kartesischen
Koordinaten lautet diese Grofie

Zﬁrj—/: = ij?—Eijr?—kU(rl,...,rn) (7.38)
J j=1 j=1
= T+U=E.

Dies ist nichts anderes als die Gesamtenergie selbst. Die Energie ist also erhalten als
Konsequenz der Invarianz unter Translationen in der Zeit. Die Aussage selber mag we-
nig iiberraschend sein, der Losungsweg allerdings schon. Und nicht, dass der Eindruck
entsteht, diese Aussagen gelten nur ohne Zwangsbedingungen. Wenn zeitunabhingige
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(also holonom-skleronome) Zwangsbedingungen vorliegen und wir die verallgemei-
nerten Koordinaten (g1, .. ., ¢s) finden kénnen, in denen wir die kartesischen Koordi-
naten ausdriicken konnen, erhalten wir fiir die kinetische Energie

1 Igs & oo oy
T= 5277%?? = 5277% > JQkQI Z Ik1qeq, (139

kll

wobei fiir k,l =1,..., f,

= or; Orj
Gr1 =) My (7.40)
o ; TOqr  Oq
Dann ist
f I
oL .
quﬂ' - Zi% = Z 9k, 1G9k G (7.41)
=1 7 j=1 k=1
= 2T.

Die ErhaltungsgroBe ist also nichts anderes als
Z —L=2T-T4+U=T+U=E, (7.42)
arj

also wieder die Gesamtenergie. Die beiden kinetischen Energien heben sich in der Glei-
chung gerade weg. Dies mag wiederum wenig liberraschend sein: Allerdings muss man
sich vor Augen halten, dass dies unter beliebigen Zwangsbedingungen gilt. Ohne den
entwickelten Formalismus wiren wir nicht imstande gewesen, zu derartigen Aussagen
zu kommen. All das Gesagte zum Noether-Theorem gilt fiir beliebige Systeme mit
Symmetrien, die im Rahmen des Lagrangeschen Formalismus gefasst werden konnen.



