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Kapitel 8

Hamiltonsche Mechanik

8.1 Vorbemerkungen

Ausgangspunkt der
Vorlesung war die
Newtonsche Mecha-
nik, wie wir sie
zwar in stiarker ma-
thematisierter Form
behandelten, aber
wie sie dennoch
schon sicher in gro-
ben Ziigen bekannt
war. Dann folgte
die Lagrangesche
Mechanik, die zwar
keine neue Phy-
sik vorschlug, aber
dennoch einen ganz
neuen Blickwinkel
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auf die Mechanik erdffnete. Insbesondere sind in der Lagrangeschen Mechanik
Zwangsbedingungen ganz natiirlich und ohne gro3e Miihe zu inkorporieren, wéihrend
dies in der Newtonschen Mechanik nur unter grofiten Mithen moglich ist: Man miisste
ja dann zu allen Zeiten die wirkenden Zwangskrifte genau kennen. Wir entwickelten
so auch ein geometrisches Bild der Mechanik. Nun also die Hamiltonsche Mechanik?
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6 KAPITEL 8. HAMILTONSCHE MECHANIK

8.2 Hamiltonsche Bewegungsgleichungen

8.2.1 Hamiltonsche Funktion

Wir haben im letzten Kapitel die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen kennenge-
lernt. Die Lagrangefunktion ist eine Funktion der verallgemeinerten Koordinaten und
deren Ableitungen in der Zeit (und moglicherweise der Zeit selbst). Aus dieser La-
grangefunktion als Funktion von (q, ¢,t) — wobei wie oben q = (¢1,...,¢y) und
q = (d1,...,qy) lassen sich die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen (die Lagran-
gesche Gleichungen zweiter Art) herleiten, als

ddL 9L _

—— - = 8.1
dt 8qj 8%‘ ( )
fir j = 1,..., f. Die verallgemeinerten Impulse,
oL
R 8.2
Dy aq] (8.2)

die wir oben kennenlernten, sind dann ebenso Funktionen von (q, q, t). Diese miissen
nota bene nicht erhalten sein, diese Eigenschaft sahen wir nur dann, wenn die zu-
gehorige verallgemeinerte Koordinate nicht in der Lagrangefunktion vorkam. Nun neh-
men wir an, dass man diese Beziehung auflosen kann, so dass man q also Funktion von
(q, p, t) erhilt. Dies ist in kartesischen Koordinaten sicher méglich, da

oL .

ist und so pi
r; = m—] 8.4)

3

ist. Wir bilden die Hamiltonfunktion
f
H(q,p,t) =Y _pid;(a,p,t) — L(q, 4(q, p, 1), 1), (8.5)
j=1

als Funktion von (q, p, t). Dies ist wichtig: Wihrend Lagrangefunktionen von (q, q, t)
abhingen, sind Hamiltonfunktionen Funktionen von (g, p, t). Daher miissen wir auch
die Argumente von L passend auffassen. Wiederum, in kartesischen Koordinaten ist
dies

1 n ]
L= §ijr§ —U(ry,...,1p) (8.6)
j=1
also ist dann die Hamiltonfunktion
H(r17"',rn7p17"'7pn) = Zp]r]_l’
j=1
= zn:p—?—l—U(rl,...,rn). 8.7
2mj
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In aller Allgemeinheit finden wir in der Tat die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen.

Hamiltonsche Bewegungsgleichungen: Es gelten fiir die Hamiltonfunktion die
Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

OH _
%(q, p,t) = ¢;(1), (8.8)
OH .

87(1]-((1’ p,t) = —p;(t). (8.9

So bestimmt also die Hamiltonfunktion die Zeitabhingigkeit der Koordinaten und
Impulse. Wenn diese Funktion bekannt ist, konnen wir die komplette Dynamik des
Systems bestimmen und ableiten.

8.2.2 Herleitung der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

Tatsdchlich sind diese Bewegungsgleichungen den Lagrangeschen Bewegungsgleichun-
gen dquivalent. Dies wollen wir nun zeigen. Es gilt nach Definition von H

f . .
0H . Oqr,  OL 3%) )
= =¢4j(q,p,t) + (pk—. =gq; (8.10)
ap; (@p.) ; dp;  Odr Op; ’
fiir alle 7, denn es ist ja
oL
= 8.11
Dj 9’ (8.11)
und so verschwindet der Term in der Klammer. Des weiteren ist
OH T84, oL <~ AL 94,
S = D Pkg, Ta D ai (8.12)
4 =" 0q;  0q; = Oqr Og;

Nun konnen wir die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen (meint, jene zweiter Art),
anwenden, und finden so
OH d 0L .
90 = dine = P (8.13)
q; dt aq]‘
fiir alle j. Dies sind aber gerade die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen. Diese
folgenden also einfach aus der Definition der Hamiltonfunktion, der Kettenregel und
der Definition der verallgemeinerten Impulse.
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8.2.3 Aquivalenz mit den Lagrangeschen Bewegungsgleichungen
zweiter Art

Umgekehrt konnen wir die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen als giiltig anneh-
men. Wir gehen aus von

/
L(q,é,t) = > pi(a, d,t)dx — H(q,p(q. 4, 1), 1) (8.14)
k=1

und leiten nach den passenden Variablen ab. So ist

L H H
oL = Zapk Zai%,ai (8.15)
dqj (’9q7 < Opr 0q;  Og;
5pk apk .
= j 8.16
Z g, Z ®.16)
8H
= = _p. 8.17
oq, i 8.17)
also
oL
— =p; (8.18)
6(]]‘ J
wobei wir beide Hamiltonschen Gleichungen
0H 0H
D=l o= (8.19)
apj J aqj J
verwendet haben. In ganz dhnlicher Weise finden wir
5
OL apk oH 8pk
o = Pt ) 4
94 ! ; Yoq; kz Opr. 0d;
d 3pk
= p;+ Z Qk Z k
qj
also
oL
2 = Dj (8.20)
aq]‘ J

Dies heif3t aber nicht anderes, als dass

d OL OH 0L
) = ——  — ——— = — .21
b dt 8qj aqj an' (8 )

gilt. So folgen die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen zweiter Art, und die Aquivalenz
der Hamiltonschen und Lagrangeschen Bewegungsgleichungen ist gezeigt.
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8.2.4 Phasenraum, reloaded

Wir werden noch einmal das Bild im Phasenraum absehen, und werden den Phasen-
raum beim deterministischen Chaos auch bald nochmal ansehen. Dies ist gerade fiir
die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen ein passendes Bild: Denn immerhin wird
die Dynamik ja in den Koordinaten

(qvp):(q17"'7qfap17"'7pf) (822)

dargestellt: Einen wichtigen Unterschied zu den obigen Uberlegungen gibt es aller-
dings schon, denn dies sind die verallgemeinerten Koordinaten und Impulse, die die
physikalische Mannigfaltigkeit auch unter Zwangsbedingungen parametrisieren. Den-
noch kénnen wir den Raum des P = R?/ wiederum als Phasenraum interpretieren. So
enspricht der Dynamik von Teilchen wiederum einer parametrisierten Kurve

t=(qi(t), .., qp(t),...pi(t),...,pp(t)). (8.23)

In der Tat sind die Hamiltonschen Bewegungegleichungen gerade ein System von 2 f
gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung. Die Anfangswerte sind

(q1(0),...,q7(0),...p1(0),...,ps(0)) € R¥, (8.24)

ein Punkt im Phasenraum. Dann kann man durch Losung der Differentialgleichungen
gerade die Dynamik finden, also die parametrisierten Kurven ermitteln. Die Hamilton-
schen Gleichungen sind fiir ein derartiges Studium von Bewegungen im Phasenraum
also genau zugeschnitten.

8.2.5 Poissonklammern

Wie dndern sich Funktionen von (verallgemeinerten) Orten und Impulsen in der Zeit?
Wir betrachten Funktionen f : R/ x Rf x Ry . Fiir solche Funktionen finden wir fiir
die Ableitung in der Zeit

d of ~/of of .
%f(Q(t)vp(t)J) N + ; ((%jqj + %p]) (8.25)

_of (ofoH of oH
= 8t+z<>. (8.26)

= 8(]]' (')pj 8]0]- 8qj

Die rechte Seite schreibt man auch als Poissonklammer: So werden die Gleichungen
zu

d of

—f== H}. 8.27

G =5t (8:27)
Poissonklammern: Die Poissonklammern sind gegeben durch

8q]‘ ap]‘ apj aq]'

{f,H} =)

Jj=1

f
(Bf oH 0f 8H>. (8.28)

In der Tat gilt in der Quantenmechanik eine ganz dhnliche Aussage, dann von-
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Neumann Gleichung genannt, bei der Poissonklammern durch sogenannte Kommuta-
toren ersetzt werden. So ist auch klar, dass f genau dann eine erhaltene Grofe ist bei
Anwesenheit einer expliziten Zeitabhidngigkeit, wenn

{f.H} =0 (8.29)

gilt. Etwa ist in einem translationsinvarianten Situation {P, H} = 0, in einem rotati-
onssymmetrischen Potential {L, H} = 0, und der Drehimpuls ist erhalten. Man findet
fiir die Poissonklammern die folgenden Eigenschaften:

{A,B} = —{B,A}, (8.30)

{A,B+C} = {AB}+{A,C}, (831

{A,BC} = {A,B}C+{A,C}B (832

{A,{B,C}} +{B,{C,A}} +{C,{A,B}} = o. (8.33)

Die letzte Identitét, genannt Jakobi-Identitit, ist besonders spannend, und gilt wieder-
um auch in der Quantenmechanik fiir Kommutatoren.

8.2.6 Ein kleines Beispiel

Wir wollen uns die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen anhand eines einfachen
Beispiels ansehen: Ein Teilchen in einer Dimension ohne Zwangsbedingungen. Dann
ist der Phasenraum wieder der R2. Ein Teilchen in einem Potential hat die Lagrange-
funktion

1
(a,4,t) = L(q,q,t) = 5m42 —U(q). (8.34)

Wir finden

i=7 (8.35)
m
also ist die Hamiltonfunktion

2

p
(@,p,t) = H(a,p,t) = 5— + Ulq)- (8.36)
Fiir unser wohlvertrautes harmonisches Potential
1
Ulg) = gmw’e”, (8.37)
also
Ll W 3 8.38
H )= —+ = . )
(¢,p,1) 5 T M (8.38)

Dies ist natiirlich nichts anderes als die Energie, ausgedriickt in den richtigen Koordi-
naten. Die Hamiltonschen Gleichungen lauten

H
g = H_»r (8.39)
dp m
H
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was wiederum
mqg+ — =0, (8.41)

also hier
j+w?q=0 (8.42)

impliziert. Die Bewegung ist, wie oben schon bemerkt, eine Ellipse mit Quadraten der
Halbachsen
2F
a? = —, (8.43)
mw

b = 929mE. (8.44)

Diese sind keine neuen Gleichungen, allerdings ist die Logik, die zu ihnen fiihrt, durch-
aus eine andere. Nochmals, alles Gesagte gilt ebenso unter Anwesenheit von Zwangs-
bedingungen.

8.3 Mathematisches Intermezzo

8.3.1 Grundidee des Prinzips der stationiren Wirkung

Wir werden nun uns noch ein Prinzip vergegenwartigen, das mit obigen verwandt ist
und das auch mit dem Namen Hamiltons verbunden ist. Es ist das Prinzip der stati-
ondren Wirkung, und somit der erste Kontakt mit einem Wirkungsprinzip. Um es gleich
vorwegzunehmen: Eine Wirkung ist eine Eigenschaft einer parametrisierten Kurve, ge-
nauer einer Bahnkurve r : I — R3" ausgehend von einem Zeitintervall I := [tq, 5],

t o (t) (8.45)

die wir nun zunachst wieder in kartesischen Koordinaten betrachten. Spiter werden
wir wieder Zwangsbedingungen erlauben und verallgemeinerte Koordinaten ansehen.
Wir werden solchen Bahnkurven eine Wirkung zuordnen. Die Bahnkurven, die den
Lagrangeschen Bewegungsgleichungen geniigen, werden sich dadurch auszeichnen,
dass die Wirkung stationdr wird. Nota bene muss es nicht zwingend minimal werden,
was interessant ist. Wir wollen uns nun etwas Zeit nehmen zu iiberlegen, was dies heif3t.

8.3.2 Funktionale

Funktionale sind Funktionen, also ist es eher eine Frage der Konvention fiir eine be-
stimmte Klasse von Funktionen einen neuen Namen einzufiihren. Die Quantenmecha-
nik kennt auch nicht nur Operatoren, sondern auch Superoperatoren, die wiederum
Operatoren sind, nur eben in einem anderen Raum. So auch hier. Funktionale sind
Funktionen von Funktionen. Mogliche Definitionsbereiche kdnnten die folgenden sein:

* B: Die Menge der glatten Bahnkurven K : [tq,t2] — RY, ¢t — r(t).

* Bq,.q.: Die Menge der glatten Bahnkurven [t;, 2] — RY mit festem Anfangs-
und Endpunkt, r(¢1) = ry und r(¢2) = ro.
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Fiir diese Situationen sehen wir uns einige Beispiele fiir Funktionale ' : 5 — R und
F : By, r, = Ran. Es wird meist NV = 3n sein, aber zur Vereinfachung der Notation
werden wir dies lieber so notieren.

* F(K) = f:f dt/¥2(t), also die Bogenliinge der Kurve.
» Das Wirkungsfunktional, das uns besonders umtreiben wird, ist

S(K):/tzdt Z%mji‘?(t)—U(rl(t),...,rn(t)) . (8.46)

1 j=1
* Fiir eine Lagrangefunktion L, hier in kartesischen Koordinaten, kénnen wir auch

F(K) = /t * L), £(0).0) (847)

1

definieren.

Die ersten beiden genannten Funktionale sind lokal, in der Weise, dass sie nur vom
Verhalten der Kurve an einem Punkt abhingen, die anderen nichtlokal, dass sie von
der ganzen Kurve bestimmt sind. Funktionale sind Funktionen, also kann man von
Stetigkeit und Differenzierbarkeit sprechen. Etwa heifit F' differenzierbar, wenn

F(K + f) = F(K) = F'(K)f + O(IfII*) (8.48)

fiir ein lineares Funktional F'. Die Norm auf Funktionenriumen kann etwa

1l = / " e (o) (8.49)

t1

wihlen.

8.4 Hamiltonsches Prinzip

8.4.1 Formulierung des Prinzips

Wir formulieren nun das Hamiltonsche Prinzip.

Hamiltonsches Prinzip: Eine Bahnkurve aus By, », ist genau dann Losung der
Newtonschen Bewegungsgleichungen

m;t;(t) + V;U(r1(t),...,r,(t),t) =0 (8.50)
wenn sie ein stationdrer Punkt des Wirkungsfunktionals ist.

Das Wirkungsfunktional ist in Gleichung (8.76) beschrieben.
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8.4.2 Stationarititsbedingungen und Euler-Lagrange-Gleichungen

Wir werden uns dieser Aussage in mehrere Schritten ndhern. Wir finden, dass das Funk-
tional

F(K) = /:2 dtL(r(t), i(t), t) (8.51)

stetig und differenzierbar ist fiir alle K € B. Die Ableitungen im Punkte K ist gegeben
durch das lineare Funktional

Fuon = (Gre.i.n) ol

(0L, . d oL, .
+ /t1 dt ((‘ﬁ_(r,r,t) — dtai‘(r’r’t)> -h(?). (8.52)

Hier haben die eine Notation benutzt, bei der

N
@f(nm) - %g—f(r,f, t)) ‘h(t) =) (g‘fj(r,h t) - ;gz(r’ " t)) )

j=1
(8.53)
Dies finden wir durch direktes Nachrechnen: Es gilt
to .
F(K+h) = / dtL(r(t) + h(t), () + h(E), 1) (8.54)
ty
2 (0L oL
= PK —~.h+—"-h 2
()« [ (5w G i) OUKIP)

f2 0L d oL d (0L 9
- F(K”/tl dt((ar—dtai«> -h+dt<8f)~h)+0(||h||)

B oL ., . [" oL d oL d (0L
= F(K)+m-h|tl+/tl dt((ar_clztaf>'h+cht(<9f)'h>
+ O(|IR[*)

Dies ist genau, was zu zeigen war. Wenn wir zusétzlich die Funktionale auf B, ,, mit
festem Anfangs- und Endpunkt einschrinken, ist h(t;) = h(¢2) = 0, und man findet
einfach

t2 oL d OL
F'(K)h = dt (| =—(r,7,t) — — —=—(r,7,t) | - h(t). 8.55
= [Car(Gren - G5 ER) b0 s
Wenn ein Funktional in Ky extremal wird (K ist hierbei eine Kurve), also ein lokales
Minimum oder Maximum hat, so ist

F'(Ky) =0, (8.56)

also ist £’ (Ko)h = 0 fiir alle » mit h(¢1) = h(¢2) = 0. Nun wollen wir uns iiberlegen,
was diese Extremalitit der Wirkung von Bahnkurven fiir Konsequenzen hat. F/(Ky) =

0 heiBt, dass 5 4o
L . L .
a—ro(ro(t),ro(t),t) - %E(ro(t),ro(t),t) =0 (857)
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fiir Zeiten ¢ € [t1, t2] sowie fiir die Endpunkte des Zeitintervalls

oL (

Org
weil die Ableitungen nach den Orten ja verschwinden. Auch das sehen wir recht schnell.
Wenn

L
ro(t1),fo(t), 1) = %(Fo(tz),f()(fz),tz) =0, (8.53)

— = ——==#0 (8.59)

zu einem Zeitpunkt ty # {¢1, t2 } wire, also einem Zeitpunkt verschieden von Anfangs-
und Endzeitpunkt, gébe es ein endliches Intervall I um ¢, in dem diese Grofe auch
verschieden von Null ist. Also kann man eine Kurve A finden mit h(t;) = h(tz) = 0,
so dass

2 (0L d OL
——(r.1.t) — —— (1.1 . > .
/tl dt <8r (r,1,t) i (r7r,t)> h(t) >0 (8.60)
implizierte. Also muss
oL, . d oL, .
(ar(r,r,t) - dtar_.(r,r,t)) =0 (861)

gelten und auch Gleichung (8.58). Wenn K wieder auf B, ., eingeschrinkt ist, redu-
ziert sich die Stationaritiitsbedingung F’(K) = 0 auf die folgende Gleichung.

Euler-Lagrange-Gleichung: Die Stationaritiitsbedingung F’(K') = 0 fiihrt auf die
Euler-Lagrange-Gleichung

oL . d oL .
B (Fo(t),Fol) 1) — 2 (xo(0), Rof1), 1) = 0. (8.62)

Dies ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die Bahnkurve, fiir welche
K stationdr wird. Die Kurve muss zusitzlich die Bedingungen

ro(t1) = ri, (8.63)
Iro (tg) = I9 (864)

erfiillen.

8.4.3 Noch ein kleines Beispiel

Wir wollen, bevor wir uns dem Beweis des Hamiltonschen Prinzips widmen, ein klei-
nes Beispiel ansehen fiir die Bogenlinge der Kurve

F(K) = /t ’ dtvVi2(t), (8.65)

in By, r,. Es ist hier also

L(r,t,t) = Vi2. (8.66)
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Die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten

doL 0L dr
dt or  or  dt|| 0 (8.67)
Esistja

— (8.68)
7|

der Tangenteneinheitsvektor, der also lidngs einer stationdren Kurve fiir die kiirzeste
Verbindung von r; und r, konstant sein muss. Diese kiirzeste Kurve mit einem kon-
stanten Tangenteneinheitsvektor ist also eine Gerade: Eine Gerade liefert in der Tat die
kiirzeste Verbindung.

8.4.4 Beweis des Hamiltonschen Prinzips

Ausgeriistet mit den Euler-Lagrange-Gleichungen kénnen wir das Hamiltonsche Prin-
zip formulieren. Hierzu miissen wir zeigen, dass die Euler-Lagrange-Gleichung fiir das
Wirkungsfunktional

to 1
S(K) = /t dt | imjr?(t) —U(ri(t),...,r0(t)) (8.69)
1
mit den Newtonschen Bewegungsgleichungen iibereinstimmt. Wenn wir von

L= Z 5mjx§ —U(ry,...,r) (8.70)

j=1

ausgehen, der Lagrangefunktion in der Abwesenheit von Zwangsbedingungen, so sind

oL

o, = —V,U 8.71)
und

oL .

Wir werden den Fall von Zwangsbedingungen gleich nachlegen. Dann bedeutet die
Euler-Lagrange-Gleichung also gerade

m;#;(t) + VU (1 (1), ..., n(t),t) =0, (8.73)

was das Hamiltonsche Prinzip ist. Es ist interessant zu bemerken, dass das Hamilton-
sche Prinzip koordinatenunabhingig ist. Wenn wir eine Bahnkurve umparametrisie-
ren, gilt das Hamiltonsche Prinzip in der gleichen Weise, wie man sich leicht verge-
genwartigt.
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8.4.5 Hamiltonsches Prinzip fiir Systeme mit Zwangsbedingungen

Wir haben oben das Hamiltonsches Prinzip fiir Systeme ohne Zwangsbedingungen her-
geleitet und so die Newtonsche Mechanik hergeleitet. Tatsachlich gilt das Hamilton-
sche Prinzip auch fiir Systeme mit J Zwangsbedingungen, die wir hier als holonom an-
nehmen wollen. Wir betrachten also wieder eine Mannigfaltigkeit A(¢) mit f = 3n—.J

Freiheitsgraden. Wir bezeichnen mit B,f‘l(})z die Bahnkurven
t— 7(t) (8.74)
im R, die hier wieder die Bedingungen am Rand

T(t1) =71, T(t2) = T2 (8.75)
erfiillen, aber fiir die zudtzlich 7(t) € A(t) gilt. Eine Bahnkurve K € B,f‘l(’tr—)z ist dann
genau Losung der Lagrangegleichung erster Art, wenn sie ein stationdrer Punkt des
Wirkungsfunktionals ist

n

S(K) = /t "t Z%mji'?(t)—U(F(t),t) (8.76)

j=1

ist. Der Beweis verlduft tatsidchlich ganz analog wie oben. Allerdings sind nun virtuelle
Verriickungen zugelassen, die tangential an A(t) verlaufen,

B(t) = 5A(t)f(t). (8.77)
also gewissermafen in der Mannigfaltigkeit bleiben. So ist nun

S(K+h)=8(K)+ /l2 dt (p(t) + VU(7(t),1)) S a7 (t) + O(J|R|[*).  (8.78)

t1

Stationaritdt von S heisst nun, dass p(t) + VU (7(t), t) senkrecht auf A(t) ist, also dass
J
P(t) = —VU(F(t),t) + Y A VS;((t), 1) (8.79)
j=1

gilt. Das sind gerade die Lagrangegleichungen erster Art. Wir konnen aber im Sinne
der Lagrangegleichungen zweiter Art gleich die Koordinaten q = (g1, ..., qy) direkt
auf A(t) einfiihren. Dann ist das Wirkungsfunktional

to
S(K) = / dtL(q, a,1). (8.80)
ty
Eine Bahnkurve ist also dann stationir, wenn
d 0L oL
- = (8.81)
dt 8qj 8qj

gilt fiir alle j, also die Lagrangeschen Gleichungen zweiter Art erfiillt sind. Man kann
also aus dem Hamiltonschen Formalismus die Newtonsche Mechanik, die Lagrange-
gleichungen erster Art und die zweiter Art herleiten.



