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Aufgabe 1: Richtung der Zwangskraft / Normalenvektor

Um Zwangsbedingungen, also Einschriankungen der Bewegungsfreiheit von Koérpern, in den
Bewegungsgleichungen zu beriicksichtigen, miissen Zwangskrifte richtig identifiziert werden.
Jede Zwangskraft F'; hat eine Richtung é; und einen Betrag |Fz|, sodass F; = |Fz|éz,
wobei ey der normierte Einheitsvektor sein soll, der genau in Richtung der Zwangskraft zeigt.
In dieser Aufgabe wollen wir uns ausschlieflich mit der Bestimmung dieses Richtungsvektors
befassen.

Zum Warm-Up betrachten Sie eine Masse m auf einer schiefen Ebe- A* .

ne. Wir betrachten zunéchst ausschliellich die x — z—Ebene, die y- <Ff

Koordinate wird vernachléssigt. Wir betrachten also eine Bewegung

im R2. Die Gewichtskraft wirke in die —z-Richtung, wir ignorieren R

jegliche Reibung. Die Steigung der schiefen Ebene betrage 2—; =2. ' % >
X

(a) Formulieren Sie die Zwangsbedingung fiir die Masse in kartesischen Koordinaten (z, 2).
Bringen Sie diese zusétzlich in die Form S(z, z) = 0.

Losung: Die Masse befindet sich auf einer Ursprungsgerade mit Steigung % = 2. Daraus
folgt, dass die Position der Masse z = 2x erfiillen muss. Nach Umstellen erhalten wir

S(z,z)=2—-2x=0. (s.1)

(b) Finden Sie nun zuerst einen normierten Einheitsvektor € parallel zur schiefen Ebene!

Losung: Der Vektor (1) ist parallel zur schiefen Ebene. Nach Normierung finden wir

e

(c) Die Zwangskraft muss senkrecht auf der schiefen Ebene stehen. Begriinden Sie dies
zuerst. Finden Sie dann einen normierten Einheitsvektor €, senkrecht auf der schiefen
Ebene. Der gefundene e ist parallel zum Zwangskraft-Richtungsvektor ez, aber zeigt
eventuell nicht in die gleiche Richtung, sondern in die entgegengesetzte Richtung. Geben
Sie im letzten Schritt ez an.

Losung: Der gesuchte Vektor €, muss erfiillen, dass e, o ¢ = 0. Ein Vektor, der dies

erfiillt ist z.B. e, = \/Lg( 2). Dieser Vektor ist bereits normiert, hat aber eine Komponente

in die —z-Richtung, wahrend die Zwangskraft, namlich die Normalkraft, anteilig in die +2-
Richtung zeigen sollte. Daher finden wir fiir die obige Wahl von €, dass

NP G
€y = GL—\/S 1



Widmen wir uns nun einem etwas schwierigeren Fall: einer krummli- Az
nigen Zwangsbedinung. Betrachten Sie dazu eine Masse m auf einer
Parabel mit Funktiongsgleichung z = %, wobei b > 0 eine Kon-
stante ist. Die Masse unterliegt wiederum der Gewichtskraft (wir S
ignorieren jegliche Reibung) und bewegt sich nur in der x — 2-Ebene
und wir wollen den Richtungsvektor der Zwangskraft € bestimmen. R
Dieser Fall ist schon interessanter, weil hier die Richtung des Vek-
tors ez sich mit der Position der Masse auf der Parabel verédndert,
wéahrend der Vektor bei der schiefen Ebene immer in die gleiche

Richtung gezeigt hat.

XN

(d) Geben sie die Zwangsbedingung fiir die kartesischen Koordinaten der Masse in der Form
S(z,z) =0 an.

Losung:

IQ

S(x,z):z—Q—b:O

(e) Finden Sie nun wieder zuerst einen normierten Einheitsvektor €|, der tangential zur
Parabel steht. Dieser muss von der Koordinaten des Teilchens abhéngen!

Tipp: Sie wissen bereits aus dem ersten Semester, wie man Tangentialvektoren fiir Bahn-
kurven berechnet. (Insbesondere ist der Richtungsvektor der Geschwindigkeit ein solcher
Tangenteneinheitsvektor.) Fassen Sie die Parabel also einfach als Kurve auf.

Lésung: Wir fassen die Parabel als Kurve C' im R? auf. Wir kénnen diese Kurse parame-
trisieren als
s (582) = u(s), s €R.
2b
Der Tangentialeinheitsvektor an die Kurve ist gegeben durch

-7 () - ()
uls) = = s = ——
|2 1+5s2/02 \} 52+ 0% \8
Um den Tangenteneiheitsvektor an der Position (z,z) der Masse zu erhalten, setzen wir
s =

o = a(s) 1 (b)
e = U(S)|jsmy = ——=
Il \ VZZF 2 \T
(f) Die Zwangskraft muss senkrecht auf der Parabel stehen. Finden Sie einen normier-
ten Einheitsvektor e, senkrecht auf der Parabel. Der gefundene e, ist parallel zum
Zwangskraft-Richtungsvektor ez, aber zeigt eventuell nicht in die gleiche Richtung. Ge-
ben Sie im letzten Schritt ez an.

Losung: Der gesuchte Vektor €, muss erfiillen, dass €, oe| = 0. Ein Vektor, der dies erfiillt
ist zB. &, = ﬁ(fb). Dieser Vektor ist bereits normiert, hat aber eine Komponente
in die —z-Richtung, wahrend die Zwangskraft, namlich die Normalkraft, anteilig in die +2z-
Richtung zeigen sollte. Daher finden wir fiir die obige Wahl von €, dass

R . 1 —x
ey =—€] = ———
Va2 4 b2 ( b )
Die Vektoren e, —e,; werden auch als (normierte) Normalenvektoren bezeichnet, daher wird
auch oft das Symbol n fiir sie verwendet.

Nun wollen wir einen direkteren Weg nehmen, um Normalenvektoren und damit Zwangskraft-
Richtungsvektoren zu bestimmen: Wenn man die Zwangsbedingung richtig aufgestellt
und in die Form S(z,z) = 0 gebracht hat, dann ist der Gradient VS parallel zum
Zwangskraft-Richtungsvektor e .



(g) Berechnen Sie VS und verifizieren Sie, dass V.S parallel zum gefunden e, steht.

Losung: Wir hatten S(z,2) = z — 2%/(2b).

a8 _z 1 /=2
_ — 3
v (1) - (F) - (3)
Dieser Vektor ist offensichtlich parallel zu den oben gefundenen e, é.

Wir beziehen nun die 3. Dimension mit ein und betrachten eine Mas-
se im Paraboloid (siehe Abbildung). Der Paraboloid ist beschrieben

durch die Gleichung z = “2’—2 + g—;, wobei b € R,b > 0. Wie vorher
wirkt die Gewichtskraft, wir vernachléssigen die Reibung und wollen
den Richtungsvektor der Normalkraft finden (dieser wird wieder von
den Koordinaten der Masse, also der Position auf dem Paraboloid

abhéngen.)

(h) Wiederholen Sie die obigen Schritte der Reihe nach. Das heift: Stellen Sie die Zwangs-
bedingung als S(x,y,z) = 0 auf, finden Sie zwei linear unabhingige Tangential-
vektoren v, v5, dann den Normalenvektor n und schliellich den Richtungsvektor der
Zwangskraft. Normieren Sie alle diese Vektoren zu Einheitsvektoren.

Hinweis: Da wir nun in 3 Dimensionen sind, konnen wir eine ganze 2-dimensionale Tan-
gentialebene an jeden Punkt des Paraboloids anlegen. Eine solche Ebene wird daher von
2 linear unabhéingigen Tangentialvektoren aufgespannt. Um solche Tangentialvektoren
zu finden, finden Sie zwei Kurven, die auf dem Paraboloid entlang verlaufen durch den
Punkt (z,y, z), also die Position der Masse. Um den Normalenvektor zu finden, erinnern
Sie sich an die Eigenschaften des Kreuzprodukts!

Loésung: Die Zwangsbedingung ist gegeben durch

2 2
S(z,y,z)—z—Q—b%—%—O

Um die zwei linear unabhangigen Tangentialvektoren zu finden, betrachten wir die folgenden
Kurven u;(s), us(s) auf dem Paraboloid. Diese verlaufen durch die Position der Masse bei

(x,y, 2).
s T
u(s) = vy |, us(s) = s : s€R (s.2)
S2+y2 $62+82
2 2b

Die zugehorigen Tangentialvektoren sind gegeben durch

1 0
. du (s) . duy(s)
w(s) = — 0] Un(s) = —- L (s-3)
b b
Nach Normierung finden wir
) 1 b ) 1 0
U (s) = —==10], Uy(s) = ——= | b s.4
= e |\ Svesy Al (8.4

Um die Tangentialeinheitsvektoren am Punkt (z, vy, z) zu erhalten, setzen wir zuletzt s = x,

bzw. s = y:
R 1 b X 1 0
v =u(s),_,— | 0], Vo = Us(S),,_,——— | b S.5
1 1( )|s—x w2+b2 . 2 2( )|5_y y2+b2 y ( )



Die gefundenen Vektoren v, vy sind linear unabhangig und spannen die Tangentialebene
auf. Um den Normalenvektor n zu finden, bilden wir einfach das Kreuzprodukt von v, vs,
denn dieses besteht bekanntlich senkrecht auf der durch v, v, aufgespannten Ebene.

—X
V1 X Vg = C -y (86)
b

wobei C' eine Konstante ist, die wir hier nicht explizit ausgerechnet haben. Wir bemerken,
dass obwohl v, vy beide normiert sind, ihr Kreuzprodukt v; X vy nicht normiert auf Lange
1 ist. Dies ware nur der Fall, wenn vy, vy orthogonal waren. Der normierte Normalenvektor
is gegeben durch
1 —x
AL = _

y
Vi +yr+ 02\

Der Vektor mit negativem Vorzeichen, also —n, ist ebensfalls ein Normalenvektor.

(i) Verifizieren Sie wieder, dass VS parallel zur Zwangskraft steht.

Losung:
— L[
1 b

Dieser Vektor is parallel zu nn und damit auch zur Zwangskraft.

Als letztes wollen wir beweisen, dass V.S tatsidchlich immer senkrecht
auf der Zwangsbedingung steht, damit wir in Zukunft immer diesen
direkteren Weg nehmen koénnen. Dazu eine mathematische Vorbemer-
kung: Eine Zwangsbedingung der Form S(z,y, z) = 0 beschreibt eine
zweidimensionale gekriimmte Fliche im R? (formal eine Mannigfaltig-
keit), die wir als Punktmenge aufschreiben kénnen als

A={(r,y,2) €R*: S(x,y,2) =0} T s

Diese gekriimmte Fléche war im vorherigen Beispiel gerade genau der

Paraboloid. o _ _ '
Betrachten wir nun allgemein einen Punkt P mit Koordinaten (xg,%o,20) € A auf einer

solchen Flache. Wir nehmen eine beliebige Kurve ~(s) her, die nur auf der Fldche A entlang
laufen soll. Hier ist s € (—a,a) ein beliebiges Interval um Null herum. Ein solche Kurve
erfiillt

S(v(s)) =0 Vse (—a,a).

Die Kurve soll zusétzlich erfiillen, dass (s = 0) = (xo, %o, 20). Die Kurve ist also so para-
metrisiert, dass sie bei s = 0 genau durch P lduft.

(j) Zeigen Sie, dass V.S immer senkrecht zu A stehen muss, indem Sie S(v(s)) = 0 nach s
ableiten, die Kettenregel verwenden und dann die Ableitung bei s = 0 auswerten.

Lésung: Wir leiten beide Seiten der Gleichung S(v(s)) = 0 nach s ab und werten bei
s =0 aus. s
( (7(3») =0 (87)
ds s—0

wobei nach Kettenregel

dS(v(s dv(s )
(v(s)) = VS(2,Y, 2)|(z.2)=(w0.50.20) © () = VS(xo, Y0, 20) 0 ¥(0)
ds ds |s=0
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Wir haben also
VS(%,?JO, Zo) © ’7(0) = 0.

In Worten: Das Skalarprodukt des Gradienten mit den Tangentialvektor 4(0) ist gleich null.
Da wir sowohl den Punkt (zg, o, 20), als auch die Kurve beliebig gewahlt haben, muss der
Gradient also an jedem Punkt der Flache A jeweils zu allen Tangentialvektoren orthogonal
sein und damit immer normal auf der Flache A stehen.

Zusammenfassung des Gelernten: Take-away aus dieser Aufgabe sollte fiir Sie sein: Der
Richtungsvektor der Zwangskraft steht immer senkrecht zur durch die Zwangsbedingung
definierten Fldche (oder Kurve, falls wir nur Bewegungen in 2D betrachten). Dadurch kénnen
wir die Richtung der Zwangskraft leicht iiber den Gradienten der Zwangsbedingung V.S
bestimmen.

(Aufgepasst: Der Gradient der Zwangsbedingung steht zwar senkrecht auf der Zwangsbedin-
gung, konnte aber genau entgegensetzt zur Zwangskraft zeigen. Das Vorzeichen gilt es im
Zweifel also hiandisch zu priifen.)

Der Fakt, dass V.S parallel zur Zwangskraft zeigt, ist im Ubrigen auch der Grund dafiir,
dass in den Lagrange-Gleichungen 1.Art

die Gradienten VS; der Zwangsbedingungen eingehen. Hier wird implizit der Ansatz ge-
macht, dass die Zwangskraft Fz; von der Form Fz; = \;V.S; sein muss, wobei S; die
Zwangsbedigungen sind. Der Parameter );, also der Betrag der Zwangskraft, muss dann
noch bestimmt werden.

Aufgabe 2: Runge-Lenz Vektor

In dieser Aufgabe beschéftigen wir uns mit einer Besonderheit des Kepler-Problems: Neben
der Energie und dem Drehimpuls gibt es noch eine weitere Erhaltungsgrofie. Betrachten
Sie dazu ein Teilchen der Masse m im Gravitationspotential U : Rf — R, U(r) = —¢&/r mit
& = ~vMm und ~ der Gravitationskonstante, eines Objekts mit Masse M und mit Drehimpuls
L. Der sogenannte Runge-Lenz Vektor ist definiert als die Grofle

A:1*><L—7Mmz
r

mit r = |r|[]
(a) Warum liegt der Runge-Lenz Vektor A in der Bahnebene?
Losung: Das liegt an
L(r x L) =0.
Daher ist # x L in der Bahnebene genauso wie yMr/r.

(b) Zeigen Sie das A eine Erhaltungsgrofie ist. (Hinweis: Verwenden Sie a X (b x ¢) =
b(ac) — c(ab).)

'Eine alternative, dquivalente Definition des Runge-Lenz Vektors ist A= px L—-&mT =mA.
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Loésung: Wir berechnen die Ableitung:

A:fo+¢xL—me(f—r—§>
r T
, N

:—F><L+O—7Mm(i—$:))
m T T

= —7Mm% XrXxr—yMm (Z - T(TT)> .

r r3
Nach Verwendung der bac-cab Regel erhalten wir daraus
r roor r

=0.

Dies gilt fiir alle ¢, wheshalb A eine Konstante sein muss.

(s.11)

(s.12)



