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Analytische Mechanik
Sommer-Semester 2022

Ubungsblatt 6
Taylorreihe und Lagrange-Gleichungen 1. Art

Abgabe bis: 03.06.2022 um 12:00 Uhr

Aufgabe 1: Taylorreihe

Berechnen Sie die Taylorreihen der folgenden Ausdriicken bis zur 2. Ordnung in z in der
Umgebung von = ~ 0. (Wir nehmen an, dass a,b,c,d,e € R und a > 0.)

d+ .
<a) a+bx<e:;12’
(b) 7=

a“+x

(c) In(acos(x) + bsin(z)).

Losung: Please refer to the handwritten solutions on the following page—
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Aufgabe 2: Reifen und Rolle

Eine Punktmasse M ist an einem masselosen Reifen mit Radius
R angebracht. Der Reifen kann frei um sein fixiertes Zentrum
rotieren. An M ist ein masseloses Seil befestigt, das zunéchst
entlang des Reifens verlduft und dann senkrecht nach oben iiber h
eine masselose Rolle fiihrt. Reifen und Rolle liegen in derselben
Ebene. Am anderen Ende des Seils hingt eine Punktemasse m.

Nehmen Sie an, dass m sich nur in Richtung der Gravitationskraft
bewegen kann, dass M > m und, dass das Seil lang genug ist,
damit m niemals iiber die Rolle gezogen wird.

(a) Identifizieren Sie die Zwangsbedingungen S;(r1, ¢1, 2, y2) = 0 auf die Koordinaten der
Massen. Wie viele unabhéngige Freiheitsgrade hat das System?

(b) Leite Sie die Bewegungsgleichungen fiir die Massen her.
Hinweis: Beachten Sie, dass die jeweiligen Koordinaten in unterschiedlichen Koordi-

natensystemen angegeben sind. Der Gradient einer (stetig differentierbaren) Funktion
f : R? = R ist in Polarkoordinaten iiber

of . 10f,
\% ==&, +-—
Zf(,r?(b) aTe +ra¢e¢
gegeben.
(c) Bestimme die Orte der Massen an denen Sie sich im Gleichgewicht befinden.
(d) Berechne die Kraft, der das Seil im Gleichgewicht Stand halten muss.

(e) Entwickle die Bewegungsgleichungen um den Gleichgewichtspunkt bis zur ersten Ord-
nung. Handelt es sich um einen stabilen oder instabilen Gleichgewichtspunkt? Falls er
stabil ist, was ist die Frequenz mit der das System um das diesen Punkt schwingt?

Losung: Please refer to the handwritten solutions on the following page—
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Aufgabe 3: Perle auf Stab

Wir betrachten eine Perle, idealisiert als Massenpunkt der Masse m,
die reibungsfrei auf einem Draht gleitet, der mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit w und konstantem Neigungswinkel § um eine Achse
rotiert. Die Perle ist auflerdem der Gravitationskraft F' = —mge,
ausgesetzt, die entlang der Rotationsachse wirkt.

In einer vorherigen Aufgabe haben wir die Zwangskrifte fiir dieses System bereits aus be-
kannten Formeln wie beispielsweise der Zentripetalkraft fiir Kreishewegungen berechnet. Nun
wollen wir die Zwangskréfte mit Hilfe des Lagrange-Formalismus direkt aus den Zwangsbe-
dingungen berechnen.

Dazu eigenen sich natiirlich wiederum Kugelkoordinaten. Der Ort der Perle ist gegebn durch
r = re,. Die Basisvektoren in Kugelkoordinaten sind folgt gegeben :

cos p sin ¥ cos p cos U —sinp
e, = |sinpsind |, ey=|sinpcosd |, e,=| cosp
cos v —sinv 0

(a) Geben Sie die Zwangsbedingungen S;(r,t) fiir die Bewegung der Perle an.

Losung: Der rotierende Stab stellt zwei Zwangsbedingungen, die die Bewegungsfreiheit
der Perle in drei Dimensionen auf eine Dimension einschranken.

Zum einen ist der Winkel 9, in dem der rotierende Stab zur Rotationsachse in z-Richtung
steht, gegeben durch 6. Das gibt uns

Si(r,,0,t) =9 — 0 =0.

Zum anderen ist der Azimuthwinkel ¢ stets durch die Rotation des Stabes um die Achse ge-
geben und verandert sich mit Winkelgeschwindigkeit w. Wir wahlen die Ausrichtung unseres
Koordinatensystems nun so, dass ¢ = 0 bei t = 0 gilt, sodass

Sa(r, o, 0,t) = o —wt = 0.
In der Vorlesung haben Sie gelernt, dass sogenannte Zwangskrifte \;V.S; mit Lagrange
Multiplikatoren \; € R die Bedingungen S; in der Bewegung erzwingen.

(b) Stellen Sie die Lagrangegleichungen 1. Art auf.
Hinweis 1: Die Beschleunigung in Kugelkoordinaten (r,v, p) ist gegeben als

P = (7 — 1% — rsin®(0) @) e, + (270 + 19 — rsin(0) cos(9)p?) ey
+ ((r¢ + 27¢) sin(¥) + 2rpd cos(9) e,

Hinweis 2: In Kugelkoordinaten ist V gegeben durch:

e Q_Fe lg_l_e 1 i
"or o0 T TPrsind 0p

V =
Losung: Die Lagrangegleichungen erster Art sind durch die 3 + 2 Gleichungen
2
mi = F(r,7,t) + Z(r,#,t) = VU(r,t) + VY _ \;S;(r, 1)
j=1

Sj(r, t) = O,
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gegeben. Hierbei ist Z = Z| + Z, die Zwangskraft, die durch die Zwangsbedingungen .S,
und Sy auf die Perle wirkt. Wir finden also

mi = —mge, + MV(0 — 6) + AV (p — wi).

Nun verwenden wir den Gradienten in Kugelkoordinaten, um die Zwangskrafte zu bestimmen:

1 1
Zl(rv 2 19) = /\1V(’l9 - 9) = /\1;619((“)19(19 — 9) = )\1;619 (S,l)
1 1
ZQ(T, s 19) = >\2V(§0 - Wt) = Azmewaw(w - wt) = )\ZTSinﬁew (8.2)

da alle anderen Ableitungen verschwinden.

Um nun die Lagrangegleichungen aufzustellen miissen wir nur noch den Einheitsvektor in
2-Richtung durch e, ey, e, darstellen. Das konnen wir entweder tun, indem wir die Rotati-
onsmatrix

sindcosy costcosp —sing
S = |sindsing cos¥sing cosy (s.3)
cos v —sin v 0
von rechts auf den Vektor (e,, e, ey) anwenden :

(es, ey, €,) = (e, qu,eg,)ST, (s.4)

oder indem wir es uns geometrisch iiberlegen. Wir erinnern uns, dass die Einheitsvektoren
in ¥ und ¢ Richtung tangential zur Kugeloberflaeche liegen: e, zeigt nach Osten, ey nach
Siiden. Der Vektor e, kann also nur eine r und eine 19 Komponente haben. Es ergibt sich

e, = cos Ve, — sinVey. (s.5)
Insgesamt finden wir dann in den drei Komponenten
m(it — r9? — rsin®(9)¢?)e, = —mg cos Ve,

m(27‘19 +rd—r sin(¥) cos(9)¢?) ey = (mg sind + ﬁ) ey
,

m((rg + 2i¢) sin(9) + 2r@0 cos(v))e, = < A > e,

rsind

Zusatzlich miissen die Zwangsbedingungen S; = S5 = 0 erfiillt sein.
Bestimmen Sie explizit die wirkenden Zwangskrifte in Abhéangigkeit von 6, w, r, 7.

Hinweis: Setzen Sie die Zwangsbedingungen in die anderen Gleichungen ein und bestim-
men Sie A;.

Losung: Die Zwangsbedingungen ¥ = 6 und ¢ = wt konnen wir direkt in die Bewegungs-
gleichungen einsetzen.

m(# — rsin?(0)w?)e, = —mg cos fe,

m(—rsin(f) cos(§)w?)ey = <mg sinf + ﬁ) ey
r

rsind

2mrwsin(f)e, = ( Ao )e@,
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und die Zwangskrafte bestimmen, indem wir nach A;, Ay auflosen:

A = —mriw?sin @ cos § — rmgsin 6 (s.6)
Ay = 2mriw sin® 0 (s.7
sodass
Z,(r,7) = —m(rw?*sinf cos § + gsinf)ey (s.8)
Zy(r,7) = 2mrwsin fe, (s.9)

Nach Einbeziehung der Zwangsbedingungen und Zwangskrifte gilt fiir die e,-Komponente
folgende Bewegungsgleichung;:

m(# — rsin®(0)w?) = —mg cos

(d) Losen Sie die Bewegungsgleichung fiir die Anfangswerte r(t = 0) = 7o, 7(t = 0) = 0.

Hinweis: Nutzen Sie hierbei, dass Sie in einem friheren Aufgabenblatt schon eine spe-
zielle Losung gefunden haben:

gcos(0)

S0 fi _ _geoslt)
" T sin?(9)

Losung:  Wir wollen nun die folgende Gleichung I6sen
i — rw? sin®(0) = —g cos(). (s.10)
Die homogene Gleichung lautet
i = rw?sin®(0),

welche wir einfach durch einen exponentiellen Ansatz ryom(t) = Ae*+Be™* mit Konstanten
A, B und o = wsin(f) l6sen konnen.
Eine spezielle Lésung der Differentialgleichung ist genau gegeben durch 7, (t) = g cos(6)/(w? sin® 6)

Damit ist die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung gegeben durch

7(t) = rhom(t) + 7sp(%) (s.11)
_ Aeat—l-Be_at—i- %LS(ZH) (8.12)
w?sin“ 0
Mit den Anfangsbedingungen 7(0) = 0,7(0) = r( finden wir dann
1 gcos(0)
A=B=_(ro— L2222 s.13
2 <r0 w? sin28) ’ (5:13)
und damit
0 0
r(t) = (7’0 - QQLS(Q)> cosh(wsin(0)t) + &Sg) (s.14)
w?sin” 6 w?sin” ¢
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