Freie Universitat Berlin
Analytische Mechanik
Sommer-Semester 2022

Ubungsblatt 12
Kanonische Transformationen

Abgabe bis: 15.07.2022 um 12:00 Uhr

Aufgabe 1: Kanonische Transformationen und Satz von Liouville
Betrachten Sie die Hamiltonfunktion eines harmonischen Oszillators:

1. 1
H— 202 4 2022,
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(a) Definieren Sie neue Koordinaten ¢ und P:

Q=q/w , P=p/Vw

und zeigen Sie, dass dies eine kanonische Transformation ist.

(2)

(b) Schreiben Sie die Hamiltonfunktion als Funktion von @) und P um. Stellen Sie die hamil-
tonschen Bewegungsgleichunen auf und 16sen Sie das Gleichungssystem fiir allgemeine

Anfangsbedingungen Q(0) = Qy und P(0) = F.

(c) Betrachten Sie ein Rechteck ABC'D im Phasenraum mit Eckpunkten (Q 4, P4) = (1,0),
(@B, Ps) = (2,0), (Qc, Po) = (2,1) und (@p, Pp) = (1,1). Finden Sie die Abbildung
des Rechtecks zu einem spéteren Zeitpunkt t. Hinweis: Zeigen Sie, dass in den neu-
en Koordinaten, die Zeitentwicklung im Phasenraum einer Rotation um den Ursprung
entspricht. Zeigen Sie, dass die Flache des Rechtecks durch die Zeitentwicklung nicht
verdndert wird und erkédren Sie, warum das aufgrund des Satzes von Liouville auch
im Allgemeinen zu erwarten ist. Wire das immer noch der Fall, wenn w in (??) eine

zeitabhéngige Funktion wére?

Losung: Solutions on following page—
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Aufgabe 2: Kanonische Transformationen
Wir betrachten ein System beschrieben durch die Hamiltonfunktion:

1 11
H=_p¢" +=—. 3
Pt (3)
Fiir Konstanten o # 0, 8 # 0, A # 0 und + fithren wir die folgende Koordinatentransforma-
tion durch:

q=P*  p=AQ°P. (4)

(a) Bestimmen Sie die kanonischen Bewegungsgleichungen fiir ¢ und p. Driicken sie diese
durch @, P, und P aus und bestimmen Sie die Bewegungsgleichungen fiir ) und P.

L6ésung: Die kanonischen Bewegungsgleichungen lassen sich leicht ablesen:

. OH : oH . _
q=a—p=pq4, pz—a—q=—2p2q3+q ’ (s-1)
Aus der ersten Gleichung erhalten wir
aPP* !l == AQ° Pt — P= éQ/BPW?"””. (s.2)
!
Aus der zweiten Gleichung erhalten wir
ABQPTIQPY +4Q PTTIP) = p = —2A2Q* PP 4 pie (s.3)
Indem wir (??) fiir P einsetzen erhalten wir nach umstellen
i A 1
Q=G24 QI P g PR (5:4)

(b) Betrachten Sie den neuen Hamiltonian H'(Q, P) = H(q(Q, P), p(Q, P)) und bestimmen
Sie die kanonischen Bewegungsgleichungen fiir ¢) und P.
Losung: Die transformierte Hamiltonfunktion ist
1 1
H'(Q,P) = §A2Q25P27+4°‘ + 5P—Qa. (s.5)
Damit ergeben sich die kanonischen Bewegungsgleichungen zu:

Q — 5142@2,8(2,}/ + 4Q)P2'y+4o¢fl - OéP*QOl*]. P = _5A2Q2ﬂ71P27+4a' (86)

(c) Vergleichen Sie die Ergebnisse von a) und b). Was muss fiir «, 3,7, A gelten, damit
die Bewegungsgleichungen erhalten bleiben, d.h. damit die Koordinatentransformation
kanonisch ist.

Losung: Offenbar ergeben die kanonischen Bewegungsgleichungen im Allgemeinen veranderte
(falsche) Bewegungsgleichungen fiir Q und P. Nur fiir spezielle Werte von «, 5, ist die
Transformation kanonisch. Insbesondere folgt aus den beiden Bewegungsgleichugen fiir P

P — g@ﬁp’y-‘ri%a-l-l ; _5A2Q2,8—1P2’y+4a (S?)

fiir alle Werte von () und P. Das kann nur gelten, wenn die Vorfaktoren und die Exponenten
iibereinstimmen, d.h.

B=2-1 = fp=1 (s-8)
vy+3a+1=2v+4a = ~y=1—-« (s.9)
é = f=-1 = A=-a. (s.10)

«



Es sollte jetzt noch iiberpriift werden, dass mit diesen Relationen auch die Bewegungsglei-
chungen fiir P iibereinstimmen.

Insgesamt haben wir die folgende kanonische Transformation fiir eine konstante o # 0.
lo' 1 -«
g=P*  p=-—QP"™ (s.11)
o

Bestimmen Sie die erzeugende Funktion F(q, @) fiir die Koordinatentransformation.

Lésung: Die erzeugende Funktion F'(q, Q) muss per Definition die Gleichungen

oF oF
- —_— - _Pp A2
erfiillen. Die zweite ergibt direkt:
aF 1 1
2 _ga F=—qga Cl(a). s.13
50~ 1" = ¢=Q +C(q) (5.13)
In die erste Gleichung eingesetzt ergibt das zusammen mit (77).
1 ’ 1 1—a 1 1 ’
—ZQ+C'(q)=—-—QP'"* = —-=Qq-~ = (C'(q) =0. (s.14)
Q@ « a
Daher )
F=—q¢Q+C (s.15)

mit einer frei wahlbaren Konstante C'.

Berechnen Sie die Poissonklammer {Q, P},,. Vergleichen Sie das Ergebnis mit den
Bedingungen aus Aufgabe c).

Losung: Stellen wir die Koordinatentransormationen um erhalten wir
1 11y
P =q~, Q = A Fpiq a8 (s.16)

Damit erhalten wir

0QoP 0QJoP 1 1 1.4 _2 1y
Pl=—""— - = ATFps aptal s.17
Py =5 5, "oy o~ Gal P A (8.17)
Die Koordinatentransformation ist genau dann eine kanonische Transformation wenn {Q, P} =
1 ist. Daraus lassen sich die gleichen Bedingungen wie in Aufgabe c) ableiten.



