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1 Das Stern-Gerlach Experiment: Ein 3D Kinoerlebnis (5pt)

In dieser Ubungsaufgabe schauen wir uns das Stern-Gerlach Experiment aus der Vor-
lesung genauer an, doch ersetzen wir den Strahl von Silberatomen mit sichtbarem Licht.
Das elektrische Feld eines Lichtstrahls, welches in z-Richtung propagiert mit Frequenz
w, Impuls £ und polarisiert ist in e; oder e, Richtung, kann beschrieben werden iiber
die Fundamentallosungen fiir die elektrischen Felder, welche wir auf die Einheit |E |2 =1
normieren.

E, ), (2,t) = ey ekl (1.1)

(a) Betrachte eine Kinozuschauerin, welche eine 3D Brille mit Polaroidfilter entlang e,
bzw. e,- polarisiertes Licht auf dem linken bzw. rechten Auge triagt und auf der
Position zg, |29 > Hem sitzt. Wie muss das elektrische Feld des Filmes aussehen,
damit die Zuschauerin die elektrischen Felder a(t) auf dem linken Auge und b(¢)

auf dem rechten Auge, normiert auf |a(t)|? + |b(t)|?> = 1, wahrnimmt? [1pt]

E (z0,t) = a(t)e; + b(t)e,. (1.2)

(b) Was passiert, wenn die Zuschauerin eines ihrer Augen zuhdlt? Was hat dies mit
dem Wellenfunktionskollaps zu tun (diskutiert mir euren Kommiliton*innen). [1pt]

Wenn die Zuschauerin eines ihrer Augen zuhélt, sieht ihr offenes Auge durch einen
einfach-polarisierten Filter entlang der e,/, Richtung. Das heifst, dass ihr of-
fenes Auge hinter dem e,,, Filter effektiv misst, ob das Wellenpaket eine e, /-
Komponente hat. Wiirde das Wellenpaket noch weiterlaufen, hétte es durch den
Filter nur noch diese eine Komponente, was einer projektiven Messung entspricht.
Durch die Projektion auf die eine Polarisationskomponente, ist die Wellenfunktion
hinter dem Filter relativ zu ihrem vorherigen Zustand kollabiert.

(¢) Welche Quantenmessung wird ausgefiihrt, wenn die Zuschauerin mit einem geschlosse-
nen Auge den Film mit ¢ = 7/4 gedrehtem Kopf betrachtet? [1pt]

Dies entspricht einer Messung, ob eine Wellenfunktionskomponente entlang der
1

e = 75 (es + e,) Polarisationsachse besteht.

(d) Wie lautet die Formulierung des obigen Experimentes mithilfe des bra-ket Formal-
ismus, den ihr in der Vorlesung kennengelernt habt? Erklart den mathematischen
Zusammenhang zum Stern-Gerlach Experiment. [2pt]

Die Silberatome im Stern-Gerlach Experiment haben im Durchlaufen des z-orientierten
Magnetfeldes eine Dipolachse S, entlang welcher sie parallel (]S,;1)) oder an-
tiparallel (|S;;J)) orientiert sein konnen. Hier spannen die exklusiven Zustédnde
{1S2;1),1S; 4)} den Raum aller moglichen Kombinationen. Die Analogie zur Licht-
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polarisation ist die Identifikation

|S2; 1) <> ey polarisiertes Licht, (1.3)
|S2; 1) <> ey polarisiertes Licht
Ahnlich ist die Analogie zum /4 gedrehten Magnetfeld, welche den Atomstrahl in

|Sz; T4) Komponenten unterteilt die Filterung entlang der 2’-Achse, korrespondierend
zum 7/4 gedrehten Kopf der Zuschauerin.

/\ No beam

—_— b — — —

No light

x filter y filter

(a)
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x filter x' filter y filter
(45° diagonal)

(b)

Figure 1: Darstellung aus Ref. [Sakurai, J. J., & Napolitano, J. Modern Quantum Me-
chanics (2020).]

2 Friihe Experimente der Quantenphysik (5pt)

In dieser Aufgabe beschéiftigen wir uns mit grundlegenden Berechnungen, die von wichti-
gen Experimenten aus den Anfingen der Quantenphysik inspiriert sind. Diese Experi-
mente zeigten, dass klassische Vorstellungen von Wellen und Teilchen nicht ausreichen,
um das Verhalten von Quantenobjekten vollstdndig zu beschreiben.

(a) In einem Doppelspaltexperiment, bei dem die Spalten durch einen Abstand d
voneinander getrennt sind, interferieren die Lichtwellen aus den beiden Spalten
miteinander. Die Bedingung fiir konstruktive Interferenz, bei der helle Streifen auf
dem Detektionsschirm gemessen werden, lautet:

dsinf = mA (2.1)

wobei m € N, A die Wellenlénge des Lichts und 6 ein Winkel ist. Erkldren Sie
anhand einer Skizze, warum dies die Bedingung fiir konstruktive Interferenz ist.
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Hinweis: Es konnen Naherungen fiir kleine Winkel verwendet werden, da wir an-
nehmen, dass L viel grofer ist als die Breite der Spalten und ihr Abstand d. [2pt]

Um konstruktive Interferenz beim Doppelspaltexperiment zu erhalten, muss der
Weglangenunterschied Al zwischen zwei Strahlen, die aus den Spalten S; und S5
austreten, ein ganzzahliges Vielfaches der Wellenldnge sein. Da die beiden Strahlen
zur Mitte des Projektorschirms gleich lang sind, d.h. S1Py = S5 P, befindet sich
bei Py das 0-te Maximum. Wir betrachten nun das nachste Maximum bei Pj, fiir
das gilt: Al = 1- ), also eine Wellenldnge. Dieses Argument verallgemeinert sich

auf Al = mA, m € N fir P,.

Da L > d, sind die Winkel der austretenden Strahlen von den beiden Spalten zur
Horizontalen M Py annéhernd gleich, d.h. 8 = 0 ~ 5. Die Strecken S;R und Sy R
stehen somit rechtwinklig zueinander. Daher ergibt sich Al = dsinf, m € N. Mit
Al = mA haben wir somit die gewiinschte Bedingung gezeigt.

y L>»d
R

Figure 2: Doppelspalt

(b) Eine Lichtquelle mit der Wellenldnge A = 650nm wird in einem Doppelspaltexper-
iment verwendet. Der Schirm befindet sich in einer Entfernung von L = 2m von
den Spalten. Der Abstand zwischen benachbarten Maxima auf dem Schirm wird
mit Az = lem gemessen. Berechne den Spaltabstand d. [1pt]

Gleichzeitig ergibt sich aus der Abbildung, dass Ax = Ltan#. Fiir kleine Winkel
0 gilt cosf =~ 1, wodurch sich tanf ~ sin@ vereinfacht. Damit ist der Abstand
zwischen Py und P; gleich Az =~ Lsinf. Daher kénnen wir zusammen mit der



Ubungsblatt 1 Quantenmechanik WS 2024 /25 4

Bedingung fiir konstruktive Interferenz den Spaltabstand d wie folgt ausdriicken:
R 2,
T sinf Az

Wir erhalten fiir die gegebenen Parameter d = 130um.

(2.2)

(c) Nehmen wir an, Elektronen werden anstelle von Licht auf die Doppelspalte geschossen.
Laut de Broglie besitzen auch Materieteilchen wie Elektronen eine ihnen zugeord-
nete Wellenldnge. Berechne die Geschwindigkeit v der Elektronen, die dieselbe
Wellenlédnge (A = 650nm) wie das in (b) verwendete Licht haben. [1pt]

Laut de Broglie wird die Materiewellenlange von Elektronen durch die Formel \ =
%,beschrieben, wobei p den Impuls des Teilchens darstellt. Im nicht-relativistischen
Regime ist der Impuls p mit der Geschwindigkeit v durch p = mwv verbunden, wobei
m die Masse des Elektrons hier ist. Wir konnen daher nach der Geschwindigkeit
umstellen:

h
A=—=— = — 2.3
P mv:U mA (23)

Setzen wir nun das Plancksche Wirkungsquantum h = 6,63 - 1073%.J s, die Elektro-
nenmasse m = 9,11 - 1073'kg und A = 650nm, wie zuvor verwendet, ein, erhalten
wir v = 1119, 65ms~!. Somit miissen wir die relativistischen Ausdriicke nicht ver-
wenden.

(d) Betrachte ein Experiment, bei dem Elektronen durch den Photoeffekt von einer
Metalloberfliche emittiert werden, wenn diese mit Licht der Wellenldnge Ay =
310nm bestrahlt wird. Bei langeren Wellenléngen werden keine Elektronen emit-
tiert. Berechne die minimale Frequenz v; des einfallenden Lichts, sodass die emit-
tierten Elektronen eine de-Broglie-Wellenldange von A = 650nm haben. [1pt]

Aus der Aufgabenstellung entnehmen wir, dass die Austrittsarbeit W, also die
minimale Energie, die erforderlich ist, um ein Elektron von der Oberfliche des Ma-
terials zu entfernen, durch W = hijy beschrieben, wobei vy = LO die entsprechende
Frequenz ist und ¢ die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum darstellt. Aufgrund von
Energieerhaltung ist die maximale kinetische Energie K. der emittierten Elek-
tronen gegeben durch

Kopax = E; — W (2.4)
wobei E; = hy; die Energie des einfallenden Photons ist. Wir konnen dann einset-
zen: ) ) )

mu mh h

Kiax = = = 2.5
e 2 2m2)\2  2mA\2 (2.5)
Wir erhalten daher
Kpax = E; =W
h2
g — M=) (2.6
h h c
—_ = — = —— + — ~9,68-10"H
e CRLCR Ty VAL W g

4
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3 Gaulische Integrale, ein universelles Werkzeug (5pt)

Viele quantenmechanische Probleme werden losbar, indem man sie auf das Auswerten
eines Gauftschen Integrales reduzieren kann. Diese Methode findet Anwendung in weiten
Teilen der Physik, angefangen bei der Beschreibung simpler Systeme wie dem harmonis-
chen Oszillator, dem Wasserstoffatom bis hin zu Quantenfeldtheorie, Wahrscheinlichkeit-
stheorie und Quantengravitation. Die folgende Aufgabe hat das Ziel, euch mit dem Losen
solcher Gauftscher Integrale vertraut zu machen.

Lost die folgenden Integrale, wobei ihr annehmen koénnt, dass

Iy = /oo dre ™ =/ (3.1)

—00

gilt.

I = / " dgee [1pt] (3.2)

—00

Mit der Substitution z = %, dx = ﬁdy finden wir

1 > 2 T
L=— [ dye¥ =,/ 3.3
' \/a/—oo ve \/;’ ( )

nach Verwendung des Integrals Iy in der letzten Gleichung.

o0

I, = / dge= @ thute [2pt] (3.4)
—o0

Wir fiihren die folgende quadratische Ergdnzung im Argument der Exponential-

funktion durch

b2
2
— b =— - — 3.5
ar” +br+c (Vaz 2f+ +c, (3.5)
wodurch wir finden ,
oo b \2
I =etiate / doe” Vo 2va) (3.6)

nun fithren wir die Substitution y = \/ax — 5 f’ dx = \d% durch, was ergibt

2 1 oo 2
I, = e+3a+0ﬁ/ dye ™ = e+fm+c\/j. (3.7)
—00
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(c) Seix = (x1,...,7,)T ein n-dimensionaler Vektor und A eine symmetrische, positiv
definite Matrix. E| Lose das Integral

I; = / drpe X Ax (3.8)

—00
und schreibe das Ergebnis mithilfe der Determinante von A.
Tipp: A ist diagonalisierbar. [2pt] Da A diagonalisierbar ist, gibt es eine orthog-
onale Matrix O sodass A = ODOT, wobei D = diag()\y,...,\,) eine diagonale
Matrix ist, mit den Eigenwerten \; von A als Eintrdgen. Wir fiihren also die Sub-
stitution x = Oy durch, wodurch wir mit mehrdimensionaler Substitution wie in

(3.13) finden

&0 _ TOTAO o0 _ Td' ()\) > _Zn \; 2
I3 :/ d"ye™ Y :/ dMye™Y Gaslry :/ d"ye” =17 (3.9)
—Oo — 00 — 0o

Dieses integral kann nun iterativ ausgefiihrt werden und geschrieben werden als

Iy = H/ dyze MYE = H\/> (3.10)

. Da [, A\i = Det(A), finden wir

13 Det(

>\\D>

)3 (3.11)

Crashkurs - Mehrdimensionale Integrale: Falls dies noch aus der Analysis un-
bekannt ist, im oberen Fall ¢) kann man das Integral iterativ 16sen. ffooo d™x ist eine
kurze Schreibweise fiir f;o dzy foooo dzs . .. f(;o dz,, und "iterativ" bedeutet, dass man die
Integrale nacheinander ausfithren kann, wie z.B.

1 1 1 1 1o 1
/ dx/ dyz?y :/ dxx2/ dyy :/ dr—z? = . (3.12)
0 0 0 0 o 2 6

Substition in solchen héherdimensional Integralen funktioniert wie folgt in dem fiir uns
relevanten Fall: Wenn man ein Integral der Form

I= / ~ daf(x) (3.13)

hat und die Substitution x = Oy durchfiihrt, wobei O eine orthogonale Matrix ist
(OTO = 00T =1I), dann gilt

I= /_00 d"yf(Oy). (3.14)

!Die heikt, dass alle Eigenwerte von A positiv sind.
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4 Eigenwerte ohne Matrizen? (5pt)

(a)

Wir betrachten den Hilbertraum der quadrat-summierbaren Folgen [o:

lg—{x—(xnn O,Zym < 00, (a,b) Zab} (4.1)

n=0
Ist I3 ein endlich-dimensionaler Vektorraum? ([0,5pt]

Sei (eF)n_, die Standardbasis von R™. Sei ¢, : R" — I3 die Inklusion, die:
i ed =1(0,...,1,..) = e, (4.2)

also die Folge mit Nullen an jeder Stelle, aufser einer 1 an der kten Stelle. Da es
solche Inklusionen fiir alle k£ € N gibt, ist [ nicht endlichdimensional.

Physikalische Observablen werden durch selbstadjungierte lineare Operatoren aufge-
fasst. Das Spektrum o(A) eines solchen Operators beschreibt die Menge aller
moglichen Messwerte von A. Im endlichdimensionalen Fall ist o(A) genau die
Eigenwerte von A. Im unendlichdimensionalen Fall ist dies nicht mehr zwingend
der Fall.

A€ o(A) <= Ve >0 € H, (|| = 1) st. [[(A=Ne| < &, <=
{A € C, (A — AI) hat keine beschrénkte Inverse }.

Sei nun S : ls — [, die Abbildung:

S (xo,1,..) = (0,20, 21, ...). (4.3)

Zeige S besitzt keine Eigenwerte. [0,5pt]
Sei A € C ein Eigenwert von S. Sei z ein Eigenvektor zu diesem Eigenwert. Es
folgt:

S(z) = (0,z9,x1,...) = Az. (4.4)

Also auch Axg = 0, Ax1 = x¢ etc. Also gilt z; = 0, Vi € N. Damit ist z = 0, somit
kann S keinen Eigenwert haben.

Das Spektrum von S ist allerdings nicht leer. Zeige, dass VA € C gilt, dass:

Ax
3> 4] = Ago(A), Al = s ”H ”” (4.5)

[0,5pt]
Hinweis: Benutze (ohne zu zeigen), dass fiir A > ||A|| gilt:

()\—A)_lzj\}gnoo(l—kz:( ) ) (4.6)
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Wir zeigen, dass (A — A) eine beschrankte Inverse besitzt, falls A > ||A|| ist. Aus

dem Hinweis folgt:
N k N k
A .1 1A]
- < lim — (1 — :
Z(Q ) = N5 [ ( +Z< A
k=1 k=1

(4.7)

I =)~} =

1
lim — (1
Noeo A ( +
Dies ist gleich:

i L (14 ('A”>k Lo L . (4.8)
im — -~ = = 0, :
N=voo [A| =\ Al A1l A= LAl

da es sich um eine geometrische Reihe handelt und |A| > ||A]| ist. Nach der Defi-
nition des Spektrums, kann A also nicht in o(A) sein.

Zeige, dass o(A) C C abgeschlossen ist. [1,5pt]

Hinweis: Benutze, dass die Menge der linearen Abbildungen mit beschrinkter In-
verse offen ist.

Wir zeigen, dass die Menge C\ o(A) offen ist. Dafiir behaupten wir, dass die Abbil-
dung f(A) = A[— A ist stetig in A. Sie ist stetig, da || f(A2) — f(A)]| < [A2 — A][|T]]-
Nehme an A — A ist invertierbar. Da die Menge der invertierbaren Matrizen offen
ist, existiert ein Radius r > 0, sodass alle:

By(h—A) = {A — A, [\ — A <7} (4.9)

invertierbar sind. Fiir jedes A € C, sodass A — A invertierbar ist, existiert also ein
solches B, (A — A). Da f(\) stetig ist, gilt zudem:

C\o() = |J 'B.0-2), (4.10)

AIF ()~ HI<oo
ist somit die Vereinigung von Urbildern offener Mengen und somit selbst offen.

Nehme an, es existiert eine zu A adjungierte lineare Abbildung, also, dass (Az,y) =
(z, ATy) Va,y € H ist. Zeige:

o(AN) = {\* e C, e o(A)} (4.11)

[0,5pt]

Es gilt (AB)" = BTA!. Falls (A — A) invertierbar ist mit beschrinkter Inverser,
dann ist auch \* — A" invertierbar mit beschrénkter Inverser. Also impliziert \ €
C\o(A) = X\ € C\ o(A"). Also gilt auch \* € ¢(AT) = X € ¢(A). Nach
Vertauschen von A und A" folgt die Behauptung.
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(f) Nun kehren wir zu dem Beispiel zuriick. Die Abbildung ST : (2¢,21,%2,...) =
(z1,x2,...) ist die zu S adjungierte lineare Abbildung. Zeige:

AeC, N <1 = Xeo(Sh). (4.12)

[0,5pt]
Sei A ein Eigenwert und sei 2 ein Eigenvektor von ST. Dann gilt Stz = (21, 29,...) =
Ax = Az, 21, ...). Die Gleichungen ergeben:

ALY = X1 oo ATy = Tppi1- (4.13)

Damit ist z = (z9, A\zg, ..., A", ...). Damit = € 3 ist, muss auch:
o0
[ = o A" (4.14)
n=0

]| < o0 <= |A]* < 1. Damit sind alle A, fiir die [\|* < 1 gilt, Eigenwerte von
St

(g) Bestimme mithilfe von (c)-(f): o(S). [1pt]
Aus (c) folgt, das A < ||.S|| sein muss, falls A € o(A) ist. Es gilt ||S]| = HSTH =1
Dies sieht man, da:

I(@o, z1,...)I| = (0, zo, z1, ..) | (4.15)
ist. Aus (d), (e) und (f) folgt nun direkt:
{IIA| < 1,A € C} C o(ST) C o(9). (4.16)
Da o(S) abgeschlossen ist, und A mit |[A| > 1 nicht in ¢(5) liegen kénnen, folgt:
o(S)={N <1, xeC}. (4.17)

5 Einsteins Losung der "Ultraviolett-Katastrophe" (5pt)

In der Vorlesung haben wir die sogenannte "Ultraviolett-Katastrophe" kennengelernt:
das Versagen der klassischen Physik, das Spektrum der Schwarzkérperstrahlung zu erk-
laren. Laut dem klassischen Rayleigh-Jeans-Gesetz divergiert die Energiedichte der
Strahlung fiir kleine Wellenldngen:

w2

CRJ((.U) = k‘BT. (5.1)

m2e3
Max Planck gelang es 1900 mit seinem Strahlungsgesetz, das Spektrum fiir alle Wellen-
langen korrekt zu beschreiben:

s 1

- 23 e}‘uu/(kBT) _ 1

ep(w) (5.2)

9
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Innerhalb der klassischen Physik ldsst sich das Gesetz allerdings nicht erklaren. In dieser
Aufgabe schauen wir uns genauer an, wie Albert Einstein 1905 die Erklarung geliefert
und damit einen Grundstein der Quantenmechanik gelegt hat.

(a) Zuerst leiten wir das Rayleigh-Jeans-Gesetz her. Dafiir driicken wir die spektrale
Energiedichte e(w) allgemein als Produkt aus der spektralen Modendichte n(w) und
der mittleren Energie pro Mode E aus:

e(w) =n(w)E. (5.3)

Wir nehmen ohne Herleitung an, dass

— die spektrale Modendichte durch

2
n(w) = 03 (5.4)
gegeben ist, und

— die Wahrscheinlichkeit, dass eine Mode Energie F hat, der Boltzmann-Verteilung

e—E/(ksT)
Jo e B/ kT AE

p(E) = (5.5)

folgt.

Berechne die mittlere Energie E = [ Ep(E)dE und vervollstéindige damit die
Herleitung. [2pt]

Zuerst berechnen wir das Integral fooo e B/(kBT)dE | das im Nenner von p(F) auftritt:

/ e PIBT)AE = _kpTe /s[> = iy,
0

Damit konnen wir jetzt das Integral fiir £ mit partieller Integration losen.

_ o 1 o0
E= / Ep(E)dE = —— / Ee B/ksT)qp
0 ksT Jo

_ 1 (g —B/(kpT)|* _ / X e—E/(ksT)
-7 (E( kpT)e )O [T dE
— kpT

Multipliziert mit der Modendichte erhalten wir das Rayleigh-Jeans-Gesetz.

(b) Jetzt machen wir eine weitere Annahme, die uns zum Planckschen Gesetz bringt:
Wie Einstein 1905 nehmen wir an, dass die Energie nur in Vielfachen von hw
vorkommt, den Energiequanten E, = nhw mit n = 0,1,...,00. Berechne die

10
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mittlere Energie F,, analog zu (a). [2pt]
Tipp: Kurze Erinnerung an die geometrische Reihe.

- 1
Zm” =—— wenn |z| < 1. (5.6)
o 1—-x

Analog zu (a) gehen wir von der Boltzmann-Verteilung aus und setzen fiir E die
Annahme F, = nhAw ein. Weil E,, nur diskrete Werte annimmt, ersetzen wir die
Integration mit einer unendlichen Summe iiber n:

¢~ En/(kpT) o—nhw/(kpT)

p(En) = fo:o e—En/(kpT) 3% 0 e—nhw/(ksT)

Die mittlere Energie E),, kdnnen wir nun berechnen als

9]
En - Z Enp(En)
n=0

ZOO nhwefnhw/(kBT)

n=0

ZOO 0 e—nhw/(kpT)

n=

Um die geometrische Reihe sichtbarer zu machen, substituieren wir 2 = e~ "w/(k57),

Damit vereinfacht sich der Ausdruck zu
o n
_ ~ NI
E, = hwizngoo :
D=0 "
n=0
Im Nenner koénnen wir die geometrische Reihe direkt anwenden, nachdem wir uns
vergewissert haben, dass |z| < 1 erfiillt ist. Fiir den Zahler kénnen wir die ge-
ometrische Reihe erneut anwenden, aber mit einem kleinen Trick: Wenn wir ein

x ausklammern, erhalten wir die Reihe > 7 na™ ', was die erste Ableitung der
gewohnlichen geometrischen Reihe Y 7 /2™ nach z ist. Deshalb gilt

inm”_l—i ! = !
— S de \1-2z/) (1-2)%

Insgesamt erhalten wir mit diesen beiden Anwendungen der geometrischen Reihe

. (1—2x)
E, = hwxm,

und nach Vereinfachung und Resubstitution

1

5o _hw/(kgT)
En = lwe N 1 — o—hw/(ksT)

B hiew
= ohw/(heT) 1

Die Energiedichte und damit das Plancksche Strahlungsgesetz erhalten wir erneut
nach Multiplikation mit der Modendichte.

11
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(c) Zeige, dass das Plancksche Gesetzfiir grofse Wellenldngen durch Rayleigh-Jeans
approximiert werden kann. [1pt]
Grofse Wellenlangen entsprechen kleinen Frequenzen w. Wir kénnen deshalb die
Exponentialfunktion mit ihrer Taylorentwicklung bis zur ersten Ordnung néhern,
e’ ~ 14 x. Angewandt auf[5.2) erhalten wir

B’ 1
ep(w) = 7203 ehw/(keT) _ |
ot 1
T 2314 hw/(kpT) — 1
2
w

12
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