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1 Schwinger Oszillator (5+5pt)

(a)

Betrachte zwei unabhéngige harmonische Oszillatoren ay. Sei Jy = hala;, J, =

h (a1a+ - aT_a_> und N = aLaJr +ala_. [2pt]

Erkldre in Worten, was die Observablen N, .J, beschreiben sollen. Zeige:

[J., Jy] = £hJy (1)
[Jy, J_] = 2hJ,. (2)
Tipp: Da ay,a_ unabhingig sind, gilt [at,a_] = 0 und analog fiir die adjungierten

ai (kurz: + kommutiert mit — ). Hilfreich ist die Identitdt

[AB,C| = A[B,C] + [A, C]B. (3)
Betrachte als Beispiel
[alaT_,a_] = al[aT_, a_]+ [ai,a_]aT_
= ai[at, a_]+0-a (4)
= —a:_’

wobei wir in der letzten Gleichung [a—, al | =1 und die Kommutativitdt von ay,a_

nutzten.
Wir definieren J? = J2 + s (Jod_+J_Jy). Zeige, dass J* = %QN (% + 1) gilt.
Was misst die Observable J?? Zeige: [J;,J%] = 0. [1pt]

Wir nummerieren die Basis des gesamten Systems mit |ny,n_) = |n4) ® [n_) in
den Zusténden des Gesamtsystems. Zeige:

Jing,n_)=hyn_(ny +1)|ng +1,n_ —1) (5)
J_ng,n_)=hyni(n_+1)|ng —1,n_+1) (6)

h
Jelng,no) = 5 (ny —n-) ny,no) (7)
Was gilt also fiir den Operator N? Nutze, das um zu begriinden, dass man die
Zusténde |n4,n_) nummerieren kann mit j =  (ny +n_) und m = % (ny —n_).
Zeige, dass nun gilt:

o (ah el
m) = = 0 (8)

[2pt]
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(d) Wir konnen eine Rotationsmatrix aufteilen, indem wir eine Rotation durch die
Eulerwinkel darstellen: R(v,6,¢) = R.(¢Y)Ry(0)R.(¢). Wie wirkt eine Rotation

R, = ¢'i7: auf |7, m)?

Es geniigt also R, = %% zu betrachten. Zeige:
Ry(0)al Ry(0)~" = cos(8/2)al, F sin(6/2)al . (9)

[+2pt] Hinweis: Beachte J, = (ala_ —al at). Nutze die Lie’sche Formel!
(https://de.wikipedia.org/wiki/ Baker Campbell-Hausdorff-Formel)

(e) Berechne Ry(f) |j, m). Driicke das Resultat aus durch:

0)|j,m Zd 0) |5, m’), (10)

wo man @’ bestimmen muss. Das Resultat ist:

m,m’

din,m’ = \/(] +m)! (G —m)l(j +m)(j —m/)Ix
COS(Q/Q)Qj—Qk—m—l-m’ sin(0/2)2k+m_m'( 1)k
Z El(m —m/ + k)G —m—k)(G+m — k)’

wo max(0,m' —m) <k <min(j —m,j+m). [+3pt]

2 Hermitepolynome [5pt]

Ihr habt in der Vorlesung die Wellenfunktion des Harmonischen Oszillators iiber die
Hermite-polynome ausgedriickt.

n(2) = (2"nl/rzg)"2e 2 H, (L), (11)

Lo

wobei xg = \/% und H,, das n-te Hermite-polynom sind. Nehme im Folgenden ohne
Beweis an, dass gilt

Hpii(x) =22Hy(z) — 2nHp—1(x). (12)

(a) Berechne basierend auf der obigen Identitét (oder unter Nutzung der Gleichung
fiir ¢, aus dem Skript) mit der Annahme Hy(z) = 1 die Polynome Hg, H7 (Ihr
konnt die Polynome Hj, ..., Hs aus dem Skript ebenfalls verwenden.) [2pt]

(b) Zeige tiber Induktion, dass aus und Hy =1 folgt

d

%Hn(x) =2nH,_1(x) (13)

[2pt]
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(c) Die Wellenfunktionen sind Eigenvektoren eines Hermiteschen linearen Opera-
tors und miissen deswegen orthogonal beziiglich des inneren Produktes

oo

(o) = [ dap@)gle) (14

—00

sein, also (¢ [¢n) = 6y s erfiillen. Zeige unter Verwendung von , dass dies fiir
die Wellenfunktionen v, 9,41 gilt, also dass tatséchlich gilt

(Ynt1ln) =0 (15)

[1pt]

3 Eine Potentialbarriere (5+5pt)

Betrachte die Streuung von Teilchen an einer Potentialbarriere, die durch das folgende

Potential gegeben ist:
Vo>0 fi <
Vi) = { 0 > ir |z| < a (16)

0 sonst
Das Potential teilt den Raum in drei Regionen:
e Region 1: z < —a
e Region 2: [z| <a
e Region 3: z > a.

Wir wollen zunéchst formale Losungen fiir die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung
in den drei Bereichen 1,2, 3 einzeln bestimmen. Dazu machen wir fir jede Region j €
{1,2,3} den Ansatz

@Z)](CC) = Ajeiij + Bje_ika (17)
mit Aj, Bj, k; € C. Die Wellenzahl k1 bestimmt die Energie I/ der Teilchen mit Masse
m und wir nehmen an, dass 0 < E < Vj; ein klassisches Teilchen kann also die Barriere
mit dieser Energie nicht tiberwinden.

(a) Bestimme k; in Abhéngigkeit von F in den drei Regionen. [2pt]

Wir wollen nun aus den formalen Losungen fiir die einzelnen Bereiche eine formale Losung

U auf ganz R konstruieren. Sowohl ¥ als auch die Ableitung ¥’ = % miissen stetig sein.

(b) Benutze die Stetigkeit von ¥ und ¥’, um ein lineares Gleichungssystem fiir die
Konstanten A; und B; zu finden, und schreibe es in der Form

w(p)=me(z). w(z)=m(z) 0

mit (2 x 2)-Matrizen My, My, M3, My. [3pt]
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(c) Zeige, dass die Matrizen Ms und M3 fiir 0 # E # Vj invertierbar sind und benutze
dies um eine Gleichung der Form

Az Ay
(52) = (5) ®
mit einer komplexen 2 x 2-Matrix M = <ﬁoi 5 *> aufzustellen. Berchne o und f

explizit und bestimme det{M}. Hinweis: Bei der expliziten Berechnung von M ist
es hilfreich, zuerst das Produkt MM, U auszurechnen. [+2pt]

Wir wollen nun den Fall betrachten, bei dem von rechts keine Teilchen auf die Barriere
treffen. Das bedeutet Bz = 0 (Stelle kurz sicher, dass dies so folgt).

(d) Zeige, dass der Transmissionskoeffizient 7' := |A3/A1|? gegeben ist durch:
1
T= (20)
2 A 2
cosh” (2ka) + ( ka1> sinh® (2ka)

[+1pt]

(e) Wir wollen nun das Verhalten von 7" als Funktion von a fiir festes £ und festes
Vo diskutieren. Wie lésst sich der Ausdruck fiir T fiir grofse und kleine a approx-
imieren? Kommentiere die physikalischem Implikationen. [+1pt]

(f) Bestimme nun den Reflektionskoeffizienten R := |B;1/A;|?> und berechne R + T.
Diskutiere das Ergebnis. [+1pt]
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