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1 Schwinger Oszillator (5+5pt)

(a) Betrachte zwei unabhéngige harmonische Oszillatoren ay. Sei Ji = hala;, J, =

h <a1a+ - aT_a_> und N = aia+ +ala_. [2pt]

Erkldre in Worten, was die Observablen N, .J, beschreiben sollen. Zeige:

[J., Ji] = £hJ1 (1)
[y, J_] = 2h,. (2)
Tipp: Da ay,a_ unabhingig sind, gilt [at,a—] = 0 und analog fiir die adjungierten

ai (kurz: + kommutiert mit — ). Hilfreich ist die Identitdt

[AB,C| = A[B,C] + [A,C]B. (3)
Betrachte als Beispiel
[airi_aT ,a_] = aiﬂ_[aT_, a_]|+ [ax_,a,]aT_
= ai[aT_, a]+0-a' (4)
= a:_,
wobei wir in der letzten Gleichung [a—, aT_] = 1 und die Kommutativitit von ay,a—
nutzten.
7/2 ?/2
- [Jy, J:] = % ([ala,,aicu - alr_a,}) = % (ai_[ai,mr]a, - aua,,aua,) =
% (fala, - aiﬁ_cu) = 7h2ala, = —hJ4. Also [J,, J4| = +hJ4. [1p]

— [J-, J.] analog wie fiir J
- [+ J] = hQ[alaﬂaT—aH =1’ (ai[af,aucu +al [CLLCM]CL) =1’ (alcu - GT_CL> =
2hJ,. [0.5p]
— N beschreibt den Gesamtzahloperator, J, die Differenz der Zahloperatoren.
[0,5p].
(b) Wir definieren J? = J2 + % (JoJ_ 4+ J_Jy). Zeige, dass J? = %2]\7 (% + 1) gilt.

Was misst die Observable J2? Zeige: [J.,J?] = 0. [1pt] J? = J2 + (I J-+
J_Jy). Es gilt direkt, dass:

h2
J2 = vy (ala+a1a+ +ala_ala_ - 2aia+aT_a_) (5)
Aufserdem gilt:
JidJ_+J_Jp = hZ(aLa,aE(u + aia+ala,) = hQ(aiaJra,aT, + aT,a,auraL).
(6)
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Nun gilt auch direkt:

h2(a1a+a_ai + aT_a_aJrai) =h? (ala+ata_ + ala+ + aT_(JL_aLaJr + ata_) .

Dies ist A2 (a

(7)

+a+aT_a_ + a1a+ + aT_a_a:_a_,_ + aT_a_> = h? <2a1a+aT_a_ + N)

In Summe erhalten wir das Resultat:

T

h
= v (a+a+a+a+ +a_

hQ
4

a1a+a+a+ +al

. 1
f:ﬁ+¢hL+Lh)(&

2

h
f f a_ — 2a1a+a1a,> + 5 (2a1a+a a_

a_al

(9)

T T T

a—a

h2
= — (ai_aJrax_aJr +aa_a a_ +2d] a+a a_ +2N

a_—2a+a+aTa +4a a4+ ala_ +2 )
i )«

T T T

Da N2 = (a1a+a+a+ +a' a_ala_ + 2al arala_) ist, ist:

2 2 \J
jQ:Z}(NQ+2N) hjv<2 1). (12)

Da [N, J.| = 0, folgt [J.,J%] = 0.
J? misst den Gesamtbetrag des Drehimpulses.

Wir nummerieren die Basis des gesamten Systems mit |ny,n_) = |n4) ® |n_) in
den Zustanden des Gesamtsystems. Zeige:

Ji|ng,n-) = hy/n_ Dny +1,n—1) (13)
J_|ng,n_) = h\/n+ 1)|ngy —1,n_+1) (14)

Jzny,n >=2(+—n)\n+7 -) (15)

Was gilt also fiir den Operator N? Nutze, das um zu begriinden, dass man die

Zusténde |ny,n_

) nummerieren kann mit j = % (ny +n_) und m = 3 (ny —n_).

Zeige, dass nun gilt:

[2pt]

— Jy g, no

- J_ |7’L+,7’L,

(@) (el
VGG "

‘J7m> -

) = hala_ In+,n—) = h, /n_a]LF Ing,n_ — 1)y =hyny + 1/n_|ng +1,n_ —1).
) = hal ay [nt+,n—) = hymzal |ny —1,n_) = hy/n_ + 1yng [ny — 1,n_ +1)
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S Ing,no) = % (aia‘-i- - aia_) N4y, n_) = % (ny —n-)Ing,no).

— N, J, kommutieren mit dem Hamiltonoperator der zwei Oszillatoren. Somit
existiert eine gemeinsame Orthonormalbasis aus Eigenvektoren.

_ (a)m @)

= Ing,no) = St 1 0,0).
— Man kann umstellen, sodass ny = j +m,n_ = j —m gilt.

Also gilt:

o) & oy = b+, —m) = -GN g g gy
Jm)=ng,n_)=\)+m,)—m _\/(j—i—m)!(j—m)! ,0).

(d) Wir konnen eine Rotationsmatrix aufteilen, indem wir eine Rotation durch die
Eulerwinkel darstellen: R(v,6,¢) = R.(¢)Ry(0)R.(¢). Wie wirkt eine Rotation

R, = s auf |7, m)?

Es geniigt also R, = %% zu betrachten. Zeige:
Ry(0)al Ry (0)! = cos(0/2)al. F sin(0/2)al. (18)

[+2pt] Hinweis: Beachte J, = %(aia_ —a' ay). Nutze die Lie’sche Formel!
(https://de.wikipedia.org/wiki/Baker-Campbell-Hausdorff-Formel)

— R.(¢)|j,m) = eih I |7, m) = €™ |j,m), da |j, m) in einem simultanen Eigen-
zustand von J, und N ist. Man hat J, |j, m) = hm|j, m).

- Jy = %(aia_ — aT_a+). Wir berechnen also:

((afa— —alay),al] = —al, (19)
[(ah.a- — o ay),al ] = +al,. (20)

— Daraus folgt:
((aha- —alay),[(ala —alay)al]) = —al. (21)
Das heisst, [Jy, al] = :Fha];%, [Ty, [Ty, a:rt]] = ath%. Nun wechseln sich also
immer aiﬂ_ und al ab, bei einer geraden Anzahl verschachtelter Kommuta-
toren, bzw. einer ungeraden Anzahl. Das bedeutet [J,, al]m = ¥%(%)ma; =
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ii(%)maiF fiir n ungerade und [Jy,al]m = (%)mal fiir n gerade. Das heift
mit der Lie’schen Formel:

— 1 0
=> m[zﬁ‘]yvai]m
m=0
= (ig)"
= Z ’I”:/L' [Jyvai]m
m=0
00 -0\2m (ZQ)Zm—H ;
mz:: I Jy’ai 2m + Z m[Jy»ai]Qerl
S 9/7i i N = 1) O/n>m
nlz:o [Jyaa:t]Qm +Z7nz:0 (2m+ 1)' [Jy,ai]2m+1
S e/h P e DO
_ +i(= m+1, 1
ZO (3)""ak +i Z:: 2m+1)! ( Z(2) o)
00 m g)Qm )2m+1 :
7;:0 2m)! al :szjo 2m+1 oF
= cos (0/2)al, F sin (6/2)al.
(
(e) Berechne Ry(#) |j, m). Driicke das Resultat aus durch:
0)1j,m Zd 0) |, m’), (23)

WO man dﬁn m’ bestimmen muss. Das Resultat ist:
9

By = V(G +m)G = m)!G +m) =)l
COS(@/Q)QJ 2k— m+m (0/2)2k+m m( 1)k
kl(m — m+k)(j—m NG +m — k)’

wo max(0,m' —m) < k <min(j —m,j+m'). [+3pt]

Der Binomische Lehrsatz besagt:

N
(z+y) :Z( )’ka. (24)
=0
Wir verwenden die obige Form fiir |j,m). Dann ist direkt:

Ry(0)(a})7* Ry <> <e>< L )V=mR,(6) " Ry (6)

Ry(0) |5, m) =

22)

|0, 0) (25)
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nachdem R,(#)(0,0) = |0,0). Wir schreiben ab hier R,(f) = R:

(Ral R=1)7+m(Ral R=1)i—m

Rlj,m) = NCESDIED] 0,0). (26)
Weiters:
, (cos(0/2)al + sin(6/2)al )i+ (cos(0/2)al — sin(9/2)al, yi—m
Rl|j,m) = ,
g VG T m)G —m) .0
(27)

Nun kommutieren a,,a_, also kénnen wir den binomischen Lehrsatz verwenden
und erhalten fiir den Zéahler:
jtm . )
(COS(H/Q)GL +sin(6/2)al Yt = Z (‘7 —;m) cos (6/2)F (sin (9/2)]+m_k)aifai(]+m_k)
k=0
(28)
Jjt+m

(cos(0/2)al — sin(6/2)a

< m> cos (6/2)7 "™ ! (sin (6/2) )aﬁam " l)( N

(29)

=0

Damit kénnen wir diese Terme in R |[j, m) einsetzen:

' Jj+mj—m ] + m _] - COS(9/2)jfmfl+k Sin(e/Q)j+m*k+lai[i_(j+l)aT_(Qj*l*k)
R|j,m }:}: z : — : 0,0).
V(G —m)(j+m)
(30)
Wir konnen schematisch die Form schreiben:
Rljym) = f(j,m, k, 1) cos(0/2)"sin(0/2)" (a} )'(a" )" 0,0).  (31)

k.l

Hier sind «, 3,7, Exponenten, die von den iibrigen Konstanten abhéngig sind.
f(4,m, k1) gruppiert die Fakultéten, die wir aus dem Binomischen Lehrsatz erhal-
ten und aus der Definition der Zusténde |j,m).

Damit ist der Faktor f(j,m,k,):

. j+m\/7—m 1
f(]’m’k’l):< k >< l )J(j+m)!(j—m)!(_1)l' .
Damit ist
a=j—-m+k-—1 (33)
B=j+m—k+lI (34)
y=k+I (35)
0=2j—1—k. (36)
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Der Zustand (al)”(aif |0,0) soll |j,m’) sein. Wir wissen
oty = N @
’ VG +m)IG—m)

Das bedeutet v = j +m/ und § = j — m/ fiir ein m’. v = j +m’ = k + [ bedeutet
m' =k + 1 — j. Damit gilt

(al)(al)?10,0) = (al 7™ (al )77 10,0) = /(G + m/)I(G — m/)![j,m/) . (38)

Um den Zustand |j, m’) zu erzeugen, schreiben wir jetzt die neue Funktion F(j,m, k, 1, m’):

F(j,m, k,l,m") = /(G +m)\(G —m)f(j,m,k,1). (39)
Jetzt ist:
Rlj,m) =Y F(j,m,k,1,m') cos(6/2)" sin(6/2)" |j,m') . (40)
k,l

Im Folgenden ersetzen wir nun k durch m’. Also ist k =m/ — [ + j:

a=2j—-2l+m —m (41)
B=2j+m—m (42)

Dasselbe tun wir jetzt fiic F'(j,m,l,m’). Da nur f(j,k,l,m) von k abhingt. ist:

et = () O e

1
)
(Jj+m)! (j —m)! 1
G+m' =D (G —m =D/ (m—m/+1)! \/(j +m)!(j

2 Hermitepolynome [5pt]

Ihr habt in der Vorlesung die Wellenfunktion des Harmonischen Oszillators iiber die
Hermite-polynome ausgedriickt.

nla) = (@ niv) 23 (D), (44)

_h
wm
Beweis an, dass gilt

wobei xy = und H,, das n-te Hermite-polynom sind. Nehme im Folgenden ohne

Hy1(x) = 2zH,(x) — 2nH,_1(x). (45)
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(a)

Berechne basierend auf der obigen Identitéat (oder unter Nutzung der Gleichung
fiir 1, aus dem Skript) mit der Annahme Hy(z) = 1 die Polynome Hg, H7 (Ihr
konnt die Polynome Hj, ..., H; aus dem Skript ebenfalls verwenden.) [2pt]

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass

Hy = 162* — 4822 + 12

. 46
Hs = 322° — 1602* + 120z (46)
einsetzen dieser Polynome in Gleichung fir n =6,n = 7 ergibt
Hg = 642° — 4802* 4 7202% — 120 )
Hy = 12827 — 13442 + 33602° — 1680z
Zeige tiber Induktion, dass aus und Hy = 1 folgt
d
%Hn(x) =2nH,_1(x) (48)
[2pt]
Mit Hy = 1 erfiillt Hy = 2z, dass
d
d—Hg(x) =2=2-1=2-(1)H, (49)
x

also ist fir n = 2 und n = 1 erfillt. Nun nehmen wir fiir den Induktionsschritt
an, dass fiir ein endliches n gilt und wir wollen dieses nun fiir n + 1 zeigen.
Wir berechnen die Ableitung

d d
7Hn+1 = f(2l‘Hn - 2an_1)
om0t m, o,
dx dx

Nun setzen wir die Gleichung fiir H,, und die Gleichung fir %Hn, %Hn,l
ein, da diese per Induktionsannahme gilt und erhalten

d

%HHH =22xH,—1—2(n—1)H,_2) +4anH, 1 —4n(n — 1)H, 2
— Hy_y (42 + 4nz) — (4(n — 1) + dn(n — 1)) Hy_s (51)
=dz(n+1)Hyp—1 —4(n—1)(n+1)H,_»
Dies wollen wir jetzt mit der rechten Seite 2(n + 1) H,, vergleichen
2(n+ 1) Hy, = 2(n + 1)(20H,_1 — 2(n — 1) Hy_o) o)

=4dz(n+1)H,—1 —4(n+1)(n — 1)H,_2,

wobei wir in der ersten Zeile wieder verwendet haben. Dies stimmt mit der
letzten Zeile aus iiberein und somit ist der Induktionsschritt abgeschlossen.
Damit gilt die Formel fiir alle n.
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(c) Die Wellenfunktionen sind Eigenvektoren eines Hermiteschen linearen Opera-
tors und miissen deswegen orthogonal beziiglich des inneren Produktes

<fWg>==u/fn dx [ ()g(x), (53)

sein, also (¢ [tn) = 6, s erfiillen. Zeige unter Verwendung von , dass dies fiir
die Wellenfunktionen v, ¥, 11 gilt, also dass tatséchlich gilt

(Yni1ltn) =0 (54)
[1pt]

Um zu zeigen, dass 9y,,1,+1 orthogonal sind, reicht es das Integral
oo
Tnir = [ doexp(~20%) Ho (o) Hoia (0 (55)
—00

zu betrachten, da dies in der Auswertung von (¢y,41|¢,,) gelost werden muss. Nun
verwenden wir (48) und ersetzen H,,, sodass

o 1 d
Lnn1 = / dzx eXP(—2$2>mHnH(aj)%Hn—s—l(m) (56)

Jetzt nutzen wir, dass f(z)-L f(z) = $-L(f(2)?), womit

& 1 d
I = —d —22%)—H, 2. 57
v = [ e (26%) S @) 67)
Nun koénnen wir partiell integrieren und die Randterme weglassen, da diese durch
die Gaufische Funktion zu null auswerten. Wir erhalten somit

oo
Innt1 = 2(nl+1) /_OO dax exp(—22%) Hyy1 (2)° (58)
Nun kann man verwenden, dass Hermite-polynome entweder gerade oder ungerade
unter Spiegelung a nd der y-Achse sind. Dies sieht man, da Hy = 1 automatisch
gerade ist, Hy = 2z ungerade und nach der iterationsvorschrift H,, 1 sich aus
x mal H,, und H,_; zusammensetzt. Wenn H,, gerade ist (H,(—x) = Hy(z)) und
H,_1 ungerade, so ist dann H, .1 eine Summe ungerader Funktionen und darum
wieder ungerade. Analog lésst sich zeigen, dass wenn H, ungerade ist, dass H, 11
wieder gerade ist, falls H,_1 auch gerade ist. Damit haben alle Hermite Polynome
entweder gerades oder ungerades Verhalten unter # — —x. Dadurch ist H,,11(x)?
eine symmetrische und positive Funktion. Da exp(—2:172) ebenfalls symmetrisch
und positive ist, ist das integral I,, ,, 41 ein integral einer antisymmetrischen funktion
iiber ein symmetrisches Intervall und damit auch verschwindend, also

In,”+1 = Oa (59)

was zu zeigen war.
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3 Eine Potentialbarriere (5+45pt)

Betrachte die Streuung von Teilchen an einer Potentialbarriere, die durch das folgende
Potential gegeben ist:

Vi) = {Vb>0 fir |z] <a (60)

0 sonst
Das Potential teilt den Raum in drei Regionen:
e Region 1: z < —a
e Region 2: |z| <a
e Region 3: = > a.

Wir wollen zunéchst formale Losungen fiir die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung
in den drei Bereichen 1, 2,3 einzeln bestimmen. Dazu machen wir fiir jede Region j €
{1,2,3} den Ansatz

w](m) = Ajeiij + Bjefiij (61)
mit A;, Bj, k; € C. Die Wellenzahl k; bestimmt die Energie £/ der Teilchen mit Masse
m und wir nehmen an, dass 0 < F < Vj; ein klassisches Teilchen kann also die Barriere
mit dieser Energie nicht iberwinden.

(a) Bestimme k; in Abhéngigkeit von E in den drei Regionen. [2pt]
Die zeitunabhéngige Schrédinger-Gleichung lautet

hQ d27/]j
Hyj = E¢y = —o——5 +(V(z) - E); =0 (62)
Die zweifache Ableitung ergibt:
d*;
PP (63)
Somit
thjz-
( L+ (V(2) —E)) 4 =0
2m
= kI = Sz (B = V() (64)
2m

(wir konnen die positive Wurzel wéhlen). Fiir Region 1 und 3 erhalten wir
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Fiir Region 2, nachdem E — Vj < 0 erhalten wir allerdings

2m . /12m .
kQZ\/—hQ‘E—V(ﬂ:Z\/hQ’E—VOEm (66)

Wir wollen nun aus den formalen Losungen fiir die einzelnen Bereiche eine formale Lésung
U auf ganz R konstruieren. Sowohl ¥ als auch die Ableitung ¥’ = 9¥ miissen stetig sein.

(b) Benutze die Stetigkeit von ¥ und ¥/, um ein lineares Glelchungssystem fiir die
Konstanten A; und B; zu finden, und schreibe es in der Form

i) =) () ul) o

mit (2 x 2)-Matrizen My, Mo, M3, My. [3pt]

Die relevanten Stetigkeitsbedingungen fiir ¥ sind:

Yi(—a) =2(—a),  P3(a) =1p2(a) (68)

Fiir ¥’ sind diese:

Pi(—a) = vh(—a),  i(a) = P(a) (69)

Wir kénnen diese auch wie folgt zusammenfassen

GG @) o
Y1(—a) Yy(—a))’ ¥3(a) y(a)
Die einmalige Ableitung der einzelnen Lsungen ergibt:

¢;(JJ) = ikj (Ajeiij — Bje_iij> (71)

(Vi) = (i

Ale—ik1a+Bleik1a B A2€ zk2a+B 6zk2a
1k (Alefikla — Bleikla) o iko (Age thaa _ B elk?a)

Durch Einsetzen erhalten wir also

e—ikuz eikla Al B e—ikga ezkga 2
ik‘le_lkla —ik‘lelkla B, o ikze_“@a —il{:261k2a By
= e—ikla eikla o — e—ikga zkga
7 L ikemtha _jkyethia ) 2= \ikgemthae _jggeikaa

10
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<1/13(a)> _ (%(a))

P3(a) Py(a)
Ageikga _|_B3e—ik:3a - A2€ik2a +Bze—ik2a

(lkg (Ageikga _ Bge—ikga)> - <Zk2 (A2eik2a _ B2€—ik2a)>

eik;ga e—ik)ga A3 B eikga e—ik)ga A2
ik)gelk?’a —ik‘3€_lk3a B3 - ik‘z@lea —ikge_lk” By

eikla efikla eikga efikga
= Ms=|. R My=1{. -
3 Zklezkla —ikie ikia | » 4 Zkgezk:ga —ikoe ikoa

nachdem k3 = kq.

(c) Zeige, dass die Matrizen My und M; fiir 0 # E # Vj invertierbar sind und benutze
dies um eine Gleichung der Form

Az Aq
(5) - (5) ™
a p
/8* a*
explizit und bestimme det{M}. Hinweis: Bei der expliziten Berechnung von M ist
es hilfreich, zuerst das Produkt MyM, ' auszurechnen. [+2pt]

mit einer komplexen 2 x 2-Matrix M = > aufzustellen. Berchne o und

Eine Matrix ist invertierbar, sofern ihre Determinante ungleich null ist. Wir zeigen

e det{ My} = —2iks £0,  det{Ms} = —2ik; £ 0 (75)

fiir 0 # E # Vj.

Wir konnen Ms invertieren. Fuer eine 2 x 2 Matrix A = <z 2) ist deren Inverse

gegeben durch A~ = detlﬁ (_dc _ab>. Somit haben wir fiir M2_1:
1 (i (76)

Nun befolgen wir den Hinweis und berechnen MM, L,
MMy = ( eik?,j ,e_ikf'.lk > L < —_z’kzej’f;a _e-isz)
ikoe™2®  —ikgeT"2% | _iky \ —ikge M2 720
1 _Z'kQ(eQikza + e—2ik2a) _(e2ik2a _ e—QikQa)
— TZ]{:Q ( k%(e%kza _ e—2ik2a) _Z'k,z(e%l@a + e—Qikga))

(77)

11
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Nun verwenden wir, dass ko = ik, x € R und vereinfachen:

1 _ik2(€2ik2a + 672ik2a) _(eZikga _ ef2ik2a)
= 7721/]{:2 ( kQ( 2ikoa —Qikza) _Z'k2(62ik‘2a +e—2ik2a)>
6—2&(1 + eZna) —(G_QHG _ eQna) (78>
2/{ _H2<672/{a o 62/-%) K(€72na + e2na)

_ 1 [2kcosh(2ka)  2sinh(2xra)
" 2k \2k%sinh (2ka) 2k cosh (2ka)

MyMy?

Wir kénnen nun das Resultat zeigen, nachdem wir wissen, dass

Az\ A
v () = ()

Az\ _ a1 Az
A A (79)
1 -1
(1) = ataary o ()
Az _ A
= ()= ()
Wir berechnen somit die Matrix M = My ' (MyMy ') M;. Weiters:
1 —ik efikzla _efik’la
-1 _ L e ‘
MS - —Qikl (_,L-klezkla ezkla > (80)

Damit erhalten wir:
M = My (M4M

1 <—ik:16ik1“ —eikl“) 1 <2f<acosh(2/m) 281Hh(2/<;6t)>< e ikia ”“1“ >

T 24k \ —ikjethe efa ) 9, \2xk%sinh (2ka) 2k cosh (2ka) ) \ikie ™19 —ikjethre

1 —ik‘le ikra - _Zkla
E Tkl/{, < _iklezkla 7,k1a >
e~19 (i cosh (2ka) + iky sinh (2xa)) ¢ (k cosh (2ka) — ik sinh (2ka))
o—ikia (,i2 sinh (2ka) + irxk; cosh (2/<a)) etkra (/{ sinh (2ka) — ikk; cosh 2/{@))

R

wobei
(8 — %)
a = cos (2kya) cosh (2ka) + o sin (2k;a) sinh (2ka)
1R
(82)
k2 2
+i[cos (2k1a) sinh (2/§a)(12k:) — sin (2kya) cosh (2ka)]
1

g = ! (k? 4+ £?) sinh (2ka) (83)

2]{1,‘6

12
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Somit haben wir fiir die Determinante

det{M} = af? — | (84)
Wir vereinfachen:
2 _ p2 2
al? = cosh? (2ka) + u sinh? (2ka (85)
2k
1K
und )
2 2
1B = <K2]:_ k1> sinh? (2ka) (86)
1R

Wir setzen in die Determinante ein

det{M} =1 (87)

Wir wollen nun den Fall betrachten, bei dem von rechts keine Teilchen auf die Barriere
treffen. Das bedeutet Bz = 0 (Stelle kurz sicher, dass dies so folgt).

(d) Zeige, dass der Transmissionskoeffizient 7' := |A3/A1|?> gegeben ist durch:
T = ! (88)
2 K2—k3 2 2
cosh” (2rka) + (ﬁ) sinh” (2ka)

[+1pt]

Wir wissen

As . Aq [« I5} Ay - aA1+ﬁBl
() =2e(5) = (5 ) @) - (0 d%)

Somit haben wir

A = A1 + 8B (90)
sowie mit B3 = 0: .
0= ﬁ*Al + Oé*Bl — B} = *%Al (91)
Wir setzen damit in A3 ein
_ _ 6P, Ll
Ag = aAl + 531 = OéAl - o Al = Al (a - o ) (92)

13
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Somit A
T =22
2
El§
= Jo— 7*‘2
a
1
= lap (la* + 181" = 2|a*|B)
1 2 (93)
= W (\0<|2 - |5|2)
_ 1
af?
B 1
— —
cosh? (2ka) + (H;;i%) sinh? (2ka)

(e) Wir wollen nun das Verhalten von T' als Funktion von a fiir festes F und festes
Vo diskutieren. Wie lésst sich der Ausdruck fiir T fiir grofse und kleine a approx-
imieren? Kommentiere die physikalischem Implikationen. [+1pt]

Sowohl E als auch Vj sind fixiert, d.h. « und ky sind fixiert. Sei a < i Betrachte
die Taylorreihen

3 x?
sinh (z) :a;—i—g—i—..., cosh () :1—&—?—1—... (94)
Wir approximieren:
22
sinh (z) ~ z, cosh (z) = 1+ 5 (95)
Somit haben wir
22
sinh? (z) ~ 22, cosh? (z) ~ (1 + ?)2 ~ 1+ 22 (96)

Wir konnen den Ausdruck fiir T fir a < ﬁ vereinfachen:

1
2
cosh? (2ka) + (Hz_k%) sinh? (2ka)

T =

2k1 Kk
1

1+ (260)2 + () (200 ")

1

2_ 7.2\ 2
1+ 4k2a? [1 + (szlil) ]

~
~

14
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Fiir a — 0 sehen, wir, dass T' — 1, wie erwartet.
Ebenso wissen wir fir > 1, dass

sinh (z) ~ e—, cosh (z) ~ c (98)
2 2
Fir grofse a > i, haben wir somit
1
= 2 K2-k2\2 . 9
cosh” (2ka) + ( ka1> sinh® (2ka)
N 1

~ 2

ielma + (”;;Z%) %6450, (99>
4

- 2_7.2\ 2
efdra [1 + (NZklil) ]
Fiir grofle a fallt T exponentiell mit der Breite der Barriere, der Tunneleffekt ist

also sehr unwahrscheinlich.

Bestimme nun den Reflektionskoeffizienten R := |B;/A;|?> und berechne R + T.
Diskutiere das Ergebnis. [+1pt]

Von vorhin wissen wir

By =—-"—4, (100)

Der Reflektionskoeffizient ist somit

* 2
R=1B/A 2 _ ) _ 2 |6’
|B1/A1|" = | = —| e
2
(H;;i%) sinh? (2ka) (101)

2
cosh? (2ka) + <(N22,;]ﬁ)> sinh? (2ka)

Betrachte

B, 1 14182 o _, (102)

> a2 faf?
Wie erwartet, kann ein Teilchen entweder reflektiert oder transmittiert werden
(Erhaltung der Wahrscheinlichkeit).

15



	Schwinger Oszillator (5+5pt)
	Hermitepolynome [5pt]
	Eine Potentialbarriere (5+5pt)

