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1 Diracsche §-Funktion und Fourier-Analysis (8pt)

In dieser Aufgabe wiederholen wir elementare Eigenschaften der Diracsche §-Funktion
und Fourier-Analysis.

Die Diracsche d-Funktion ist streng genommen keine Funktion, sondern eine Distribution.
Dies ist eine Abbildung, die einer Funktion eine Zahl zuordnet. Per Definition haben wir

/ dx' f ()8 — ') = f(x) (1)

T
fiir eine beliebig glatte Funktion f, sofern € I, wobei I das Integrationsintervall ist.

(a) Zeige die folgenden Eigenschaften.
o(z) = (),

d(ax) = —d(x), a#0
6(f(@) = 3 rbla — an), 2)

daf
dx

5(a) = (),

wobei z,, die Nullstellen von f sind und 6 die Heaviside-Funktion bezeichnet. [4pt]
(b) Sei die Fourier-Darstellung einer Funktion f(x) gegeben durch

_ L > 3 eikx
f@)= = / ~df (3)

mit der Fourier-Transformierten f:

1 o0 ,
k)= — da f(z)e ke 4
fh) = <= [ dof@ (@)
Folgere nun die folgende Darstellung der é-Funktion:

1 [ . /
Sa o) =5 [ dkete) (5)

—00

[1pt]

(c) Beweise das Parsevalsche Theorem
[ aslrp= [ awlfop (©

[1pt]
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(d) Du bist mittlerweile schon vertraut mit zwei wichtigen Représentation/Wellenfunktionen
eines abstrakten Zustandsvektors |¢) € H. Im z und k-Raum haben wir die
Beziehungen

1 > 7 ikx
vie) = ) = —= [ it g

(k) = (kl) = jfﬂ / " drg(z)e it (8)

mittels Fourier-Transformation. Wie generalisieren sich diese Uberlegungen auf
Dichteoperatoren p, die du bereits in der Vorlesung kennengelernt hast? [2pt]

2 Kohéarente Zustidnde (4pt)

Ihr habt in der Vorlesung kohérente Zusténde des Harmonischen Oszillators kennnengel-
ernt

12 o= (aat)?
ja) = -3l 3 02" g ©)

n!
n=0

Diese sind essentiell in der Quantenoptik, da diese Zustédnde beschreiben, in denen der
Vernichtungsoperator a einen definitiven Wert annimmt. Dieser Wert kann in der Quan-
tenoptik zum Erwartungswert des Elektromagnetischen Feldes in Bezug gesetzt werden.
Hier sollt ihr einige elementare Eigenschaften dieser Zusténde ausarbeiten.

o (a) Zeige, dass fiir zwei komplexe Zahlen «, 5 das Skalarprodukt der entsprechenden
kohérenten Zusténde folgende Gleichung erfiillt

[ {a]) |? = e~lo=AF (10)

[2pt]

e (b) Wir definieren die Positions und Ortsoperatoren

X:\/E(a—kaT),P:—i g(a—aT), (11)

wobei wir zur Bequemlichkeit m = w = 1 gesetzt haben. Berechne die Heisen-
bergsche Unschérferelation fiir X, P und zeige, dass die Unschérfe in einem ko-
hérenten Zustédnd den Minimalwert annimmt [2pt]

3 Verschiebungs- und Quetschungsoperatoren (8 pt)

Wir definieren fiir & € C und Leiteroperatoren @, a' : [a,af] = I den Verschiebungsoper-
ator A A
D(a) = ™' —o"a, (12)

Das Hadamard-Lemma (bzw. die Baker-Campbell-Haussdorf Formel) besagt, dass fiir
Operatoren X,Y folgende Gleichung gilt
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oo

_ 1
XYe X = ZOM[X, Y. (13)
n=

Hierbei haben wir die sogenannten vernesteten Kommutatoren genutzt, welche rekursiv
definiert sind als

[XaY]OZK [X>Y}n:[Xa [va]nflh n e N (14)
(a) Zeige hiermit, dass folgendes gilt. [2pt]

Hinweis: Zeige zuerst D (o)) = D(—a).

(b) Zeige hiermit, dass D(«a)|0) ein kohérenter Zustand ist und driicke D(«)|1) in
kohérenten Zustédnden aus. [1pt]

(c) Wir definieren mit z € C den Quetschungsoperator
S(z) = e(x"8*=2a™)/2, (16)
Zeige zunichst fiir A = (za'? — 2*a?)/2, dass folgendes gilt. [2pt]
(A, 4], = |z|"a, n gerade,
T —z|z|" 14!, n ungerade.
(d) Zeige hiermit, dass folgendes gilt. [1pt]

ST(2)aS(z) = cosh(|z|)a — é sinh(|z|)al. (17)

(e) Wir definieren das gequetschte Vakuum [0,2) = S(z)|0). Berechne fiir diesen
Zustand mit z € (0,1] die folgenden Momente. [1pt]

(@), (B, (%), (%) - (18)

(f) Uberpriife die Heisenberg’sche Unschirferelation. Wie verhilt sich (AZ)(Ap) rela-
tiv zum Vakuumzustand? [1pt]
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