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1 Diracsche §-Funktion und Fourier-Analysis (8pt)

In dieser Aufgabe wiederholen wir elementare Eigenschaften der Diracsche §-Funktion
und Fourier-Analysis.

Die Diracsche d-Funktion ist streng genommen keine Funktion, sondern eine Distribution.
Dies ist eine Abbildung, die einer Funktion eine Zahl zuordnet. Per Definition haben wir

[ it~ o) = f(a) 1)
I
flir eine beliebig glatte Funktion f, sofern € I, wobei I das Integrationsintervall ist.

(a) Zeige die folgenden Eigenschaften.

df
n|dx
d
§(z) = %9(30)’

wobei z,, die Nullstellen von f sind und 6 die Heaviside-Funktion bezeichnet. [4pt]

Um die Identitdten zu zeigen, verwenden wir die Definition der d-Funktion

| s - o) = 1) 3)

—0o0

(i) Um die erste Identitdt zu zeigen, setzen wir x = 0:
£0) = [ )50 -2 = [ da' sy =~ [ dep-a)oa)
= [ aas-ata)

— 00

= [ a a0 (")

— 00
= §(z) =6(—x)
(4)
(ii) Der Einfachkeit halber benutzen wir also als Definition (da einfach verschieb-
bar)

ﬂm:/wmﬁwww> (5)

—00
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Weiters haben wir fiir a > 0:

/00 dx’ f(2")6(ax’)

—00

aee 1 1 / 12
/z da® )3 ")

"=—aoo

[ e (6)

"=—o00

B / . dx”f(x")%fS(fﬂ") —> b(ax) = ()

"=—00 | | ’a|

Ebenso haben wir fiir a < 0:

/_ " ' f(2')d(a’) = / joo_ édx”f(x’)d(:r”)

— / dx”f(m”)%d(m”)

""=00

_ /oo d%’”f(%'”)éd(-x”) (7)

"=—00

= [

'=—o00

N / i dx”f(x”%é(w”) — 6(az) = —5(x)

"=—00 | | ’a’|

(iii) Wir wissen, dass
o0
90) = [ do'g(a)i(x) ©
—0o0
fiir glatte Funktionen g. Das Argument von §(z) pickt also die Nullstellen
raus. Demnach bleiben also nur die Funktionswerte von g, fiir die f(x,) = 0,
das sind also die Nullstellen z,, von f. Wir haben demnach

0 x),+e
/ da’g(«')5(f(2')) = lim ) //_ da'g(z)o(f(2)) (9)

0 e—0

Nachdem f eine glatte Funktion ist mit zugehoriger Taylorreihe:

fa) =3 L) ey = )+ L@ - )+ 10)
n=0
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koénnen wir ebenso einsetzen

/OO da' g(a')o(f —11352/ » dx'g(z")o(f(2"))

—0o0

zh +e 1

= lim / da'g(a') ———0(a" — 7))

e—)()zn: ! —e ’df |$,_%|
= [ da'g(z)) Z A o(z’ — af,)

o et

1
= 6(f(z)) = Z ?5(37 — Tp)

n\dz

die Skalierungseigenschaft verwendet haben.

(iv) Zuguterletzt sehen wir auch, dass

| a5 = o [ o

—0o0

_ / T A f(@)o() — o(x) = @)

(b) Sei die Fourier-Darstellung einer Funktion f(x) gegeben durch

_ L > 3 eikw
fla) = <= [ afen

mit der Fourier-Transformierten f:

F) = o= [ dape)e

Folgere nun die folgende Darstellung der é-Funktion:

1
Sz —2a')= 2/ dket(@=2)
™

[1pt]

(12)

(13)

(14)
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Wir haben

f(z) = \/ﬂ/ mdkf etke

L [r [ gty o
! da' f () /k OO_OO dke*@=") (16)

27'(' ' =—00

> 1 —
= / da' f(a) /k dke’* =)

_ /OO da' f(2')o(x — o) = f(2)

'=—00

(c) Beweise das Parsevalsche Theorem

/ el () = / T ak (k)P (17)

[1pt]

Wir vereinfachen

/ dz|f(x / dzf(z
:/Oo d (m /Oo dkf(k;)e“”> f(x)
-/ : dx\/% / O; e (k)e= f ()
- /_ Z dkf*(k:)\/% /_ Z daf(x)e” """

o0

- / i (k) F (k)

— 00

= [ iy

(d) Du bist mittlerweile schon vertraut mit zwei wichtigen Représentation/Wellenfunktionen
eines abstrakten Zustandsvektors [¢) € H. Im z und k-Raum haben wir die

(18)

Beziehungen
_ _ 1 o 7 eikx
vie) = (et = == [ arii) (19)
) = —L - xp(z)e
9 = @) = —= [ dwota) (20)
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mittels Fourier-Transformation. Wie generalisieren sich diese Uberlegungen auf
Dichteoperatoren p, die du bereits in der Vorlesung kennengelernt hast? [2pt]

Eine allgemeiner Dichteoperator p hat die Form
n
p=Y_pjlbs) (¥l (21)
j=1

mit [¢;) € H und 377, p; = 1. Wir konnen die Dichtematrix (die also erst zu
einer Matrix in einer bestlmmten Basis wird) darstellen durch deren Elemente

ple.a) = (@lpla’),  p(k,K) = (k] pIK) (22)

Das bedeutet also ) .
p(z,z') = (x| plz’)

> pjlw) () | 1)

J=1

= pjaley)(ila)

= pj(a); (o’
j=1

Pk ) = (k] oI
SN ACIHTS 2
j=1

Wir setzen nun die Fourier-Darstellungen ein

(23)

Ebenso wissen wir

Zpﬂb]

= ]Z:pj <\/12—7T /_Z dki}j%)e““) < / k' (K )*e ' >

Z%/ Ak ()i () ek

= / ) dkdk' ¢! ko) Zpﬂ/?j(k:)lﬁ ()

1
— dkdk’ i(ka—k'a") Zp]w] (k) (k')

271'
7j=1

]. > 5 e
= o / dhedk' "R bk, k)

(25)
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Somit haben wir

1 o0 !l
o) = {alplaty = o [ dkdkp(h K)o+ (26)
sowie Lo
p(k, k') = (k| p|K) =5 | dedz’ p(x, ' )e i ka=Fa") (27)

2 Kohéarente Zustiande (4pt)

Ihr habt in der Vorlesung kohérente Zustédnde des Harmonischen Oszillators kennnengel-
ernt ~ ;
1,02 aa’ )"
o) = eHle 3 0 gy (28)
n=0

Diese sind essentiell in der Quantenoptik, da diese Zustidnde beschreiben, in denen der
Vernichtungsoperator a einen definitiven Wert annimmt. Dieser Wert kann in der Quan-
tenoptik zum Erwartungswert des Elektromagnetischen Feldes in Bezug gesetzt werden.
Hier sollt ihr einige elementare Eigenschaften dieser Zusténde ausarbeiten.

e (a) Zeige, dass fiir zwei komplexe Zahlen «, 5 das Skalarprodukt der entsprechenden
kohérenten Zusténde folgende Gleichung erfiillt

[ {a]) |? = e7lo=AF (29)

[2pt]

Wir wollen das Skalarprodukt zwischen zwei kohérenten Zustédnden ausrechnen,
dafiir setzen wir die obige Formel fiir |a) ,|5) ein:

a O[CLT
<ma>—exp(— (187 + |of?) TIafT (e )

) 20
:exp( L8P+ o) )io )
:exp( %\5|2+|a| ) OO “i?émn (30)

n,m=0

= (3057 +1a)) S (5;‘;)”

n=0
—exp( =59 + laP) + 570
Das Betragsquadrat der letzten Zeile ergibt dann
[ (Bla) |* = exp(=(IB° + |af*) + 8"+ fa”) = exp(—|a — B*),  (31)
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was zu zeigen war.

e (b) Wir definieren die Positions und Ortsoperatoren

X = \/E((Ha*), P= —i\/?(a —al), (32)

wobei wir zur Bequemlichkeit m = w = 1 gesetzt haben. Berechne die Heisen-
bergsche Unschérferelation fiir X, P und zeige, dass die Unschéarfe in einem ko-
hérenten Zusténd den Minimalwert annimmt [2pt]

Wir wissen aus der Vorlesung a |a) = «|a). Wir haben also

(a) = (afa|o) = a(ala) = a (33)
(af) = (ala' |a) = a* (a|a) = o* (34)

Somit haben wir
((a+ah)) = (a|(ata)|a) =a+a (35)

((a+a")?) = (a] (a £ a")?|a) = (a] (a® + a'? £ (aa’ + aTa)) |0) = (o (a® + a'? + (1 4 24]

a)) |a)

= ((12 +a*?+ (1+ 2|a|2)) (o))
=a? +a?+(1+2a?)

(36)
Demnach haben wir

AX? = (X?) — (X)? = g (((a+aT) ) — ((a+al 2)
zg(a2+a*2+(l+2|a| (a+a*)?) (37)

h

T2

AP = (P — (P = =5 ({(a — ) — {(a — a})?)
:_g (aQ—i—a (1—1—2\04] (v — a” 2) (38)

ﬁ

Die Unschéarfe nimmt somit in einem koh&drenten Zustand den Mlnlmalwert an:

AXAP = g (39)
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3 Verschiebungs- und Quetschungsoperatoren (8 pt)

Wir definieren fiir & € C und Leiteroperatoren @, a' : [a,a'] = I den Verschiebungsoper-
ator A A
D(a) = ot —a*a, (40)

Das Hadamard-Lemma (bzw. die Baker-Campbell-Haussdorf Formel) besagt, dass fiir
Operatoren X, Y folgende Gleichung gilt

o0
1
Xy ,—X
Xye X = Zm[x, Y], (41)
n=0
Hierbei haben wir die sogenannten vernesteten Kommutatoren genutzt, welche rekursiv
definiert sind als

[va]OZK [X’Y]HZ[X7 [va]ﬂflh neN. (42)
(a) Zeige hiermit, dass folgendes gilt. [2pt]

Hinweis: Zeige zuerst D (o)) = D(—a).

Wir sehen sofort:
Dia)! = e'i=a" _ ()i =(-a)'a _ p(_q) (44)

Wir berechnen die ersten paar Kommutatoren

[aa! — a*a,a]p = a (45)
[aa! — a*a,a]1 = ofal, d] (46)
= —« (47)
lad" — a*a,d]s2 =0 (48)
Offenbar bricht die Reihe nach n = 1 schon ab. Damit haben wir also
DT(Q)&D(O[) — e—adT+a*&dea&T—a*fL (49)
=1
=Y —l-adl +a*a,al, (50)
n!
n=0
=a+a. (51)
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(b)

Zeige hiermit, dass D(«a)|0) ein kohérenter Zustand ist und driicke D(«)|1) in
kohédrenten Zustédnden aus. [1pt]

Mithilfe der obigen Formel erhalten wir

aD(a)[0) = D(a) DY (a)aD(a) [0) (52)
= D(a)(a + «)0) (53
= aD(a)|0), (54

also ist D(«) |0) = |a) genau unser gewohnter kohérenter Zustand. Nun schreiben
wir [1) = a' |0) und berechnen

D(0) 1) = D(a)a [0 (55)
= D(a)a *DN )D(0) [0 (56)

- (D(a ) D(a)|0) (57)

— (D'(-a)aD(-a))' D(e)|0) (55)

- @ a)T D(a) 0) (59)

= (@) D(a)[0) (60)

= (&T —a’)|a). (61)

D(a) |1) ist also eine Superposition aus einem kohérenten Zustand |a), zu dem eine
Anregung hinzugefiigt wurde und dem kohérenten Zustand selbst.

Wir definieren mit z € C den Quetschungsoperator
S(z) = elz7a?==a1%) /2, (62)
Zeige zunichst fiir A = (za!? — 2*a?) /2, dass folgendes gilt. [2pt]
R z|"™a, n gerade,
A.dl, = 47! o 8
—z|z|" *a’, n ungerade.

Wir haben
[A,a] = z[al?, 4] /2 = —zal, (63)

und per Konjugation dieser Gleichung
[A,al] = —z*a. (64)

Wir sehen also, dass in der Rekursion mit jeder Anwendung des Kommutators
[A,-], @ und a' sich als Ergebnis abwechslen und immer ein Faktor —z oder —z*
erscheint. Damit erhélt man obige Fallunterscheidung.
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(d)

Zeige hiermit, dass folgendes gilt. [1pt]

ST(2)aS(z) = cosh(|z|)a — é sinh(|z|)al. (65)

Mit dem obigen Ergebnis erhalten wir

St(z)as(z) _di 2> _at 2 N ﬁ (66)
Zo@n) " e & 20 1 1)!
= cosh(|z|)a — — sinh(|z|)al. (67)

E

Wir definieren das gequetschte Vakuum [0,z) = S(z)]0). Berechne fiir diesen
Zustand mit z € (0, 1] die folgenden Momente. [1pt]

(&), (p), (&%), (p°) . (68)

Es gilt hier % = 1. Mit & = Z5(a + af) und p = —i P (G — al) gilt

ST(2)28(z) = % (cosh(|z|)& — sinh(|2))a’ + cosh(|z])al — sinh(|z|)d> (69)

= (cosh(|z|) — sinh(|z])) & (70)
= ¢ Iz (71)
und analog
ST(2)pS(z) = €*lp (72)
Wir haben also
(#) =) =0 (73)
und 5
20 =202 1014210 — o212
(i) = 2Rl 0ja2lo) = 2 2 (74)
sowie

| fwm
=

Hierbei haben wir die Resultate der letzten Ubung eingesetzt.

(p%) = €*#1(0]p?|0) = €*

Uberpriife die Heisenberg’sche Unschirferelation. Wie verhilt sich (AZ)(Ap) rela-
tiv zum Vakuumzustand? [1pt]

(A8)(Ap) = 7 (76)

bleibt unabhéngig von z Konstant. Damit haben gequetschte Zusténde, genauso
wie das Vakuum, minimale Unschérfe.

10
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