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1 Schwarzkorperstrahlung revisited (7pt)

Da ihr nun einige Grundlagen der Quantenmechanik kennengelernt habt, konnen wir
ein sehr naives Modell der Schwarzkorperstrahlung im Rahmen der Quantenmechanik
betrachten und Einsteins Annahmen von 1905 von einem einfachen Modell herleiten.
Hierfiir ersetzen wir den Schwarzkorper und seine Umgebung durch zwei harmonische
Ostzillatoren, wobei einer der Oszillatoren den Schwarzkorper beschreibt, in dem nur eine
Mode der Frequenz w existiert, und die Umgebung iiber einen weiteren Oszillator der
selben Frequenz modelliert wird. Wir betrachten also den Hilbertraum

H=L*R)® L*(R) = Ha ® Hp, (1)

wobei der Faktor H 4 der Hilbertraum des "Schwarzkorperoszillator" und der andere der
Hilbertraum Hp des "Umgebungsoszillators" ist. Der Gesamthamiltonian ist gegeben
durch

H:HA—l—HB:hw(aLaA—i—aTBaB), (2)

wobei a4,ap die Vernichtungsoperatoren fiir H 4, Hp sind B Nun betrachten wir die
Situation, dass beide Oszillatoren im thermischen Gleichgewicht der Temperatur T' = TP ﬂ
sind. Um dies zu beschreiben, nehmen wir an, dass der Gesamtzustand durch

C’Ze £ n) 4 In) g, (3)

gegeben ist, wobei |n) 4, /B der n-te angeregte Zustand des Oszillators A, B ist. E|
(a) Berechne die Normalisierungskonstante C, damit |¥) Norm 1 hat. [1pt]
Wir berechnen das Skalarprodukt

1= \I/‘\I/ 02 Z e + )2 <mm‘nn>:CQZe Bnh :1_67_% (4)

n,m=0

Somit finden wir

C=/1— B, (5)
[[1pt]]

(b) Berechne die reduzierte Dichtematrix fiir den Schwarzkoérper-Oszillator

pa = Ty, (1) (W) (6)

und zeige, dass der Zustand ¥ verschrankt ist Tipp: 1) Die partielle Spur im Falle
eines unendlichdimensionalen Raumes hat die gleiche Formel wie fir eindlichdi-
mensionale Rdume, nur dass man nun tiber unendlich viele Zustinde summiert,

! Analog zu Aufgabe 1 aus Blatt 6
2Warum dieser Zustand ein thermisches Gleichgewicht beschreibt ist an dieser Stelle irrelevant
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anstatt endlich viele. 2) Eine hinreichende Bedinung dafiir, dass ¥ unverschrinkt
ist, dass fiir die reduzierte Dichtematriz p gilt p*> = p.

Wir berechnen

W) (0] = (1 —e ) ST e PE O ) (mm) (7)

n,m=0

Ausfiihren der partiellen Spur ergibt

= 5" (k| (1 — M) Z e P M) |y (mm) ) k)
k=0

n,m=0 (8)
= (1 - 67@%) Z eiﬁ%w(nﬂn) ‘n> <m| OnkOmk
m,k,n=0

Ausfithren der Summen tiber k, m ergibt dann

o0

pa=(1—e )y e P n) (1] 9)

n=0

[1pt] Um zu zeigen, dass der Ursprungszustand verschrénkt ist, nutzen wir den
Tipp und berechnen pi. Dies ist

ph = (1— e Fh)? Z e Pt m) 0y (n|m) (m)
”;”:0 (10)

= (1—e )Y e % n) (n].

n

Da der Operator schon diagonalisiert ist, sehen wir, dass der Eigenwert von pIQ4 zum
Zustand |n) durch
)‘n — (1 . e—ﬁhw)Qe—Qﬂﬁwn’ (11)

gegeben ist, was das Quadrat des Eigenwertes von p4 zum gleichen Zustand |n)
ist. Dadurch sind die Operatoren p, und ,02A unterschiedlich, da ihre Eigenwerte
zum gleichen Eigenvektor unterschiedlich sind. [1pt]. [2pt]

Berechne die Zeitentwicklung der reduzierten Dichtematrix

pa(t) = Ua(t,to)paUal(t, to)T, (12)

wobei U4 der Zeitentwicklungsoperator der durch H 4 definiert ist, istE[Zpt] Tipp:
Ihr habt die Zeitentwicklung der Erzeuger und Vernichter in Blatt 5 Aufgabe jc
schon ausgerechnet.

3Dies funktioniert in diesem Beispiel, weil der Gesamthamiltonian Ha4 + Hp ist und die einzelnen
Terme auf unterschiedliche Systeme wirken.
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Die Dichtematrix pa wirkt auf das System H 4, dessen Zeitentwicklung mit dem
Hamiltonian H 4 passiertﬁ pA ist oben schon in diagonaler Form aufgeschrieben
worden, wobei die Eigenbasis von p4 und die Eigenbasis von H 4 schon iiberein-
stimmen. Damit haben wir fiir die Zeitentwicklung auf dem System A Hilbertraum

Ua(t, ty) = e Halt=to), (13)

[1pt] Wir kénnen deswegen die Zeitentwicklung von py4 allein durch Konjugation
mit H 4 ausrechnen und wir finden

pa(t) = e—i(t—to)HApAei(t—to)HA

00
_ Z e—ﬁﬁwne—i(t—to)HA ’n> <n’ ei(t—to)HA

n=0

_ Z e—Bhwne—i(t—to)hwn |TL> <n‘ ei(t—to)ﬁwn (14)
n=0

0
=" ey
n=0

Wir sehen, dass in diesem Fall p4 zeitunabhéngig ist [1pt]

(d) Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass der Schwarzkorper H 4 im n-ten angeregten
Zustand ist und bestimme den Erwartungswert der Energie H4 als Funktion der
Zeit:

(Ha(t)) = Tra(pa(t)H) (15)

Vergleiche das Ergebnis fiir die Wahrscheinlichkeit des Zustandes und den Er-
wartungswert der Energie mit Einsteins Ergebnissen aus Blatt 1 Aufgabe 1b. [2pt]
Die Wahrscheinlichkeit, dass der Schwarzkorper im n-ten angeregten Zustand ist,
ist gleich dem Erwartungswert des Operators |n) (n|, also

P(n) = Tr(pa|n) (n|)
=(1—e ™) (k| e m) (m) ) (n] |k)
,%;O (16)

o0
= (1 —e P Z e P Oty = (1 — e Phw)e=Bhwn
k,m=0

4Dies stimmt in diesem Fall, weil der Hamiltonian die Form Ha 4+ Hp hat
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Damit gilt
(Hapa) = _ hwnTrpa|n) (n|

[e.9]
= Z hwn(1 — e~ Plw)e=Bhwn (17)
n=0
hew
= e 1

wobei wir die letzte Summe von Blatt 1 Aufgabe 5 b entnahmen. [1,5pt] Ein Ver-
gleich mit der Aufgabe 5 von Blatt 1 zeigt, dass die Wahrscheinlichkeit P,, die selbe
ist, wie Einstein fiir die Anregung eines Zustandes der Energie E,, = fiwn annahm
und die mittlere Energie ebenfalls iibereinstimmt. In diesem Sinne, beschreibt
unser Modell eine "Herleitung" seiner Annahmen aus quantenmechanischen Uber-
legungen.

2 Gemischte Zustidnde 1 (4pt)

(a) Sind die folgenden Matrizen giiltige Dichtematrizen? Begriinde deine Antwort jew-
eils kurz. [1.5pt]

(10 (1 -1 111
=10 o) 27 \1 1 PP=5\1 1

Ja, nein, ja. p; und p3 erfiillen tr(p) = 1 und p > 0, p2 hat Spur 2.

(b) Beschreibt die folgende Dichtematrix einen reinen oder einen gemischten Zustand?

[1pt]
Lf1 0 -1
p=z|0 1 0
10 1

Fiir reine Zustinde gilt tr(p?) = tr(p) = 1. Hier ist

(2 0 -2
p2:§ 0o 1 0|, (18)
-2 0 2

sodass tr (pQ) = g < 1, p also gemischt ist.

(c) Als Beispiel eines verschriankten Zustandes habt ihr in der Vorlesung den Zustand
1 4
[4) = —(100) +]11)) € C

kennengelernt.
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1. Berechne die Matrixdarstellung des Dichteoperators p = |1)(¢| in der Stan-
dardbasis (]00) = eq, [01) = eq, |10) = e3, |11) = e4). [0.5pt]

Wir haben
p=) W= %(!00> (00[ + [11) (00[ + [00) (11| + [11) (11]) (19)

In der gewiinschten Matrixdarstellung erhalten wir

100 1
1{o 00 0

P=3510 0 0 0 (20)
100 1

2. Betrachte nun den folgenden gemischten Zustand aus |¢1) = |00) und |p2) =
|11):

6= S levierl + 1 lea¥esl

Berechne erneut die Matrixdarstellung von ¢ in derselben Basis wie zuvor
und vergleiche die beiden Matrizen von p und ¢. Wie unterscheiden sich die
Matrizen, und wie kann man die Unterschiede interpretieren? [1pt]

Die Matrixdarstellung ist (mit derselben Basis wie zuvor):
0 0
(21)

<

I

I
coow
_ o oo

00
00
00
Worauf ich hier hinaus will: 1. "Oh, es gibt off-diagonal elements!" (in p), und
dann 2., die Basisabhéngigkeit derselben erkldren. Ich hatte erst iiberlegt, als
weiteren Aufgabenteil die beiden states in der Bell basis zu entwickeln, aber

vielleicht ist der Lerneffekt grofier, wenn viele Leute erstmal den Fehler machen
und die Basisabhéangigkeit iibersehen.

3 Gemischte Zustinde 2 (8pt)

Betrachte einen Versuchsaufbau, bei dem ein Apparat den Zustand eines Quantensystems
mit drei Leveln priparieren soll. Der Hilbertraum ist somit C?. Im Anschluss an diese
Praparation fiihren wir eine Messung der Observablen

1 1 0
A=11 -1 0 (22)
0 0 2

durch.
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(a) Der Priaparationsaparat hat einen Drehknopf, der es erlaubt einen der drei Zustédnde

1 1 1 1 1 0
[v1) = 7 (1) ; |12) = 7 i : oder [th3) = 7 1 (23)

zu préaparieren. Berechne den Erwartungswert der Observable A in diesen drei
Zustanden. [2pt]

Die Erwartungswerte in diesen reinen Zusténden sind gegeben durch (A),, =
(i Alap;) fiir ¢ = 1,2,3. Daher:

1 1 1 0 1

(A)y, = (V1| A1) = 3 (1101 -1 o0](1]=1 (24)
0O 0 2 0
1 1 1 O 1

(A) gy = (V2| Alth2) = 3 (1 = 1)1 =1 0)(i]=13 (25)
0O 0 2 1
1 1 1 0 0

(A)ys = (o] Altp3) = 3 01 —=i)f1 =1 0)(1]=3 (26)
0O 0 2 7

(b) Die Maschine habe nun einen Wackelkontakt, sodass in der Stellung i der gewiin-
schte Zustand |1;) jeweils mit Wahrscheinlichkeit p, die iibrigen Zustédnde jedoch
mit der Wahrscheinlichket l%p prapariert werden. Verwende das Ergebnis aus (a)
um den Ausdruck fir den Erwartungswert der Observablen A fiir 4 = 1 zu bestim-
men. [2pt]

Der Zustand [¢1) wird also mit Wahrscheinlichkeit p, die anderen Zusténde mit
Wahrscheinlichkeit l%p prapariert. Wir konnen den Erwartungswert somit berech-
nen als

3
(A) = pj(wil Alpi)

1=1
1—p 27
= p(A)y, + 5 2 (A, + (A)) 27
_ o t-p2 10 T(l-p) Sp+7
R Rt i TR T

(c) Beschreibe die in (b) beschriebene experimentelle Situation fiir ¢ = 1 durch einen
Dichteoperator und zeige, dass dies auf denselben Erwartungswert fithrt. [2pt]



Ubungsblatt 8 Quantenmechanik WS 2024 /25

Wenn wir [1;) mit i = 1,2,3 jeweils mit Wahrscheinlichkeit p; praparieren, dann

ist der assoziierte Dichteoperator

3

1—p
p=_pilwi) (Uil =pl¥r) (Wl + == (1) (Yol + [¥3) (¥s])
i=1
1110 1_p11—i11000.
:p§110—|—?7211 501—@
0 00 —1 0 ¢+ 1
2p+1 3p—i(1—p) 1-p
6 6
— | 3ptil—p) p+5 —i(1—p)
6 12
1-p i(1—p) 5(1—p)
6 2 2
Nachdem - sp—i(1—p) .
+ —i(l— -
by 3+é?1—) pJ6r5p —‘(?f)
Ap=1{1 -1 0 S vy 7
0 0 2 1-p i(1—p) 5(1—p)
6 2 2

Sp+1+i(l—p)  7p+5-2i(1—p) (2—i)(1—p)

6 12 12
— | =p+1-i(0—p) 5p—2i(1-p)—-5 (2+i)(1—p)
6 12 12
1-p i(1-p) 5(1-p)
3

kénnen wir nun den Erwartungswert berechnen:

Bp + 1+ (1 — 5p—2i(1—p)—5 5(1—
_p (1-p)  Sp—2i1-p) =5 501-p)

(A4) = tr(Ap) - = -

Demnach erhalten wir, wie erwartet, das gleiche Ergebnis.

(d) Betrachte nun die kohérente Superposition der drei Zustande:

8) = Vi) + T L o) + 4/ 5 L o)

(31)

Welche zuséitzlichen Terme tragen in diesem Zustand im Unterschied zum gemis-

chten Zustand von (c¢) zum Erwartungswert bei? [2pt]
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Nun haben wir einen reinen Zustand. Wir berechnen den Erwartungswert wie folgt:

A)p = (9| Al0)

(mwmrw 52 ) (mzm oy 2 )+ F“f’?’)
(mwlurw ng)(mrwl A + FA\%)

= p<A>w1 + T<A>w2 + T<A>¢3 +X
= (A)p +x
(32)
wobei
. P<1;p>><<¢1m|¢2>+<w1|A|w3>+<w2|Arw1>+<w3!A!w1>>+1;p<<wzlAI¢3>+<¢3|AW2>>
(33)

die zusétzlichen Terme im Vergleich zu (c) sind. Wir berechnen:

p(1 —p))
2

(V1] A o) + (1] A [hs) + (ol Alhr) + (3] Aleh1))
L (ol Algs) + (ws| Ala))  (39)

+ 2
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