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Diese Probeklausur dient zur Ubung und Vorbereitung. Die Bearbeitungszeit betrigt
90 Minuten. Arbeite so, als wiirden die zwei besten Beispiele gewertet werden. Du
kannst also maximal 40 Punkte erreichen. Beachte, dass die tatsédchliche Klausur davon
abweichen kann.

1 Dynamische Invarianten (20pt)

Die zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung

P R
Z’ia [W(t)) = H(t) [¥(1)) (1)

beschreibt, wie sich quantenmechanische Zustandsvektoren |1(t)) entwickeln, wenn der
Hamilton-Operator H (t) zeitabhéngig ist.

In dieser Aufgabe betrachten wir eine sogenannte dynamische Invariante I (t), die niit-
zlich ist, um exakte Losungen der zeitabhangigen Schrédinger-Gleichung zu finden. Eine
dynamische Invariante I(t) ist ein Operator, der (1) hermitesch ist, und (2) eine Erhal-
tungsgrofe ist, d.h. dass die folgende Gleichung gilt:
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(a) Zeige, dass aus der Definition der dynamischen Invarianten I(t) fol olgt, dass, wenn
[1h(t)) eine Losung der Schrodinger-Gleichung ist, auch [¢;(t)) = I(t) |1(t)) eine
Losung ist. [5pt]

Nehme weiters an, dass die Invariante I(t) aus einer vollstindigen Menge kom-
mutierender Observablen besteht, sodass es eine vollstéandige Menge von orthonor-
malen Eigenzustdnden |\, t) mit zu I (t) zugehorigen reelen Eigenwerten A\ gibt.
Wir nehmen der Einfachkeit halber an, dass die Eigenzusténde nicht entartet sind.
Es gilt:

() |A 1) = | >
z/\:|)\ t) (3)

(N A ) = Sy

(b) Zeige, dass die Eigenwerte A von I(t) zeitunabhéngig sind, i.e., dt = 0. Du musst

hierzu (X', t| %5 o1 t) |\, t) auf zwei unterschiedliche Arten berechnen und die beiden
Ausdriicke glelchsetzen sowie am Ende )\ = ) setzen. Die Produktregel wird dir
hierbei hilfreich sein, wenn du %[I (t) |\, t)] berechnest. [9pt]

(c) Definiere nun |\, t),, = explics(t)] |\, t). Dies ist ein Eigenzustand von I(t), i.e.,
I(t) I\, t), = A|At),. Fordere nun, dass |\, t), eine Losung der zeitabhingigen
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Schrédinger-Gleichung ist und leite den folgenden formalen Ausdruck fiir die Phase
a(t) her:

ax(t) = /0 a0 O i = L HE] ) @)

[6pt]

2 Gekoppelte Oszillatoren (20pt)

Betrachte zwei harmonische Oszillatoren a1, as mit freiem Hamiltonian
= fu,ulaJ{al + hwzagag, (5)

wobei wy = 7wwi. Der Hilbertraum ist also H = L*(R); ® L*(R)2 und die einzelnen
Oszillatoren wirken auf die Standardbasis |n), € L?(R); eines Oszillators iiber

ai|n>i:\/ﬁi\n—1)i, aZT n); =vni+1|n+1),, 1=1,2. (6)

Diese Oszillatoren werden durch eine Interaktion gekoppelt, sodass der Gesamthamilto-
nian durch

H=H'+H', H' =Xalay+dla)) (7)

gegeben ist. Die Anderung der Energie eines Eigenzustandes 1) von H? in erster und
zweiter Ordnung der Stérungstheorie ist gegeben durch

AEY = (g H |¢)
AB® Z ( w'|Hf|w>\ (8)

wobei die Summe im Term zweiter Ordnung iiber alle Zustande anderer Energieeigenwerte
geht.

(a) Was sind die Eigenvektoren und das Spektrum des freien Hamiltonians H°? Ist
das Spektrum entartet? [4pt]

(b) Berechne die Matrixelemente (/| H|¢) fiir alle Paare von Eigenvektoren 1, 1) von
H°. [4pt]

(c) Berechne die Anderung der Energie eines Eigenzustandes in erster Ordnung der
Storungstheorie. [3pt]

(d) Berechne die Anderung der Energie eines Eigenzustandes in zweiter Ordnung der
Storungstheorie. Fiir welche Zusténde ist die Anderung so, dass sich die Energie
vergrofert? [6pt]

(e) Betrachte nun eine allgemeine Stérung der Form V = )\((aJ{)kaé + (a;)kall) Fiir

welche ganzen Zahlen k,l > 0 ergibt sich eine nichtverschwindende Anderung der
Energie in erster Ordnung der Stérungstheorie? [3pt]
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3 Symmetrien im Heisenbergbild (20pt)

(a)

(b)

Erkldre wie das Heisenbergbild definiert wird und bestimme die Bewegungsgle-
ichung eines Operators im Heisenbergbild. [5pt]

Unter welcher Bedingung ist eine Observable, die nicht explizit von der Zeit ab-
héngt, erhalten? [2pt]

Wir betrachten einen Hamiltonoperator der Form H (r, L2, 8?), wo r die Radi-
alkomponente ist, L der Drehimpulsoperator und S der Spinoperator. Driicke die
Komponenten von L durch Differentialoperatoren aus und berechne [L,r]. Unter
Benutzung von:

Ly, Ly) =ihL, (9)
[Ly,L;| =ihL, (10)
(L., L] = ihLy, (11)
zeige, dass:
12,1 =0 (12)

gilt (Zeige es fiir eine Komponente und argumentiere mit Symmetrie). Schliefse
daraus, dass der Drehimpuls erhalten ist. [6pt]

Die Eigenzusténde von Hy nehmen die Form |n, [, m, s, ms), wobei |I, m) der Drehim-
pulszustand aus Dj ist und |s,ms) den Spinzustand aus Dy beschreibt (my ist der
Eigenwert von S,, m der Eigenwert von L.). Von welchen der Quantenzahlen
n,l,m,s, ms kann der Energieeigenwert E(n,l, m, s, ms) nicht abhéngen? [2pt]

Nun betrachte den modifizierten Operator:
H1 = HO + /{LS, (13)

wo k eine Konstante ist. Was sind die Eigenwerte von H; auf dem Vektorraum, der
von den Zustanden |n,l,m, s, ms) aufgespannt wird? Von welchen Kombinationen
der Quantenzahlen konnen die Eigenwerte von H; nicht abhéngen?[5pt]
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