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Allgemeine Hinweise

Abgabetermin fiir die Losungen ist
e Sonntag, 22.11., 24:00 Uhr.

Die Losungen sollten in Form eines IPython Notebooks (*.ipynb) abgegeben werden. Bitte achten
Sie dabei auf eine sinnvolle Benennung aus der Thr Name hervorgeht. Zur Abgabe schicken Sie die
Losungsdatei im Anhang einer Email an Thren Tutor.

Aufgabe 5: Iterative Losung von nichtlinearen Gleichungssystemen (20 Punkte)

Im Folgenden soll das mehrdimensionale Newton-Verfahren auf ein “physikalisches” Problem ange-
wendet werden: N repulsive, d.h. sich gegenseitig abstoflende Teilchen, in einem 1-dimensionalen
Potential. Wir suchen nach statischen, also kraftefreien, Losungen des Problems. Solche Lésungen
entsprechen den Konfigurationen, gegen die ein solches System typischerweise strebt.

Das Wechselwirkungspotential zwischen zwei Teilchen ¢ # j an Positionen x;, x; sei

Ky

Vi(wisag) = =2,

wobei k, = 1.0 die Stérke der Wechselwirkung festlegt.
FEin Teilchen an der Stelle x spiirt zuséatzlich das externe Potential

V(@) = kya?, (2)
wobei k,, = 2.1 die Stéarke dieses harmonischen Potentials bestimmt.

e 5.1 (1 Punkt): Stellen Sie das Potential V,, fir « € (—5,5) und das Potential V;.(x;,x;) fur
0.1 <|z; — z;| < 3 in jeweils einem Plot dar.

Legen Sie ein numpy.array an, das die Koordinaten von vier Teilchen
= (-2, —1,0,05) (3)

speichert. Visualisieren Sie diese Teilchen als Punkte (x;,Vi,(x;)) in Ihrem Plot von V,,.

Hinweis: Im Folgenden sollten Teilchenpositionen immer auf diese Weise dargestellt werden.



e 5.2 (2 Punkte): Angenommen, das System besteht aus N Teilchen, welche sich an Positionen
# € RY befinden. Berechnen Sie analytisch, welche Kraft F;(Z) auf das i-te Teilchen wirkt.
Hinweis:
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wobei ]
U@) =) Vu(zi) + ier(%mj) (5)
@ 1#]
das Gesamitpotential des Systems ist.

e 5.3 (2 Punkte): Schreiben Sie nun eine Funktion, welche die Kriifte F(Z), die auf N Teilchen
an Positionen Z# wirken, berechnet.

Ihre Funktion sollte die Teilchenpositionen (ein numpy.array) als Argument nehmen, und ein
numpy .array mit den dazugehorigen Kraften zuriickgeben.

Welche Krifte wirken auf die vier Teilchen aus Teilaufgabe 5.17

e 5.4 (2 Punkte): Fiir das Newton-Verfahren benotigen wir die Jacobi-Matrix

OF;

Jij - a.’E]’,

i, j € {1, ..., N}, (6)

der Funktion F(Z). Berechnen Sie die Komponenten dieser Matrix analytisch.
e 5.5 (2 Punkte): Implementieren Sie nun eine Funktion, welche die Jacobi-Matrix J berechnet.

FEingabeparameter sollten die Teilchenpositionen sein, Riickgabewert die Jacobi-Matrix als
numpy .array.

Welche Jacobimatrix ergibt sich fiir die Teilchen aus Teilaufgabe 5.17

e 5.6 (2 Punkte): Berechnen Sie die ersten 2 Iterationsschritte des mehrdimensionalen Newton-
verfahres fiir vier Teilchen.

Verwenden Sie als Startvektor Z(?) die Positionen aus Teilaufgabe 5.1 und visualisieren Sie die
Positionen 20, z1)| #2) in je einem separaten Plot zusammen mit dem Potential V.

e 5.7 (2 Punkte): Implementieren Sie nun das mehrdimensionale Newton-Verfahren, um die kréf-

tefreien Konfigurationen von N Teilchen zu bestimmen.

Ihr Programm sollte als Argumente die Anfangsteilchenpositionen #(9), sowie optional die ge-
wiinschte Genauigkeit ¢ (Standardwert 1073) und eine maximale Anzahl an Iterationsschritten
Niter maz (Standardwert 1000) nehmen. Die resultierende Konfiguration sowie die Anzahl an

bendtigten Iterationsschritten sollte zuriickgegeben werden.

Hinweis: Zur Lésung des entsprechenden linearen Gleichungssystems kénnen sie numpy .linalg.solve

2
verwenden. Als Konvergenzkriterium sollte (f(kJrl) — f(k)) < €2 gewdhlt werden.

e 5.8 (2 Punkte): Berechnen Sie mithilfe Threr Funktion aus Teilaufgabe 5.7 die kréftefreie Kon-
figuration der vier Teilchen aus Teilaufgabe 5.1.

Visualisieren Sie ihr Resultat wie in Teilaufgabe 5.1.

Berechnen Sie auch mithilfe Threr Funktion aus Teilaufgabe 5.3 die auf die Teilchen wirkenden
Krifte.



e 5.9 (3 Punkte): Implementieren Sie eine Funktion, die das Gesamtpotential des Systems als
Funktion der Teilchenpositionen berechnet.

Implementieren Sie nun eine Variation der Funktion aus Teilaufgabe 5.7, die in jedem Iterati-
onsschritt das Gesamtpotential berechnet und am Ende eine Liste dieser Potentiale zuriickgibt.

Stellen Sie das Potential als Funktion des Iterationsschrittes fiir die vier Teilchen aus Teilaufgabe
5.1 dar.

e 5.10 (2 Punkte): Berechnen Sie nun mithilfe IThrer Funktion aus Teilaufgabe 5.9 das Gesamt-
potential der kréftefreien Konfiguration fiir jeweils

N € {2,4,8,16,32,64,128} (7)

Teilchen.

Stellen Sie dieses Potential als Funktion der Teilchenanzahl in einem doppellogarithmischen
Plot dar.

Ist das Potential fiir groffe N proportional zu N*? Wenn ja, fiir welches a?

Hinweis: Die Anfangspositionen der Teilchen sollten zwischen -10 und 10 gewdhlt werden, wo-
bei keine zwei Teilchen an derselben Position starten sollten. Zum Erstellen von zufdlligen
Startpositionen konnen Sie numpy.random.random verwenden.



