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Aufgabe 8

In dieser Aufgabe geht es um Grundlagen der Kombinatorik.

(a)

1 In einer Urne liegen N unterscheidbare Kugeln. Sie ziehen nacheinander k& Kugeln

ohne Zurticklegen. Wie viele unterschiedliche Ergebnisse ohne Bcrucksmhtlgung der
Reihenfolge gibt es?

Zuerst berechnen wir die Zahl der Ergebnisse mit Beriicksichtigung der Reihenfolge. Beim
1. Zug gibt es N Moglichkeiten, beim 2. Zug N = 1, usw., bis zum k. Zug, wofiir es N —
k + 1 Moglichkeiten gibt. Insgesamt gibt es daher, mit Beriicksichtigung der Reihenfolge,
N(N —~ 1)+ (N ~k+1) = N!/(N — k)! Moglichkeiten.

Nun werden Ergebnisse, die isch nur durch eine andere Reihenfolge der gezogenen Kugeln
unterscheiden, als dquivalent betrachtet. Bei k gezogenen Kugeln gibt es k! mogliche Rei-
henfolgen. Daraus folgt, dass die Zahl der Ergebnisse ohne Berticksichtigung der Reihenfolge
NU/((N — k)Ik!) ist.

. Die Wahrscheinlichkeit, beim Wurf einer Miinze als Ergebis " Kopf” zu erhalten, sei p.

Sie werfen die Miinze N mal. Was ist die Wahrscheinlichkeit, dabei insgesamt k mal
Kopf zu erhalten? Hilft IThnen dabei der erste Aufgabenteil? '

Wenn man N mal eine Miinze wirft, kann es mehrere Moglichkeiten geben, dabei k mal Kopf
7u erhalten. Zum Beispiel, wenn man zwei mal eine Miinze wirft, gibt es zwei Mogichkeiten

- genau ein mal Kopf zu erhalten: Entweder bei der ersten Wurf, oder bei der zweiten. Wir

berechnen nun zuerst die Zahl der Moglichkeiten, dass bei N Wiirfen genau k& mal Kopf
erhalten wird, und dann die Wahrscheinlichkeit, dass so eine Moglichkeit auftritt.

Die Zahl der Moglichkeiten, bei N Wiirfe genau k& mal Kopf zu erhalten ist die gleiche
Zahl, die schon in Teil 1 ausgerechnet wurde: N!/((N — k)'k!). Jede Moglichkeit hat
die Wahrscheinlichkeit p*(1 — p)¥=k, da N — k der Wiirfe ja Zahl geben miissen, und
die Wahrscheinlichkeit, dass man Zahl erhélt 1p ist. Insgesamt finden wir also, dass die
Wahrscheinlichkeit P(k) insgesamt k& mal Kopf zu erhalten durch

N!

P(k) = mwpk(l o p)Nh'k

gegeben wird.

. Sie kennen den Binomialkoeffizienten (IZ ) aus der Vorlesung. Interpretieren Sie an-

schaulich die beiden Relationen

(- EQpura mosa

k=0




Nach Teil 1 ist (}) die Zahl der unterschiedlichen Ergebnisse (ohne Beriicksichtigung der
Reihenfolge), wenn man k Kugeln aus' N unterscheidbaren Kugeln zieht. Dadurch, dass
man k Kugeln zieht, legt man auch die N — k {ibrig gebliebenen Kugeln genau fest. Daher
ist die Zahl der unterschiedlichen Ergebnisse fiir die N — k iibrig geblicbenen Kugeln auch
(Il\c’ ). Nun hétte man statt zuerst k Kugeln zu ziehen und dann die N — k tibrig gebliebenen
Kugeln zu nehmen, auch direkt N — k Kugeln ziehen kénnen. Die Zahl der unterschiedlichen
Ergebnisse ist dann ( NIY_ k) Daher muss gelten, dass

<]1Z> - (N]Z k)'

Fiir die zweite Identitat merken wir auf, dass die Summer aller Wahrscheinlichkeiten immer

1 ist. Deshalb
N

N
‘N
1= Pk)= k1 - p)N-F,
| ;?::o ) §<k>p(‘ p)

k=0

(b) In einer Urne liegen N Kugeln, k weifle und N — k schwarze. Sie entnehmen I < k£ Kugeln
ohne Zuriicklegen. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB darunter genau m < [ weifie
Kugeln sind? v
Wiren die Kugeln unterscheidbar, dann gibe es (17 ) Méglichkeiten, [ Kugeln aus N zu ziehen.
Es sind aber nur zwei Gruppen unterscheidbar, schwarz und weiss. Tis gibt (Tl;) Moéglichkeiten, m
weisse aus der Gesamtheit der &k weissen-zu ziehen. Als Resultat erhalten wir automatisch auch
[ —m schwarze Kugeln, Diese konnen auf (Ilv_ n’f) Weisen aus den N - k schwarzen gezogen werden.
Das Ergebnis ist deshalb

L B0
@
Aufgabe 9*
Berechnen Sie
o1
(a) an(n+l),

na=l

Losung: Mithilfe der Identitét
’ |

111
nn+1). n n+1
schreibt man die Summe als

im B (%"%>+<%—%)++<%»—nil>

n==l
1

n+1"

I




b)Y n, | | | \

n=:1

Losung: Es gibt viele Moglichkeiten, diese Summe zu berechnen. Hier zeigen wir zwel Moglichkeiten.
Der erste Losungweg fangt mit dem Ergebnis von Aufgabe 3 an,

m m :
; 1 - m--1
St =l Y gt ol e
1-—~gq
- Nun differentieren wir nach ¢ und finden
’ 1 = m--1 m 1= g™ — m 1+m
ann—lx qm—2—~-(1+m) q . q mq —;mq )
2 1= ey 1=

Wenn wir nun ¢ - .1 setzen, so finden wir die gefragte Summe. Um den Grenzwert ¢ — 1
auszurechnen brauchen wir die I’'Hépitalsche Regel:

1 - qm ‘__. mqm + mql—{-m .,,.an’m*“l . m2qm-1 + m(m + 1)qm

; = lim =
1 (1-q)? b “2(1—q)
L L 1)g™ 2 —m?(m - 1)g™ 2 + m*(m + 1)¢™ !
= lim - | 5 v
1 |
= 5 [=mm = 1) = m3(m ~ 1) +m?(m + 1)]
- m? +m
, — -
Wir finden deshalb, dass
m
Z n = W.
n==l .

Der zweite Losungsweg schreibt die Summe zuerst als eine doppelte Summe:

Dies ist cine zweidimensidbnale Summe, und sie gleicht der Zahl der Gitterpunkte in der Figur.
Diese Zahl lidsst sich leicht berechnen: Die Zahl der Gittepunkte unterhalt der Diagonale ist
m(m —1)/2, und die Zahl der Gitterpunkte auf der Diagonale ist m. Zusammen gibt dass dann

m(m +1)/2 Gitterpunkte. - AN ¢
: K Q@ L3 (3
€ & & € ' m

e 6 € & ¢
c e & & ¢

LR & % 9 A ;‘ ’
3 k___.__\f———-—

m
=7




(c) > n(n—1).

n==l

Die Losung ist weitgehend identisch zu (b), nur muss zweimal differentiert werden:
m ) . .
9~ 1 m—=1 4 9 2 gm —~ -1 m+1
E n(n~1)g""? = m(m + g b ((lm o )" = m(m = 1)a . (1)

Grengwert g — I berechnen mit der ’Hopitalsche Regel gibt

na=l

m

Zn(n ~1) = :la-(m — Dym(m +1). |

n==1

Als alternativer Losungsweg ein Argument aus der Kombinatorik: Man mdochte 3 Kugeln aus m—+1
Kugeln ziehen. Man zihlt die Zahl der Moglichkeiten (ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge) so
auf: Die Kugeln werden mit den Zahlen 1, 2, ..., m+1 beschriftet. Sei n-+1 die hochste Zahl der
drei ausgewshlten Kugeln. Dann gibt es fiir die anderen beiden Kugeln noch (§) Mdglichkeiten
sie aus zu wihlen (ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge). Die Gesamtzahl Z der Moglichkeiten
drei Kugeln aus insgesamt m + 1 Kugeln zu zichen, ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge, ist

daher m m '
Z = 2 (Z) = %Zn(n— 1).

=1 ne=l

In Aufgabe 8a haben wir gesehen, dass

7 - (m + 1) _ (m+Dm(m -~ 1).
3

6

Daraus folgt, dass
m

;n(n— 1) = (m+ 1)7;»(m~ 1).




