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Abgabetermin: Montag, 11.12.2017, Anfang der Vorlesung (d.h. spätestens 10:15)

Aufgabe 1: Fingerübungen (5+5 Punkte)

(a) Geben Sie die Taylor-Reihen der folgenden Funktionen für x � 1 bis zur vierten
Ordnung an:

f1(x) =
1 + x

1− x
; f2(x) =

1√
1 + x

; f3(x) = (1 + x)3/2

(b) Berechnen Sie die partiellen Ableitungen

∂f

∂x
;

∂f

∂y
;

∂2f

∂x2
;

∂2f

∂y∂x
;

∂2f

∂y2

der Funktionen f(x, y) = y sinxy, f(x, y) = (x+ y)2 und f(x, y) = ex+y
2
.

Aufgabe 2: Freier Fall (3+7 Punkte)

Lösen Sie die Bewegungsgleichung für den freien Fall mit Hilfe des Energieerhaltungssat-
zes sowie Trennung der Variablen, d.h. mit dem in der Vorlesung besprochenen Verfahren.

(a) Die Schwerkraft zeige in Richtung der negativen z-Achse, F = −mg. Geben Sie die
potentielle Energie V (z) an. Wählen Sie V (z = 0) = 0.

(b) Geben Sie nun (nach einiger Rechnung) die Lösung für die Anfangsbedingungen
z(t0 = 0) = z0 sowie ż(t0 = 0) = v0 (v0 > 0) an.

Aufgabe 3: Pendelperiode (4+6 Punkte)

In der Vorlesung haben wir die Pendelperiode für den Fall berechnet, dass das Pen-
del Schwingungen und keine Rotationen ausführt. In dieser Aufgabe wollen wir den Fall
von Rotationen betrachten.

(a) Geben Sie durch eine einfache Energiebetrachtung an, für welche Energien E des
Pendels die Bewegung rotationsartig ist.

(b) In der Vorlesung haben wir gezeigt, dass aus der Energieerhaltung die Relation

ϕ̇ = ±
√

2

m`2
[E −mg`(1− cosϕ)]

1



folgt. Zeigen Sie zunächst, dass daher die Periode der Rotationen durch

T =
∫ 2π

0

dϕ√
2
m`2

[E −mg`(1− cosϕ)]

gegeben ist. Zeigen Sie nun, dass die Rotationsperiode für große Energien genähert wer-
den kann durch

T = 2π

√
m`2

2E

(
1 +

mg`

2E
+ . . .

)
. (1)

Aufgabe 4: Ellipsen (5+5 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass die Fläche F einer Ellipse mit Halbachsen a und b gegeben ist
durch

F = πab.

(b) Betrachten Sie nun den Umfang der Ellipse. Dieser lässt sich im Gegensatz zur Fläche
nicht elementar ausdrücken, sondern nur über ein sogenanntes elliptisches Integral. Eine
Form der elliptischen Integrale ist uns bereits in der Vorlesung im Zusammenhang mit
dem Pendel begegnet. Um den geometrischen Ursprung dieses Namens zu beleuchten,
sollen Sie also zeigen, dass der Umfang einer Ellipse

x2

a2
+
y2

b2
= 1

gegeben ist durch das vollständige elliptische Integral zweiter Art

U = 4a
∫ π/2

0
dϕ
√

1−K2 sin2 ϕ

mit K2 = 1− b2/a2. Beachten Sie, dass nach dem Satz des Pythagoras das infinitesimale
Bogenlängenelement ds gegeben ist durch ds = [dx2+dy2]1/2 = dx[1+(dy/dx)2]1/2, wobei
y = y(x) die Ellipse in kartesischen Koordinaten beschreibt. Schreiben Sie den Umfang
der Ellipse U =

∮
ds als Integral über x (wobei Sie ausnutzen, dass der Ellipsenumfang

aus vier gleichen Teilen besteht) und führen Sie eine geeignete Substitution durch.
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