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Aufgabe 1: Tréigheitstensor (10 P.)

Berechnen Sie den Trigheitstensor in einem Koordinatensystem Threr Wahl fiir ein homogenes
Ellipsoid mit den Halbachsen a, b, c.

Aufgabe 2: Winkelgeschwindigkeit im raumfesten Koordinatensystem (5+5 P.)

In der Vorlesung haben wir die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit im korperfesten Koor-
dinatensystem mit Hilfe der Drehmatrizen berechnet. In dieser Aufgabe sollen Sie auf analogem
Wege die Komponenten des Drehimpulses im raumfesten Koordinatensystem berechnen.

(a) Betrachten Sie wieder einen korperfesten Vektor
a=ax, (1)

(Einsteinsche Summenkonvention). Berechnen Sie die Zeitableitung da/dt dieses Vektors und be-
stimmen Sie die Komponenten des resultierenden Vektors im raumfesten Koordinatensystem.
Driicken Sie weiter die Komponenten a; durch die Komponenten a; im raumfesten Koordina-
tensystem aus. Zeigen Sie, dass dies auf
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(b) Wie iiblich kénnen Sie nun den mit dem antisymmetrischen Tensor
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verkniipften Pseudovektor definieren. Dies ist offenbar die Winkelgeschwindigkeit im raumfesten
Koordinatensystem. Berechnen Sie die Komponenten, indem Sie die Matrizenmultiplikationen ex-
plizit durchfiihren oder sie auf die Rechnungen im Skript zuriickfithren. Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis
geometrisch.

Aufgabe 3: Physikalisches Pendel (5+5P.)

Betrachten Sie einen beliebigen starren Korper im Schwerefeld, der in Q um die (horizontale)
z-Achse frei drehbar aufgehéngt ist. Das Tragheitsmoment fiir Drehungen um die z-Achse sei
I =1,,+ MI?, wobei I, das entsprechende Trigheitsmoment fiir Drehungen um den Schwerpunkt
S ist, M die Masse und [ = @QS. Die iibrigen Bezeichnungen ergeben sich aus der Skizze.

(a) Leiten Sie zunichst die Bewegungsgleichung fiir kleine Schwingungen des starren Korpers
her. Bestimmen Sie die Schwingungsfrequenz Qg. Der Punkt P ist dadurch definiert, dass ein
mathematisches Pendel der Linge [; = QP mit derselben Frequenz schwingt. Bestimmen Sie /.



(b) An einem beliebigen Punkt A des Korpers greife eine Kraft F an. Da wir den Angriffspunkt
entlang der Kraftrichtung verschieben kénnen, ohne dass sich Kraft oder Drehmoment #ndern,
konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass A auf der Geraden durch den Drehpunkt QQ und den Schwer-
punkt S liegt. F stehe senkrecht auf dieser Geraden und auf der Rotationsachse. Aufgrund von F
wirkt eine zusétzliche Reaktionskraft F,., die im Authingepunkt Q angreift und ebenfalls senkrecht
auf der Geraden durch Q und S steht. (Dies ist die zusétzliche Zwangskraft, die notwendig ist, um
bei Anwendung der Kraft F den Drehpunkt festzuhalten.)

Berechnen Sie F,./F, wobei F und F, die Krifte in den in der Skizze gezeigten Richtungen sind.
Dabei kann die Schwerkraft vernachlissigt werden. Driicken Sie das Ergebnis durch I’ = QA und
1 aus. In welchem Fall verschwindet F;.? Dies ist der ,sweet spot“ eines Tennisschlégers: Trifft der
Ball hier auf, so ergibt sich keine Reaktionskraft auf das Handgelenk.

Hinweis: Schreiben Sie die Bewegungsgleichungen fiir die Translation des Schwerpunkts in Richtung
von F und fiir die Rotation um die z-Achse auf. Eliminieren Sie die generalisieren Koordinaten
aus den beiden Gleichungen mit Hilfe der Zwangsbedingung (fester Drehpunkt).

Aufgabe 4: Wie Reibung Billardkugeln beschleunigt (5+5 P.)

(a) Betrachten Sie eine homogene Billardkugel der Masse m und des Radius a, die zur Zeit t = 0
einen Kraftstofl erhalte. Der Kraftstof3 soll genau zentral und horizontal erfolgen und den Impuls
mug auf die Kugel iibertragen. Die Kugel wird zunichst auf der Unterlage gleiten, ohne zu ro-
tieren. Die Reibung sorgt jedoch dafiir, dass der Beriihrungspunkt gegeniiber dem Schwerpunkt
abgebremst wird, so dass die Kugel zu rollen beginnt. Ab einer bestimmten Zeit 1 rollt die Kugel
schlieflich ohne zu gleiten. Bestimmen Sie diese Zeit ;.

Anleitung: Bei Gleitreibung ist der Betrag der Reibungskraft F, gegeben durch das Produkt aus
Gleitreibungskoeffizient 4 und Normalkraft (d.h. Schwerkraft bei einer horizotalen Unterlage). Sie
ist entgegen der Bewegungsrichtung gerichtet. Erfolgt die Bewegung in z-Richtung gilt also

F,=—umge;.

Beachten Sie, dass die Reibungskraft betragsméfig nicht von der Geschwindigkeit abhéngt. Sie ist
also konstant und von Null verschieden, solange der Beriihrungspunkt gleitet. Die Reibungskraft
greift am Berithrungspunkt an. Fiir ¢ > 0 ist sie die einzige relevante Kraft.

Die Translation des Schwerpunkts werde durch die Koordinate x beschrieben und die Rotation
durch den Winkel ¢. Zur Zeit t = 0 kénnen wir z(0) = 0 und ¢(0) = 0 annehmen. Weiter ist
#(0) = vo und ¢(0) = 0, da der Stof zentral erfolgt. Nutzen Sie aus, dass ma gleich der angreifenden



Kraft und I¢ gleich dem angreifenden Drehmoment ist. Sie erhalten zwei Bewegungsgleichungen
fiir z bzw. ¢. Losen Sie diese fiir © und ¢.

Die Bedingung fiir Rollen ohne Gleiten ist & = aQ‘S. ty ist der Zeitpunkt, zu dem diese Bedingung
erstmals erfiillt ist. Skizzieren Sie @(¢) und a¢(t) fir Zeiten t < t; und ¢ > ;.
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(b) Betrachten Sie nun den allgemeineren Fall, dass der Kraftsto horizontal aber nicht zentral
erfolgt, sondern in einer Hohe h oberhalb der Geraden durch den Schwerpunkt. Wieder werde der
Impuls mug tibertragen. Durch den nicht zentralen Stofl erhélt die Kugel nun aber auch einen
Drehimpuls Twy = hmuvg, woraus sich die Anfangsbedingung fiir ¢ ergibt: ¢(0) = wy = hmuvg/I.

Diskutieren Sie die Bewegung der Kugel fiir die Fille h < 2a/5, h = 2a/5 (was ist an diesem Wert
besonders?) und h > 2a/5.



