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Reale Grofen- oder Wertauspragungen tragen auf-
grund der Natur der Dinge einen zufélligen Charakter
mit einem Streuverhalten, und die Erfassung (Messung)
solcher Werte ist durch dies Verhalten selbst und durch
zusatzliche, unvermeidbare Mangel jedes Messverfah-
rens nur naherungsweise moglich. Auch wenn Mess-
werte durch Zahlen dargestellt werden, so haben diese
MaRzahlen nicht die Eigenschaft exakter Werte im
mathematischen Sinn, sondern sie stellen lediglich
zuféllige Einzelwerte verteilter GréRen dar.

In allen experimentellen Arbeitsgebieten fiihrt dies zur
Anwendung von Statistik bei quantitativen Untersu-
chungen, wobei die statistischen Methoden der Mess-
technik und Physik als Fehlerrechnung bezeichnet
werden. Im Rahmen des Physikalischen Grundprakti-
kums werden einflihrend sehr einfache Methoden der
Fehlerrechnung betrachtet und vermittelt, die an ein
grundsatzliches Verstandnis der Fehlerrechnung und
eine kritische, statistische Betrachtung von Messergeb-
nissen heranfiihren sollen.

Die Fehlerrechnung gehért zu den elementaren Metho-
den des Physikers, und Diskussionen der Fehler und
Voruntersuchungen zur erzielbaren Genauigkeit stehen
stets am Anfang der Konzeption eines Experiments, da
dessen Durchfiihrung nur dann sinnvoll wird, wenn die
Fehler genligend klein bleiben, um auf die gestellte
Frage eine signifikante Antwort geben zu kénnen.

Statistische Situation und Grundlagen

Statistische Grundséatze

Statische Betrachtungen und Methoden unterliegen
zwei elementaren Grundsatzen:

(1) Statistische Aussagen kennzeichnen Ensemble-
eigenschaften, wobei kein Schluss von einem Ein-
zelfall auf die Gesamtheit mdglich ist.

(2) Statistische Aussagen sind Wahrscheinlichkeits-
aussagen mit endlicher Genauigkeit und (damit
korrelierter) endlicher Sicherheit.

Empirische Situation

Die Unschéarfe physikalischer GroRen selbst und zu-
satzliche unvermeidbare zufdllige und systematische
Abweichungen durch die Messmethode flihren dazu,
dass Messwerte verteilt sind, wobei der Schwerpunkt
der Messwerteverteilung nicht mit dem Schwerpunkt
der GroRenverteilung zusammenfallen muss. Messer-
gebnisse kdnnen daher nur ndherungsweise ermittelt
werden, und die Bestimmung exakter Werte bleibt aus-
geschlossen. Aus dieser Sicht werden die aus prakiti-
schen Daten nach Methoden der mathematischen Sta-
tistik gewonnenen Ergebnisse als Schéatzungen be-
zeichnet, wobei vollstdndige Schatzungen durch Inter-
valle erfolgen (Intervallschatzungen), die sowohl die
Lage (Wert) als auch die Streuung der verteilten GroRe
(Fehler) reprasentieren, und die darlber hinaus schlie-
Rende Vergleiche ermdglichen (s.u.).

Zufallige Fehler: Fehlerverteilung und Fehlerintervall

Messwerte sind durch die zufalligen Einflisse normal-
verteilt; dies ist eine empirisch beobachtete Tatsache.
Normalverteilungen sind durch zwei Parameter gekenn-
zeichnet; der Erwartungswert p beschreibt die Lage und
die Standardabweichung o die Streuung der Verteilung,
wobei in einem Intervall (1 + ) um den Erwartungswert
(zentrales Schwankungsintervall) 68 % aller Werte der
Verteilung zu finden sind. Fir einen beliebigen Wert der
Verteilung, z.B. ein Messergebnis xi, betragt dann um-
gekehrt fiir ein gleich grolRes Intervall (xi + o) die statis-
tischen Wahrscheinlichkeit ebenfalls 68 %, dass der
Erwartungswert von diesem Intervall erfasst wird. Inter-
valle dieser Art werden als statistische Intervallschéat-
zung fir die GréRe X bezeichnet und heilen Vertrau-
ens- oder Fehlerintervalle.

Das Intervall (xi £ o) ist das vollstdndige Ergebnis einer
Messung; der Intervallradius selbst heil3t Fehler Ax. Er
ist ein Mal} fur die zu erwartende Abweichung und re-
prasentiert damit eine Genauigkeit im Rahmen einer
vorgegebenen Wahrscheinlichkeit, der statistischen
Sicherheit. Dabei besteht eine Art "Unscharferelation"
zwischen der Genauigkeit und der Sicherheit: Je ge-
nauer eine Aussage getroffen, d.h. je kleiner das Feh-
lerintervall angesetzt wird, um so geringer wird die Si-
cherheit der Aussage, d.h. die Wahrscheinlichkeit daftr,
dass das angegebene Intervall den Erwartungswert
erfasst.

Zur Verdeutlichung sei wiederholt: in der Physik und
Messtechnik wird die einfache Standardabweichung als
Fehlermal’ zugrunde gelegt, bei der die statistische
Sicherheit 68 % (~2/3) betragt, und bei der damit ande-
rerseits eine Irrtumswahrscheinlichkeit von immerhin 32
% (=1/3) verbleibt. (In anderen Fachgebieten ist dies
aus besonderen Griinden nicht tragbar, und es werden
héhere Sicherheiten zugrunde gelegt; wie in den Bio-
wissenschaften und der Medizin, wo typischerweise die
dreifache Standardabweichung herangezogen wird, die
eine statistische Sicherheit von 99,7 % umfasst).

Die Fehlerintervalle als Ergebnisse von Messungen
sind grundsatzlich als homogen zu betrachten, d.h. der
Ergebniswert als Intervallmitte ist nicht wahrscheinlicher
(und damit nicht besser) als irgendein anderer Wert des
Intervalls.

Systematische Fehler

Neben zufalligen Fehlern treten systematische Einfliis-
se auf, die zu bestimmten, einseitigen Abweichungen
von den tatsachlichen Werten fiihren, wie z.B. verboge-
ne Zeiger, schiefstehende Waagen oder Kalibrierfehler.
Systematische Fehler sind grundsatzlich vermeidbar,
aber schwer erkennbar (die zufélligen Fehler offenbaren
sich durch die Streuung). Im Rahmen des Grundprakti-
kums sollen zufallige und systematische Fehler nicht
weiter unterschieden und gleich behandelt werden.

Beispiel einer Messwertverteilungen

Grafische Darstellung des Histogramms (Rechteckfla-
chen) einer Messreihe (Stichprobe) und der zugehori-
gen (hypothetischen) Verteilungsfunktionen.

Die dargestellten Verhaltnisse zeigen ein Beispiel mit
einem geringen Auflésungsvermoégen im Vergleich zur
Standardabweichung der Verteilungsfunktion, wie dies
vielfach bei Messproblemen angetroffen wird, und ei-
nem sehr kleinen Stichprobenumfang (10 Messwerte).
Dabei ist deutlich zu erkennen, dass eine derartig ge-
ringe Datenmenge kaum als Stichprobe im statistischen
Sinn zu betrachten ist und nur eine sehr grobe Nahe-
rung der Verteilungsfunktion darstellt.
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SchlieBender Vergleich

Jede Schlussfolgerung aus Ergebnissen folgt durch
quantitativen Vergleich: auf Abhangigkeiten bei Variati-
on eines Parameters, zwischen Theorie und Experi-
ment, durch Vergleich mit vorhandenen Daten (Litera-
turwerten). Im Sinne eines statistischen Tests sind drei
Vergleichsergebnisse konventionell festgelegt:

Ergebnisse werden als (uneingeschrankt) gleich bewer-
tet, wenn sich ihre (einfachen) Fehlerintervalle gegen-
seitig erfassen.

Ergebnisse werden als vertraglich bewertet, wenn sie
sich noch im Rahmen der dreifachen Fehlerintervalle
erfassen.

Ergebnisse werden erst dann als signifikant unter-
schiedlich betrachtet, wenn die Abweichung Uber die
dreifachen Fehlergrenzen hinausgeht.

Auflésungsvermdégen

Viele Messverfahren zeigen keine Streuung und liefern
stabile Messwerte. Dies liegt daran, dass jedes Mess-
verfahren und jede Zahlenrealisation (Skala, Anzeige)
ein begrenztes Auflésungsvermdégen besitzt, unterhalb

der Werte nicht mehr getrennt wahrnehmbar sind oder
dargestellt werden. Alle realen Werte haben diskreten
Charakter und zeigen sich stabil, wenn die Streuung
unterhalb der dadurch gegebenen Aufldsungsgrenze
liegt.

Die Fehlerabschatzung muss hier die Skalenauflésung
(Ablesemdglichkeiten) oder Zahlendarstellung (Digital-
anzeigen) und gegebenenfalls zusatzliche Umstande
der Messung bericksichtigen, und man spricht von
einem praktischen Schatzfehler.

Bei Analoganzeigen (Skala/Zeiger) kann innerhalb der
Skalenintervalle (Skalenteile) meist eine weitere
Schétzstelle abgelesen werden, und der Fehler hangt
von der Skalenausfiihrung und den Parallaxeeinfliissen
ab und muss subjektiv geschatzt werden:

Analoganzeige : A =0,1-0,5 Skt (Skalenteile)

Schatz

Dabei stellen 0,5 Skalenteile eine Obergrenze dar,
wenn das Schatzen eines Zwischenwerts nicht mdglich
ist, und ein ganzes Anzeigeintervall als Fehlerintervall
herangezogen werden muss.

Bei Digitalanzeigen ist der Schatzfehler wegen der
Unkenntnis des Rundungsmechanismus mit () 1 in der
letzten Stelle der Anzeige anzunehmen:

Digitalanzeige : Ag.,.s, = 1d (Digit)

Geratevoraussetzungen: Nennfehler

Jedes Messgerat ist bauartbedingt mit Fehlern verbun-
den, die vom Hersteller untersucht und mit den Gerate-
daten angegeben und vom Benutzer beriicksichtigt
werden mussen; sie werden hier als Nennfehler be-
zeichnet.

Typisch fiir Gerate mit beitragenden Nennfehlern im
Praktikum sind elektrische Multimeter (U/I/R/C/L). Ana-
logmultimeter werden durch ihre Guteklasse charakteri-
siert, die den absoluten Fehler als Prozentwert vom
Messbereich angibt:

Guteklassek: Ax= % -Melbereich

Die Guteklasse ist (neben anderen Kennzeichen) als
kleine Zahl (im Wertebereich von etwa 0,5 bis 3) zu-
sammen mit der Stromart (= oder ahnlich fir Gleich-

strom; ~ fir Wechselstrom) mit auf der Skala der Gerate
angegeben.

Bei Digitalmultimetern setzt sich der Fehler aus einem
relativen Anteil in % vom Messwert (% v. M.) und einem
absoluten Anteil in Digits (d; Einheit der letzten Stelle)
zusammen:

p%v.M. +nd:
AX = % -MefRwert + n Einheitenin der letzten Stelle

Im Praktikum sind die Nennfehler in den jeweiligen
Platzskripten angegeben, sofern sie einen dominanten
Beitrag darstellen, und missen dann zu den Messer-
gebnissen berlcksichtigt werden.

Fehlerbegriffe

Die anzunehmenden Abweichungen selbst werden
genauer als absolute Fehler bezeichnet und allgemein
mit einem groRRen griechischen Delta geschrieben; der
absolute Fehler wird fur den Vergleich von Grofen
herangezogen:

Ax = absoluter Fehler (:= VergleichsmalR)

Bei der Fehlerfortpflanzung (s.u.) wird der absolute
Fehler bei additiven Verkniipfungen bendtigt (+/-).

Als Genauigkeitsmaf3 wird zusatzlich der relative Fehler
herangezogen, der den Fehler auf die MessgroRe
selbst bezieht. Der relative Fehler wird mit einem klei-
nen griechischen Delta geschrieben:

8x = ax_ relativer Fehler (:= GenauigkeitsmalR)
X

Der relative Fehler ist eine Verhaltniszahl und dimensi-
onslos. Im entsprechenden Wertebereich werden relati-
ve Fehler meist in % angegeben (1% = 0,01).
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Bei kleinen Werten werden Zehnerpotenzen abgespal-
ten (8x = 3-10° fiir 8x = 0,00003).

Bei der Fehlerfortpflanzung (s.u.) wird der relative Feh-
ler bei multiplikativer Verknlpfung benétigt (x/+).

Gliederung der Fehlerrechnung

Ein Experiment besteht im Allgemeinen aus den eigent-
lichen Messungen mit der Aufnahme der Messwerte
und Bestimmung der Messergebnisse und der an-
schliefenden Auswertung mit der arithmetischen Be-
rechnung des Versuchsergebnisses oder der Auswer-
tung funktionaler Zusammenhange. Die zugehorige
Fehlerrechnung gliedert sich dementsprechend in die
Bestimmung der Messfehler, die Berechnung der Fehler
bei arithmetischen Auswertungen, die als Fehlerfort-
pflanzung bezeichnet wird, und die Fehlerbestimmung
bei der Auswertung von Funktionen.

Messfehler

Die Fehler der Messwerte (Messfehler) lassen sich grob
drei Kategorien zuordnen, wobei in der Praxis meist
einer der Beitrdge dominiert und allein weiter betrachtet
werden kann (siehe erganzender Absatz zu beitragen-
den und nichtbeitragenden Fehlern).

Zu einer Messung gehort oft eine vorhergehende Ein-
stellung (Anlegen eines Mafstabs, Auslésen einer
Stoppuhr, Justierung oder Einstellung an einer opti-
schen Apparatur, Einstellung eines zusétzlichen "Para-
meters", wie z.B. einer Temperatur), wobei im Folgen-
den nicht unterschieden werden soll, ob der Fehler des
Messwert nur aus dem Messverfahren oder zusatzlich
aus erforderlichen Einstellungen herrihrt.

Kontrollmessung

Zum Erkennen des Streuverhaltens ist es grundsétzlich
erforderlich, eine Messung zu wiederholen bzw. bei
kontinuierlicher Messung einen Messwert Uber einige
Zeit zu beobachten.

Zeigt die Messgrole eine (deutliche) Streuung, so muss
aus statistischer Sicht eine Stichprobe erhoben, d.h.
eine Messreihe aufgenommen und statistisch ausge-
wertet werden (siehe folgendes Kapitel).

Zeigt sich die MessgréRRe dagegen konstant, so wird die
Streuung nicht aufgeldst, so muss aus dem Aufl6-

sungsvermogen und aus den Ubrigen Messumstanden
ein Fehler abgeschatzt werden (siehe Kapitel Auflo-
sungsvermogen oben).

Stichprobenschatzung (Messreihe und Streufehler)

Aus einem (Einzel-) Messwert einer schwankenden
GroRe kann grundsatzlich keine (statistische) Aussage
gewonnen werden, insbesondere auch nicht die Stan-
dardabweichung der zugehdérigen Messwerteverteilung
als FehlermalR. Aus einer Stichprobe (Messreihe) als
Naherungsform der Verteilung kdénnen aber nicht nur
Naherungswerte fir den Erwartungswert und die Stan-
dardabweichung der Verteilung selbst, sondern auf-
grund innerer, statistischer Zusammenhange auch die
Standardabweichung der Mittelwertverteilung berechnet
werden, so dass man als Ergebnis den (einzelnen)
Mittelwert mit seinem Fehler angeben kann. Wenn xs
die Stichproben-Messwerte und n deren Anzahl sind, so
ergibt sich als Ergebnis x der Mittelwert zu:

Die Standardabweichung o, der Mittelwertverteilung als

Fehler hangt von der Streuung (Standardabweichung c)
der Messgrofie selbst und dem Umfang n der Stichpro-
be ab:

(o)
AX =0. =—

T

Die Standardabweichung o einer Verteilung ist die Wur-
zel aus der mittleren quadratischen Abweichung 2
(Varianz), deren Konstruktion der des Mittelwerts (12)
entspricht:

o = % S (x, — XY

Da die Messreihe als Stichprobe nur eine Naherung der
Verteilung wiedergibt, kann auch die Standardabwei-
chung nur naherungsweise berechnet werden. Die
Ubliche Kennzeichnung fiir den Naherungswert ist dabei
ein tiefgestellter Index n-1 an der Standardabweichung,
da durch n-1 statt durch n dividiert wird (Zahl der "Uber-
schissigen" Messungen):

o x o7, =— XX, - X

Als Fehler des Mittelwerts ergibt sich dann mit (13 und
15)

Bei einfachen Standard-Messverfahren, wie sie im
Grundpraktikum zur Anwendung kommen, werden
Streuungen seltener beobachtet, und statistische Aus-
wertungen nach (12) und (16) kommen nur vereinzelt
vor.

Fehlerfortpflanzung

Linearkombination von Verteilungen

Die Fehlerverknipfungen bauen auf die Verknupfungs-
regeln von Verteilungen auf, wobei sich flr die Streuung
eine "kompensierende" Wirkung ergibt, wenn im Einzel-
fall positive und negative Abweichungen zusammen
kommen und die Summenabweichung verringern. Im
elementaren Fall einer Linearkombination zweier statis-
tisch unabhangiger Verteilungen Xi und Yi zur Sum-
menverteilung (aX + bY)i addieren sich die Mittelwerte
und Varianzen (mittlere quadratische Abweichungen)
entsprechend ihrer linearen Konstruktion:

ax, +by, =ax+by

und

2
ax;+by;

c =a’c, +b’c;

Gaulsches Fehlerfortpflanzungsgesetz

Eine Auswertebeziehung stellt den Ergebniswert z als
Funktion der Messvariablen a, b, c, ... dar:

z=f(a,b,c,...)

Zur Fehlerbetrachtung werden die MessfehlerAa, Ab,
Ac, ... als kleine Abweichungen von den Messergebnis-
sen
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ao, bo, co, ... betrachtet, und die Auswertefunktion nahe-
rungsweise in eine lineare Taylorreihe entwickelt:

z~Z, +iAa+ﬁAb+ﬁAc +ee
oa ob

Bei der Bildung der Standardabweichung nach (18) als
Fehler Az fallt zo als konstanter Anteil heraus, und man
erhalt das Gauf3sche Fehlerfortpflanzungsgesetz:

2 2 2
Az = \/(ﬁAaj +(1Abj +[ﬂAcJ +....
oa ob oc
Dabei stellen die partiellen Ableitungen nach den Mess-
variablen Gewichtsfaktoren fiir die Beitrage der einzel-
nen Messgrofien dar, und die Addition der Quadrate mit
anschlieBender Wurzel berilcksichtigt den Verteilungs-
charakter mit der Wahrscheinlichkeit der Kompensation

von Abweichungen [der Gesamtfehler nach (21) ist
kleiner als die lineare Summe der Komponenten].

Das Gauflsche Fehlerfortpflanzungsgesetz setzt als
wichtige Einschrankung voraus, dass die Messvariablen
statistisch unabh&ngig und nicht korreliert sind.

Elementarregeln

Die partiellen Ableitungen koénnen die geschlossene
Berechnung des Ergebnisfehlers nach (21) u.U. auf-
wendig machen, und bei arithmetischen Verknlpfungen
kann es einfacher sein, die Fehlerfortpflanzung fiir die
einzelnen Verknlpfungsschritte "von innen nach au-
Ren" paarweise abzuarbeiten, entsprechend dem Vor-
gehen bei der arithmetischen Berechnung des Ergeb-
nisses selbst. Dabei ergibt sich aus (21) fur die Re-
chenoperationen:

Ala+/-b)=4/(raf +(aby

d.h. bei Addition oder Subtraktion "addieren" sich (Feh-
lerquadrate und Wurzel) die absoluten Fehler. Fur Mul-
tiplikation und Division folgt mit entsprechenden Um-
formungen:

8(ax/+b)=y(saf +(sby

d.h., bei Multiplikation und Division "addieren" sich die
relativen Fehler.

Bei Potenzen (Wurzeln) vervielfacht sich der relative
Fehler um den Exponenten:

S(ar):rSa

Fir Werte "héherer" Funktionen muss der Fehler nach
(21) durch Ableitung berechnet werden. Voraussetzung
auch fur die Anwendung der Elementarregeln ist die
statistische Unabhangigkeit der einzelnen GréRen, so
dass sie nur fir Auswertebeziehungen geeignet sind,
bei der jede MessgréRe nur einmal eingeht.

Maximalfehler

Kann die statistische Unabhangigkeit nicht vorausge-
setzt, und missen MessgroRen als korreliert ange-
nommen werden, so gelten auch nicht die obigen Kom-
binationsregeln fir Verteilungen. Es wird dann der un-
glinstigste Fall angenommen, dass alle Messgréf3en in
einer Richtung und bis an den Rand des Fehlerinter-
valls abweichen, und man erhalt das Fehlerfortpflan-
zungsgesetz fir den Maximalfehler:

Az = ﬁAa+ ﬁAb‘F ﬂAc+...
da dc
Grenzwertabschatzung

Sind Auswertebeziehungen sehr komplex, so kann
auch ein Grenzwert des Ergebnisses (Fehlergrenze)
durch Einsetzen der Grenzen der Messwerte berechnet
werden. Dabei muss berlcksichtigt werden, in welcher
Weise die EinzelgroRen in den Rechenausdruck einge-
hen (Summand/Subtrahend; Z&hler/Nenner). Der Fehler
ergibt sich dann als Differenz zwischen Grenz- und
Ergebniswert:

Ergebnis z=f(a,b,...)
oberer Grenzwert z, =f(a,,b,,...)
Fehler Az=z, -z

Unmittelbare Messgleichung

Vor Beginn einer Fehlerfortpflanzungsrechnung muss
die Auswertegleichung auf die unmittelbaren Messgro-
Ben zuruckgefihrt werden, um irrtimliche Fehlerbeitra-
ge durch redundante GroRen in Zwischenwerten oder
Korrelationen erkennen zu kdnnen. Trivialbeispiel:

Als Aufgabe sei das Verhaltnis zweier Gewichtskrafte G
= m<g zu berechnen. Bei vorausgehender Einzelbe-
rechnung von G1 und G2 ginge in das Verhaltnis G1/G2
zweimal der relative Fehler der Fallbeschleunigung g
ein, wahrend die Fallbeschleunigung tatséchlich aus
dem Verhaltnis herausfallt.

Grafische Auswertung von Funktionen

Die experimentelle Untersuchung und Auswertung von
Funktionen umfasst die qualitative Beurteilung der
Funktionsart und die quantitative Bestimmung der Pa-
rameter (Achsenabschnitt und Anstieg als Beispiel bei
einer linearen Funktion). Fur die qualitative Beurteilung
ist stets eine grafische Darstellung erforderlich, die
gleichzeitig ein leistungsfahiges Hilfsmittel fiir die quan-
titative Auswertung ist. Die Auswertung der Parameter
kann bei Vorgabe eines Funktionstyps auch numerisch
erfolgen (Lineare Regression fiir Geraden; Ausgleichs-
rechnungen fir beliebige Funktionen), wobei der nume-
rische Aufwand jedoch vergleichsweise hoch ist. Dar-
Uber hinaus vermittelt die grafische Auswertung von
Funktionen praktische Erfahrungen bei der kritischen
Bewertung von Funktionsverlaufen.

Eine grafische Auswertung ist fiir lineare oder "lineari-
sierte” Funktionen maoglich; die Methoden sind in einem
gesonderten Abschnitt beschrieben (GRAFISCHE
DARSTELLUNGEN UND GRAFISCHE AUSWERTUNG
VON FUNKTIONEN).

Die Fehlerabschatzung ist dabei sehr einfach und geht
vom oben beschriebenen Grenzwertprinzip aus. Neben
der Anpassungsgeraden (Bestgerade) mit den Parame-
tern a (Achsenabschnitt) und m (Anstieg) wird eine
Grenzgerade konstruiert, die die Grenzwerte ac und mc
der Parameter liefert, und damit entsprechend (26)
auch die Fehler. Die Ergebnisse sind dann:
a=(atAa)mit Aa=ag -a und

m:(miAm) mit Am=m. -m

G
Einzelheiten zur Konstruktion von Anpassungs- und
Grenzgeraden, zur Linearisierung von Funktionen und
zur rechnerischen Auswertung sind in der o.g. Darstel-
lung zu finden.




GPI

FEHLERRECHNUNG-53-

Methodische Erganzungen

Darstellung der Ergebnisse (Ergebnisintervalle)

Eine klare und Ubersichtliche Form der Darstellung der
Ergebnisse als Ergebnisintervalle besteht in der Angabe
der Intervallmitte (Ergebniswert) und dem Intervallradius
(Fehler):

(Beispiel) | = (27,4 +0,5)mA

Diese Darstellungsart ist im Praktikum zu bevorzugen.
Eine alternative Schreibweise besteht darin, den Fehler
in Bezug auf die letzten angegebenen Stellen in Klam-
mern an den Ergebniswert anzufligen; das Beispiel (28)
lautete dann:

(Beispiel) | = 27,4(5) mA.

Fur Werte ohne Fehlerangaben aus sonst verlasslichen
Quellen wird konventionsméaBig ein Fehler von 1 (einer
Einheit) in der letzten angegebenen Stelle angenom-
men.

Beitragende und nicht beitragende Fehler

Auch Fehler sind Schatzwerte, deren eigene Genauig-
keit meist ein bis mehrere GréRenordnungen unterhalb
der der Ergebnisse liegt. Das Ziel einer Fehlerrechnung
kann daher darauf beschrankt bleiben, den wesentli-
chen Anteil einer zu erwartenden Abweichung zu erfas-
sen, wobei kleinere Beitrdge vernachlassigt werden
kdénnen; insbesondere auch unter dem Gesichtspunkt
der Charakteristik des Gaullschen Fehlerfortpflan-
zungsgesetzes und zusatzlicher, systematischer Auf-
rundungen im Rechengang (siehe folgender Abschnitt).

Kleine Fehlerbeitrdge kdnnen bei der Fehlerfortpflan-
zung somit auBer acht gelassen werden, was den Re-
chenaufwand verringert.

Fehler sind als klein zu betrachten, wenn sie eine halbe
GroRenordnung (Faktor 3) oder mehr unter anderen
Fehlerbeitragen liegen.

Rundung der Fehler

Aus den gleichen Griinden, d.h. wegen der geringen
Genauigkeit der Fehlerwerte selbst, ist es auch nicht
sinnvoll, in den Zahlenangaben die Fehler mit mehr als
einer zéhlende Stelle anzugeben, womit die Genauig-
keit der Fehler im unglnstigsten Fall auf einen Faktor 2

gleich 100 % reduziert wird (im Wertebereich zwischen
1 und 2).

Dabei darf jedoch nicht die Voraussetzung, d.h. die
vorgegebene statistische Sicherheit verletzt werden:

Fehlerintervalle dirfen nur aufgerundet werden!

Werden Auswertungen nicht geschlossen durchgerech-
net, sondern Zwischenwerte notiert und spater wieder
aufgenommen, so sollen Fehlerangaben zweistellig
berlicksichtigt werden, um ein beitragendes Anwachsen
von Rundungsfehlern zu vermeiden.

Zahlendarstellung der Ergebnisse

Letztlich darf auch die Zahlendarstellung der Ergebnis-
se keine unzutreffende Genauigkeit vortduschen und
keine héhere Auflésung besitzen, als durch die Fehler
vorgegebenen wird. Durch Rechenschritte (Multiplikati-
on/Division) ergeben sich oft Uberschussige Stellen, die
dann (hier "kaufmannisch") gerundet werden miissen:

Zahlenworter der Ergebnisse und Fehler miissen in der
gleichen Stelle (Zehnerpotenz) enden.

Eine konsistente Angabe nach der Berechnung eines
Widerstandswertes [U = (9,13 + 0,06) V; | = (243 + 3)
mA] ware:

(Beispiel) R = (37,6 £ 0,9) Q

Falsch ware es, im Ergebnis mehr als eine Stelle nach
dem Komma anzugeben, da diese Stellen im Rahmen
des Fehlers alle beliebigen Ziffernwerte annehmen
koénnten, und somit ohne Aussage sind;

(Beispiel) Falsch: R =(37,5720 £ 0,8) Q

Andererseits sind auch Nullen zéhlende und gleichbe-
rechtigte Ziffern und dirfen nicht unterschlagen werden,
wenn sie zur Bezeichnung der Zahlenauflésung ge-
braucht werden. Ist eine Spannung bei einem Fehler
von 0,06 V sehr korrekt auf 9,00 V eingestellt worden,
so ware es falsch, die Nullen nicht zu notieren:

(Beispiel) Falsch: U =(9+0,06) V

Schlussbemerkung

Fehler kdnnen immer abgeschatzt werden!

Nur gibt es oft Situationen, wo dies nicht rein schema-
tisch geschehen kann, sondern eine differenzierende
und kritische Betrachtung der Messumstande erfordert.
Grundsatzlich falsch ist insbesondere die Behauptung,
dass Fehler nicht abgeschatzt werden kdnnen, weil sie
zu klein oder zu groR seien!
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ANLAGE I

GRAFISCHE DARSTELLUNGEN GPI

und
GRAFISCHE AUSWERTUNG VON FUNKTIONEN

Ein Bild sagt mehr als 1000 Worte.

Der Mensch besitzt ein sehr groRes visuelles Aufnah-
mevermdgen. Dies ist die Grundlage der Leistungsfa-
higkeit grafischer Darstellungen, mit denen Information
in herausragender Weise veranschaulicht und vermittelt
werden kann.

Grafische Darstellungen dienen der anschaulichen
Darstellung von Messergebnissen, erlauben schliel3en-
de Beurteilungen und Vergleiche, ermdglichen eine
effiziente Auswertung der Parameter und stellen eine
praktische Form der Darstellung numerischer Zusam-
menhé&nge als Tabellenersatz dar.

Grafische Darstellungen sind dariiber hinaus niitzliche
Hilfsmittel zur augenblicklichen Kontrolle einer Mes-
sung. Es ist in vielen Fallen vorteilhaft, eine Messung
nicht nur in Form der Zahlenwerte zu dokumentieren,
sondern zuséatzlich wahrend der Messung grafisch dar-
zustellen. Springe in einer sonst glatten Kurve machen
dann auf etwaige Messfehler aufmerksam und ermdgli-
chen eine unmittelbare Prifung der Messumstéande, die
spater nur aufwendig oder unter Umstanden gar nicht
mehr durchgefiihrt werden kann (Fehler beim Ablesen
eines Instrumentes, Messbereichsumschaltungen,
plétzliche Anderung der Messbedingungen, Defekt
eines Gerétes; siehe nachfolgendes Beispiel). Die so-
fortige Beurteilung der Messung hilft dartber hinaus,
Parameter des Experiments besser zu wahlen, lasst die
Streuung der Messwerte erkennen und macht schnelle
Auswertungen von Zwischenergebnissen maglich.

Der Einsatz von Taschenrechnern und Computern kann
grafische Darstellung nicht ersetzen, vielmehr sind
grafische Darstellungen oft die Voraussetzung fir den
sinnvollen Einsatz von Rechnern. Modellselektion flr
die Anpassungen, Eliminierung von Ausreilern u.a.
sind Probleme, mit denen selbst Grof3rechner Uberfor-
dert sein konnen, die der Mensch aber durch einen
Blick auf eine grafische Darstellung I6sen kann.

v/

vl

g

Beispiel 1: Qualitative Uberpriifung einer Potenzfunktion
durch eine linearisierte Darstellung.

Die direkte Darstellung (oben) ermdglicht keine eindeu-
tige Entscheidung Uber den gemessenen Kurvenver-
lauf.

Die linearisierte Darstellung (rechts) lasst dagegen den
wahrscheinlichen Funktionsverlauf klar erkennen. Bei
einer messbegleitenden Anfertigung der grafischen
Darstellung hatte die vermutliche Falschmessung (Aus-
reilBer) rechtzeitig erkannt und Uberprift werden kon-
nen.

v/

Iyl

20 40 60 80 100 120
X2/[X2]
Bereichs und nicht zuletzt eine sorgfaltige und saubere
Ausfiihrung der Darstellung. Eine grafische Darstellung
muss so ausgefuhrt werden, dass sie den Sachverhalt
vollstandig und korrekt wiedergibt. Durch die Art der
Ausfliihrung darf weder Information verlorengehen, noch
z.B. eine zu grofRRe Genauigkeit vorgetauscht werden.

Netzpapier

Die Arbeitsexemplare grafischer Darstellungen (im
Praktikum gleichzeitig Ausflihrungen fiir den Bericht)
missen auf (Original-) Netzpapier mit geeigneten Ach-
senteilungen angefertigt werden:

Grafische Darstellungen

Die Aussagekraft grafischer Darstellungen hangt stark
von ihrer inhaltlichen und &uferen Form ab.

Dazu gehdren: die Wahl der dargestellten Grof3en, des
Koordinatensystems (rechtwinklige Koordinaten, Polar-
koordinaten), der Achseneinteilung (linear, logarith-
misch), des Achsenmalf3stabes und des dargestellten

e mm-Papier flr lineare Darstellungen,

e einfach- und doppelt logarithmisches Papier fiir die
Darstellungen von Exponential- und Potenzfunkti-
onen,

. Polarkoordinatenpapier und Wahrscheinlichkeits-
papier fir Polarfunktionen und Normalverteilungen
etc.




GP1

GRAFISCHE DARSTELLUNGEN-55-

Achsenmalstabe und Achsenteilungen

Die Achsenmalistdbe und die dargestellten Intervalle
missen so gewahlt werden, dass die durch die Mes-
sung gegebene Information vollstandig und beurteilbar
(Ubersichtlich) wiedergegeben wird.

Durch die Wahl des Mafistabes und des Ausschnittes
dirfen im Rahmen der endlichen Zeichengenauigkeit
weder Information noch Genauigkeit verloren gehen.

Zeigen die dargestellten GroRen eine ausgepragte
Abhangigkeit voneinander, so sollte die zur Verfligung
stehende Flache voll ausgeschopft werden. Wird das
Verhalten einer mehr konstant bleibenden GroRe dar-
gestellt, so ist ein geeigneter Kompromiss zu wahlen.
Ein zu wenig gestreckter Malistab wiirde mdgliche
Tendenzen nicht erkennen lassen, ein zu stark ge-
streckter Mal3stab wegen der Streuung der Messwerte
eine unubersichtliche und schlecht zu beurteilende
Punktewolke ergeben ("Sternenhimmel").

v
/02 M und nicht 107 Y.
S ms
1 3
T . 10° K
T
10° K- und nicht T

zum anderen verhalten sich, zumindest im makroskopi-
schen Bereich, physikalische Vorgénge im Allgemeinen
stetig differenzierbar, d.h. "glatt".

Legende (Bezeichnungen)

Die gesamte Darstellung muss eine ausreichende und
eindeutige Erklarung des dargestellten Zusammenhan-
ges enthalten (Legende)!

Falsch ist es, Einheiten in eckige Klammern zu setzen.

Eckige Klammern werden um Gréen zur Bezeichnung
deren Einheit gesetzt, z.B. [p] = mmHg.

Eintrag der Messwerte

Messwerte werden durch Punkte, Kreuze oder kleine
Kreise markiert.

Die Darstellung muss eine vollstdndige Beurteilung des
Sachverhaltes ermdglichen.

So muss bei einer erwarteten Nullpunktsgeraden der
Nullpunkt in die Darstellung einbezogen werden, um
den Verlauf der (u.U. extrapolierten) Ausgleichsgeraden
am Nullpunkt beobachten und beurteilen zu kénnen.

Die Fehler kénnen direkt in Form von Fehlerbalken in
die Darstellung eingetragen werden. Im Allgemeinen ist
es ausreichend, nur einige, reprasentative Fehlerbalken
einzuzeichnen.

Kurven (Ausgleichskurven, Theoriekurven)

Dazu gehdren sowohl Ubergeordnete Bezeichnungen
des dargestellten Sachverhaltes (z.B. "Drehbewegung;
Winkel-Zeit-Gesetz") als auch Hinweise, die den Zu-
sammenhang zum Protokoll herstellen oder die genaue-
ren Messumstanden beschreiben (z.B. "Messreihe lI;
ohne Zusatzgewichte").

GRAFISCHE AUSWERTUNG VON
FUNKTIONEN

Die numerische Auswertung bzw. Anpassung einer
Funktion an eine Stichprobe zuféllig streuender Mess-
werte erfordert erheblichen rechnerischen Aufwand.
Haufigste Aufgabe ist es, eine Ausgleichsgerade, d.h.
eine lineare Funktion anzupassen (lineare Regression).

Die Teilung der Achsen soll einfach sein.

Z.B. ein, zwei oder fiinf Einheiten pro cm des Netzpa-
piers bei linearen Darstellungen. Komplizierte Teilungen
machen das Ablesen und Eintragen mihsam und sind
haufige Ursache von Fehlern.

Achsenbezeichnungen

Durchgezogene Kurven in grafischen Darstellungen
kénnen (im Allgemeinen zwei) unterschiedliche Bedeu-
tungen haben. Die genaue Bedeutung einer durchge-
zogenen Kurve muss deshalb in der Darstellung erlau-
tert werden.

Die Hauptteilstriche der Achsen miissen mit Maflizahlen
versehen werden, die gesamten Achsen werden mit
den durch die Einheiten dividierten Symbolen der dar-
gestellten GroRRen bezeichnet.

Jeder Messwert ist ein Produkt aus Malzahl und Ein-
heit, so dass die durch die Achsen dargestellten MaR-
zahlen allein Quotienten aus GroRe und Einheit darstel-
len. Zur Wahrung der Ubersichtlichkeit wird empfohlen,
Symbol und Einheitenzeichen (Zahler und Nenner) klar
voneinander getrennt zu halten und nicht weiter mitei-
nander zu verrechnen. z.B.:

Zum einen kénnen Ausgleichskurven (Anpassungskur-
ven) zu den Messpunkten als durchgezogene Linien
eingetragen werden. Als Ausgleichskurve bezeichnet
man eine Funktionskurve, deren qualitative Form durch
eine zugrunde gelegte Theorie bzw. ein Modell vorge-
geben wird, deren quantitativer Verlauf aber (Parame-
ter) moglichst gut (Minimum der quadratischen Abwei-
chung) den Messwerten angepasst wird.

Zum anderen koénnen auch rein theoretische Verlaufe
(Theoriekurven) durch durchgezogene Linien gekenn-
zeichnet werden, wobei die Funktion qualitativ und
quantitativ durch modeliméRige Uberlegungen vorge-
geben ist.

Nicht sinnvoll ist es, Messpunkte einzeln durch einen
Polygonzug zu verbinden! Zum einen widerspricht das
der statistischen Zufalligkeit der einzelnen Messwerte,

Dies kann einfach, anschaulich und mit sehr gutem
Ergebnis mit Hilfe einer grafischen Darstellung durchge-
fihrt werden, indem, unter kritischer Ricksichtnahme
auf die Lage und Verteilung der Punkte, zu den Mess-
werten eine Ausgleichsgerade (Bestgerade) gewahit
und (mit dem Lineal) eingetragen wird (siehe Beispiel 2
auf der Folgeseite).

Die Leistungsfahigkeit dieser "visuellen Mittelwertrech-
nung" wird deutlich beim Vergleich mit den aufwendigen
Rechenausdriicke des numerischen Verfahrens (siehe
Darstellung LINEARE REGRESSION).

Zusatzlich ist zu bericksichtigen, dass auch bei einer
numerischen Auswertung die Anfertigung einer grafi-
schen Darstellung zur Beurteilung der Anpassung uner-
lasslich ist, denn: das Rechenverfahren passt an jede
vorliegende Punktemenge eine Gerade an, auch wenn
die Werte keinem linearen Verlauf folgen.
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GP |
L
A ! mm
- 874 Aufgabe 2: Elastizititsmodul E
7 Lange L eines Stahldrahts
i in Abhangigkeit der Zugkraft F
1L
N L= ~ F
Lo+ E q
— 873
| Anstieg = 0,105 mm/N
7 Grenzanstieg = 0,114 mm/N
] Anstieg = (0,105 + 0,009) mm/N
P ot
<1872
Achsenabschnitt L, = (872,1 + 0,1) mm

Beispiel 2: Grafische Auswertung einer linearen Funktion
(auf Darstellung eines mm-Netzes wurde aus wieder-
gabetechnischen Griinden verzichtet)

Konstante Fehler AL = 0,1 mm und AF = 0,001 N (Ge-
wichtskraft m-g; Wagefehler 0,1 g). Der Fehler AF kann
im Rahmen von AL und der Zeichengenauigkeit ver-
nachlassigt werden. Qualitativ wird ein linearer Zusam-
menhang gut wiedergegeben. Die Streuung des Mess-
punkts stimmt mit den Fehlerbalken uberein. Anstiegs-
quotienten:

(873,76 -872,08) mm
Anstieg = =0,105 mm
9 (16-0)N N
Grenzanstieg = (87384 - 87202) mm _ 0,114 m%

(16-0)N

Auch hoéhere Funktionen kdnnen durch geeignete Line-
arisierungen grafisch angepasst werden (s.u.).

Nichtlinearisierbare Funktionen lassen sich nur nume-
risch auswerten, wobei der rechnerische Aufwand aller-
dings aufderordentlich hoch ist. Grundlage aller Anpas-
sungsverfahren ist die Methode der kleinsten Abwei-
chungsquadrate.

Grafische Parameterschatzung linearer Funktionen

Entsprechend der Fehlerstatistik sollte die zufallige
Streuung von Messpunkten einer Normalverteilung
folgen:

Die Ausgleichsgerade ist somit so zu wahlen, dass die
Messpunkte symmetrisch zu ihr liegen, wobei einzelne,
weit entfernte Punkte unberlicksichtigt bleiben dirfen,
da sie eine groRe Irrtumswahrscheinlichkeit besitzen
(Ausreif3er).

Ist neben der zufélligen Streuung eine systematische
Tendenz erkennbar (z.B. eine leichte Krimmung), so
mussen dem physikalischen Problem oder der Mess-
methode angemessene zusatzliche Kriterien berlick-
sichtigt werden (siehe ergéanzende Hinweise).

Hervorragend geeignet zur Festlegung einer Aus-
gleichsgeraden ist ein Plexiglaslineal (durchsichtige
Folie), das in der Mitte einen schwarzen Strich (Linie)
ohne jede weiteren Markierungen oder Teilungen tragt.

Schatzwerte fur die Parameter der Funktion (Achsen-
abschnitt, Anstieg) kdnnen dann durch die Ausgleichs-
gerade bestimmt werden:

Grafische Fehlerschatzung

Zur grafischen Bestimmung der Fehler wird zusatzlich
eine Grenzgerade zugrunde gelegt und eingetragen.

Die Grenzgerade ist eine Gerade, die mit den Messwer-
ten unter Bericksichtigung von Streuung und Fehler-
balken noch vertraglich ist. Die Wahl der Lage der
Grenzgeraden erfordert eine kritische Betrachtung der
Messwerte unter Berlicksichtigung von Streuung und
Fehlerbalken. (Im Rahmen des Praktikums ist es fiir alle
Falle ausreichend, nur eine der beiden mdglichen
Grenzgeraden festzulegen).

Die Grenzgerade markiert auf der Ordinate (y-Achse)
direkt das Fehlerintervall Ay. Als Fehler des Anstieges
wird die Differenz zwischen Ausgleichsanstieg und
Grenzanstieg herangezogen.

Der Achsenabschnitt kann direkt am Schnittpunkt der
Ausgleichsgeraden mit der y-Achse (die dann auch
Uber der Stelle x = 0 errichtet sein muss) abgelesen
werden.

Zur Bestimmung des Anstieges wird ein Anstiegsdrei-
eck festgelegt, und der Differenzenquotient berechnet.

Das Anstiegsdreieck soll méglichst gro® gewahlt wer-
den, um Ablesefehler aus der Darstellung vernachlas-
sigbar klein zu halten. Wegen der zufalligen Streuung
der Messpunkte wird man selten Messpunkte selbst zur
Berechnung des Differenzenquotienten heranziehen
kénnen. Zur Kontrolle der Auswertung soll das An-
stiegsdreieck mit in die Darstellung eingetragen werden.

Bei der Bestimmung der Parameter ist zu bericksichti-
gen, dass die Variablen im Allgemeinen dimensionierte
GroRen sind, und auch Achsenabschnitt und Anstieg
(Differenzenquotient) dementsprechend Einheiten tra-
gen.

Im Sinne der Fehlerbetrachtung ist eine Messung als
konsistent zu betrachten, wenn die Fehlerbalken und
die mittlere Streuung von etwa gleicher Grof3e sind. Zu
kleine Fehlerbalken lassen auf unbericksichtigte Feh-
lerquellen oder eine falsche oder knappe Fehlerab-
schatzung schlieBen. Zu groRe Fehlerbalken deuten
wieder auf inkorrekte Fehlerabschatzungen oder auf
zusatzliche systematische Fehler hin. Beispiel:

Misst man eine Spannung (z.B. in Abhangigkeit von der
Belastungsstromstarke), so wird die Streuung der Werte
wesentlich kleiner als der durch die Guiteklasse des
Messinstrumentes gegebene Fehler bleiben. Die Gite-
klasse beschreibt im Wesentlichen den systematischen
Kalibrierfehler des Messwerkes. Fur die Fehler der
Parameter folgt, dass der Achsenabschnitt mit der vol-
len, durch die Giteklasse bedingten Unsicherheit be-
haftet ist. Der Anstieg kann jedoch mit einer besseren,
aus der Streuung resultierenden Genauigkeit angege-
ben werden, da eine systematische Verschiebung der
Punkte nach oben oder nach unten den Anstieg nicht
beeinflusst.

Im allgemeinen kann die Wahl der Grenzgeraden aus
den genannten Grinden mehr an der Streuung der
Messpunkte orientiert werden, wobei als zusatzliches
Kriterium die Anzahl der Messwerte berlicksichtigt wer-
den muss (entsprechend der Steigerung der Genauig-
keit des Mittelwertes mit der Zahl der Messwerte). Aber:

Eine korrekte Berucksichtigung der Zahl der Messpunk-
te ist visuell jedoch nur schwer mdglich, und grafische
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Auswertung liefern in der Regel deutlich zu groe Feh-
ler.

Liegen hoéhere Anforderungen an die Vergleichbarkeit
und Genauigkeit der Fehleraussagen vor, so muss auf
eine numerische Auswertung zuriickgegriffen werden.

Auswertung nichtlinearer Funktionen

Oft mlssen nichtlineare Funktion Gberprift und ausge-
wertet werden, eine visuelle Beurteilung und grafische
Auswertung ist jedoch nur flr lineare Zusammenhange
maoglich.

In vielen Fallen kann aber durch Wahl geeigneter Vari-
ablen (Substitution) oder durch eine rechnerische Um-
formung (Transformation) eine Linearisierung der Funk-
tion bzw. der Darstellung erreicht werden.

Variablensubstitution

Die Parabel s = % a t? wird linear, wenn s nicht gegen t,
sondern gegen t? aufgetragen wird (siehe folgende
Beispiel). Die "Projektion” K = Ko cos » t wird (im Be-
reich fir o t von 0 bis n/2) linear, wenn K nicht gegen t,
sondern gegen cos o t aufgetragen wird.

A S/m

Lineare Bewegungen

Messung 2

P

M=250g;m=2g S 9}0
)

g AusreiBer —— 27

— 0,5

Anstieg = 3,9 102 ms2

Grenzanstieg = 3,5 102 ms?2

Beispiel 3: Auswertung einer quadratischen Funktion
durch linearisierte Darstellung

Konstante Messfehler As = 0,001 m (vernachlassigbar)
und At = 0,04 s. Der Fehler von t? betragt At? = 2 t At.
Da eine Nullpunktsgerade erwartet wird und im Rahmen
der Fehler offenbar auch vorliegt, werden Ausgleichsge-
rade und Grenzgerade durch den Nullpunkt gelegt.

(117 -0)m

Anstieg = ~=39010%ms™
(30-0)s
Grenzanstieg = (114-0)m =380102ms?
(30-0) s’

Einfachlogarithmische Darstellungen

Haufig sind Exponentialfunktionen (e-Funktionen) der
Form

y=Ce™**

auszuwerten. Eine Linearisierung von Exponentialfunk-
tionen kann durch Logarithmieren der Funktionsglei-
chung erreicht werden:

Iny =InC —k x oder logy =logC -k x loge
Formal ergibt sich daraus eine lineare Funktion, wenn
zusatzlich In y (bzw. log y) als Variable substituiert wird.

Wegen der praktischen Bedeutung ist Netzpapier er-
héltlich, dessen eine Achse logarithmisch geteilt ist
(einfachlogarithmisches Papier), so dass die y-Werte
ohne Berechnung der Logarithmen direkt eingetragen
werden kdnnen.

Dem Papier liegen Ublicherweise dekadische Logarith-
men zugrunde, wobei eine Einheit im logarithmischen
Mafstab immer einer Dekade der Ausgangsgrof3e ent-
spricht.

Die absolute Lage der logarithmischen Achse ist (genau
wie bei linearen Teilungen) unbestimmt und muss in
Zusammenhang mit der Gréf3enordnung der Messwerte
festgelegt werden.

Auswertung und Fehlerbestimmung erfolgen grundsatz-
lich wie vorstehend beschrieben. Auf zwei wichtige
Punkte (Fehlerquellen!) soll jedoch hingewiesen wer-
den.

; I LTI ]
g [ Hial (Togarithmische Skalal
79
6
5 T
¢ \ R-GQ I
HUaRraisel Aurgabe) |
3 (gl il
\ Kondehsator ﬁlsilhrg
11| lg lertt | mit | 8= 1/RC
2 k¢
i
; \
9
8
7
2 Grenzgerade
Ausgieichsgerade
4
3 B X i
ﬁrﬂlsg A 0| 8441 |ms
Grenzanstied 50,3349 ms
2
|7 (0,84 £ 001} ms
1

2 4 6 8 10 12 t/
ms

Beispiel 4: Auswertung einer Exponentialfunktion durch
einfachlogarithmische Darstellung.

Logarithmus des Stroms Uber der Zeit bei einer Kon-
densatorentladung. Die Messfehler der Strom- und
Zeitwerte betragen einheitlich 1 mA bzw. 0,5 ms. Zur
Berechnung des Anstiegs wurden jeweils die beiden I-
und t-Achsenabschnitte herangezogen.

In1—|n68:|ni
Anstieg - 68
1224 ms
1
IN1-IN68 =In—
Grenzanstieg = -
12,60 ms
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Bei der Bestimmung des Differenzenquotienten muss
beriicksichtigt werden, dass das Logarithmieren der
Variablen durch einen logarithmischen Malstab ersetzt
wurde, und die logarithmische Achse weiterhin die Zah-
lenwerte der Ausgangsgroéfie tragt.

Fir die Berechnung des Differenzenquotienten konnen
der Darstellung somit nur (zwei) y-Werte entnommen
werden, die dann logarithmiert werden missen. Da
diese rechnerische Auswertung von der grafischen
Darstellung unabhéangig ist, wird man naturliche Loga-
rithmen wahlen um den Exponentialkoeffizienten (k)
direkt zu erhalten.

Auch die Konstruktion der Grenzgeraden erfordert eine
besondere Betrachtungsweise:

Durch die "Streckung" des Malistabes "nach unten"
nehmen (bei konstanten Fehlern) die Streuung der
Messwerte und die GroRe der Fehlerbalken mit kleiner
werdenden Werten stark zu. Der logarithmische Malf3-
stab wichtet die Messpunkte mit ihren relativen Fehlern,
also mit der Genauigkeit (im logarithmischen Mafstab
werden durch gleiche Strecken gleiche Faktoren darge-
stellt). Entsprechend muss die Lage der Ausgleichsge-
raden und der Grenzgeraden mehr an den gréReren
Messwerten mit ihrer besseren Genauigkeit (ihrem
gréReren Gewicht) orientiert werden.

Doppeltlogarithmische Darstellungen

Potenzfunktionen mit beliebigem Exponenten kdnnen
durch eine doppeltlogarithmische Darstellung linearisiert
werden.

Anzahl und Lage der Messpunkte

Als grundséatzliches Problem bei der experimentellen
Uberpriifung funktionaler Abhéngigkeiten miissen Uber-
legungen Uber die Anzahl und Lage der Messpunkte
getroffen werden, wobei die Maximalforderung (unend-
lich viele, infinitesimal dichte Messwerte) durch das
Auflésungsvermogen und die zur Verfiigung stehende
Zeit eingeschrankt werden.

Bei einfachen Kurvenformen (lineare Funktion oder
linearisierbare Funktionen) und geringerer Streuung
kann eine (aus statistischer Sicht sehr geringe Anzahl)
von zehn Messwerten ausreichend sein.

Fir die Wahl der Lage der Punkte ist zu berlicksichti-
gen, ob die Funktion noch qualitativ Gberpriift oder nur
quantitativ ausgewertet werden muss. Fir eine qualita-
tive Uberpriifung ist eine dquidistante Lage der Mess-
werte glnstig. Muss (im anderen Fall) bei gesichertem
linearen Verlauf nur noch der Anstieg einer Geraden
bestimmt werden, so ist es besser, ein moglichst gro-
Res Intervall mit den Messwerten abzudecken, und
jeweils die Halfte der Messungen an der unteren und
oberen Intervallgrenze durchzufiihren.

Erganzende Hinweise

In vielen Fallen ist eine formalistische und unkritische
Anwendung der angegebenen Grundsatze nur bedingt
moglich. Im Folgenden werden einige Sonderfalle dis-
kutiert und Beispiele fir Anpassungen von grafischen
Darstellungen an spezielle Anforderungen gegeben.

In einem Experiment wird ein linearer Zusammenhang
erwartet. Die Messung ergibt aber einen gekrimmten
Verlauf der Messpunkte. Ist die Krimmung ausgepragt
systematisch, so muss angenommen werden, dass eine
als konstant vorausgesetzte GréRe eine Abhangigkeit
von den Messgrofien zeigt. Sehr unsystematische
Krimmungen sind schwieriger zu erklaren und lassen
zusatzlich auf Fehler bei der Messung oder Auswertung
schlielen.

Bei Messung einer Dampfdruckkurve wird (in einer
geeigneten logarithmischen Darstellung) des Dampf-
druckes in Abhangigkeit von der Temperatur eine Ge-
rade erwartet, wobei die Verdampfungswarme als Kon-
stante in den Anstieg eingeht. Da die Verdampfungs-
warme aber von der Temperatur abhangt, ergibt sich
ein gekrimmter Kurvenverlauf. Fir einen solchen Fall
kann eine Tangente in einem Punkt gewahlt werden,
aus deren Anstieg sich die Verdampfungswarme fur
diese bestimmte Temperatur ergibt.

In anderen Fallen kann aber auch eine Ausgleichsgera-
de angemessen sein, die alle Messpunkte berlicksich-
tigt, und damit eine Mittelung darstellt. Aus dem Anstieg
werden entsprechend gemittelte Werte resultieren.

In beiden Fallen muss die spezielle Auswertung auch
bei der Fehlerbestimmung beriicksichtigt werden (bei
der Mittelung z.B. durch eine Grenzgerade, die die
gesamte Krimmung erfasst).

Unerwartete Kurvenverlaufe machen eine kritische
Diskussion der Messung notwendig. Sie haben immer
einen Grund, der herausgefunden werden muss. Ein
unkritisches Aufgeben der Auswertung ("es ist etwas
Falsches herausgekommen") geht an der elementaren
Problemstellung vorbei, aus Messung und Beobachtun-
gen eine Aussage abzuleiten.

Es kann vorkommen, dass die Menge der Messpunkte
klar in mehrere Bereiche unterteilt ist, die entweder
verschiedene Anstiege haben, oder gegeneinander
versetzt sind. Wieder ist abzuschatzen, ob die beobach-
teten Vorgange selbst daflr verantwortlich sind (z.B
durch Uberlagerung verschiedener Beitrage, die dann
durch eine geeignete Auswertung auseinanderzuhalten
waren), oder ob nicht berlcksichtigte Einflisse durch
das Experiment (z.B. Messbereichsumschaltungen)
oder Fehler in der Auswertung vorliegen. In jedem Fall
muss das beobachtete Verhalten oder die vermuteten
Fehler durch eine kritische Diskussion erklart werden.

Grafische Darstellungen werden haufig zum Vergleich
verschiedener Vorgange herangezogen, die in einem
gemeinsamen Diagramm dargestellt sind. Liegen die zu
vergleichenden Punktemengen weit auseinander, so
wird die Darstellung, bzw. der Vergleich unbefriedigend.
Es misste ein groRer Mal3stab verwendet werden, um
die Messwerte gemeinsam darstellen zu kénnen, der
aber eine sehr geringe Empfindlichkeit fir die einzelnen
Messungen zur Folge hatte.

Beispiel: Fur Wasser und eine bestimmte Glassorte soll
der Brechungsindex in Abhangigkeit von der Wellenlan-
ge dargestellt werden (Dispersion). Beide Grofen sind
nur wenig abhangig von der Wellenlange, haben aber
eine groRe Differenz untereinander. Eine geeignete
Darstellung erhdlt man, indem man einen gestreckten
Malstab wahlt, aber beide Messungen "Ubereinander
schiebt", und jeder der Messungen eine eigene Achse
einrichtet.

Ubereinanderlegungen, Weglassen eines Teiles (Zwi-
schenteiles) einer Achse oder Verandern von Mafsta-
ben gehodren zu den gebrauchlichen Methoden in ver-
gleichenden grafischen Darstellungen.
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Malde und Einheiten (SI) GPI

Physikalische GréRRen

Ein Grundbegriff der Physik ist die physikalische GroRe.
Man bezeichnet damit eine zumindest prinzipiell be-
obachtbare und messbare Erscheinung, mit Hilfe der
ein physikalischer Vorgang beschrieben werden kann.
Einfache physikalische GréRen sind Lange, Zeit, Ge-
schwindigkeit, Kraft, Arbeit, elektrische Spannung,
magnetische Feldstarke, Temperatur, u.s.w.

Man unterscheidet GrundgréRen (Basisgrofen), die
axiomatisch festgelegt werden, und abgeleitete GréRen,
die sich durch physikalische Zusammenhange aus den
Grundgréen darstellen lassen.

Alle Gréfien sind gleichberechtigt, und die Festlegung
einer bestimmten GrundgréRen-Basis ist konventionell.
Durch internationale Vereinbarungen ist ein System
festgelegt (SI; Systéme International d'Unites), das auf
folgende GrundgréRen aufbaut:

Lange L
Masse m
Zeit t
Ladungsstrom | (elektrische Stromstarke)
Temperatur T
Stoffmenge v
Lichtstarke | ( physiologische Zusatzgréfle)

Auch fiir die Symbolbezeichnungen der Gré3en (Buch-
stabensymbole) gibt es ein internationales Reglement,
an das sich im Praktikum und innerhalb der Vorlesung-
kurse weitgehend gehalten wird. Eine Zusammenstel-
lung ist weiter unten aufgefihrt.

Dimension und Einheit

Die physikalischen GréRen haben sowohl gualitative
Eigenschaften als auch guantitative Auspragungen.

Die Qualitdt einer Grofle wird durch ihre Dimension
bestimmt. Die Dimension der GrundgréRen entsprechen
den Begriffen selbst (Lange, Masse, Zeit, Stromstarke,
Temperatur, Stoffmenge). Die Dimensionen der abge-
leiteten GroRen ergeben sich als Potenzprodukte der

Grunddimensionen. Die Dimension der Beschleunigung
a ist demnach Lange durch Zeit?, die der Kraft F
(= Masse x Beschleunigung) Masse mal Lange durch
Zeit?, die der Arbeit W (= Kraft x Weg) Masse mal Lan-
ge? durch Zeit?.

Zur Bezeichnung der Dimension einer GroRe (z.B. A)
schreibt man:

dim A = Masse .Lange

Zeit?
Die quantitative Angabe einer physikalischen Groflie
erfolgt durch eine MaRRzahl und eine Einheit. Die Einheit
legt eine VergleichsgroRe fest, und die MaRzahl sagt
aus, wie oft diese Einheit in der zu beschreibenden
Grofde enthalten ist:

Groflenwert = Malizahl x Einheit

Die Einheiten besitzen Namen und werden ebenfalls mit
Buchstabensymbolen bezeichnet. Die Einheit der Zeit
ist die Sekunde (1 s oder kurz s). Zur Bezeichnung
einer (beliebigen) Einheit einer GroRe benutzt man
eckige Klammern. Will man ausdriicken, dass ein Druck
in mm Quecksilbersdule angegeben wird, so schreibt
man

[p]=mm Hg

Systéme Internationale d'Unites

Ein Einheitensystem, das auf eine Basis unabhangiger
Grundgréfen aufbaut, und die Einheiten aller weiteren
GroRen als abgeleitete Einheiten aus den Verknip-
fungsgleichungen herleitet, wird als koh&rentes Einhei-
tensystem bezeichnet.

Im Jahre 1948 beauftragte die 9. Generalkonferenz fir
Mafe und Gewichte (CGPM) mit ihrer Resolution 6 das
internationale Komitee fiir Malte und Gewichte (CIPM)
damit, "die Schaffung einer vollstindigen Neuordnung
der Einheiten im Messwesen zu priifen". Das daraufhin
entstandene und weiterentwickelte System "praktischer
Einheiten" fihrt den Namen Systéme Internationale
d'Unites oder kurz Sl und hat sich zunehmend in allen
Bereichen der Physik, insbesondere der experimentel-
len Physik, und in den Gesetzgebungen der National-

staaten Uber Maf3e und Gewichte durchgesetzt und wird
auch im Praktikum (fast) ausschlieRlich verwendet.

Das Sl besteht aus den Basiseinheiten, den sogenann-
ten Erganzungseinheiten und den abgeleiteten Einhei-
ten. Im Folgenden ist eine kurze Ubersicht ber das SI
mit den Vorsétzen fir Teile und Vielfache und einer
Auswahl abgeleiteter Gré3en zusammengestellt.

Die Grundeinheiten-Basis des S| wurde fir den Bereich
der Photometrie um eine Einheit fir die physiologisch
bewertete Lichtstarke mit der Einheit Candela erweitert.
Diese Grofke ware fiir den Aufbau eines rein physikali-
schen Einheitensystems nicht erforderlich.

Definitionen der Grundgréf3en

e 1 Meter ist gleich der Lange der Strecke, die Licht
im Vakuum wahrend eines Zeitintervalls von
1/299792458 Sekunden durchlauft. (Damit ist das
Meter eine implizite Basisgrofle, die sich auf die
eigentlichen GrundgroRen Zeit und Lichtgeschwin-
digkeit aufbaut).

. 1 Kilogramm ist die Masse eines im Bureau Inter-
national des Poids et Mesures (BIPM) in Sévres
bei Paris aufbewahrten Zylinders von ca. 39 mm
Durchmesser und gleich grofler H6he aus einer
Legierung von 90 Teilen Platin und 10 Teilen Iridi-
um (Massenprototyp).

. 1 Sekunde ist die Dauer von 9.192.631.770
Schwingungen der Strahlung des atomphysikali-
schen Ubergangs in der Hyperfeinstruktur des
Atoms 133Cs, und zwar des ungestérten Ubergan-
ges F=4, mr=0 nach F=3, me=0 des 2Sip2-
Grundzustands.

. 1 Ampere ist die Starke eines zeitlich unveranderli-
chen elektrischen Stroms, der, durch zwei im Va-
kuum parallel im Abstand von 1 m voneinander
angeordnete, geradlinige, unendlich lange Leiter
von vernachldssigbar kleinem, kreisformigen
Querschnitt flieRend, zwischen diesen Leitern
elektrodynamisch eine Kraft von 2.107 Newton je
Meter Leiterlange hervorruft.
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. 1 Kelvin ist der 273,16te Teil der thermodynamischen Temperatur des Tripelpunk- ) dv  d?r m >,
tes von Wasser. (Der Nullpunkt der Celsiusskala wurde exakt zu 273,15 K defi- Beschleunigung a a:E:F 18_2: Tms
niert).
. . do d°® 1 "
Im Alltag wird weiterhin die Celsiusskala als Temperaturskala gebrauchlich blei- Winkelbeschleunigung Rl BTy 2 1s
ben. Fir die Verwendung beider Skalen nebeneinander gilt: 1 1
- 18 =
Temperaturen konnen entweder in K oder in °C angegeben werden, wobei die Frequenz vVIVTT ;‘15 =1Hz (Hertz)
Einheit Kelvin zu bevorzugen ist. o 1
. _&cr - 1
Zur Umrechnung gilt per Definition: T/°C = T/K + 273,15. Kreisfrequenz L T s 1s
Temperaturdifferenzen sind grundsétzlich in K anzugeben (z.B. 30,7 °C - 21,3 °C = Imouls p=mv 1 kgm —1kgms™
9,4 K). p p S
e 1 Mol ist diejenige Menge eines Stoffes, die genau so viel Teilchen enthalt, wie in Drehimpuls L |L=Fxp 1 kgm’ =1kgm?s™
12 Gramm des Kohlenstoff-Nuklids '2C enthalten sind. (Diese Anzahl wird s
Avogadro'sche Zahl genannt). B kgm
Kraft F|F=ma 1 < =1N (Newton)

. 1 Candela ist die Lichtstarke einer Strahlungsquelle, welche monochromatische

Strahlung der Frequenz 540-10'2 Hz in eine bestimmte Richtung aussendet, in der Drehmoment M | M=FxF 1Nm
die Strahlungsstarke 1/683 Watt durch Steradiant betragt.

Tragheitsmoment | [1=]r*dm 1m’ kg
\%
Erganzungsgrof’en i _
Arbeit Wlw =[Fds INm=1J (Joule)
Bogen m Energie E
Winkel v 1— =1(rad=Radiant) T 5
adius m Leistung pp=20 122 1W (Watt)
. Flache m? . dt s
Raumwinkel Q| Q= Radius? 1— =1 (sr = Steradlant) am kg
m . 3
Dicht =— 1-2 = 1kgm
iehte PP dv m® g
Vorsétze fur Teile und Vielfache Druck o | p :% 1 N2 —1Pa (Pascal)
m

1018 a- (Atto-)
1015 f- (Femto-)
1012 p- (Pico-)

108 k- (Kilo-)
108 M- (Mega-)
10° G- (Giga-)

iltere Einheiten | 1 bar (Bar) = 10° Pa
1 Torr = 1,333 hPa

1072 c- (Zenti-)
10" d- (Dezi-)

10° n- (Nano- 1012 T- (Tera- d
6 ) (N _) 10° D- (Deka-) 15 ) ( _) Warmekapazitat c|C _dQ 1JK?
10 u- (Mikro-) 102 h- (Hekto-) 10 P- (Peta-) dt
103 m- (Milli-) 108 E- (Exa-) .
Spannungskoeffizient B | P=p (1 +B t) 1K
wissenschaftlich weniger ge- g N
o ) m
bréuchlich und zu vermeiden Dynamische Viskositét n F=n Aé 1 - s =1 Pas
Mechanik, Warme, Hydrodynamik 4ltere Einheiten | 1 P (Poise) = 0,1 Pa s
Lo o dr m 1 2
Geschwindigkeit ViIVYTa L s Tms Kinematische Viskositét v |V :g 15— m? s
s
. o do 1 _
Winkelgeschwindigkeit o | 0="g" S =1s" altere Einheit | 1 St (Stokes) = 10 m? s™*
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Elektrodynamik

altere Einheit

Elektrische Ladung Q =_|'Idt 1 As =1 C (Coulomb)
Elektrisches Feld F=QE 1 %: 1Vm’'

. = - Nm
Elektrische Spannung U=[Eds 1 As =1V (Volt)
Magnetisches Feld Gz _ [THE A »
(magnetische Erregung) j;H ds _Il dA 1 m =1Am
Magnetisches Feld _ _d(5 a4z Vs
(magnet. Flussdichte) Uina = dt UB dA) 1 m2 al (Tesla)

1G (GauR)=10*T

altere Einheit

Magnetischer Fluss D= J'I§ dA 1Vs=1W (Weber)
Widerstand R= LIJ— 1 % =10Q (Ohm)
Impedanz z =l|J—O° 1%=1VA’1
Kapazitat le=-C ‘:j—li 1 % =1F (Farad)
Induktivitat U =-L % 1% =1H (Henry)
Radioaktivitat

Abklingkonstante A=A e % =1s”

Aktivitat A - Zeralle 1 _1Bq(Bequerel)

Zeit s

1 Ci (Curie) = 3,7-10"° Bq

Empfohlene Formelzeichen fir physikalische GroéRRen

Raum und Zeit

X,Y,Z
r
L,s
A'S
\%

a, B, ...
s 0,0
, Q
k
a,d

Mechanik
M

<_‘|_'UO

a q o 20O T

Kartesische Ortskoordinaten
Ortsvektor

Weglange

Flache

Volumen

ebener Winkel

Raumwinkel

Kreiswellenzahl
Abklingkonstante

(Dampfungskoeffizient)

Masse

Dichte

Impuls
Drehimpuls
Tragheitsmoment
Kraft
Gewichtskraft
Drehmoment
Druck
Normalspannung
Schubspannung

Thermodynamik

ITTCw-~-H40

Warmearbeit
Kelvin-Temperatur
Celsius-Temperatur
Entropie

Innere Energie
Freie Energie
Enthalpie

_|

Zeit
Periodendauer
Frequenz
Kreisfrequenz
Abklingkonstante
(Zeitkonstante)
Geschwindigkeit
Winkelgeschwindigkeit
Beschleunigung
Winkelbeschleunigung
Fallbeschleunigung
Vakuumlichtgeschwindigkeit

Dehnung
Elastizitatsmodul
Schubmodul
Poisson-Zahl
dynamische Viskositat
kinematische Viskositat
Energie

potentielle Energie
kinetische Energie
Arbeit

Leistung

Spannungskoeffizient
Warmeleitfahigkeit
Temperaturleitfahigkeit
Warmekapazitat

spezifische Warmekapazitat
Isentropenindex cp/cv
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Eketrizitat und Magnetismus

Q Ladung
o) Raumladungsdichte
o Flachenladungsdichte

V,®  Elektrisches Potential
U,V el Spannung
E el. Feldstarke
D Dielektrische Verschiebung
€ Dielektrizitatskonstante
g0 el. Feldkonstante
P el. Polarisation
p el. Dipolmoment
I (Ladungs-) Stromstarke
i Stromdichte
H Magnetische Feldstarke
(magn. Erregung)

Atom- und Kernphysik

e Elementarladung
N Hauptquantenzahl
L, ki Bahndrehimpulsquantenzahl

S, Si Spinquantenzahl
M, mi  Orientierungsquantenzahl
(Magnetquantenzahl)
J, i Gesamt-DrehimpulsQZahl
der Elektronenhdille
1,J Kern-Spinquantenzahl
F Gesamt-DrehimpulsQZahl
eines Teilchens

Lo

Xm, K

T <«

°

Y

Qq

>mnmr ON

>

magnetische Feldstarke
(magn. Flussdichte)
magn. Fluss

magn. Feldkonstante
Permeabilitat
Magnetisierung

magn. Suszeptibilitat
magn. Polarisierung
Widerstand
Spezifischer Widerstand
Leitfahigkeit

Impedanz

Kapazitat
Selbstinduktionskoeffizient
Poynting-Vektor

magn. Vektorpotential

Massenzahl
Ordnungszahl

(Ladungszahl)
Neutronenzahl
Zerfallskonstante
mittlere Lebensdauer
Halbwertszeit
Aktivitat

Das griechische Alphabet

Eine Reihe der groRen und einige kleine Buchstaben (1, o, v) stimmen mit den lateinischen Buch-
staben lberein oder sind ihnen so ahnlich, dass sie als Symbole keine Verwendung finden.

A Alpha
Beta
Gamma
Delta
Epsilon
Zeta
Eta

Teta

@ T N mMb> 1w
o = ™ Q
J o mZzZ2Z >R ~

DO S 4 M

Physikalische Konstanten

1

a O Jyv < T > A

Jota P p Rho
Kappa )y Sigma
Lambda T T Tau

My Y v Ypsilon
Ny O] ¢, ¢ Phi

Xi X % Chi
Omikron v Psi

Pi Q ® Omega

Vakuum-Lichtgeschwindigkeit

C =pef 2,997922458-108 m s

Gravitationskonstante

I = 6,673(3)-10""" N m? kg2

Avogadro'sche Zahl

L = 6,0220921(62)-102% mol-*

Molvolumen

Vwm = 22,41383(70)-10-* m® mol!

Allgemeine Gaskonstante

R = 8,31441(26) J mol' K~

Boltzmannkonstante

k = 1,380652(43)-10% J K

1

Elektrische Feldkonstante ¢, =
Ko C

2

g0 = 8,854200352...-10"2 As/Vm

Magnetische Feldkonstante po = 4n-107 X—;

po = 1,256637061...-10° A s V-' m"

Elementarladung

eo = 1,6021829(22)-10"9 C

Spezifische Elektronenladung

eo/me = 1,7588115(24)-10"" C kg

Planck'sches Wirkunsgquantum

h =6,626124(13)-10% J s

Ruhemasse des Protons

me = 1,6726355(17)-10%7 kg

Ruhemasse des Elektrons

Me = 9,1094634(99)-10" kg

Klassischer Elektronenradius

fe = 2,8179378(70)-10°"5 m

Fallbeschleunigung fur das Praktikumsgebaude (1. Obergeschoss)

B = 520 27' 35(5)"; h = 59(3) m

g=9,812777(5) m s2






