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Magnetspule Motor Motorsteuerung

Dampfung

Netzgeréat

Stichworte
Freie und freie gedampfte Schwingungen

Erzwungene Schwingungen; Resonanzverhalten (Ab-
sorption) und Phasenverschiebung (Dispersion).

Ziele des Versuchs

Mathematische Behandlung erzwungener Schwingun-
gen. Ansatz und stationdre Lésung der Schwingungs-
gleichung. Resonanzkurve; Abhangigkeit der Amplitude
(Absorption) und der Phasenverschiebung von der
Frequenz (Dispersion). Allgemeine Losung der Schwin-
gungsgleichung und Betrachtung des Einschwingvor-
gangs.

Das Experiment hat das Ziel, an einem klassischen,
exemplarischen Lehrmodell eines Oszillators (Pohl-
sches Rad) das physikalische Verstandnis fiir Schwin-
gungen zu festigen und zu vertiefen.

Literatur

[1]: Kapitel 1.4, 4.1.2,4.1.3

[2]: Kapitel 20.3, 20.4, 21.1, 21.2

Aufgaben

1.  Untersuchung von freien gedampften Schwingun-
gen. Aufnahme der Auslenkung in Abhangigkeit
von der Zeit. Bestimmung der Eigenfrequenz und
der Dampfungskonstanten des Systems.

2. Untersuchung von erzwungenen Schwingungen.
Aufnahme der Auslenkung in Abhangigkeit von der
Frequenz. Bestimmung der Eigenfrequenz und der
Dampfungskonstanten.

3. Qualitative Beobachtung der Phasenverschiebung
zwischen Erreger und Oszillator in Abhangigkeit
von der Erregerfrequenz.

»

Beobachtung der Einschwingvorgange fir den
Resonanzfall und fiir eine Anregungsfrequenz in
der Nahe der Resonanz.

Physikalische Grundlagen

Schwingungsphdnomene sind elementare Erschei-
nungsformen in der Natur. Der harmonische Oszillator
ist die einfachste Modellvorstellung eines schwingungs-
fahigen Systems als Grundlage des Verstandnisses
aller Schwingungserscheinungen. Ein harmonischer
Oszillator kann ohne gréReren Aufwand mathematisch
berechnet und experimentell in guter Naherung reali-
siert werden.

Der harmonische Oszillator

Voraussetzung fur harmonische Schwingungen ist ein
System, das zwei Freiheitsgrade fur die Energie besitzt
und mit einem linearen Kraftgesetz an eine Ruhelage
gebunden ist (lineare ricktireibende Kraft oder Richt-
moment). Die folgende Darstellung stellt die formale
Behandlung des Problems mit der Lésung der Bewe-
gungsgleichung in den Vordergrund, wobei ein eindi-
mensionales System mit x(t) als Variable (Auslenkung)
betrachtet werden soll. Die Herleitungen sind uber die-
sen Fall hinaus reprasentativ fir die Lésung analoger
Differentialgleichungen, die sich fiir ahnliche Problem-
stellungen in anderen Teilbereichen der Physik ergeben
(siehe Versuche WECHSELSTROMKREISE aus GP |
und der nachfolgende Versuch GEKOPPELTE
SCHWINGUNGEN).

Freie, ungedampfte Schwingungen

Die Bewegungsgleichung fiir eine lineare Rickstellkraft
lautet:

(1) mk+DX:0

Differentialgleichungen dieses Typs (lineare Differenti-
algleichungen mit konstanten Koeffizienten) werden
mathematisch (am einfachsten) durch komplexe Expo-
nentialfunktionen geldst. Als Ansatz wird gewahlt (wobei
komplexe GréRen im folgenden fett gedruckt werden):

(2) X(t)z ei“”

Setzt man diese Funktion und ihre zweite Ableitung in
(1) ein, so erhdlt man die charakteristische Gleichung
fur die Frequenzen, fur die der Ansatz eine Ldsung
darstellt:

(DZ—R:O U)ZJEZiOJO
(3) m bzw. m

Man erhalt zwei spezielle Lésungen mit den Frequen-
zen + wo und - wo, die als Eigenfrequenzen des Sys-
tems bezeichnet werden.

Die allgemeine Ldsung der Differentialgleichung setzt
sich aus der Summe der beiden speziellen Lésungen
mit zwei beliebigen Konstanten zusammen, die eben-
falls komplex sein kénnen:

@) x(t)=C,e' " +C, e ™"
Zum Schluss muss das mathematische Ergebnis wieder
auf die physikalische Problemstellung zuriickgefiihrt
werden. Als physikalische Losung entnimmt man der
allgemeinen Losungsmenge (4) die Funktionen, die fir
alle Zeiten t reell sind. Da die Exponentialausdriicke
konjugiert komplex sind, wird x(t) reell, wenn auch Ci
und C2 konjugiert komplex sind. Schreibt man:

C1:1Ae‘ﬁ

cC, _pen =c,/
(5) 2 und 2

so folgt:
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X(t): l A [e i(0pt+B) +e *i(0)01+[3)]
®) 2

bzw.
@) x(t): A, cos (co0 t+ [3)

Schreibt man die Konstanten in der Form

C=2(A-in)  C,=2(A+in)=C
(8) 2 und 2
so erhalt man:

©) x(t)=Acosm,t+A, sin o, t
Beide Formeln (7) und (9) des Bewegungsgesetzes
sind aquivalent. Die Konstanten A und R bzw. A1 und Az
werden durch die Anfangsbedingungen x(t=0) = xo, und

X(t - 0) ~X0 des Systems bestimmt und kdnnen
durch sie dargestellt werden. Dabei nimmt die Losung
in der Form (9) die Ubersichtlichere Gestalt an.

Freie, gedampfte Schwingung

Unter Berucksichtigung einer geschwindigkeitsproporti-
onalen Reibungskraft lautet die Bewegungsgleichung:
(10) m-X+kx+Dx=0

Mit dem gleichen Lésungsansatz wie im ungedampften
Fall erhadlt man wieder zwei partikulare Losungen mit

zwei Frequenzen. Der Ansatz (2) fihrt auf die charakte-
ristische Gleichung:

(11)
Mit den Abkulrzungen:

k D k? 2 o2
(12) 6:% und 0, = E_4m2 = (1)3—82

lautet die allgemeine Lésung dann:

(13) x(t)=C,e e’ +C,e e
Die physikalisch sinnvollen Ldsungen sind wieder durch
die Forderung x(t) reell firr alle t gegeben. Da bei star-
ker Dampfung die Frequenz w1 in (12) imaginar werden
kann, ist bei der Diskussion der Losungen eine Fallun-
terscheidung erforderlich.

8 < wo: Schwingfall

Die Frequenz bleibt reell, und die Exponentialausdriicke
mit i (11 t somit konjugiert komplex, so dass auch C1 und
C2 konjugiert komplex sein missen. Die Ldsung entwi-
ckelt sich bis auf den Faktor e - "'t genau wie im Fall der
ungedampften Schwingung:

(14) x(t)=Ae " cos (ot +B)

oder:

s X(O= e *'[A, cos o, t+ A, sin o, t]

mit den Konstanten:

0 X, +X
A =x, und A, =—""2-0
(16 a,b) o,
8 > wo: _Kriechfall

Die Frequenz wird imaginar. Man kann wo und & um-
stellen, und die imaginare Einheit i vor den gesamten
Ausdruck ziehen:

. wzi[&i,/éz—wé}:i&z

Die Loésung lautet dann:

(18) x(t)=C,e " +C,e '
Da beide Exponentialanteile reell, aber verschieden
grol} sind, wird x(t) nur dann reell fir alle t, wenn auch
die Konstanten Ci und C: reell sind. Sie dienen wieder
der Anpassung an die Anfangsbedingungen. Bei dieser
sehr starken Dampfung verliert die Bewegung ihren
periodischen Charakter und geht in eine monotone,
exponentielle Rickkehr in die Ruhelage uber. Mit

wachsender Dampfung klingt der Term mit & 1 zwar
schnell ab, die Zeitkonstante & 2 wird dagegen aber
kleiner und geht im Grenzfall unendlicher Dampfung
gegen Null. Die Reibungskrafte werden so gro3, dass
sie eine Bewegung kaum noch zulassen, und das Sys-
tem kriecht langsam in seine Ruhelage zurtick.

8 =wo und w1=0 Aperiodischer Grenzfall

Zwischen Schwing- und Kriechfall liegt als Sonderfall &
= wo mit w1=0 . Ein direktes Einsetzen von w1 =0 in die
Lésung (14) oder (15) des Schwingfalls liefert nur eine
Beschreibung fiir die speziellen Anfangsbedingungen A

bzw. A # 0 und X =0 pie allgemeine L6ésung erhalt
man durch eine Grenzwertbetrachtung von (15) mit
(16):
(19)

_s .\ SIn o, t
x(t)=e t[xocosmlt+(6x0+x0)—1

]

(01
Im Grenziibergang wird:

. sino,t
lim ——

=0 (,01

=t
(20)

und man erhalt fur den aperiodischen Grenzfall wieder
eine nicht periodische Bewegung:

-5t . —5t
21) x(t) =x,e +(6x0+x0)te
Der aperiodische Grenzfall sorgt fir die schnellste
Rickkehr eines schwingungsfahigen Systems in seine
Ruhelage. Er hat messtechnische Bedeutung. Messin-
strumente stellen oft schwingungsfahige Gebilde dar,
die bei aperiodischer Dampfung am schnellsten den
Anzeigewert als Gleichgewichtswert bzw. Ruhelage
annehmen.

Erzwungene Schwingung

Das System soll zusatzlich durch eine auRere Kraft
periodisch mit der Frequenz Q angeregt werden. Unter
Vernachlassigung eines besonderen Zeitnullpunktes
kann man ohne Beschrankung der Allgemeinheit ohne
weitere Phasenkonstante schreiben:
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(22) m X +k x+D x =F, cos Qt
Die Differentialgleichung ist gegenliber den bisherigen
Ansatzen inhomogen geworden. Die allgemeine Lésung
von (22) setzt sich additiv aus der Lésung (14) bzw.
(15) der zugehérigen homogenen Gleichung und einer
beliebigen partikularen Losung der inhomogenen Glei-
chung zusammen. Als partikulare Lésung der inhomo-
genen Gleichung wird angenommen, dass das System
fir sehr groBe Zeiten ebenfalls mit der duferen Fre-
quenz Q und mit konstanter Amplitude schwingt, wobei
eine Phasenverschiebung gegeniber der Anregung
auftritt. Der Lésungsansatz fir diesen stationaren Fall
lautet damit:

(23) x(t)= A, cos (Qt + ¢)

Grundsatzlich ist es mdglich, die cos-Funktion entspre-
chend (6) korrekt durch komplexe e-Funktionen auszu-
driicken und den obigen Ansatz auszurechnen. Man
erhalt die gleichen Ergebnisse jedoch einfacher mit
einer allgemeinen komplexen Darstellung:

_ iot
(24) Ft)=F e
und dem Ldsungsansatz:

- i(@t+o)
(25) x(t)=A e

wobei der physikalische Sachverhalt durch den Realteil
von (24) bzw. Betrag und Phase von (25) wiedergege-
ben wird. Durch Ableiten, Einsetzen und Durchkirzen
von i Q [t erhalt man:

D-mQ?+ikQ)A e'*=F,

(26)
und:
F

elcb — 0
@7) A D-mQ*+ikQ
bzw. mit den Bezeichnungen D/m = wo? und k/(2m) = &:

i F/m

eit = 0

28) A 0, - Q" +2i3Q

Die Amplitude der stationaren Losung hangt demnach
von der Anregungsfrequenz Q ab. Aus (28) ergeben
sich entsprechend den Zusammenhangen zwischen

Betrag und Phase und Real- und Imaginarteil komple-
xer Zahlendarstellungen:

A=AQ)- —
29) Jez-a?f+a5 0 i
tang - —2°%
(30) oy —Q

Da in der allgemeinen LOsung der gedampfte Term
nach hinreichend langer Zeit praktisch abgeklungen ist
(siehe Einschwingvorgang weiter unten), bezeichnet
man die stationdre Lsung als erzwungene Schwingung
im engeren Sinne.

Resonanzkurve

Der Verlauf der Amplitude in Abhangigkeit von der Er-
regerfrequenz A(Q) (Resonanzkurve) und auch die
Phasenverschiebung §(Q) hangen stark vom Grad der
Dampfung ab. In der Darstellung auf der folgenden
Seite sind Beispiele der Verlaufe wiedergegeben. Die
Lage der Resonanzkurve wird durch die Eigenfrequenz
des ungedampften Systems bestimmt, die Breite durch
die Dampfung.

Arnax
12

AQ
4 28
Fy/D
— N
@
Resonanzkurve
Abbildung: Resonanzkurve fir Dampfungsverhalt-

nisse &/ wo = 0,05; 0,1; 0,2 und 1

¢
0 —
-nl2-
- T
,
Phasenverschiebung (Dispersionskurve)
Abbildung: Phasenverschiebung (Dispersions-

kurve) fir die gleichen Dampfungs-
verhaltnisse. Physikalisch lasst sich
der Verlauf leicht
nachvollziehen, mathematisch aus
(30) nur unter Berlcksichtigung der
Eigenarten von Umkehrfunktionen.

Bei kleiner Dampfung kann die Oszillatoramplitude sehr
groR werden (Resonanzkatastrophe), wobei der Uber-
gangsbereich der Phasenverschiebung sehr klein wird
(Phasensprung).

Fir kleine Abweichungen wo =Q und |wo -Q|=AQ
(Verstimmung), d.h. fir vergleichsweise schmale Reso-
nanzkurven bei kleiner Dampfung, kann (29) nahe-
rungsweise umgeformt und vereinfacht werden:
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31) wg—sz(coo-kQ)(wo—Q)szU AQ

Alaa)-—F
25w, .\/1 + (@]
(32) 8

In dieser Naherung liegt das Maximum der Kurve bei Q
= wo, und die Amplitude erreicht den maximalen Wert:

E /m
AQ*w = Amax = O/
- 28 m
(33) 0
Insbesondere fiir die Stellen AQ =+ & wird:
FO/m — A‘nax

sy T T 2vez 2

Die Dampfungskonstante kann dann aus der halben
Breite der Kurve bei

A = Amax /\/5

bestimmt werden.

Einschwingvorgang

Die allgemeine Ldsung der erzwungenen Schwingung
besteht aus der allgemeinen Lésung (z.B. 14) der ho-
mogenen Gleichung fur den Schwingfall und der parti-
kuldren, reellen Losung (25):

(35) XO= A-e " cos (o, t +B)+ A (Q)cos (Qt + ¢)

Zu Beginn der Bewegung wird dem System sowohl der
stationdre Term aufgepragt als auch eine freie, ge-
dampfte Schwingung angeregt. Die Uberlagerung bei-
der Terme von (35) fuhrt zu einem komplizierten
Schwingungsverhalten, das als Einschwingvorgang
bezeichnet wird. Ubersichtliche Verhéltnisse ergeben
sich fiir den Fall kleiner Dampfung (& <<wo) und mit
einer Erregerfrequenz nahe der Eigenfrequenz (Q=wo).

Wahlt man Anfangsbedingungen x.=0 und XZO, SO
ergibt eine Naherungsrechnung:

(36) X(t)=A [cos (@t +¢)—e’5‘ -Ccos (coot +[5)]

Die Uberlagerung beider Schwingungen ergibt eine

Schwebung mit der halben Differenzfrequenz |Q-
wo|/2, die jedoch mit e abklingt, wobei die Bewegung
allmahlich in den stationaren Zustand tUbergeht.

Die groRtmdogliche Amplitude beim Einschwingvorgang
wird erreicht, wenn durch den Unterschied der beiden
Frequenzen die beiden cos-Terme ein entgegengesetz-
tes Vorzeichen erhalten. Bei sehr kleiner Dampfung
kann die sich so ergebende Einschaltspitze dem Wert
2As sehr nahe kommen, d.h. fast den doppelten Betrag
der stationaren Amplitude erreichen.

Fir den Fall Q=wo vereinfacht sich der Einschwingvor-
gang weiter. Die Phasenverschiebung ® wird dann 11/2,
und aus (36) folgt:

37) x(t)=A (1-e~*) sin w,t

Das System vollfiihrt nach dem Einschalten eine
Schwingung mit exponentiell ansteigender und gegen
den Grenzwert As der stationaren Schwingung streben-
der Amplitude. In der folgenden Abbildung sind die
Verhéltnisse des Einschwingvorgangs, der stationéren
Schwingung und des freien, gedampften Ausschwin-
gens zusammen mit der Erregerschwingung dargestellt.

Anregung

SRR

Erzwungene Schwingung Freies Ausschwingen

"Systemantwort"

Darstellung der physikalischen Grundlagen

(zur Vorbereitung als Teil der Ausarbeitung): Kurze
Beschreibung der Ansatze und der Ergebnisse der

Rechnungen und ausfiihrliche physikalische Interpreta-
tion im Rahmen der Aufgabenstellung.

Apparatur und Geréate

Durch eine Schneckenfeder elastisch an eine Ruhelage
gebundenes Drehpendel, das durch eine Wirbelstrom-
bremse zusatzlich gedampft und Uber einen Motoran-
trieb mit Exzenter und Pleuelstange periodisch angeregt
wird kann (Pohlsches Rad, siehe Skizze auf dem Titel-
blatt).

Bewegungsmesswandler: Zwischen einer Lichtschranke
laufende kleine Seilrolle mit Lochern; Betriebsgerat, das
die zeitabhangige Pulsfolge am Ausgang der Licht-
schranke in auslenkungs-, geschwindigkeits- und be-
schleunigungsproportionale Analogsignale wandelt.

Rechnergestitzter  Datenakquisition  (CASSY-Lab-

System). Zusatzlich Handstoppuhren.

Versuchsdurchfiihrung und Auswertung

Das Pohlsche Rad kann frei (mit der Hand) ausgelenkt
oder von einem Motor periodisch angeregt werden
kann. Die Dampfung lasst sich mit der Wirbelstrom-
bremse an dem zugehdrigen Netzgerat in sechs Stufen
einstellen (0, 1, 2, 3, G=Grenzfall, K=Kriechfall).

Die Messungen zu den gestellten Aufgaben sollen bei
Dampfungsstufe 2 durchgefiihrt werden.

Zur Erfassung der Auslenkung ist ein Messwandler
vorhanden. Ein Faden wird in einer Nut uber der Peri-
pherie des Drehpendels und dann Uber eine kleine
Seilrolle geflihrt. Die Seilrolle tragt Locher und lauft
zwischen einer Lichtschranke. Am Ausgang der Licht-
schranke entsteht eine Pulsfolge, deren Frequenz der
Geschwindigkeit des Rades proportional ist. Die Puls-
folge wird elektronisch verarbeitet, und am Ausgang
des zugehorigen Betriebsgerates stehen analoge
Spannungssignale fur die Auslenkung (s), die Ge-
schwindigkeit (v) und die Beschleunigung (a) zur Verfu-
gung. Geeignet fur die Messungen ist das Geschwin-
digkeitssignal (v). Dem Ausgangssignal ist dabei ein
Gleichspannungsanteil Giberlagert, der insbesondere bei
der spateren logarithmischen Darstellung der Daten
stort. Dieser Gleichspannungsanteil kann durch Zwi-
schenschalten eines Kondensators in die Verbindung
des freien Potentials zwischen Messwandler und
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CASSY-Lab-Systems unterdriickt werden.

Man sollte bei der Auswertung darauf achten, ob
man mit der Frequenz f oder mit der Kreisfrequenz

[] rechnet.

Zu Aufgabe 1

Die Messdaten (Auslenkung in Abhangigkeit von der
Zeit) werden mit Hilfe des CASSY-Lab-Systems durch
einen Rechner (PC) erfasst. Siehe dazu die allgemeine
Hinweise zu CASSY im Skript und besondere Hinweise
zur Benutzung des zugehdérigen Programms im
Platzskript.

Zu Aufgaben 2 und 3

Das Drehpendel wird mit dem Motor periodisch ange-
regt. Die Drehzahl des Motors ist elektronisch stufenlos
regelbar.

Die Frequenz kann an  einem 10-Gang-
Wendelpotentiometer eingestellt werden, jedoch gibt die
Anzeige des Potentiometers nur willkiirliche Einheiten
fir die Frequenz an. Die tatsachlichen Werte werden
mit dem CASSY-Lab-System-System bestimmt, wobei
gleichzeitig die zeitlichen Konstanz der Amplituden
Uberprift werden kann (Ausklingen des Einschwingvor-
gangs).

Die Amplitudenwerte kdnnen direkt an der Skala des
Drehpendels abgelesen oder auch mit dem Messwer-
terfassungssystem bestimmt werden. Fir jeden Mess-
punkt muss ausreichend lange gewartet werden, bis der
Einschwingvorgang abgeklungen ist.

Die Resonanzkurve wird zunachst mit grob abgestuften
Stutzpunkten erfasst (etwa fir alle vollen Umdrehungen
der Einstellung der Frequenz am Potentiometer) und
messbegleitend grafisch dargestellt (Amplitude Uber
Frequenz). Anhand des damit gewonnenen groben
Verlaufs der Kurve kdnnen geeignete Zwischenwerte
zum genaueren Ausmessen der interessierenden Be-
reiche (Flanken, Maximum) bestimmt werden. Wegen
der Steilheit der Kurve im Resonanzbereich ist es wich-
tig, bei der Einstellung der Potentiometerwerte das
mechanische Spiel des Stellknopfs zu berlcksichtigen.

Die Phasenverschiebung zwischen Anregung und der
Schwingung des Rades kann anhand der Zeiger am
Rad und an der Antriebsstange qualitativ beobachtet

werden. Die Beobachtungen sind mit der theoretischen
Vorhersage zu vergleichen.

Zu Aufgabe 4 (ohne Dampfung durchfiihren)

Zur Beobachtung eines Einschwingvorganges auler-
halb der Resonanz sollte die Frequenz nicht zu stark
verstimmt werden, um das Auftreten der typischen
Einschaltspitzen gut beobachten zu kénnen. Die Aus-
lenkungs-Zeit-Abhangigkeiten werden wieder mit dem
CASSY-Lab-System registriert. Vergleichen Sie das
exponentielle Verhalten beim Anschwingen und Abklin-
gen im Falle auRerresonanter Anregung mit dem erwar-
teten Wert.

CASSY

EINSCHALTEN

Spannungsversorgen SENSOR-CASSY (12V)

Rechner + Monitor einschalten

CASSY-Lab starten:

'Freischaltung": SchlieBen (ist bereits freigeschal-
tet)

'Einstellungen’ (Iasst sich auch mit 'F5' aufrufen):
evtl. 'Anordnung aktualisieren’

aktiven Kanal (Ein-/Ausgang) anklicken (wird
farbig)

'Einstellungen Sensoreingang' einstellen
z. B. Messbereich : -1V .. 1V
'Messparameter' einstellen

z.B. 'Triggerbedingung' (unterstitzt
die Vergleichbarkeit der verschiede-
nen Messungen)

z.B. 'wiederholende Messung'

rechte Maustaste (geht vor, wahrend oder nach
der Messung)

z.B. 'Zoomen' Bereich wird per Maus-
markiertem Bereich gezoomt, danach
'Zoom ausschalten’

z.B. 'Achsenbelegung andern': log- Darstel-
lung, x?-Darstellung, ...

z.B. 'Markierung setzen' und
dann 'Differenz messen' (wird ganz
unten links angezeigt)

F9 startet und stoppt Messung (wenn 'wie-
derholende Messung' eingestellt ist, wird neue
Messung in neuer Farbe dargestellt)

linke Maustaste markiert Punkte auf
Grafen; gleichzeitig werden Werte in
Tabelle markiert; mit Skrollen

(Pfeile auf/ab) lauft man in Grafen
und Tabelle die nachsten Werte ab;

Drucken: ,TTgelb” ansteuern






